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Bilindigi gibi, hiperbolik denklemler i¢in Cauchy ve lokal olmayan sinir deger
problemleri, kendine eslenik pozitif tanimli operator A yardimiyla, Hilbert uzay1 H da
bir adi diferansiyel denklem icin Cauchy ve lokal olmayan sinir deger problemlerine
indirgenebilir. Operator yaklagimi kullanilarak bu indirgenmis problemlerin ¢éziimleri
icin kararhilik tahminleri elde edilebilir. Bu soyut sonug¢, uygulamalarda, hiperbolik
denklemlerde Cauchy probleminin ve lokal olmayan sinir deger probleminin ¢éztimleri
icin kararlilik kestirimleri elde etmemize miisaade eder. Bu calismada, soyut Cauchy ve
lokal olmayan sinir deger problemlerinin yaklasik ¢dziimii icin, A nin tam kuvvetleri ile
olusturulan, {iciincii ve dordiincii mertebeden kararli dogruluk fark semalar1 verilmis ve
bu fark semalarinin ¢éziimleri icin kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Ayrica bu fark
semalarinin  ¢oziimleri i¢in teorik sonuclarin  dogrulugu niimerik Orneklerle
desteklenmistir.
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It is known that various Cauchy problem and nonlocal boundary value problem for the
hyperbolic equations can be reduced to the Cauchy problem and the nonlocal boundary
problem for the differential equation in a Hilbert space H with self-adjoint positive
definite operator A. Applying the operator approach we obtain the stability estimates for
the solutions of these problems. In applications this abstract result permit us to obtain
the stability estimates for solutions of Cauchy problem and nonlocal boundary value
problem for hyperbolic equations. The third and fourth order of accuracy difference
schemes generated by the integer power of A approximately solving this abstract
Cauchy and nonlocal boundary value problems are presented. The stability estimates for
the solution of these difference schemes are obtained. The theoretical statements for the
solution of these difference schemes are supported by the results of numerical
experiments.
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2011, vii+170 pages.

ii



ONSOZ VE TESEKKUR

Oncelikle 6grencilerini cocuklar1 goziiyle goren ve onlardan destegini ve danismanligin
sadece akademik alanda degil 6zel hayatlarindaki sorunlarinda da esirgemeyen,
akademik hayata atildigim giinden bugiine kadar alanindaki uzmanhigiyla derin ve
degerli bilgilerini benimle paylasmaktan ¢cekinmeyen, bu sayede karsilasmis oldugum
bircok problemde aydinlatict bilgileriyle yol gosteren ve c¢alismis oldugum alanlarda
oniimde derin ufuklar acan hocam sayin Prof. Dr. Allaberen ASHYRALYEV’ e sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

Doktora egitimim igerisinde pek cok konuda karsilagtigim problemlere degerli goriis ve
bilgileriyle ¢dziimler iiretme konusunda yardimlari hi¢cbir zaman benden esirgemeyen
sayin Prof. Dr. Mehmet CAGLIYAN’ a da cok tesekkiir ederim.

Bu caligma yeni dogan kizima ithaf edilmistir.

iii



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ..ottt e i
ABSTRACT ...ttt ettt ettt st e et e e b e il
ONSOZ VE TESEKKUR .......cooviiiiiiuiieeeieeeeeeeee oot eeee et enes e eaes s s eeneen, iii
ICINDEKILER ........coootiiiuiieieeeeeeee ettt ettt neaenseaens iv
SEKILLER DIZINT ..ottt vi
CIZELGELER DIZINT ......ooviiiiiiiiieiee e, vii
L GIRIS oottt 1
2. HIPERBOLIK TIP DIFERENSIYEL DENKLEMLERDE CAUCHY
PROBLEMI ICIN KARARLI FARK SEMALARI .........c.ccoviiiinieieiereceeeee e, 5
2.1. Hiperbolik Tip Cauchy Problemi ..........ccooceiiiriiiiiiniiiiiiiiiieiniiieeeiceeeiiee e 5
2.2. Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Sayisal Coziimii i¢in Ugiincii
Mertebeden Dogruluk Fark Semasi...........coeeeeriiiiieeiiiiiiiiiieeieeee e 12
2.3. Hiperbolik Tip Cauchy Problemi i¢in Dordiincii Mertebeden
Dogruluk Fark Semast........ccoocueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieen et 39
3. LOKAL OLMAYAN HIPERBOLIK TiP SINIR DEGER PROBLEMI ICIN
KARARLI FARK SEMALARI .....ooiitiiiiitiit it 61
3.1 Lokal Olmayan Simr Deger Problemi ...........coccccceviiiiiiiiiiiiiiniiiiiien e 61
3.2 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Simr Deger Problemi Igin Ugiincii
Mertebeden Kararli Dogruluk Fark Semasi.........ccoococeeeviiiiiiiniiininiiiciniiceenas 61
3.3 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Simir Deger Problemi I¢in Dérdiincii
Mertebeden Kararh Dogruluk Fark Semasi.........ccoocoeeeiiiiiiiiniciiniiiciniieeenae 89
4. SAYISAL SONUGCLAR .....ottiitiiiiie ettt ettt 130
A1 PrODBICIII. .. 130
4.2 Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Yaklasik Coziimii icin Zamana Bagh
Uciincii Mertebeden Dogruluk Fark SEmasi..............c.coeevreveveverenieneecenennnan, 131
4.3 Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Yaklasik Coziimii icin Zamana Bagh
Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semast .......c.eeeeviiiiiiniiiiiniiciininecen. 136

4.4 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Sinir Deger Probleminin Yaklagik

v



Coziimii i¢in Zamana Bagh Ugiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi......... 140
4.5 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Sinir Deger Probleminin Yaklasik Coziimii

Icin Zamana Bagh Dérdiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi................... 144

4.6 Hata AnaliZi.....ooevieiiniiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 148

5. SONUGLAR . ...ttt ettt ettt ettt et e s sate e eabeeebeeens 152
KAYNAKLAR .ottt ettt ettt e s e e b 155
EKLER ...ttt ettt et ettt ettt et nab e 158
OZGECMIS ...ttt 170



SEKILLER DiZiNi

Sayfa

Sekil 4.1 Cauchy problemi (4.1) icin ii¢iincii mertebeden kesin

COZUMUN GrafiFi...ccovuvviiriiiiiiiiiii e 149
Sekil 4.2  Cauchy problemi (4.1) icin ii¢iincii mertebeden yaklasik ¢6ziimiin

GEATITT oottt e 149
Sekil 4.3 Cauchy problemi (4.1) icin dordiincii mertebeden kesin ¢oziimiin

GEATITT oottt e e 150
Sekil 4.4 Cauchy problemi (4.1) icin dordiincii mertebeden yaklasik

COZUMUN GrafiSi...ccovuvviiriiiiiiiiiiiie it 150

vi



CiZELGELER DiZiNi

Cizelge 4.1 Problem (4.1) in yaklasik ¢6ziimleri i¢in hata analizi

Cizelge 4.2 Problem (4.2) nin yaklasik ¢6ziimleri i¢in hata analizi ................cccc.......

vil



1. GIRIS

Son yillarda lokal olmayan sinir deger problemleri hizla biiyliyen bir bilimsel arastirma
alani haline gelmistir. Bu tip problemler iizerine ¢aligsmalar sadece teorik amacli ortaya
citkmamigtir, ayn1 zamanda miihendislik ve fizikte bir¢cok olayin modellemesinde de
kullanilmaktadir. Ornegin kuantum mekanigi, akustik, elektromanyetik, akiskanlar
mekaniginde c¢ogu problemler ve fizigin diger alanlar1 i¢in hiperbolik tip kismi
diferansiyel denklemler kullamlmaktadir (Sobolevskii ve Chebotaryeva 1977,
Ashyralyev ve Muradov 1995, Ashyralyev ve Muradov 1998, Ashyralyev ve
Sobolevskii 2001, Ashyralyev ve Sobolevskii 2004, Ashyralyev ve Aggez 2004,
Ashyralyev ve Aggez 2011, Ashyralyev ve Sobolevskii 2005, Ashyralyev ve Koksal
2005, Ashyralyev ve Koksal 2007, Ashyralyev ve Koksal 2008, Ashyralyev ve Koksal
2009, Ashyralyev ve Ozdemir 2005, Ashyralyev ve Ozdemir 2007, Ashyralyev ve
Ozdemir 2009, Ashyralyev ve Ozdemir 2010, Ashyralyev ve ark. 2009, Ashyralyev ve
Dal 2009, Ashyralyev ve Dal 2011, Ashyralyev ve ark. 2010, Ashyralyev ve ark. 2011,
Berdyshev ve Karimov 2006).

Bilindigi {izere cesitli hiperbolik tip sinir deger problemleri Hilbert uzayr H” da kendine

eslenik pozitif tanimli A operatorii yardimi ile

{%Mu(ﬂ:f@),osml, (1.1)
u(0) = 9,1 (0) =y

baslangi¢ deger problemine indirgenebilir.

Sobolevskii ve Chebotaryeva 1977 makalesinde, problem (1.1) in yaklagik ¢oziimii i¢in

birinci mertebeden dogruluk fark semasi

7_2(”k+1 —2u +u )+ Au,, = f,
fi=f@), t,=kt,1<k<N-LN7=1, (1.2)
T, —uy) +iA"u, =iAu, +wuy = @



sunulmustur. Fark semast (1.2) nin ¢oziimii i¢in kararhilik kestirimleri elde edilmistir.

Ashyralyev ve Muradov 1995, Ashyralyev ve Muradov 1998 makalelerinde Cauchy

problemi (1.1) in yaklasik ¢oziimiinde ikinci mertebeden dogruluk fark semalari

ve

T (uy, —2u, +u,_ )+ Au, +5 A'u, = f,,
fi=fa)1<k<N-1Nr=1,

T (uy, —uy) +iA (I +2 APy, = 7,

2, =(I+itA)W+5 f, +(A* —TA)u,, (1.3)
uy =@, fo, = £(0),

T, —2u, +u )+ A, +2u, +u, )= f,
fo=f@),1<k<N-1,Nt=1,

7_1(”1_”0)"'%‘41/2(”1"""0):@’ (1.4)
5= +E2A)WW+% f)+ (A =S,
u, = @.f, = f(0)

icin benzer sonuclar1 elde etmistir. Buna ragmen, bu fark semalarinin pratik

gerceklestirilmeleri icin bir AP operatoril insa etmek gereklidir. Bu islem bilgisayar i¢in

cok zordur. Bu sebeple, teorik sonuglara ragmen, baslangi¢ deger probleminin niimerik

cOziimiine uygulamasi iyi degildir. Ashyralyev ve Sobolevskii 2001 makalelerinde, A

operatoriiniin tamsay1 kuvvetlerini kullanarak baslangi¢ deger problemi (1.1) in yaklasik

cOziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalarimi ve bu fark

semalarinin ¢oziimleri icin kararlilik kestirimlerini elde etmistir.

Ashyralyev ve Aggez 2004 makalesinde, A operatoriiniin tamsayr kuvvetlerini

kullanarak, iki noktada lokal olmayan hiperbolik sinir problemi

%“‘u(t) = f(1,0<1<1,
u(0) = au(l) + ¢,
W(0)=Lpu')+y

(1.5)



in yaklasik ¢6zlimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden kararli fark semalar1 sunulmustur.
Problem (1.5) in ve fark semalarinin ¢6ziimil i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmistir
Uygulamada da iki noktada lokal olmayan hiperbolik tip smir deger problemi icin

kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

Ashyralyev ve Yildirim 2010 makalesinde, A operatoriiniin tamsayr kuvvetlerini

kullanarak ¢ok noktada lokal olmayan hiperbolik sinir problemi

d*u(r) _
Tt Au(t)= f(1),0<t <1,

1(0) = rlz;a,u(ﬂ,) +9, (1.6)

(=5 Bu )+

nin yaklasik ¢6ziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden kararli fark semalar1 sunulmus ve
fark semalarinin ¢oziimii i¢in kararlhilik kestirimleri elde edilmistir. Uygulamada da ¢ok
noktada lokal olmayan hiperbolik tip sinir deger problemi icin kararlilik kestirimleri

elde edilmistir.

Parabolik, eliptik ve karigik tip lokal olmayan sinir deger problemleri icin iyi
tanimlanmighik lizerine bircok arastirma yapilmistir (Krein 1966, Salahatdinov 1974,
Sobolevskii 1975, Dzhuraev 1979, Fattorini 1985, Salakhitdinov ve Urinov 1997,
Piskarev ve Shaw 1997, Gulin ve ark. 2001, Ashyralyev 2006, Gordezani ve ark. 2003,
Agarwal ve ark. 2005 , Somali ve Oger 2005).

Bu tez caligmasinda, hiperbolik tip Cauchy problemi (1.1) ve buradan elde edilecek
sonuclardan faydalanilarak lokal olmayan simr deger problemi (1.5) in yaklasik
coziimleri i¢in {igiincii ve dordiincii mertebeden kararli dogruluk fark semalar1 ve
bunlarin niimerik ¢6ziimleri icin kararlilik kestirimleri elde edilmis; niimerik
yontemlerle, ¢oziimleri, analizleri ve uygulamalarinm gelistirilmesine ¢alisilmistir.

Tezin boliimleri ve icerikleri asagida kisaca 6zetlenmektedir.

Tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci boliim iig alt



boliimii ihtiva etmektedir. Bunlardan birincisi problemin sunulmasi ve formiillerin elde
edilmesi konularimi igermektedir. Ikincisi hiperbolik tip Cauchy problemi (1.1) in
yaklasik ¢Oziimii icin A operatoriiniin tam kuvvetleri kullanilarak elde edilen iiciincii
mertebeden kararli dogruluk fark semalarinin elde edilmesi konusunu icermektedir.
Ugiinciisii hiperbolik tip Cauchy problemi (1.1) in yaklasik ¢6ziimii i¢in A operatoriiniin
tam kuvvetleri kullanilarak elde edilen dordiincii mertebeden kararli dogruluk fark
semalarinin elde edilmesi hakkindadir. Ugiincii boliim ii¢ alt boliimii ihtiva etmektedir.
Bunlardan birincisi problemin sunulmasi hususundadir. Ikincisi hiperbolik tip lokal
olmayan smir deger problemi (1.5) in yaklasik c¢oziimii i¢in A operatdriiniin tam
kuvvetleri kullanilarak elde edilen iigiincii mertebeden kararlt dogruluk fark semalarinin
elde edilmesi hakkindadir. Ugiinciisii hiperbolik tip lokal olmayan simir deger problemi
(1.5) in yaklasik ¢6ziimil i¢in A operatdriiniin tam kuvvetleri kullanilarak elde edilen
dordiinci mertebeden kararli dogruluk fark semalarinin elde edilmesi hakkindadir.
Dordiincii boliim niimerik sonuglart ihtiva etmektedir. Hiperbolik tip Cauchy problemi
(1.1) in ve lokal olmayan smir deger problemi (1.5) in yaklasik ¢Oziimil igcin A
operatoriiniin tam kuvvetleri kullanilarak elde edilen iigiincii ve dordiincii mertebeden
kararl dogruluk fark semalarinin niimerik uygulamalar1 ele alinmis, bu fark semalarinin
Modifiye Edilmis Gauss Eliminasyon metodu kullanilarak matrislerden olusan bir lineer
sisteme doniistiiriilmesi ele alinmistir. Ayrica problemlerin matris sistemindeki
coziimleri i¢in, Matlab programu kullanilarak elde edilen grafikler ve hata analizlerini

ihtiva eden bir tablo sunulmustur. Besinci boliim sonuclardan miitesekkildir.



2. HIPERBOLIK TiP DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE CAUCHY
PROBLEMI iCIN KARARLI FARK SEMALARI

2.1 Hiperbolik Tip Cauchy Problemi

Bu boliimde Hilbert uzayr H da kendine eslenik, pozitif tanimli A operatorii yardimi ile

olusturulan genel formda hiperbolik denklemler i¢in Cauchy problemi

' (1) +Au(t) = f(1),0 < t < T,u(0) = ¢,u’ (0) = y 2.1)

ele alind1. Bir #(f) fonksiyonu icin asagidaki sartlar saglamyorsa #(f) ye problem (2.1)
in ¢6ziimii denir;

i) u(®), [0,1] arahginda iki kez tiirevlenebilir ve siireklidir. Kapali araligin sir
noktalarindaki tiirevler bir tarafli olarak mevcuttur,

ii) (1), her * € [0,1] icin, D(A) tanim kiimesinin elemanidir ve Au(?) fonksiyonu
[0,1] araliginda siireklidir,

iii) #(?), (2.1) denklemini ve baslangic sartlarin saglar.

Eger bir f(t) fonksiyonu [0,7] kapal arahiginda sadece siirekli degil ayn1 zamanda da
1
tiirevlenebilir ve ¢ € D(A), v € D(A?) jise formiil

u(t)=c(t)g + sy + [s(t= 1) f(A)d A, 2.2)

0

problem (2.1) in bir ¢éziimiidiir (Fattorini 1985). Operator teoride, tanim araliginda

siirekli {c(#),7 = 0} kosiniis operator fonksiyonu,

formiilii ile tanimlanir. Siniis operator fonksiyonu i¢in de



t

s(Hu = jc(s)u ds

0

tanimindan yararlanarak

itA? —irAl?

" :A—1/2€
S( ) 2i

formiilii yazilabilir. Kosiniis operator fonksiyonu teorisi icin Fattorini 1985, Piskarev ve

Shaw 1997 ¢alismalarindan yararlanildi.

[0,7] kapal1 araliginda 7 adimli diizgiin bir grid (1zgara)
[0,T]; = Lty = kt,k =0,1,....N,Nt =T}

ele alinsin. Baslangi¢ deger problemi (2.1) in ¢oziimiiniin iki adiml fark semalarinin

olusturmast igin, oncelikle diferansiyel operatoriin ve u’(0) tiirevinin yaklagimlarinin

elde edilmesi gerekir.

Once diferansiyel denklem (2.1) in yaklasimmi ele alalm. Taylor ayrisim
(dekompozisyon) metodu ii¢ noktada uygulanarak (2.1) denkleminin iigiincii

mertebeden yaklagim formiilii

u (tk+1 ) —2u (tk ) +u (tk—l ) - %72””(tk ) - %72 (u”(lk-ﬂ ) + ””(lk—1 ))

(2.3)

1 .
+Ef4u( (1) =o(7*)

ve dordiincii mertebeden yaklagim formiilii



w(ten)=2u(t)+u(t,_)- 272”” (t)- %Tz (”” (te) + u (tes ))

1 O) 1 (4) (4)
—5’[41,[ (t,)+ m14 (u (t,.)+u (1., )) =0 (2'6) (2.4)

elde edilir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). Ayrica problem (2.1) den yararlanarak

u(1,) = —Au(1)+ £ (1),

w’ () =—Au"(t)+ £ (1) = Au(t)= AF () + £/ (1) @)

yazilabilir. (2.3) ve (2.5) denklemleri yardimu ile, problem (2.1) in ¢dziimii icin iiciincii

mertebeden yaklagim formiilii

u(tk+1)—2uf(2fk)+ u(t ) _%(—Au(tk)'i‘ f(tk))

_é(_A(u(tkm u(t, )+ f (1) + £ (52))

+%72 (Azu([k+1)— Af(tk+1)+ f (tk“)) - 0(73)’

elde edilir. Benzer sekilde, denklemler (2.4) ve (2.5) yardimi ile de dordiincii

mertebeden yaklagim formiilii



u(ty,)=2u(t,)+u(t,) - 5(—Au(lk)+f(tk))

__(_A(u(tk+1)+ u([k—l))+ fta)+ f(tk—l))

—s 7 ()= A7 () + (04— 7 (4 )+ )

_A(f(tk+1)+f(tk—1))+f”(tk+1)+f” (fk_l))=0(2'4)

bulunur. Sondaki kii¢iik terimler ihmal edilerek, problem (2.1) in {iclincii ve dordiincii

mertebeden yaklagim formiilleri sirasiyla

_ 2 1 1
T (u,,, — 2u, + uk_1)+§Auk +EA(uk+1 + uk_l)+EZ'ZA2uk+1 = f

2 1 1 > '
fo=3 1@+ (F () + £ (00)) =557 (24 () 1) @)

ve

_ 5 1
T (U, — 2u, vu,_ )+ gA”k + EA(”kn +u, )

1 1
g T A T A (e F ) = S

=3 1 L ’
fo= 200+ (F () + f (6))* 5577 (FAF () + £7G)

1 ., ” »
Tt (A(f () + F () + £+ 7)) (2.7)

olarak yazilabilir. Ikinci olarak, baslangic deger u’(0) 1n yaklagimini ele alalm. (2.2)

formiiliinden yararlanarak



u(f);u(O) _ C(Ti—l o+ s(:)l/ﬁ%jgs(f_z)f(ﬂ)d/l (2.8)

yazilabilir. (2.8) denkleminden agikca goriildiigii lizere u'(0) m yaklasimim elde

edebilmek icin operatdr fonksiyonlar1
5(2). ¢(2) ve =['s(z-2) £ (4)dA
T

nin  yaklasim formiillerini elde etmek gerekmektedir. ¢(7), s(z) operator

fonksiyonlarmin tanimlarindan ve € fonksiyonu igin Pade kesirlerinden yararlanarak

(2.1) in liciincii mertebeden yaklagimi icin

R(itB)+R(-itB) 3
c(t) = ——— +o(7°),
1 R(ir;)— (~itB) 3 (29)
s(r) = B —— +o(7°)
yazilabilir. Burada
R(itB) = R = DE,R(~itB) = R = DE (2.10)
dur. Benzer sekilde dordiincii mertebeden yaklagimi icin
c(r) = ST 4oz, @.11)
S(T) = B_lw + 0(1’4) ’
yazilabilir. Burada
~-l © A
R(itB) =R = CC ,R(-itB) = R = CC! (2.12)

dir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). Yukaridaki formiillerde

B = A2



p=l1-teavicar |1+ L pia . D= -l paizare 1+ L ,
3 V' T 3 VT

-1 . 1/2 2 . 1/2 2
E=(1+%72A+ér4A2) ,c=[1+”A —ﬂj,cz(l—’m —ﬂj

2 12 2 12

dir. (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) formiillerinden yararlanarak, () ve ¢(7) operator

fonksiyonlariin {iciincii mertebeden yaklagim formiilleri

c(1) = <I— 2A> <I+ T2A+ — r4A2> g 013

se() =7 1+ Jrrar (1+ Lozas Lo o

ve dordiincii mertebeden yaklagim formiilleri

= _i2 4 A2 _2 1 A A2 1 (2.15)
c(7) <1 A+ 144TA><]+ T2A+ 144TA>,

I Loy 1)
s (7)=t|—-——TA||I+—TA+—7TA
(7) ( 12 J[ 127 144 (2.16)
elde edilir. Baglangi¢ sart1 u'(0) 1n yaklagim formiiliinii elde ederken, fi1 ve fi1 iin

% j;s(f—l)f(i)dl —f}, = o(z?), (2.17)

T 2.18
L[ s@-0fdi-fi, = o). 19

olacak sekilde olusturulmasma ve formiillerinin yeterince basit olmasma dikkat

edilmelidir. /11 ve f11 iin secimleri bir tektir. Taylor metodu kullanilir ve integrasyon

yapilirsa, sirasiyla iiglincii mertebeden yaklagim formiilii

10



- [1 +%A+ 1144 Azj {rf 0)+(-f(0)+7f (0))%—2]‘/ (0)%2} @19
ve dordiincii mertebeden yaklagim formiilii
=300+ 004537 ()]
+{-45.(2)£(0)-2C.(3)F (0)+5.(4)5 (0} 020
(12T 4] [, 2A

+(Ac,<r)f<o>—3c,<r)f"<o>)§}‘[”12“144Aj - b

[[z Ao <o>j§+(—Arf<o>—zf’ O+ (0)5+{r0-3r )5
elde edilir. Tlerki bolimlerde,

2.21)

fur = {fO) +HO+F )5 -2A O L},

ve

+(-azr (0)-21 (0)+2f (0))%+(Af (0)-3f (0));—2} (2.22)

3 _ A4 27" ) P
ifadeleri  igin, fl’l_r<l+ 12A+ 144A> fu ve ]01‘,‘1:7(1+%A+1Z_4A2) fz,z

11



esitliklerinden faydalanilacaktir. Sonug olarak u'(0) tiirevinin yaklagimi i¢in

- -1
wu,_c(0)-1_ 5()

v+ fh, (m=3veya4) genel formiilii yazilabilir.
T T T ’

2.2 Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Sayisal Céziimii icin Uciincii Mertebeden

Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, baglangi¢c deger problemi (2.1) in yaklasik ¢6ziimil i¢in, formiiller (2.6) ve

(2.19) dan yararlanarak {iciincii mertebeden dogruluk fark semasi

T_z(uk+1 - 2uk + uk—l) +%Auk +%A(uk+1 + uk—l)
+ 5T AU, = [ fo =2 F @) +E(f (1) + £ (1))
—5 7T (<Af (ta)+ f (1)) 1SkSN -1,

uy =@, (1+5 A+ 5 A 7™ (u, —uy) (2.23)

=—(5A+5 L) o I+ 5T XY+ (145 A+5A) £

2

elde edildi. Bununla beraber, fark semalarinin uygulamalarinda (realization) dnce A
operatoriiniin insa edilmesi gereklidir. Uygulamada A" nin elde edilmesi zordur. Bu
sebeple, fark semasinin, baglangic deger problemlerindeki teorik Onemine ragmen,
sayisal uygulamalardaki islevselligi hi¢ de iyi degildir. Dolayisiyla, bu tezde problem
(2.1) in yaklagik ¢6ziimii icin, A operatoriiniin tam kuvvetlerinden yararlanilarak,
iciincii mertebeden dogruluk fark semasi ve bu fark semalarmin c¢oziimleri igin
kararlilik kestirimleri elde edildi. Denklem (2.6) ve (2.19) dan yararlanarak iiciincii

mertebeden iki adimli yaklagiml fark semasi

T2 (k1 — 2up + Upr) + %Auk + %A(uk+1 + Ui-1)
+ 5 P2 A%k = fiofi = 20 + L (ften) + f(ti1))
$ —HT(Aten) +f (), 1 S k< N-1,
up = @, (1+ %A+ %N}r‘l(ul — o)
= e+ (I- Ay

(2.24)

12



elde edildi. Burada

fua= (1+ Fa+ Fra ) ' = {f0) + (O + o O)F -2 0L}

dir.

Oncelikle ispat asamalarinda yararlanilacak bir lemma ele alalim. Bu kisimda ayrica,

(2.10) da verilen R, R operatérlerinden ve asagidaki operatorlerden yararlamldi. Bu

operatorler

Ri= (-

ve eslenigi R,

o

z.2

6

it A2 1 a0 T°
><<er (/1 e A){H A+

2
194 A

o (- 5p0) (- B 55

172 T 2
<A (1+ A+—144A

12 12 144

4 2 4
I+—A+T—A2j[[l+T—A+T—A2

_ AL T a2y
R4—(I+ 3A+9A

_i A2 1 442
x( iA ( I+ LA ><1+ .

13

7° 43
)

T 2
—A+ 12A

5t4 42, 71° 1/2( T 74 2> [ 1 442
144A +_216A —itAYA( T+ A+ 144A I+ 721A

)

I -1
_1 1442
> T+ Lz ) ,
-1
1
—itA"? |1 +—1*A? ,
72

IS DIk

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)



_ [ T2, Tt 12 1 a4y 2 4 2>
R5—< A= oA A 1+ L XH A+ ToA)
ve eslenigi Rs,

_ 1. . 1/2[ 1 4y

R6—(I 3TA+ZTA I+721A>
74 / 1 -

il 2 _ i Al 1 442
(2A+ 12A —IiTA I+72TA> ,

ve eslenigi R dir.

Lemma 2.1 Asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir.

~

IRl gy < L ARI, < 1.
IRl < 1 IR ||H e
JAVRa, < LIEAY RS, < 1,
Y IAVRA < LIA2RS ], < 7
|ARs |, < T ITARs ||H L <1,
|| tAVRs ||, < 1.

Ispat: Kendisine eslenik, pozitif tammli operatoriin spektral 6zeligi yardimiyla

-1
H( _ —r2A+nA1/2 /1+ 4A2><I+ 4A2>

<5 |1—§12/1+if/1”21/1+7—1214/12
< Sup

55/1«»‘ 1+i0°A+ 5727 ‘

H-H

yazilabilir. Buradan,

14

(2.29)

(2.30)

231)



(1-4ea)’+ (e s 5o )’

<1 + —érleJr 1—1214/12>2

2 412
1+1 A+ 372 + L 2°A4° <1
2 63 814 —
T1+l f/1+361/1 + LT A+ LT A

oldugundan, ||R||HHH <lve HRH <1 dir. Benzer sekilde,

H—H

574 2 7176 43 12 72 2 / 1 442
H( 14414 216A +itA <I+ A+ 144A> I+ 721A>
-1
AR [ 1 442 72 ™ 42
x( ITA ( I+ 72 T°A )<I+ —A+ 14414 ))

H-H

‘(‘?4’212 + 12 P itd? (1+%z+ﬁzz)m)
it “z(m)(l+%ﬂ+%ﬂz) ‘

< Sup

O<A<o0

yazilabilir. Buradan,

(_%/12+%/13)2+(T/11/2(1+%/1+%/12)\/1+?1274/12 )2
(2 (T 572 )1+ £ A+ 2 27))

<1

oldugundan, R, <1ve R <1 dir. Aym sekilde

||A1/2(1 A>(1+ 241 A2>

-1
12 72 4 2> [ 1 442
(zA <I+ —A+ 144A I+ 727A

15




| a(ega-w -5 |

<
A (145 A+ i A2 )1+ 57 2

up
O<A<o0

yazilabilir. Buradan da

A1+ A-2 2 -2 2)

(/1”2 (1+5A+ 5 A1+ 574 )2

<1

oldugundan, HA” 2R2HH»—>H <1 dir. Aym yolla

-1
12 72 4 2) : 1/2( 72 4 2 1 442
TA (I+ 6A 12A iTA 12A+ 144A I+ 727A

| At (eaena) |

< Su
A (145 A+ iy )1+ 5702

O<A<o0

yazilabilir. Burada

PA(1+ 20+ 522)

(2 (1+ 2+ 50T h o0 )

<1

oldugundan, HTA“ 2R3HH u <1 dir. Benzer adimlar kullanilarak

T 2 T 3
||(1+ LAy 72A>

(o e (12 a0 10 £4)

16
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| 45 A+ A+ 52 |
Muz\/H%T‘%Z(1+L;/1+%/12)(1+’T3/1)‘

< Sup
O<A<o0

yazilabilir. Buradan,

(1+54+5 47 +§—;/13)2

(ﬂuzm(l_’_%ﬂ_,_%ﬂ})(l_,.%ﬂ))z

<1

oldugundan, HA” 2R4HHHH <1 dir. Aym sekilde

I SR adpv SESySy. 3 M B PP (1/2( > i 2>>_1
H( 2A 12A tizA I+721A A I+6A+12A

< Sup|—’§/1—f§/12iiw/2\/m|

AP (1+17°2+ 5727 ‘

H-H

O<A<o0

esitsizligi yazilabilir. Buradan da

(~22-u22) ¢ (s Loz )’

A+ L2+ Lia2)?

2 402 | 75 93 5 a4
_ TA+FA+THE A+ A
AP+ LA+ 2 A+ 2 A

2
<7

oldugundan, HA‘” 2R5H <7ve HA‘” 2135” <7 dur. Tamamen ayni metotla

H—H H—H

wly_ 1.2 . 1/2[ 1 _aq2
TA (I 3TA+ZTA I+72TA>

17



A2 (1= 1A +ith 21+ 72

A+ =it 1+ 5T ‘

< Sup
5<ﬂ<oo

yazilabilir. Burada

22(1 - +e2) s (e [Ty Loz )
(v i) s (on fiv Loz )’

,1(1+%12,1+i 2+ L 6,13)
A+ irz/lz L 43 4 L 64
4

IHTA+TA + 5T
2 7 613 —
1+4r/1+72 A+

<1

oldugundan, |rA"°R,|  <1ve [rA"*Rs| <1 dir. BuLemma2.11 ispat eder.

H—H H—H

1 1
Teorem 2.1 ¢ € D(A), v € D(A>),  fi1 € D(A?) olsun. Bu takdirde, fark semasi

(2.24) iin ¢6ziimii icin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

1<k<N
s=1

N-1
max ||uk||H<M{Z LA+ o Ly + T4 2y ], + Tl A2F] } 2.32)

max || AV |, +max || L=l |
1<k<N 1<k<N
N-1
< M{Z s 7 + 1A ||, + Il + Tl ||H}, (233)
s=1

18



Ugl — Uy + U1
72

max ||Auy ||, +max ||A1/2% ”
1<k<N H

1<k<N

+ max |

1<k<N-1 H H

N-1

< {15~ fol Uk +laol, a2, s o2 s, | @
5=2

Burada M sabiti 7> @, y, f, | ve f (1<s<N —1) den bagimsizdir.

Ispat: Ilk olarak problem (2.1) in ¢oziimii icin formiil elde edelim. Baslangic deger

problemi

auj—1 — cug +bugyr = @, 1 <k < N-1upo = o,u; =y (2.35)
in ¢6ziimiiniin tekligi aciktir. Problem (2.35) in ¢6ziimil i¢in asagidaki formiil
Uy = Q,u, =y,
u, = RR(R - R)"' [Rk" - ﬁk"]qo +(R-R)"(R* - Ry
(2.36)

k-1 _ - ) )
+SRR((R-Rya) [R*/-R"]p,,
j=1
yazilabilir (Ashyralyev ve Sobolevskii 2004). Burada 41, 42 denklem (2.35) in

kokleridir ve

R= q,= c+\l,;22p_4ab , I'é =q, = ,;_\/,;22’)_4ab , (a#0,b#0)

dir. Problem (2.35) yeniden diizenlenirse

2 2 2 4
[1+%Ajuk_l—[2—2%Ajuk +(1+%A+f—2A2juk+l = f,1Sk<N-1,

19



T T’
- —A I - A
NSRRI

yazilabilir. Denklemde, @ ile (I+2A), b ile(I+2A+54), ¢ ile (-%4)

ile

2 4 -1 2
¢+r[1+f—2A+;ﬂA2j [_%A¢+[1_1T_2Ajl//+ffhlj’

ok ile T°f degistirilerek ve formiil (2.36) uygulanarak, u, (2 <k < N)icin
u, = 1[1?113" —Rlﬁ"](ﬁl[ﬁ" —R"]Rzyx+l[1§" -RY R,
2 2 2 '

RY[R-R™] fo (237)

§=

1
+ —
2

formiilii elde edilir. Simdi (2.32), (2.33), (2.34) kestirimlerini elde edelim. u, baslangi¢

sart1 icin yukaridaki formiilden, (2.31) deki kestirimler ve asagidaki

w(;_ 1% )( 7% 4 2>_1 (2.38)
A <1 A s gat) | <1
HTA“2 <I+ Aoy 1 T4A2>_1 < —12m ,
12 144 won 12+ /1T (2.39)

basit kestirimlerinden yararlanarak,

4 2 4 -1
s |y < “(I—%TZAJrﬁAz)(IJr%AJr L) HHHquHH

20



sl (- ) (1+ A Fra2) HH a2y,

172 T 2 -1/2
A (14 A+ 144A> Al
12/TT
< llgll, + 12142y |, + z) A2
lolly+ 1214w ||, 2+ /1T 1A=l

= —1/2
<M {ZI:HA £,

e+l <, + s, |

kararhilik kestirimi elde edilir. Simdi #1 formiiliine A2 operatorii uygulanarak ve

(2.31), (2.38), (2.39) kestirimlerinden yararlanarak

12 5‘[214 T4A? )( A2\ 12

TAW(I A>(1+ S A+—A2> H Il
144 oy H

1”2 24 | A2\ 12
A (1 T TA) | el < 1A%l + 120,

12411
v, <m S,

o, vl o1, |

kararlilik kestirimi elde edilir. Keza

X[—;—A¢+[1_f2A]l//+Tfl,l] (241)

21



formiilii, (2.31), (2.40) ve

2 2 442\ -1
- TA <1+M+TA> <1,
H { 12 12 144 HoH (2.42)
2 442
[+ TA TA <1,
H < 12 144 HoH (2.43)
basit kestirimleri kullanilarak,
Ui — U 1 24 | A2
|zt || < H 71A1/2(1+ L ) Al

2A | A2 \7! H
I- A) 1+ + vl
H ( PR g

2 442\ -1 6m
o G ) et = T 1A Wl
N-1
<w [ Sl e+ael, ol o5, s

elde edilir. Formiil (2.41) e A" operatérii uygulanarak ve (2.31), (2.40), (2.42), (2.43)

kestirimlerinden yararlanarak

vt~ o |
lav>==

2 442\ 1
LA1/2<I+ T°A + TA H ||A(p||
2 12 7144 w2l

7442 -1
I——A) (1 A | T'A H |A2y ||
H( 7+ T4g o H

22



A | AN 12
H (” 2 144 HMTHA fuilly,

_ _6J/1T
T2+ /11

1Al + 1A |, + Tl Afia L,

s—1

N-1
=M {2 = Fly AL +HlAd], +|A7y], +THA”2f1,1HH} (2.45)

kararhlik kestirimi bulunur. Benzer sekilde, 1 e A operatorii uygulanarak ve (2.31),

(2.38), (2.39), (2.40) kestirimleri kullanilarak

1A@ |l 5

H-H

_ 5‘[214 T4A2 )( 24 | 1A% >_1
Murly < H (v g J)\U* 2 g

1Ay,
H-H

12 A 2
TA (I ><I+ A+ 144A>

+ HrA1/2<I+ %TzA-i- T4d 4A2> ‘

t|AVfiall,

H-H

12J_

< ||A + 12]|AY2
< lAelly+ 12045l + 7 T

| Afull,

<M {51 ol +l, 1, +|4], <o ], |
5=2

(2.46)

kararlilik kestirimi elde edilir. Benzer adimla, fark semasi (2.44) ve formiil (2..41)

kullanilarak
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u2—2u1+uo T2A | %A%
) (” Dt

LA SEA L A (A )
{<I 178 )UT ) A

oA+ Loa)(1-5a) (1+ T+ TA )

_[A+12Azj[1+72,4 T4A2j rzfl,ﬁﬁ} (2.47)

6 12 144

elde edilir. Formiil (2.47), kararlilik kestirimleri (2.31), (2.39), (2.40), (2.43) ve

_ A _ 5rtAR | OA° )( r2A T4A? >‘2 (2.48)
H (1= - 355 e )+ ) |, =%
T2A | A
H < >< ol (2.49)
basit kestirimleri yardimu ile
Uy —2u; + ug
72 H
_ T2A 5T4A2 7643 )( T4A2
= H (I 3 178 )U T T44 el
2 2 2 2 442\
o 1+ 5A| L 7ALTA a1 -Tal|l 1+ 5ALTA |
6 12 144 12 12 144 H
H—-H H—-H
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z'A”Z(I +72—A+ﬁj_1 HAI/ZfI,IHHT

12 144

H—-H

I, <20, +51, +24fa], + 2 e

+

22A AR
J+—
[ 12 144}

H—-H

< {11l il L, o, <o

=2 (2.50)
yazilir. Sonug olarak, k=1 hali i¢cin agagidaki kestirimler
N-1
|l < M{ZIIA‘“% I+ Mol y+ A2yl + Tl AT 1 IIH},
s=1
N-1
1A uell,, < M{lefs g7 + 1Al + vl + Tl IIH},
s=1
N-1
| === < M{ans gz + 1Al + ly Il + Tlf ||H},
s=1
_ N-1
‘A“Z sl <y {2 Fom foll, +1A, gl +|47], +2]a” fMHH},
N-1
bl <3 B~ 1l Ll e, <, +ela s,
”I/tk+1 —2Mk +u,, ” <M g f—f +||f|| +||A¢|| +HA1/2WH +THA1/2f H
I Pl i A

25



elde edilir.

Simdi yukaridaki kararlilik kestirimlerini tim & > 2 degerleri i¢in ispat edelim. Formiil
(2.37) ve (2.31) de verilen kestirimler kullanilir, tiggen esitsizligi uygulanirsa k& > 2 hali

icin
Ny < & CIR IR D gy + IR IRE D, ) 0

+ % CIAR |y IR¥ 1L,y + NAY R IR ) ATy,

+ %(IITA”I% g IRy + ITAYRS N IRE I ) A2 A1,

H-H |

k-1

+ LNTAR oy SRy, + IR TIATRA 7

s=1

s=1

N-1
< M{ZIIA‘”stIHr +lloll, + 1Ay, +TlA2f 1 ||H} 251)

kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k degerlerinde, l#x [l ; icin elde edilen kestirimleri

birlikte degerlendirilirse, kararlilik kestirimi (2.32) elde edilir. Formiil (2.37) ye A"?

operatoril ve licgen esitsizligi uygulanir, (2.31) de verilen kestirimlerden yararlanilirsa,

k >2 hali i¢in

1A% ]y < S CNR RS gy + IR I REDL, ) 1420,
+ L IAPR |y IRy + TAVR: N IR )

+ % CITAYRs || IRE N,y + IZAVR | IRE ) 21
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k-1

ARy SRSy + IR ) I

s=1

N-1
< M{ZII}%IIHH 140, + Iy I, + Tllfia ||H}

s=1

kararhilik kestirimi bulunur. Biitiin k£ degerlerinde 1A || # ic¢in kararlilik kestirimleri

birlikte degerlendirilirse

marlaul, s { Szl s 14701, 1w, o], |
= s=1 (2.52)
kararlilik kestirimi elde edilir.
(2.33) formiiliinii ispat etmek, (2.37) yardimi ile
Uj —Tuk-1 _ %{%[ThRst‘l _leskk—lj(p
+ % |:1~€5Rk‘1 — R5Rk_1 :|R2l// + % |:1~€5Rk‘1 - R5Rk_1 ]R3T2f1,1
lrx 2 1 <l 5 k-1 k-1 2
+E[R—R]R4f fk_1+ER4;[R5R ~RR | fr } 253

yazabilir. Kestirim (2.31) den yararlanarak ve ii¢ggen esitsizligi uygulanarak, formiil
(2.53) den

- (1, _ i
R P T S
+Ja gy IR, R ,HH)HA“%DHH (Y T e 2 I o
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O O O 7 PR B PR O

H—)H‘

+HIZAYRs | A RS | IR )

x il + 5 (EA Rl IR 1Ly + 174" Ra ]y IR i)

k=2

x A il 7 + g IeARa S ([APRS | IR,

s=1

AR || IR ) el 7 >

< {Si1, =41l o, 5], |
1

5=

(2.54)

kararhlik kestirimi elde edilir. Biitiin k£ degerlerinde 7" e = 1) Il icin kestirimler

birlikte degerlendirilecek olursa

U —
T

max
ISkSN-1

<m{Zrl el <, +elil, | ess
H

s=1

kararlhilik kestirimi bulunur. Boylece kararlilik kestirimleri (2.52) ve (2.55) yardimi ile

(2.33) kestirimi elde edilmis olur.

(2.53) denklemine Abel formiilii uygulanarak

Uy _Tuk—l _ %{%[ThRst‘l —R11~351~3k_1:|<,0
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+ % |:I~€5I~€"‘1 — R5Rk_1 :|R2l// + % |:I~€5I~€"‘1 - R5Rk_1 ]R3‘[2f1,1

k=2

%[R R]R4T2fk 1+ _R4T (Z[RSRéRk s R5R6Rk 1= v:|(fv fv 1)

s=2

[RsRs—RR, ] f, o~ RsRR - RRR] f)}.2<k <N (2.56)

elde edilir. Formiil (2.56) ya AP operatorii ve iicgen esitsizligi uygulanarak, (2.31)
kestirimleri yardimiyla

||A1/2 Uk — Uk ”
T

= % {%(”A_IQRS || H-H || kl || H_,H”Rk_l ||H—>H

AR | IR IR, A0

|A 1/2R5 ” |Rk 1”1—1—»1—1

1 12
+ 5 (AR, |

H—>H|
AR || AR | IR ) 1Ay,

H—»H”A 1/2R5 || |Rk 1”[-1_.[-1

+ 2 (lleaRs |
HITAYRs |y AR | IR D Tl AV,

+ LA R IRy + 1EA R IR ) Ui 7

k-2
+ %HTA%HM,(Z(HA-”RsHHQHHTA”RﬁHHQHHR"-I-SHM

s=2

el AR |, A Rs | IR ) W= Fer
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+(JlaRs |, (| 7ARe]|, + 1A2Rs ], IeARs I, D fea

|

TA 1/2k6 || [‘[—»[‘[”Rk_2 || H-H

+(||aRs ||

|

HIAT2Rs || 4 ITAR6 | IR ) W1 ) S

< = ol Ul Ll e, +efas |
5=2

kararlilik kestirimi elde edildi. Biitiin k degerlerinde 14”7 (ux =) Il icin elde
edilen kestirimler birlikte ele alinirsa

N-1
Uy — Ug—
max ARt L || o M{ans —fetllg+ Wl + 1Ay,

1<k<N-1 =
+||A¢||H +THA“2fL1HH} (2.57)
kararhlik kestirimi elde edilir. Aym sekilde, (2.37) ye Abel formiilii uygulanarak
up = % [1~th - R1Rk :|(p + %[Rk - Rk]Rzl// + %[Rk - Rk]R3‘[2f1,1
k-1
+ %T2R4<22|:R6Rk_s - RéRk_s :| (fs _fs—l)
(2.58)

+(Rs=R,) fi, [ ReR™ = RR|f,), 2k <N

formiilii elde edilir. Daha sonra (2.58) formiiline A operatorii ve licgen esitsizligi

uygulanarak, (2.31) kestirimleri yardimi ile, k£ >2 icin
luillyy < 5 CIRL IR gy + IR IRE D, ) A0
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+ % CIA R IR gy + AR Ny IRE ) 1AL,

+%(IITA‘“2R3II IREN oy + 1EA2RS [y IRED ) T IAY 1,

H-H H-H

k-1

1 -
ealeasl,., (Sllavsl, ,lx

§

+[ra" R

R, W= fr

H—-H H—>H

+(H1A”21A€6H + HTA”ZR(,H I fei

H—H H—)H)

[ 1A Rs ||, MR+ ITARG IRy T f D)

s—1

-1
< S35 10, il L, o, e
5=2

yazilabilir. Biitin & degerlerinde lAuklly icin elde edilen kestirimler birlikte

degerlendirilirse

max
I<k<N

o AL Aol +|A%], a2 h], 259

s—1
kararlilik kestirimi elde edilir.

Formiil (2.37) kullanilarak,

Upel —2up +upr 1 1% R2Rk B2 k-1
+ T2 = 2 { 3 I: 1R R R1R5R :I(p

_ =2 _
%[&Rk '~ RZRM |Ray + %[RSR" '— RIRM Ryt

+ LR -RIR7i + % (RS ~ R Ry’
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k=2
+%R42[R§Rk—1ﬂ 2Rk “l-s }ff } (2.60)
s=1

formiilii kolayca elde edilir. Ik olarak (2.60) a Abel formiilii uygulanirsa

Upel —2Up + g1 1 1 B2 k-
+ ,[2 __2{7[ R2Rk -1 R1R5Rk1]¢

~2~
+ LI RR - RER |Roy + % [ ReRE - RR* |Rszfi

l\)|»-*

+ L [R-RIRi + & (kﬁ—Rg)R4r2fk_1

k=2
%Ru (Z[RéRsz“ I~31~32Rk“](fg —fi1)

s=2

+(§§§6 - R52R6) for— [feiﬁfﬁ"‘z - RsszRH} f )} 2<k<N (2.61)

bulunur. Daha sonra (2.61) formiilii ve (2.31) kestirimi kullanilir, {icgen esitsizligi

uygulanirsa

[&]

R 1”
H—)H H—H

Huk+1 21/;k+uk 1” iz{ (H —1/2R
T

H—-H

+H(A‘”2R
1 =
Az

1/2 kl 1/2
Jar], R, e,
H—-H H—-H

LIRL Hﬁ"*uwjiimu

e

H—-H H—-H

+H(A‘”2R
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H—-H

1 iy
Afrery

a7,
HoH H—-H

‘(A—l/zRS )2

fraer], |7, )
H—->H H—->H

H—-H

x T[|Afiall, + %(IITA”th IRy + IZARN IR ) T

+ % < || <A—1/2]~35>2 || . 4 || <A—1/2]~35>2 || H_’H> ||A1/2R4 ”H—»HT”Aysz_l ”H

1 1/2 < “112 1 \?
Aeael, (2[4 )

5=

R L

H—-H H H—-H

H—-H

+ ” <A_1/21~35>2 ” H_'H” TA1/21~36 ” H—»H”Rk_l_s ||H_'H> ”ﬂ —fs—1 ”1—1

F(ICr) e Rl o+ AR, oA Rel )

X fie |l + (” <A‘1/2]~?5>2 || AR ” H_>H||Rk_2”

H-H ” H-H

| A PR?|ITA R Iy IR ) I f e ) }

N-1
<w{Sh= ol + b el |4, <l )

kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin & degerlerinde |7 (it = 2uk + w1 Il icin elde

edilen kestirimler birlikte degerlendirilerek

N-1
Upr] — 2Ug + Uy
max || =2t | < S f i AL,
1<k<N-1 T H —

+agl, +7]af.|, } (2.63)
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kararlilik kestirimi elde edilir. Kestirimler (2.57), (2.59), (2.63) yardimi ile (2.34)

kararhlik kestirimi elde edilir. Boylece Teorem 2.1 in ispati tamamlanmis olur.

Daha sonra Teorem 2.1 in baz1 sonuglar1 verilecektir. Once karisik tip

uy — (@(X)uy)x +0u = f(t,x),0 <t <1, 0 <x <1,
M(O,X) = (P(x)’ut(o’x) = l//(X),O Sxs 1’
u(t,0) = u(t, 1), u(£,0) = u,(1,1),0 <r <1

(2.64)

hiperbolik problemini ele alalim. Problem (2.64) iin bir tek ve diizgiin ¢oziimii, #(7,x)
(6>0) mevecuttur ve a(x) =2a>0 (xe(0,1)), ox).y(x) (x<[0,1]), ft.x),
(t,xe[0,1]) fonksiyonlar1 diizgiin fonksiyonlardir. Bu sayede, Hilbert uzay

H = L[0,1] iizerinde, (2.64) teki kendine eslenik, pozitif tanimli A" operatorii yardim
ile karigik tip problem (2.64), Cauchy problem (2.1) e doniistiiriilebilir. Problem (2.64)

iin ayrigimi  (discretization) iki adimda ele alindi. Ik adimda grid uzay

[0,1], = {x :x,=rh,0<r<K,Kh= 1} seklinde tanmmlandi.  [0,1], araliginda,
@"(x)={@,}{" grid fonksiyonlarinin tanimh oldugu, Hilbert uzayr L,, = L, ([0,1],) ve

Sobolev uzaylari Wi, = W3,([0,114), W3, = W5,([0,1]4) verildi. Bunlarin iizerindeki

normlar sirasiyla

K1 1/2
"l = (Zkﬂ”(x)lzh) ,
r=1

, N2
hj ,

K 12
2
P <Z\<<ph>f,j h)

r=1

K-1
ol =Tl +( S,

K1 12
2
+ (Z‘ (0") h)
r=1

seklinde tamimlanir. Problem (2.64) teki diferansiyel operatorii yerine, @, =@,

O, — ¢, =@, — @, sartlarini saglayan, grid fonksiyonlar uzayr ¢"(x)={@.}X da etki

eden fark operatorii
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k= 2.65
A9 ={~awe),, +p) . 20

1

i yazalm. A}, operatoriiniin yardimyla sonsuz c¢oklukta adi diferansiyel denklem

sistemi icin

dZV;(ZI,x) + AV (t,x)= f"(t,x), 0<t<]1, x€ (0,1)h ,

v"(0,x) = @"(x),x€ [0,1],, (2.66)
v'(0,x)=y"(x),xe [0,1],

baslangi¢ deger problemi elde edilir. Ikinci adimda, (2.66) probleminin fark semas1

ull | (0)-2uCo+ul | (x)
DRI 4 ZATUE () + LA (uh () + ()

15 72 (AR) Ul () = L),

[i(x) = 21 (1, x) + + (" (LX) + 1 (15-1,%))
5 T2 (A" (ts1,X) + fi(te41,%) ), x € [0,1]5,
ty =kt, Nt =1,1 <k<N-1,

ut(x) = o"(x),x € [0,1]4,

(I+ 5 (A)) + 57 (A )T (uh (x) — uly (x))
= (3@ ) + (1= S @A) )y
+2f1,(6)).x € [0, 1],

1(x) = 21(0.x) + Lf20.x).

(2.67)

yazilir.

Teorem 2. 2 T ve /1 yeterince kiigiik sayilar olsun. Bu takdirde, fark semas1 (2.67) nin

¢Oziimii icin

h h
Or;klglluk I, + (ggvlluk | W,

h h h
SR A A R e e T

2(,h _ h h h
15%1'“ (g — 2ug + ug_y) ||L2h + o@&’fv””" I W2,
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h —1 h h h h h
<o), + max o (= s+l +lo +elil, |
2h 21 2h 2h 2h

2<k<N-1

kararlilik kestirim esitsizlikleri saglamir. Burada M1 sabiti, 7, A, o"(x), v’ (x), flfll ve

" (1< k < N) ifadelerinden bagimsizdir.

Teorem 2.2 nin ispat1 soyut (abstract) Teorem 2.1 in ispatma ve (2.65) te verilen A} fark

operatoriiniin simetri 6zeligine baghdir.

Ikinci olarak €2, m-boyutlu R”" {x =(x,-x,):0<x, <1< j< m} Oklid uzayinda,

siirlart §, Q=QU S olan birim agik kiip olsun ve [0,1]x€ de ¢ok boyutlu hiperbolik

denklem icin karigik sinir deger problemi

~

M - f;(a,-(X)Mx,)x, = f([,X),

or?
< X = (xl,...,x;n) S Q, O <t < 1, (2.68)

M(O,X) = (P(x)’”t(o’x) = l//(X),
\xegT;u(t,x) =0,x€eS

i ele alalm. Burada @,(x), (x € Q), o(x), ¥(x) (xe ﬁ), f(t,x) (t € (0,1), x € Q)

diizgiin fonksiyonlar ve a-(x) = a > 0 dur.

Q da karesi integrallenebilen tiim fonksiyonlarin tammladigr Hilbert uzayr ., de

normu || f ”14_ @:{J.--- LI f(x)P dxl---dxm}% seklinde tanimlayalim.

xeQ

Problem (2.68) in ¢oziimii #(#,X) bir tektir ve diizgiin fonksiyondur ayrica, ¢(x), y(x),
ar(x), f(t,x) fonksiyonlar: da diizgiin fonksiyonlardir. Bu sayede, Hilbert uzay
H = L>[0,1] iizerinde, (2.68) de kendine eslenik, pozitif tammli bir A* operatorii
kullanmlarak karigik tip problem (2.68), Cauchy problem (2.1) e doniistiiriilebilir.
Problem (2.68) in ayrigimi iki adimda yapilabilir. Birinci adimda grid uzay1
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5/1 ={x=x,=r,e s hmrm),r = (ri,««rm),
0<r SN N, =1 j=1m}Q, =0 NQS, =S

tanmmlanr. Q, de ¢"(x) = {p(hiri, =« hwrm)} grid fonksiyonlarinin tanimh oldugu,

~ L _wl (O
Banach uzay1 L,, = L,(Qx) de ve Sobolev uzayi Wa = W (Qh} de, normlar sirasiyla

172
19" 1y = llo" 1, + (Z Z\(go) e ) :

xeQ);,

r=1
ve

172
19" e = llg" 1, + (2 3 |((p”)x_r|2h1---hm>

xeQ, r=1

172
* (Z Z ‘((ph)xrx—r,ir zhl e 'hm)
r=1

x€Q);,

seklinde tanimlanir. Problem (2.68) deki diferansiyel operatorii icin, tim xe S, lar i¢in

u"(x) = 0 kosullarini saglayan u"(x) grid fonksiyonlar uzayinda etki eden, A} fark

operatori

Al = Z(ar(x)u 3 (2.69)

verildi. Bilindigi iizere A} operatorii L2(€21) de kendine eslenik ve pozitif tammlidir.
Aj, operatorii yardimiyla sonsuz coklukta adi diferansiyel denklem sistemi icin Cauchy

problemi
dzvd—(z“) + A (1,x) = fA(1,x), 0 1< 1, x € Q,
V1(0.x) = 9" (x).x € i,

Pk (O,X)

(2.70)
=y (x),x € Qh
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elde edilir. Tkinci adimda problem (2.70) in fark semas1

h o h h
1 (X) 2uk2(x)+uk,l(x) Z Aixullcl(x) +1 1 Ax (M,il+1(x)+1/t£_1(x))

+ 57 (A7) () = £,
D) =2 () + (1 ) + £ (50 0)

— 5T (A (G )+ £ (1,,0)) X Q,,
t, =kt,1<k<N-1,Nt=1,
ug(x) =¢h(x),xe ﬁh,

(”%(A;)J“%(AJ)Z)T_I (1 () =g (x)) 2.71)
= (~(5(a)¢" (x) + (15 (4w

+of (x)) xe Qu,
L (x) =27 (0.x)+ £ (0,x)

olusturuldu.

Teorem 2.3 7 ve |l yeterince kiiciik sayilar olsun. Bu takdirde fark semas1 (2.71) in

¢Oziimil icin agagidaki kararlilik kestirimlerini saglanir;

h ¢y h _ ,h
moaxluf |, + maxlluf o+ maxll el = ),
<M h h
< M| max I, + v, + oty + il |

max HT‘Z (uy,, —2u) +u, )H + max
1<k<N-1 L,  O<ksN

+ max

—1 h h
Hw ‘T (”k —U 1)” '
2h 1<k<N W,

h h h h
<o ], + e [ (= )+l o+l |
2h 2h

2<k<N-1

Burada M1 sabiti 7. h 0"(0). y'(x), f ve f! (1<k<N) ifadelerinden
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bagimsizdir.

Teorem 2.3 iin ispati Teorem 2.1 in ispatina, (2.69) da tanimlanan Aj operatoriiniin

simetri 6zeligine ve asagida verilmis olan L,, da eliptik fark problemlerinde coercivity

esitsizligiyle ilgili teoreme baglhdir.
Teorem 2.4 Eliptik fark problemi

A,fuh(x) =a'(x),xe Q,,

h
u"(x)=0,xe S,
in ¢6ziimi igin

m
h

u _

X, Xr s Jy

<MIdl,

Ly,

r=1

esitsizligi saglanir. Burada M sabiti, 1 ve @' (x) ifadelerinden bagimsizdir (Sobolevskii

1975).

2.3 Hiperbolik Tip Cauchy Problemi i¢cin Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark

Semasi

Bu kisimda, hiperbolik tip Cauchy problemi icin, dordiincii mertebeden kararli fark
semasi elde alinacak. (2.7) ve (2.20) formiilleri kullanilarak, Cauchy problem (2.1) in

yaklagik ¢oziimil i¢in, dordiincii mertebeden dogruluk fark semasi
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T2 Uy = 2u, +u, )+ Au +5A(u,, +u, )

_%Azuk +%A2 (”k+1 + ”k—1) = fis

fo =2 Fa)+5(f () + £ (150)) + 5 (A ) + (1)

5T (CA(f G+ @ D)) + )+ 1)),

1<k<N-1t =kt,Nt=1, (2.72)

Uy = ¢’(I+112_2A+ 114432 )7_1 (ul _”0)

=—JAp+ (I _%)I//"' fz,zf’
elde edildi. Burada

4

7’ T
=|I+—=A+—A* |7 f;]
Sz { 127 144 j S

= {[1 - lezAjf (0)+ (—[1 - Sf;Ajf (0)+ Tf'(O)j%

+(=ATF (0)=24(0)+2£7(0)) £+ (4f (0)-3£"(0)) 3

tiir. Bu kisimda ayrica, formiil (2.12) de tammlanan R, R ve

2 .12 2 4\! 2 .12 2 4\!
J = I_TA I_ZTA _TA T = I_TA I+n'A _TA ’
12 2 12 12 2 12
. _a1/2 2 -1 . _a1/2 2 -l
J,=|cizav| (2 TEAT _TAN G | LA A _TAY
2 12 2 12

. -2
J —iTA“z[I— szJ[I_ itA'” TZAJ
3 )

12 2 12

2 . A1/2 2 4\ 2
Jym—iza| 1 TA| AT _TAL
2 12
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operatorlerinden yararlanildi. Burada J,, J 1, Jy, J 2, Js, Jsve J 4 Js den ayni alt

indisliler esleniktir.

Oncelikle bu kisimdaki teoremlerin ispat asamalarinda yararlanilacak olan bir lemma

ele alalim.

Lemma 2.2 Asagidaki kestirimler saglanir.

”R”H—>H <1, ||1§||H—>H <1

||J1||H—>H =L ||‘71||H—>H <L

learzs,, ., <t |gai:, . <t 273)
laeay, ., <o Jaas, ., <7
[ra2a, <1, ea <1

H—>H H—>H

Ispat: Kendisine eslenik, pozitif tammli operatoriin spektral 6zeligi yardimiyla

yazilabilir. Buradan

iTA? TZAJ_I

. 1/2 2
IilTA _TA It
2 12

2 12
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(1-472A) +17°4 <
(1-42A) +122

oldugundan, ||R||H_)H <1, HEH <1 dir. Benzer sekilde

H—-H

2 . A1/2 2 4\!
I_TA I;lTA _TA
12 2 12

_7a
1-5

- a1/2 2
O<A<o0 it L

1$ 2 12

2, \2
_ 1A 2 42
(1 12) _1_16+Tl44 <1
2,\2 2, A 2
(l—’%) +% 1+ + 50

oldugundan, [J,[,_,, <1, [/1] <1 dir. Ayni yolla

; 1/2 2 -1 .
TAY?| izAY?| I £ iTA T A < sup | ”13 |
2 12 ssices || F A — T4
H—-H
dir. Buradan
: = > ! ~-<1

2,12 2 A 4q2
(1—M) +A 1+5+ 55

oldugundan, HTAI/ZJZHH—)H <1, HTA”zsz <1 dir. Aym yontemle

H—-H

2 . A1/2 2 4\ 72 ‘ i(1-24)r ‘
A_”ziTA”z[I—TAJ(IilTA _TAJ < Sup ( 712 )3 .
12 2 12 O (1;%_%

dir. Buradan
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oldugundan, HA‘”ZJ3H <7, HA‘”zjsu <7 dur. Aym sekilde

H—H H—H

2 2 402\
Y] P NTES (e S < Sup
12 12 144 S<A<o0

H—-H

) 442
1+T + s

dir. Buradan

oldugundan, HTA” 2J 4H <1 dir. Bu Lemma 2.2 yi ispat eder.

H—H H—H

<1, HTA1/2.74

1 1
Teorem 2.5 ¢ € D(A), v € D(A?), f22 € D(A?) olsun. Bu takdirde fark semasi
(2.72) nin ¢oziimii icin agagidaki kararlilik kestirimleri

N-1
U, +u
max || S <M{Z A1+ lloll,

1<k<N =1

+||A_1/2l// ”H + T||A_1/2f2,2 ”H} , (2.74)
max || uk+12— U || +max [|AY2 Uk +2Mk—1 Il n
I<k<N-1 T H  <k<N
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N-1
< M{Z Vil 7+ NA™lL, + w5 + T||f2,2||H}, 275)

s=1

U+l — Uk Ug + Up—1
max ||A1/22—r || +max ”AT Il
1<k<N-1 H 1<ke<n

N-1
< M{ans ~forlly+ Wil + [Apll, + ||A“2w||H+r||A“2f2,z||H}, 276)

§=2

saglanir. Burada M sabiti, 7, ¢, v, fz,z ve f, (1<s<N —1) ifadelerinden bagimsizdir.

Ispat: ilk olarak Cauchy problem (2.1) in dordiincii mertebeden yaklasik ¢oziimii icin
formiil elde edelim. Teorem 2.1 de uygulanan adimlarin aynisi takip edilerek baslangi¢
deger problemi (2.35) in ¢oziimii icin (2.36) formiilii elde edidi. Problem (2.35) yeniden
yazilarak fark denklemi

442 2 442
(I-i- Tlf + 1.141544 )uk—l —(2——5T6A +—T713 )I/lk

<I+TA 4A42>uk+1:1'2fk,1§k§N_1,

2A A ¢ ’A
=Qu =@+7| I+ + ——Ap+| I - +7
h=Pn =9 [ 12 144} [ 27 [ 2 j'// f"*’“j 2.77)

elde edilir. Denklemde, sirasiyla @ ile (I +ZA 4 AAﬁ) b ile (I +ZA A ),

2 442
2 _ 5t°A + T°A )
cile ( 6 27 vk
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2 4 42\ 2
¢+T(1+TI;+Z:&} [—%A¢+{I—Tlij/+rfz,zj

ve @k ile Tfk degistirilerek ve (2.36) formiilii uygulanarak, u, (2 <k < N)icin

u = & [RE+ R¥Jg + L [Rk — R¥)iA Py

2A | 1A% 2
+<I+ 5+t (R R) 172f2

A A o ke
+[1+T12 +1144j (R-R) Y[R~ -rR-]ry, 278

s=1

formiilii elde edilir. Simdi (2.74), (2.75), (2.76) kararlilik kestirimlerini ispatlayalim.
Oncelikle, fark semas1 (2.72) den yararlanarak

ur+tuy _ (;_ 1A ‘[4A2)< A 4A2>
3 ‘( o Tas )T tagr) ¢

+l I—TZA I+T2A+T4‘42 _lﬂ//+l I+T2A+T4‘42 _lfzf
2 12 12 144 2 12 144 2279

Ui+ Uo
elde edilir. Daha sonra (2.73) kestirimleri, 2 formiilii ve
_ ’A | 1°A? >_1
H (-2 5 (1 5+ 54 oS b (2.80)
(7 1A >< T2A | T°A? >_1
A <I o)\ttt ) |, 512 2.81)
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12417

2 442\ 1
TA1/2(1+ T’A | 1A > < ’
12 144 won 12+ JTT (2.82)
basit kestirimleri kullanilarak
ur+up + Uo 2A |, A2\
| H ( St (” 2 144 H L el
1 w(y_ T4A? ) -2
+L A ( )(1+ A Ayl
12 A , A2\ -2
A1+ G T | el
6/11
< + 6] A2 + —— 7]|A71?
ol +6llA™ =yl , 2+ /1T A fon |l
<= 1/2 1/2 1/2
i Sas], eelol, ol <ol nd, b e
s=1
up+ up
kararhlik kestirimi elde edilir. 2 formiiliine A" operatoril uygulanarak ve
(2.73), (2.80), (2.81).kestirimlerinden yararlanarak
12 UL+ uo + U _ 74A2 )( r A T4A2 12
4 H (1= 2 ) s ) ||, Aol
1 A1/2< )(I - H |l
+ =l - + L4 v
2 144 ol H
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144

442\ -1
Llean(r 4, A H tlfaally < 1A, +6lly |,
H-H

N-1
el <m {SIsl e+147], <ol +<l ), |

up+ uo
kararlilik kestirimi bulunur. Benzer sekilde, 2 formiiliine A operatorii

uygulanarak ve (2.73), (2.80), (2.81), (2.82) kestirimleri yardimu ile

izt | < ||(1-2A L 28 (1e AL 2 ag)
| T 4ol
1 wn(y_ 12A )( 2A | 1A% 12
R (I A VY] LA,

-1
|| e (e 54 ) || Al < gl 614,
6m 172
+ 12+mf||14 fa2ll,
N-1
SM{ Fol 1Al g, + A, + ] fmuH} (2.83)
5=2

kararlilik kestirimi elde edilir. Fark semasi (2.72) formiilii kullanilarak

Mz—uo _ _1A (I—

40
(-3 ) (- B

4A2>
144 ) ¢

442 )-2
144 ) v

A
12
A
12
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T4A2 2A | 1A%\ 72
( T44 )(” 2 g ) U

2 4 2\!
+l I+E+TA Tf
2 12 144

formiilii elde edilir. Daha sonra (2.84) formiiliinden, (2.73), (2.80), (2.82) ve

572A | T*A? >< T2A | A >_1
H( 2 T )T T a4

_ 12 A | 4A2>‘1
H(’ 12A>< 2 " 144

’A | A% >_1
H(I T T T

basit kestirimlerinden yararlanarak

= -5 S0 oo i)’
| 25 H(I aa )\ o
442
A1/2(1+ T?A I T°A ) |A0 |
144 oK H
4A2 )( 4A2
+ ( I+
H 144 144 ol
442\ -1
x (1— A><I+ A | TA ) 4l
12 144 HoH H
(- )
144 12 144 ol
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(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)



7|4

1 A A2Y
ol w5 5+
H—-H

H—-H

’A T'A
I+—+
H[ 12 144 j

11T

< m ||A1/2(p||H + vl +zllf2zll, + %T”fl Il
N-1

<m{ S, e+lsle o, i, +olsd, |

kararlilik kestirimi elde edilir. Benzer sekilde (2.84) formiiliine, A" operatorii

uygulanarak ve (2.73), (2.82), (2.86), (2.87) kestirimlerinden yararlanarak

/2 U2 — Ug _T2A | A% ( rzA 4A2>_1
A ”HSH(I 6 T4 )Tt

144

442 \ 1
A1/2(I+ T°A A + T°A ) H ”A(p”H
H-H

50°A AP A ArY
+| 1- + I+ +

12 144 12 144

2 2 4 2 \7!
Wl 1-Zallr+2A, 74

12 12 144

B 5T2A A T4A2
" H (I 12 144 X 12 144

H—-H

1/2
|4

v

H

H—-H

H-H

+

A AT s 1
[1+E+ 144} e|ars, ), +2

H—-H

NI 1A+1A
12 144

H—-H
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(2.88)



12J/11
< LT

< Aol + 2T
12+ J1T

2410 il + 1Ay, + Tl A o |,

s=2

N-1
2 T R TV A N A M e

kararhilik kestirimi elde edilir. Sonug olarak ¥ = 1 hali igin

N-1
Ug + Uk -172 -1/2 -12
|45 IIHSM{ZHA foll g7+ ol + 1Ay, + 1A fz,an},

s=1

N-1
+ Uj—
| ave et || < M{lefs 7+ 1A, + vl + r||fz,z||H},
s=1

N-1
+ Uy
|atutsier | < M{ans —fet g+ Wil + lAgll
s=2
HIAy |, +TIARfoo )

N-1
Uk+1l — Uk—1 172
| e | < M{ansnw 14720, + v, + r||f2,2||H},

s=1

N-1
12 Wkl — Uk—1 _
|ave et | < M{Zzllfs ferly+ WAl + IAell,
Ay |, + A 2]l )
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kararlilik kestirimleri ispat edildi. Simdi, tiim k > 2 degerleri icin ispat edelim.

Oncelikle (2.86) formiilii kullanilarak

U +ur—1 1 _ ~ Bh— 11rv »ie 1A
et = S [HRT TR Jo + S [ TR = iR iy

L, ik- - 1 A, TA2N\7
+ L[TR - R 1]r2f2,2+7<1+ TA L LAY o

“[ R - R’Hﬂ]fz f (2.90)

s=1

1
+_
2
elde edilir. Formiil (2.90) dan ve (2.73) kestirimlerinden yararlanarak, ticgen esitsizligi

uygulanirsa, k£ =2 hali i¢in

|51 < F e R+ 1T R ) T
TN N gy I IR ) A2

+ (772 || IRy + 1A IR ) T A s,

1 1/2( %A 74A? >_1 -2
+ = ||[zAY T+ 2 + T||A it ||
2 2 7144 o H
k-2
2 LA Te ||, MR+ NARL IR TIA2

s=1

N-1
< M{ZHA‘V% Iyt + ol + 1A, + 7l A2 IIH} (2.90a)

s=1
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Up + U1
kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k£ degerlerinde ” 2 ” g icin kestirimler

birlikte degerlendirilirse (2.74) kararlilik kestirimi elde edilir.

Formiil (2.90) a A" operatorii ve iiggen esitsizligi uygulanir, (2.73) kestirimi

kullanmilirsa, k =2 hali i¢in

U + U 1 _ ~ ~
e P X (U PP TSl AR Y R -l P

x 142, + LU Tl IR+ 18l R ) v

2 (AT ||, IRy + 12T IR Tl

rA1/2<I+ 1125} L TiA? >_1

]
t 144

tllfi1ll g
H-H

k=2

2 LA Te |, MR+ 1A R T e

s=1

N-1
< M{lefs Iy + 1Al + llwll y +7llf22 IIH} (2.90b)
s=1
” 12 Wi + Uiy ||
kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k degerlerinde 2 H icin kestirimler

birlikte degerlendirilerek,

u, +u
max ||A"? kL
1<k<N

N-1
<M {Z]|f|LH e+l ATl + 1 +fo2,sz,} 2.91)
H s=1

elde edilir.

(2.90) a Abel formiilii uygulanarak
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U +ug—; 1 -1, YV Pk- 1T7v i T PO
k 5 k=1 —7|:J1Rk1+J1Rk 1:|§D+7|:J1Rk1—J1Rk 1:|ZA 1/2l//

1[5 ok _ 1 24 . 4A2\7!
+7|:J2Rk 1—J2Rk 1:|‘[2f2,2+7<1+ 1—1—2 + 1—144 Tsz_l

2

k— — ~

+% AT [—Z [ﬁ""‘ +R" J (f.—fa)++(R+R)f,—(R™+R") f, ) (2.92)
s=2

formiilii kolayca yazilabilir. Daha sonra, (2.92) ye A operatorii ve iicgen esitsizligi

uygulanir, (2.73) kestirimleri kullanilirsa

e I (T P PR b AY TS

<A@ L+ F Tl R gy + 11 R W) DAY

+ E(7ATo || IR,y + 1AL | IR, ) T4 o,

H-H H-H

1
)

2 442\ -1
rAm(I-i- A, TA H 7| AV fi ||
12 144 . "

s=2

k-2
+ % (Z( ”Rk_s ” H-H + ||Rk—s ”H—»H) ”fv _fS—l ” H +

+(IRI oy + IR ) Wi Nl + CUREL, Ly + IR ) WA )

<m{ S0~ ol + Ul +d, |], +efa s,

5=2

(2.92a)
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Up + U
kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k£ degerlinde ” 2 ” g icin kestirimler

birlikte degerlendirilerek

1<k<N 1

N-1
x [|ateL | < M{E;ufs ~fr g+ Wl + 1Ay,
+||A¢||H +THA”2f2,2HH} (2.93)
kararhlik kestirimi elde edilir. Benzer sekilde, (2.78) formiilii yardimi ile

Uk+1 — Ug-1 1 -1, V. pk-
+2—‘[ _ 2_T|:J3Rk 1+J3Rk 1:|(,0

442\
+ S [TaR - R Tid Py + - [RE + R (1+ + T4 o,

-1 .
+—<I+ A T;f: 2fk+—<l+ o ;ﬁf) [R + R]t*fi

i

1 TZA T4A2 Sk—. k— 2
+—| T+—+ R +R™ | fr (2.94)
21[ 12 144} ZI:[ I

bulunur. Daha sonra (2.94) formiilii ve (2.73) kestirimleri kullanilir, iicgen esitsizligi

uygulanirsa

|| U] — Uk ”
2T H

1 “12 k-1 12y ” o 1 12
(A1 R o+ (42750, R Y14,

+ %m( 1A 2T || IR+ 1A 2T5 ] IR )
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2A |, A2\
‘(I Tt

2 QIR+ IR ) Wzl e

H~-.

2 442\ 1
e [ N AP
H-H

1 /5 2A | A2
e LR+ IR | (1 58+ 580) | Wl

1 24 A2 -1 2o .
o ey} B I L W 11
H—H
N-1
<m{SIrL, e+l o, +elr.d, | 299
kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k degerlerinde ” uk+12_ruk_1 ” H i¢in kestirimler

birlikte degerlendirilerek

Uy — Uy

2T

max
ISkSN-1

<w{Shrl, e fael, +d, +elnd, | oo
H

s=1

elde edilir. Boylece ,kestirimler (2.91) ve (2.96) dan yararlanarak, (2.75) kararlilik
kestirimi elde edilir. Ispat icin gerekli diger bir kararlilik kestirimini elde etmek igin,

formiil (2.94) e Abel formiilii uygulanarak

W — Uy _ 1 k=1, . k-l s s pea
- —2T[J3R +J3R ]¢+2T[J3R TR A y
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-1 -1
1l & T’A AT, 1 T’A T'A*)
+—| R +R" || [ +—+ T +—| [ +—+ T
27[ J[ 12 144 hato 12 144 T

1 A A s P U~ S TEN
2—7[1+E+ 144} [R+R]r fk,1+57§[JzR +J,R ](fs—fﬂ)

1 - = 1 =~ = .
_ET[J2R+J2R]fk72+ET[J2Rk '+ J,R* 1]]”1}, 2<k<N (297

elde edilir. Buradan, formiil (2.97) ye A" operatérii ve iicgen esitsizligi uygulanarak ve

(2.73) kestirimlerinden yararlanilarak

||A1/2M ”
2T H

< L (0l IR+ AT IR Yol

+ LU A2T5 |, MR+ A2 IR ) 1Ay,
2 T4 A2 -1
# E R IR ) | (14 54+ 40 ) | e
2A 442 -1

] (4 (A

144 H-H "

o 2 442\

QR+ IR | (1 T8+ 540 )]

k=2

x A% |z o+ & D ([[ear T2, IR

s=2

H-H
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HITA I | IR N o) s = fit

+ %I: ” TA1/272 || H-H || Te || HoH + ||TA1/2J2 ”H—»H”R” [-[_>[-[:| ||fk—2 ”H

+ LAl R A 1AL IR |1

<M {51~ ol + Ul +l, |], efa s, |

=2 (2.97a)
” 12 Uier) = Ug1. ||
kararlilik kestirimi elde edilir. Biitiin k£ degerlerinde 21 H icin
kestirimler birlikte degerlendirilerek
N-1
172 Uk+l = Uk—| _ 12
x4 || < M{sz;”f‘ Forlly+ IWfilly+ 4%y,
1/2
+lagl, +7|Aa" 10, } (2.98)

kararhlik kestirimi bulundu. Kestirimler (2.93) ve (2.98) yardimui ile (2.76) kararlilik
kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 2.5 ispati tamamlanmig olur. Simdi Teorem 2.5 in
baz1 sonug teoremleri verilecek. Once (2.64) problemini ele alalim. Problem (2.64) iin
ayrigmmi iki adimda ele alindi. {lk adim, 2.2 alt bashigindaki adimlarla tamamen aynidir.

Ikinci adimda problem (2.66) mn fark semasi
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a2 45 Ay (x) + 4 A (ul, (0) + (1)
L7 (A]f )2 u (X)) + 7 (A]f )2 (u,]jﬂ(x) + u,]j_l(x)) = fl'(x),
D) =2 10+ (G 0+ 1 (40 0)
+5 7 (<AF" (6, ) + £ (1, %))
-jﬁT%—A(f%QHJj+f%Q#x»
£ (s ) + 1 (1,,)), x€ [0,1],, (2.99)
t,=kt,NT=11<k<N-1,
uy (x) = 9" (x),xe [0,1],,

(I+%(A;)+%(A; )2)1_1 (ulh(x)— ug(x))
=(~(5(an) 0" () + (1 =5 (a))w' )
+7f,,(x)),xe[0.1],,

for (¥) =5 " (0,x) +£ £ (0,x) + 5 £,/ (0,x)

yazilir.

Teorem 2.6 7 ve h yeterince kiiciik sayilar olsunlar. Bu takdirde, fark semasi (2.99) un

¢coziimii asagidaki kararhlik kestirimlerini saglanir;

h h
Uy — Uy

2t

+ max
1<k<N-1

1
WZ h

Ly Loy

< M| 121, + 197, + 0 Ly, + 2l |

1<k<N-1

h h h o h
ul, —ul ul +ul
—kal Tkl + max || —&——KkL
2T

O<k<N

max
I<k<N-1

1 2
W2h W2h

h -1 h h h h
<o, ||, + max [ (2= )]+l + ol + el |
2h 2h 2h 2h 2h

2<k<N-1

Burada M1 sabiti, 7. h, ¢"(X). y"(x), f,, ve f! (1<k < N) den bagimsizdir.
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Teorem 2.6 nin ispati soyut (abstract) Teorem 2.5 in ispatina ve (2.65) te verilen 4, fark
operatoriiniin simetri 6zeligine baghdir. Simdi, problem (2.68) i ele alalim. Problem
(2.68) in ayrigimi iki adimda yapilabilir. Tk adim, 2.2 alt bashigindaki uygulamanin

tamamen aynidir. Ikinci adimda problem (2.70) in fark semas1

M0 0L A (0) 55 A (0 + 1, ()
£ (A ul )+ 7 (A7) () + (D) = £ (),
FED=2 ") + 5 (1 G0+ 1 (1 0))

+5 7 (A" (4. )+ £ (1,, %))

— 7 (At )+ £ (1))

)+ £ 0)) x€ Q,, (2.100)
t,=kr.NT=11<k<N-1,

() = ¢ (x), x€ Qu,

(1+5(a)+&(4) ) (W -1 )
=(~(5(a)¢" )+ (1 -5 (4))" 0

+7f,,(x)).xe Q,

fon () =51 (0,x) + & £ (0.) + 5 £ (0.x)

yazilir.

Teorem 2.7 7 ve |l yeterince kiigiik sayilar olsun. Bu takdirde fark semas1 (2.100) iin

¢Oziimil icin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

h h

h
uk uk -1

h
Uy — Uy

2t

h h
u, +u
+ max ||A—*1L
0<k<N

+ max
1<k<N-1

Ly

< M| 121, + 197 1, + 0 Ly, + 2l lly, |

1<k<N-1
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h h h h
u —Uu ] u + u _ ] —1 ] ]
max [ —*L 4 max |A—2L <M, Hfllu + max HT (sz_ kl_l)H
1<k<N-1 2T 0<k<N 2 N Ly,  2<k<N-1 L,
W) Wi
h h
vl +lo'l + 220y |
4 W) ¢ W, f2,2 W)

Burada M1 sabiti 7, b, @"(X), y'(x), f ve f!(1<k<N) ifadelerinden

2,2

bagimsizdir.

Teorem 2.7 nin ispatt Teorem 2.5 in ispatina, (2.69) da tamimlanan A fark

operatoriiniin simetri 6zeligine ve Teorem 2.4 e baghdir.
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3. LOKAL OLMAYAN HiPERBOLIK TiP SINIR DEGER PROBLEMI iCiN
KARARLI FARK SEMALARI

3.1 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Sinir Deger Problemi

Bu bolimde, Hilbert uzayinda lokal olmayan, kendine eslenik, pozitif tanimli A

operatorii yardimi ile olusturulan hiperbolik sinir deger problemi

{u”(t)+ Au(t)= f(t),0<t<T,
3.1)

u(0)=aul)+ ¢, u'(0)=Lu’()+y

ele alindi. Problem (3.1) in ¢0ziimii igin kararlilik kestirimleri elde edildi. Ayrica
problemin yaklasik c¢Oziimiinii elde etmek icin A operatriiniin tam kuvvetleri
kullanilarak {icilincii ve dordiincii mertebeden dogruluk fark semalar1 ve bu fark

semalarinin ¢oziimleri icin kararlilik kestirimleri elde edildi.

3.2 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Simir Deger Problemi icin Uciincii Mertebeden

Kararh Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, lokal olmayan sinir deger problemi (3.1) in niimerik ¢dziimii icin, liciincii
mertebeden dogruluk fark semas: elde edildi. Fark semas1 (2.6) ve (2.19) formiilii

kullanmlarak, problem (3.1) in ¢6ziimil i¢in ii¢lincii mertebeden iki adimh fark semasi

T_z(ukﬂ “2u+u )+3Au, + A (uk+1 + uk—l)
+%72A2”k+1 =fi.fi=3 )+ %(f (tk+1)+ f (tk—l))

) (3.2)
— 50 (Af (t)+ f (4,).t, =kt 1SkSN-1LN7=1,

u, = 0u, + (0,(1 +%A+ 1244 Az)’L'_1 (u1 — uo)+%Au0 —’L’fl,1

:ﬁ(l—TIZZA)£7MN_8u6[\;__1+uN_2 +%(fN_AuN)j+(I_r122A)l//’
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elde edildi. Burada

4

fi :[1+%A+1%Azjf-lfli :{f(0)+(—f(0)+¢f'(0))%—2f’(0)£}

dir. Fark semasi (3.2) nin ¢6ziimiiniin kararliligi

o]+ 2|8+ 2|ad| 8| <1 (3.3)

kosulu altinda incelendi. Bu kisimda, kolaylik olmas1 acisindan

. 1 = = TA 2\~ 1 TA _ 1r4 ~
B = ﬂERz (R7Rs —?R JRN : +ﬂER2 (R7R5 —?RZJRN : —aE[RIRN —RIRN]

+afERiRo(RoRs - LR )RVRV2 + a1 RiRo(RoRs — HLR2) RVRN2

—aﬂiimz (R7R5 —%RZJRNRN‘Z - aﬂiRle (137155 —%EZJRNRN‘Z

esitligi kullanilacak. Bu kisimda, (2.25), (2.26), (2.27), (2.28), (2.29), (2.30)

operatorlerinden, Lemma 2.1 de sunulan kestirimlerden ve

_UOR-D _(;_ 5 240 1 apo, 1 2 |7, L _ap2
R; = or =17 12‘[A+72TA+61‘[A I+72TA

. PR GO
XT I+gTA+—TA ,

12 (34)

ve eslenigi Ry,
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~ (IR-1) 5
_ N (75 2 1 442 T . 412 1 442
R; = 67 (I 121A+—721A 6er [I+—72IA )

-1
x7 ! I+l*z'2A+Lz'4A2 , (3.5)
6 12

_ 71—212A>( ?A | 1A% | 1943
Ry = (T2 ) (14 T4 + T+ A

2aY’! 72 Tt -
xr“[1+ ] EI+—A+—A2] ,
6 6 12 (3.6)
(-5, ﬁ)( T2A | T4A? | 1PA° )
Ry (I 3 T°A+ ) I+ 3 + ) + 75
2 -1 -3
—1 T°A 1, 1 4.
XT EI + 6 ] [1 + ET A+ ET A j , (37)
R,=1+ IEEPTYCINE YL Y
144 288 1728
2 4 -1
wliza” 1o piar (1o as Tar ] .
72 12 144 (3.8)

ve eslenigi Rio operatorlerinden yararlanildi. Once, teoremin ispatinda yararlanilacak

iki lemmayi sirasiyla ele alalim.

Lemma 3.1 Asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir.

|(r+ica)R||  <2|(r+iza”)R| <2,
IzR, |, , < l,Hrl?v Lo, S
HLTA”ZRZH <1lltza2R’ <1 (3.9)
’ HoH P H—>H -
||TR8||H~>H < %’||TR9||H~>H <L
HRm (1+ira"?)" < 2,”1?10 (1+ira"?)" <2.
H—H H—H
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Ispat: Lemmanin ispatinda (2.31) de verilen kestirimlerden yararlanildi ve Lemma 2.1
deki adimlar takip edildi. Kendine eslenik ve pozitif tanimli operatoriin spektral 6zeligi

yardimu ile

S5 oan L axoy T 40 1 ap2 ) 1 1 o4 1 a2\
T(I 202+ o502 + Lich /1+72TA)T <I+6TA+ L-z442)
|1—%12/1+7—1214/12i%irﬂ”ﬂ/H%r‘%z

55,1@‘ 1+ A+ L 7°A° ‘

H-H

esitsizligi yazildi. Burada da

(1-372a+ 5 7°2%) +(%T/11/2«/1+7122'4/12 )2

(14122 +47°2%)

<1

oldugundan, [[¢R,|, , <1, |¢R:

<1dir. Aym sekilde

H—H

2
A2 (. 1 » ) 1 442 1 o4, 1 a7
- (1 Lr2a s ica ,I+72TA)<I+6TA+ L ria2)

H-H

2
d—;'(l—éfz/iiif/imwll+7§14/iz) ‘

(1+1222+ 57 2%) ‘

yazilabilir. Buradan da

%((1_%122’_"_%1422_%1623)24_%1623(1_"_77121422))

<1
- <
(14+422+ LT A + L% + 4, 7°4%)
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1

oldugundan, %TA” ’R* <1, STAU R’ <1 dir. Benzer sekilde

H—-H H—-H

71 — 27%A ) ( 2A | t%Ar | 1943
”T( = I+=5"+-5-+775

4 42 2 4 42 6 43
11—212A+TA I+TA+TA+TA
3 9 3 9 72

<1

2 -1 -3
xr | 1+ 2% A I+L72A+LT4A2
6 6 12

H—H

yazilabilir. Buradan ||TR9||H—>H <1 dir. Benzer sekilde

2 4
Dop 2wy 2 sairipar| 2T ar Eoa | e Lea
144 288 1728 127" 144 7

-1
A12Y A2 | L 442 72 T4 2)
x((]+er YitA" [T+ 721A <I+ 12A+ 14414 )

H-H

ST =t + 2y T A A (14 5 A+ 5 A )1+ 5 A
(1+i22)itd"> 1+ o2 (145 A+ 75 2%) |

yazilabilir. Buradan da
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2
5c4A% _ 97%4° | 984¢ 172 A 4 A2 P
( 144 288 + 1728 + Tﬂ' 1 + 12 + 144 1 +

22
72
(Tﬂ“z\/@(l+%+ 714‘&2 ))2 (1+721)

2
) .,

oldugundan, <2 dir ve aym yolla

‘Rm (1+izA”)"

<2, Hkm(]+if 1/2)_1

H—-H H—-H

[(r+ica)R| <2 ve|(1+iza")R| <2 dir. BuLemma 3.1 1ispat eder.

Lemma 3.2 Kosul (3.3) saglansin, bu takdirde /—B; operatoriiniin sinirli bir tersi
T, :(1 —B,f)_1 mevcuttur. A operatdriiniin simetri 6zeligi ve pozitif tammliligi

yardimiyla

1
T <
” T||H»—>H = 1—|05|—2|ﬁ|—2|05||ﬁ| (3.10)

esitsizligi yazilabilir.

Ispat: B°, R, R, operatorlerinden ve (2.31), (2.39), (2.40) kestirimlerinden yararlanilir,

n?’

icgen esitsizligini uygulanirsa

B < 1B [AR: |, |RV2]

H-H || H-H

(Il leaBs ||, + | Sea B | )+ ik lavral,,,

IRV (IR gl T4 Rs L+ | S ea2R2] )

wa L[ IR R g+ IR IRV, ]
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1B | Rl AR RN 1y IRY2

H-H H-H

(R |, AR+ || R ear® )

+Ia||ﬁ|%||R1||H4H||A1/2R2|| RN, IRM2|

H-H H-H H-H

X <||TR7||H—>H||T_1A_1/2R ”H H || 3 > TAR? || H—»H)

L R IA R IRV, IRY 2]

H-H H-H H-H

X (||TR7||H—>H||T_1A_1/2R ”H H || 3 TAR? || H—>H>

+ |anﬁ% IR o AR |, RN I RY2

H-H H-H

(IRl IRl [ Fea® ) < a
esitsizligi elde edilir. Burada g¢=|a|+2|8|+2|cf|B| dir. g<1 halinde, /-B;
operatoriiniin sinirh bir tersi

1 1
< =
o 1—gq 1_|a|—2|ﬂ|—2|0!||ﬂ|

o=y

mevcuttur. Bu Lemma 3.2 yi ispat eder.
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Simdi problem (3.2) icin ¢oziim formiili elde edelim. 2.1 bashgindaki admmlar

uygulanarak, fark semasi

T2 Uy = 2u, +u, )+ 2Au, + LA (u,,, +u, )

+ 5T AU = fo o =3 F @) +E(F (1) + £ (62))

— 57 (Af (1) + f7 1))t =kt 1Sk<SN-1L,Nr=1, (1D
wy=p (I +5A+ 5 A )t (u, —uy) + 5 Auy - T f,,

=(1-24)o

in ¢oziim formiili

2 4 -1
T T )
=gu =|I+—A+—A
to = M-t [ 127 7 144 ]
5 ., o, z? )
X[| [ -—7 A+ ——A +7|l-—A|lw+T ,
[[ 12 144 ]ﬂ ( 12 us

u, = %[EloRk —Rloﬁk]ﬂ+%[ﬁk —R"]Rza)

k-1
+%[1§k R R, %R@[Rk_x R r (3.12)

elde edilir. Formiil (3.12) ve lokal olmayan sinir sartlar

Uup = auy + @,

Tuw = Sun1 + un-
0 = p(HTG I+ S (v Au) +v,

kullanilarak

H= a{%[kaN —R10RN:|;1+ %[RN —RN]cho
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1r =~ N N 1 G SN-s N—s
+[R-R'IRZ Sy + o RY R -R ]fvfz}“”’ (3.13)

s=1

ve

w:ﬁ{;{(RR —%RZJEIOR’V -2 (Rﬁes—%ze leORN 2}1

@R YR (e )T
+ L[ (RiRs - AR )RV - (RoRs - LR RV |R7fi,

+ %fN + %Rng_lrz + %Rgf/\/_z‘[z

g o 7A , 7A 14
+2RTZKR7R5_?R jR’” —(R7R5—?RZJR’” }ﬂf}ﬂ/, (3.14)

s=1

elde edilir. Formiiller (3.13) ve (3.14) yardimu ile

s=1

N-1
L= T{[a(% (RN — RVYR3t2f11 + %Ru > RV - RN‘S)fsr> + 4
[1— 1 ((R7R5 - —R )RN 2 _ <R7R5 - %R2>RN—2)R2]
rat(RY-R")R, {ﬁ 1 {{(&Rs _HAR jk’v-z —(R R, —ERZJRN‘ZJ
2 2 3 3

X Ryt’f11 + %fzv + Rsfy-17° + Rofn-at?
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s=1

N-3 . _ -
+R4TZKR7 Rs —T—;‘ RZJRN“ —(R7RS —%RZJRN“} f;}ﬂ//}

(3.15)

ve

o = To{[1- L (RiR" - RioRY) |
x I:ﬁ% {((Thks - %TQ2>I~?N_2 — (R7R5 — %R2>RN—2>

X R3T2f1,1 + %f/\/ + Rng_ﬂz + Rng_2T2 + Ryt

xfz_j((mm - AR - (RoRs - LLR)RY>) fsr} + WJ

+ %I:(R7R5 — %R2>I~310RN_2 + <I~€7l~€5 — %Te2>R10RN_2i|

x{a(%(ﬁ” -RY)RTf, + %Rﬂg(ﬁ“ -R"™) fﬂ'j + (p}}

(3.16)

bulunur. Boylece, (3.12), 4 ve w swrasiyla (3.15) ve (3.16) da verilmis olmak iizere,

(3.2) probleminin bir ¢oziimiidiir.

Ne yazik ki, max

I<k<N

A", . max|Au,|, ifadeleri igin kararlilik kestirimleri,

], » max
Kila > H' 1<ks<N

I<k<N

k-1
max Jug |, < M{Z IAT2f )|t + @l + 1A 2y ||, + T A ||H},

1<k<N =
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k-1
max A"y, < M{Z sl 7 + 1A, + w4+ Tllfia ||H},
<k<N 1

max
ISkSN

) A R A R P e e
5=2

sartlar1 altinda elde edilemiyor. Bununla beraber asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.1 pe D(A”?), we D(A’) olsun ve (3.3) kosulu ile Teorem 2.1 deki biitiin

kararhlik kestirimleri saglansin. Bu durumda fark semasi (3.2) nin ¢Oziimil i¢in

asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

max
ISkSN

T R I (A A L D
s=1

A (1+icA”)g| +[wl, +T\\ﬁ,1HH} (3.18)

max
ISk<N

k-1
A <m {z]| £l

N-1
max [|Au ||, < M{ans —Fotlly + 1l + IAU + iTA) 0|,

1<k<N —

Hlav ], e far s, 3 (319)
Burada M sabiti, 7, ¢, v, f, ve f, (1<s<N —1l)ifadelerinden bagimsizdur.

Ispat: (3.15), (3.16) formiilleri ve (2.31), (3.9), (3.10) kestirimleri kullanilarak

Tf

H—-H

H(I +iz‘A”2),uHH <

[l Sy, sy, ], e,
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(H I+itA”)RY H +H(1+ifA“2)RN—~‘H

H—>H H—>H)

H—-H

+3lea R
XA |7 + I+ i2A g, ]

12 (Rl N AR || Sea R VIR0,

+(lleRa Nyl A RS+ || FeaR2|) VIRV, Y14 Re

+ Ial% (I +itA)RY |+ 1+ igAV)RY |, Y IIAY2R, |

H-H

[ { (IR Rl | Sea® 1R,

+(eRa Nyl A Rs o+ | S ear2|| VIR, )

12 -12 2T | 4-112
* [ TAPRs || 7 1A 1l + F- 1A L,

H-H

+ 12Rs | oA v 7 + 1TRo | g A f w2l 7 + 1TAVRA ],

> ((EA P S R S I T

lTAl/sz
3

H—’HJHRN‘Z_SHH—’HjHA_I’Zf;HH T} + HA—l/zl//HH

+[||TR7||HQH [oar] 4

0 S R R e P M
s=1

ve
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_1 ] | L
HA zaﬂ]_] < ||TT||H_,H {|:1+|Q|E(H(] +lTA1/2) Ruo

- H(I +irA"?) R HIHH

+|| (I +itA"2) "Ry || HQH” (I +itA")R" || HQH> ]

<L { (Rl 0B et ® IR
(el ta ] | e, i)

1 1 2 1 1
x [|TA2R || ||A 2 || ‘[+—||A 2 || T+ ||zR ||A 2 v || T
|| CY || PEREVARY | I S| ot leRsl p || AN ||

1 1
NI P ey

H-H

N3
3 ((EA L X P R R

HRN_Z_S H

H—-H
H—-H
H—>HJ
H—>HJ

el (([r+iea)R] | eima=) ]

l1'A%R2
3

AR, AT,

+
H—-H

+[||TR7||,HH

H

T} + HA‘%V/
H

T'ACR| o+ %rAiRz (1+izA")" Rig

H—-H

=

HoH H—-H

1
1 (I

l Aél’éz‘
3

TATRs| (1+icA”) R,

H—-H

{H@

»N-2
|2
H H—-H

H—-H Hes

1/2 -
HTA R3HH—>H THA i

H—>H) H
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N-1

TR T S R T I P

+I(+itA)ell, 1}

k—1

<M {Z]\A‘”ZAHH v+|(1+iza)g| +|a ], + THA‘”quH} (3.21)
1

5=

kararlilik kestirimleri elde edilir. Aym adimlarla, (3.15) ve (3.16) formiillerine
A7 operatorii uygulanarak

JAV2 (I + it Al < 1T ||y
o e R e G L S TR

+%HTA”2R4HH_>H NZ;(H(’ +irAY? )RN_SH;HH +H(1 +irAY? )RN_SH;HH )|| £l rj

lTAl/zl’éz
3

—+

HT_IA_UZRS

+

»N-2
e
H—-H
H—-H

H—-H ‘H—>H

A (14 1/2)(,,\\11}{“%([”1@7

lTAI/ZRZ

+[||TR7||HQHuf—lA—szu oL

H—-H

e e,

+ IaI%(II(I FITA)RN |+ [+ iTA)RY |, ) JAVRR |

H-H H-H

R (G P E R T B e T [

lTAI/ZRZ

+[||TR7||HQHuf—lA—szu oL

H—-H

R, lea”r|, 74
Y HJH HoH TATR, H—>HT fl’l H
5
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2t
A R Al 7+ 7R 12l 2

lTAl/zl’éz
3

HT_IA_UZRS

+

H—-H ‘H—>H

N-3 _
+HTA1/2R4HH—>H > ([Hf&

1

jHRN—Z—sH
H—-H

|

(3.22)

H—-H

lTAl/sz
3

(el s ],

MjHR”‘Z“HMjllﬂllH f}+||w||H

k-1
SM{ZM”HH

A" (1+iza”)g| +lvl, + THquH}

ve

I iz L

lal, <[7.] . {1+|a|%(”(1 A R
+|a+ica?) R, || a+izaHRY| Hﬂ) }
SR (Q PP R ) PR B 228 I [P

Qo] et Yieve,,,)

XHTA%R3

2
o HquH T+§||fN||H T+ ||TR8||H—>H ||fN—1||H T+ ||TR9||H—>H ”fN—an T

- »

LA R
3

+HA%R4 A" Rs

‘T§7

+
H—-H

H—H
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AR+ (IRl a7 Rs |+ | et )

XHRN—Z—sHH_}H)”fynH T}+||'//”H}+%|:[”TR7”H—>H 1'—114‘%R5 o + %TAiRz HHHJ
(r+iea) Ro| R, +[Hu§7 AR +|ieAtR j
HoH - H—H H—H 3 HosH

XH(I vieA) R, HRN—ZHM}

il 3l vieay], +uiean)w], )

o R P T

H—->H

+1H1'A%R4
2

H—-H

S i A2\ pN=s . A1/2\ pN-s
Srvia)re], oliieas)ed, sl

*|

Az (I +itA")p || H]}

k-1
SM{Z_1]|A||HT+

Al (I +irA )¢HH +||1//||H + THf”HH} (3.23)

kararlilik kestirimleri elde edildi. Daha sonra (3.15) ve (3.16) formiillerine Abel formiilii
uygulanarak

N-1
M= Tr{[“(%(klv — RM)Rs37f11 + %R4T2<Z<R6RN_S — ReRN™)

s=2

x(fs — fo-1) + <1~?6 —R6>f1v—1 — <F6RN_1 _R6RN_1>f1>> + <,0:|
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I:I_ _<(R7R5 - TA )RN 2 - <R7R5 A R2>RN 2)R2]
m%(m_RN)Rz {ﬁ{;{(feﬁes—%le jk” -2 (RR —%RZJRN‘ZJRJZJCM

T 1 1 1 L& iz .
+§fN+5R8f1v—172+5R9fN_272+R4572[ {Rﬁ (R 3 RZJRN =

5=2
~Rs(RoRs - BLR)RV>2) (f, ~ fi1)
+ <I~€6<I~€71~€5 - %#) - R6<R7R5 - %R2>> N=3

(R~ g (R e Jﬁ}}ﬂ//} G524)

ve

o = To{[1- oL (RiRY - RIRY) ]

X{ﬁ{;{(ﬁﬁs—%le jﬁ” - (RR —%RZJRN‘ZJRJ%I

3

§=2

N-3
+Zf1v +1R8fN—ITZ +1R9f1v—272 + R411'2 R Rk _ﬁRz RV
3 2 2 2 T

_]AQ(,(IAGIA?S—%IAQZJRN_Z_SJ(]CS—fs_l)+( (R7R5—%RJ R (R7R5_%szjfzv—3
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(R(RR RN s B} ]
+ %I:(R7R5 — %RZ)ThRN_Z — <I~€7l~€5 — %F2>R1RN_2]

N-1

X [a(%(k“’ — RM)R372f11 + %R4T2<Z<R6RN_S - F()RN_S> (fs =fs1)
s=2

+(Ro=R.) fi = (RR - RR) 1)) +0 | (3.25)

formiilleri elde edilir. Simdi, 14U +TAY)ull,; ve 1A, icin kararlilik kestirimleri

elde edilecek. Oncelikle (3.24) formiiliine, A operatorii ve iiggen esitsizligi uygulanarak

ve (2.31), (3.9), (3.10) kestirimlerinden yararlanarak

A + iTAl/z)ll”H < W Tell yon

X{Dcﬂ 6(”(1 Hir AP RY| | (r+ica)RY| oA Ry, A", e

1 N-1 ) -,
eqlearl, (el frsiea)e],
+||zAVRs ||, I+ AR O s = fiaa
+ ()| tA>( + itA™)Rs ||, + 1 7A>( + iTAY)Rq | ) vt |

+ (| cAVRs ||, I +itA)RN,

.|
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+|TAVRs ||, 1T+ iTAVYRN L SIfill ) ) + AU +itAY)e] ]

[1 * %<<” R | H~H|| rA TRy ” o ” %TA%TQZ ” H—»H) ”RN_zHH*H

+( 7Rl 1. ” T ARy ” woH || %TA%Rz || H—»H) IRY ”H"H> | ARy ” H—>Hi|

ol (I + TA )R, + 1A+ A )RY |, Y [AVR, |

H-H

(I I R R

l1'A%R2

AR,
3

+
H—-H

(I ), Jlea ), el s,
H—H

2
L 2 P P e e o P e e

H—-H

{Ellal bl o], il
= H—H
+HTA1/2§6HH—>H [HTIA% o T_IA_%]AQS . + % A%I}z HﬁHJRN_Z_SJ”fs —fs_1||H

1 ~

v (el (IR | R s | Feat® )

+||zA2R ||H_’H<||TR7 | s || T—IA_%R5 ” . + || %TA%Rz || H_ﬂ)) sl
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127 7 A1 1 4132 PHN-3
+ (” TA R6 ” H—»H( ” TR7 || H—»H” T A 2R5 || H-H + || ?TAZR || H—»H) ”R ”H—'H
1
+ | TAYRs ||H_’H<||TR7 ||H_’H|| A2 R; || . || —TA2R2 || H_'H>

<R3 Al + 1Ay ), ]

N-1
<M {;”fv - fv—lnH +||f1||H + HA(I + iTAl/z )¢HH +HA1/21//HH + THAI/ZJCI’IHH} (326)

elde edildi. Daha sonra, (3.25) formiline A" operatorii ve iicgen esitsizligi

uygulanarak, (2.31), (3.9), (3.10) kestirimleri yardimu ile

|4°d] <[z, {1+|a|%(”(1 oA R

. H(l +irA"? )RNH;HH

+|| (I+itA") 'Ry || HQH“ (I +izaA"™)R" || H—»H) ]

[lﬁl {<(” Ry ” H—»H TAT 2R5 || HoH ” % %TQ H—>H> ”RN_zHH*H
N IS R R PR T

x [ TAVRs ], 7|

1
Afu]| + 2 elAEull, 4 VR A 7

N-3

+ |1 7Ro || Az | 7 + ||rA“2R4||HAHT<Z<||rA“2R6||HQH
=2
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I A R FR R [

1 12
+||—7A*R
H

3

H—-H

[ s,

# (ool (IR |y |27 Rs [+ [ 5ot )
+||[TAY2R¢ ||H—>H<||TR7 [P || T_IA_%R5 ” o ” Larg2 || HQH)) Ifn-sll

N ( | AR | HM( IRl ..., ” A2 R; || ot || %rA%Tﬂ ” Hﬂ) RN

I 1 1 _
R A S e s I L
1 g LA
el Jod el ofea e, o] )

x || Rio +izAV) ™ || (T + AV RY2|

H-H

sl lletams||, o+ ]| Leat® )

x| Rio + iz isa R, ]

lat3 (2], ., I%], L leaor ], el
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N-1

dearl,, (Sleawl, 2
§5=2

s

H—>H)

FleanR R

H—H H—>H‘

x fs =ferll g+ (| 7ARs ||, + 1TAVRs || ) vt | g
H-H H-H

+(|| AR || IR, + ARG |y RN ) W )

H|a+izay| IAd +izA)ell, |}

D A R R A I e I L W CED

§5=2
kararhilik kestirimi elde edilir. Simdi, sirasiyla (3.17), (3.18), (3.19) kestirimleri elde

edilecek. ilk olarak, (3.12) formiili ve (2.31), (3.9), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23)

kestirimleri kullanilarak, iicgen esitsizligi uygulanirsa k =2 hali i¢in

|¥77% ”H < % ( || Tho(1+ i‘[Al/Z)—l || H_’H”Rk ”H—»H

| Ruo(r+ iz || IR, ) 1T+ A"l

+ 5 (IAPR: | IRy + ATR: |

wortlR ) 1470,

H-H H-H

+ 5 (ITA VRS IRE gy + 1TAYRS |y IR 1y ) TIATF
k-1

+ T NTAR oy DL NR Ny + IRy TIAT 7
s=1
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N-1
<M {ZHA‘”Z f.
s=1

ea(riea)gl A, +ofa fMHH}

kararhlik kestirimi elde edilir. Daha sonra (3.12) formiiline A" operatorii uygulanarak,

k > 2 hali i¢in
1 ~ . -1
|AY2u, I, < 7(”1310(1"‘ itA"?) ” H_’H”Rk [P
|| Ruolr + a7 || IREI, ) IAVU + izA") ],

+ % CUA Ry IRy + ARy RN ) M@,

+ % CITAYRs | IRE Ny + ITAYR |y IRE ) 21

k-1

+ T 1TAR oy D IRy + IR U ) s 7

s=1

SM{NZ_I]ﬁ HT+ Am(l +iTA1/2) ‘A‘H +||V'ﬂH +fﬂfll“H}

s=1

kararhlik kestirimi elde edilir. (3.12) ye Abel formiilii uygulanarak

up = %[Tth —R1Rk:|;l+ %[Rk —Rk]sz + %[Rk —Rk]R3‘[2f1,1

k-1
+ T2R4% (Z[R6Rk_s — Te(jek—s :| (fs _fs—l)

s=2

+(Ro=R,) fi i~ R -RR[f,). 2<k <N (328)
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formiilii elde edildi. Son adimda (3.28) e A operatorii ve iicgen esitsizligi uygulanarak

ve (2.31), (3.9) kestirimlerinden yararlanarak, k > 2 hali i¢in
luelly < 5 (| Riol + A" || IR+ ([ Rio + iza) || IRE, )
H=7 HoH H-H HoH HoH

x AU + iTAY)pll, + % CHAR || IR N gy + IAY R IRE ) 1A 00,

+ % (I7A 2R, L IRA N+ ITAT2RS |, IRE L, ) T A 1,
k-1

* %HTA%HHQ,,(Z[HrA“szlHanRk-sHM+ [eA™Rs || ., IR,y ]
s=2

|| fs=fir I + (| 2ARs || .+ 1ZAR6 ], ) |l fror |

+|: ” A Re “ H—»H”Rk_l [P ||TA1/2R6||H—»H”Rk_1 ”H—»H:I I fi e >

<M {g £i=fal, 17 +HA(I +ir “2)(/)HH +|ary], +THA”2fL1HH}

§=2
kararhlik kestirimi elde edilir. Boylece Teorem 3.1 in ispati tamamlanmis olur. Simdi

Teorem 3.1 in bazi sonug teoremlerini verelim. Ik olarak karisik lokal olmayan

hiperbolik tip problem

u,—(a(x)u,) +ou= f(t,x), 0<r<l1, O<x<l,
u(0,x) =ou(l,x)+@(x),0<x <1,
u,(0,x) = Bu, (1, x)+y(x),0< x <1,

M(I,O) = M(l', 1), MX(Z"O) = ux(l-’ 1)’ 0<t<1 (329)

ele alindi. Problem (3.29) un bir tek ve diizgiin ¢6ziimii u(t,x) (6 >0 ) mevcuttur ve
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a(x) Za >0 (xe(0,1)), p(x),y(x) (x<[0,1]), f(t,x), (¢t,xe[0,1]) fonksiyonlart
da diizgiin fonksiyonlardir (Ashyralyev ve Aggez 2004). Bu sayede, Hilbert uzayi
H = L[0,1] iizerinde, (3.29) da verilen, kendine eslenik, pozitif tammli A* operatorii
yardim ile, karigik tip problem (3.29), lokal olmayan sinir deger problemi (3.1) e

indirgenebilir.

Problem (3.29) un ayrigimi iki adimda ele alindi. Ik adimda grid uzay
[0,1],={x : x,=rh,0<r<K,Kh=1} seklinde tammlandi. [0,1], araliginda,

¢"(x)={@,}" grid fonksiyonlarmin tanimh oldugu, Hilbert uzayr L,, = L, ([0,1],) ve

Sobolev uzaylart W5, = W5,([0,1]4), W3, = W5,([0,1]4) verildi. Problem (3.29) daki
diferansiyel operator yerine, (2.65) de verilen fark operatori A yazildi. Aj
operatoriiniin yardimiyla, sonsuz ¢oklukta adi diferansiyel denklem sistemi icin lokal

olmayan sinir deger problemi

d2v;(2r,x) + A" (1,x) = f"(t,x), 0<1<1, xe (0,1),,

v"(0,x)=av" (1,x)+@"(x),xe [0,1],,

3.30
v(0,x)= v, x)+w"(x),xe [0,1], (3:30)

elde edilir. Tkinci adimda (3.30) probleminin fark semasi (3.31) yazilir.

T’ (u:+1(x)—2u:(x)+u:_1(x))+ 2 A (x)

P AL (Ol () + 7 (A7) wl, (0 = £ (0,
Flo=2f"Gn 0+ (" G0+ 11, x))

— 5t (CAf () + £ (1, x)), x e [0,1],,
t,=kt,Nt=1,1<k <N -1,

uy (x) = auy (x) +¢"(x),xe [0,1],,

(I + f—z(A,f)+ %(A,f )2)1'_1 (ulh(x)— u('}(x))
+5(4)e" (x) -1l (x) = B(1-=(A)))

x(%(7u,’@(x)—8u,’@_l(x)+u,'z,_z(x))+ %(f,\? (x)— Au,':, (x))j
+(I —%(A,f))y/h(x),xe [0,11,,
flfll(x =7fh(0’x)+%fzh(0’x)‘

(3.31)
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Teorem 3.2 Tve h yeterince kiiciik sayilar olsun. Bu takdirde fark semasi (3.30) un

¢cOziimii icin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

max (fugll,, + maxllu |,

<M

h h h h
M max W0, + v, + 10"y + 2l e + 2, |

h h
Jmax (772 = 2 + ) Il + maxluglly,

2<k<N-1

I —-1 I I h I
< ||, e e (= s+, e e, el |

Burada Misabiti, 7. b, @"(X). y"(x), £/, ve f! (1<k < N) ifadelerinden bagimsizdur.

Teorem 3.2 nin ispat1 soyut (abstract) Teorem 3.1 in ispatma ve (2.65) te verilen Aj, fark

operatoriiniin simetri 6zeligine baghdir.

Ikinci olarak €2, m-boyutlu R” {X =(x,»x,):0<x, <LI1<j< m} Oklid uzayinda,

sirlart S, Q=QU S olan birim acik kiip olsun ve [0,1]x € de ¢ok boyutlu, karisik tip

lokal olmayan hiperbolik problemini

gt Z(a (X, ), = f(t,x),
x=(x,....x,)eQ, 0<t<1,
u"(0,x)=ou" (1,x)+@"(x), xe Q,
u'(0,x)=Bu'(1,x)+y"(x),xe Q,
u(t,x)=0, xe S

(3.32)
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ele alalim. Burada a-(x), (x € Q), ¢(x), y(x) (xe Q), f(t.x) (te(0,1), xeQ)

diizgiin fonksiyonlar ve a-(x) = a > 0 dur.

Q da karesi integrallenebilen tiim fonksiyonlarin tanimlandig1 Hilbert uzayr ., @ de,

N, g= {J. Jllf(x) P dx,-+-dx, }* normu tammhdr.

xeQ

Problem (3.33) in ¢6ziimii #(#,X) bir tektir ve diizgiin fonksiyondur, ayrica ¢(x), y(x),
ar(x), f(t,x) fonksiyonlar1 da diizgiin fonksiyonlardir. Bu sayede, Hilbert uzay

H = L,[0,1] iizerinde, (3.32) de verilen, kendine eslenik, pozitif tanimli A" operatérii
yardimi ile, karigik tip problem (3.32) lokal olmayan simir deger problemi (3.1) e

indirgenebilir.

Problem (3.32) nin ayrisimi iki adimda yapilabilir. Birinci adimda grid uzay:
5h = {x = xr = (h1r1’° M ',hmrm)’r = (rl’. M ',rm),
O<r, <N, hN,=1j=1--m}Q =QiNQ,S, =QNS

tanimlandr. Q, de ©"(x) = {@(hir1,+  hwrm)} grid fonksiyonlarimin taniml oldugu,

~ L _w (O
Banach uzay1 L,, = L,(Q:) de ve Sobolev uzayi Wan = W (Qh} verilerek, problem

(3.32) deki diferansiyel operator (2.69) verilen A4 fark operatorii ile degistirildi. A
operatoriiniin yardimiyla sonsuz ¢oklukta adi diferansiyel denklem sistemi i¢in lokal

olmayan sinir deger problemi

d®" (1,x) A h _ ph 0 1 0
— AV (LX) = f(tx), 0<t<], xeQ,,

v'(0,x)=av" (1,x)+ @"(x),x € Qu,

% =", x)+y" (x),xe Qi

(3.33)
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elde edilir. Ikinci adimda problem (3.33) iin fark semasi

77 (1), (0) = 2u; (X) + ) (%)) + 2 A (x)
A (uly 0+l (0) 457 (A7) ul, (0 = £ (0,
D) =2 1)+ (1 00+ 1 (1 0))

_Lz ( Afh( k+1"x)+ftt k+1"x))"xegh’
t,=kt,1<k<N-1,Nt=1,
uo(x) o’ (x)+¢h(x) X€e Qh, (3.34)

(1+8(a)+ &l(a) ) (- )
+5(4)) 9" (x)-7f! (x) = B(1-5(4)))
x(é(%t,@(x)—8u,hv_1(x)+ufv_2(x))+§( v (x)— Auj, (x))j

+(I1-5(4)))y" (x).xe Q.
1 (1) =5 7" (0,%) +5 £ (0,x)

olusturulur.

Teorem 3.3 7 ve lhl yeterince kiigiik sayilar olsun. Bu takdirde fark semasi (3.34) iin

¢cOziimii icin asagidaki kararlilik kestirimlerini saglanir;

max  + max h
max ], + max |,

< M max 120, + 1w, + 198y + ot + 2, |-

1<k<N-1

-2 h h h
1<I]£1<2113(1||T (i = 2uf +ug )N, + Orgglluk e,

< I, + (L=,

2<k<N-1
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e T R e P v

Burada M1 sabiti, 7. h ¢"(x), y'(x), £} ve f' (1<k<N) ifadelerinden

k

bagimsizdir.

Teorem 3.3 iin ispat1 abstract (soyut) Teorem 3.1 ispatina, (2.69) da verilen Aj fark

operatoriin simetri 6zeligine ve Teorem 2.4 e baghdir.

3.3 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Smr Deger Problemi icin Dérdiincii
Mertebeden Kararh Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, lokal olmayan sinir deger problemi (3.1) in niimerik (sayisal) ¢oziimil i¢in
dordiincii mertebeden kararli dogruluk fark semasi ele alindi. Problem (3.1) in ¢dziimii
icin, fark semasi (2.7) den ve formiil (2.20) den yararlanarak, dordiincii mertebeden iki

adiml fark semasi

T (U, —2u, +u, )+ EAu, +5A(u,, tu, )
A+ 57 A (u, tu, )= fos

fo=3F o+ 5(F () + F (o)) +5(-Ar o+ f (o)
~ i (A )+ L))+ F )+ | (1)),

t, =kt 0Sk<N-1,Nz=1,

u,=0u, + @, (I+T A+144A2) _l(ul—u0)+§Au0—Tf2,2

85u, —108u +27u —4u
)( N N166T N-2 N3+3€(fN A”N)j

(3.35)

_ﬁ(_
+(

elde edilir. Burada

2A
=Ly,

— T_2 2) -1£4
2= (14 fpAs g a7
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(- 220 + ((1- 32 )0 + 7 ) 4

T

+(~azs (0)=25 (0)+ef (0))F+(4r(0)-3f (0))2_;}

tiir. Fark semas1 (3.35) in ¢oziimiiniin kararliligi

173 E (3.36)
B epl<1

+E|ﬁ|+

o1

kosulu altinda incelendi. Bu kisimda da, kolaylik olmasi acisindan

~ ~ ~2
o pi [ 3tA, 85R—-108+27R " — 4R\ pre2
B = ﬁz[( T 667 )JlR

[ 37A 85R — 108 + 27R! —4R2 ) N—2:|' -12
( AR + —2 TRV |ia

—a L[ R+ TRV ]

~ ~1 =2
1 4-1277 ([ _37tA%, 85R—108+27R —4R N-1PN-2
+(Zﬁ21A J1J1( 11 R+ 661 )R R
—aﬁliA‘“ZJlJl _3TAR+ 85R—-108+27R —4R RV 2
2 11 667

esitligi kullanilacak. Once, teoremin ispatinda yararlanilacak iki lemmayi ele alalim. Bu

kistmda ayrica, Lemma 2.2 de ispat edilen kestirimlerden, R,R,J1,J2,J3,J4 operatorleri

ve bunlarin egleniklerinden ve

7. — 85R—108 +27R"' — 4R~
7 667
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_-I55(, 37047°A 42 74504 1570°A°
2 1 860 22320 267 840

+ 135izA'"? + 3 483ir°A"? + 231’ A’
155 11160 22 320

4 42 6 43 8 4 4 -1
<| 66 I+72A+3TA +1A +1A (3.37)
144 864 20736

ve eslenigi J ;

5 _8SR-108+ 27R " — 4R
T 667 (3.38)

operatorlerinden yararlamldi.

Lemma 3.3 Asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

[ -1/2 155
Ja7" 7], <4

H—>H

AP <,
H—>H

(3.39)
<l1.

H—>H

Jear™ (14 iea )"

Ispat: Lemmanin ispatinda, (2.73) de verilen kestirimlerinden yararlanilarak Lemma
3.1 in ispatindaki adimlar takip edildi. Kendine eslenik, pozitif tanimli operatdrlerin

spektral 6zeligi yardimi ile

155 o, _3704°A 42 TAST'A® 1577°A°
1860 22320 267840

L 135izA™” | 3483iT°A™ | 231iT A
155 11 160 22320

-1
4 42 6 43 8 44
x[66A”2{I+12A+3TA +TA + A D

144 864 20736

H—-H
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3704720 |, 42745727 157:523 | 135iV2 , 3483i0°AY% | 031i5492
< su 155\ 1 —"Tgeo~ + o230~ — Sersa0 T a5 T it~ T o250
_5<ﬂp _132 1+12/’i+314}”2+1623+ EJT
<A<eo 134 T 84 T 20736

yazilabilir. Buradan da

2 2
1— 3704724 + 274574 157654 + 13504/2 + 34830°2%% | 2315252
1860 22320 267 840 155 11 160 22320 >

2
2 30422 643 B4
(1+T A+ Tt 20736)

oldugundan, HA‘”ZJ7HH_>H < %, HA‘”ZﬂH < % dir. Ayni sekilde

H—-H

T/fil/Z

HTA”Z(IHTA”Z)_I e
+ 17

S Su
H—H O<A<o0

yazilabilir. Buradan da

1+724 ~

1/2 412\ . -
TA (1 +iTA ) <1 dir. Bu, Lemma 3.3 ii ispat eder.

H—-H

oldugundan,

Lemma 3.4 Kosul (3.36) saglansin, bu takdirde / — B operatriiniin sinirli bir tersi
T = (I -B; )_1 mevcuttur. A operatdriiniin simetri 6zeligi ve pozitif tanimlilig1 yardimi

ile

(3.40)

1
T| . <
I17e]. 1-|of—2| 8- 2|o]|A]

esitsizligi yazilabilir.
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Ispat: B, R, R operatorlerinden ve (2.73), (3.39) kestirimlerinden yararlanarak, iicgen

esitsizligi uygulanirsa,

B; < B (S| eava+ica) | IR,

| a+izay| AT HQH) |70, RN

H-H ” H-H

N (% ” TAV2(] 4 iTA2)”! ” IR oy + || (I +itA?)™" || HAH||A‘1/2J7||HQH>

H-H
1 N-1 ¥ 5N-1
I ) + 105 [ s IR gy + 1T 00, RNy ]

+lalpil (3 || za+ izay |

H-H | || H-H

7]

slaiamy™ | AT )W T IR [R5

1 el (11 [ear2+ica™) " || IRy

Hlasiamy| jaen,,)

=q

L
H-H

N-2
M gt | T IR |

173 173

basit esitsizligi elde edilir. Burada ¢ = |a|+ | B + | a||B| dir. g <1 hali i¢in / - B;

operatOriiniin sinirh bir tersi
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< 1 = !
HoH 1-¢ 1_|a|—%|ﬂ|—%|0!”ﬂ|

1=y

mevcuttur. Bu, Lemma 3.4 i ispat eder. Simdi problem (3.35) in ¢dziim formiiliinii elde

edelim. 2.1 bash@indaki adimlar uygulanarak problem (3.35) in ¢6ziimii igin

2 4 -1
Uy = H{,u, = [1+f—2A+ 114 Az]

X I—i12A+ 7’ A lu+t I—iA w+7°f
12 144 12 22

[R" + R"]¢+%[1§" -~ R"}iA‘”zz//

o | =

k-1

2A 4A2 o -1 ~ i s —s
+{I+le +7144J (R-R) 2[R -R™]ef, (3.41)

s=1

formiilii elde edilir. Formiil (3.41) den

U+ Uy 1 1~ B 11~ 5i T
k 3 k—1 —7[J1Rk 1+J1Rk 1][1+7[]1Rk 1—J1Rk 1:|ZA 1/20)

115 k- - 1 24, A2\
+7|:J2Rk 1—J2Rk 1:|T2f2,2+7<1+ 1.1—2 + 1.144 Tsz_l

HSTIR R e,

s=1

(3.42)
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elde edilir. Lokal olmayan sinir sartlari

Uy = auy + @,
o = B +itA"2)"!

< ><< 85u1v - 1081/!1\/_16;[271/!1\/_2 - 4uN_3 n %(fN —AMN)>

+(I + itA"?) 'y,
kullanilarak

= a{% [JiRY! + T\ RV Ju+ % [71R¥! = J RN JiA 2w

~ = 7442 -1
+ % |: J2RN_1 — J2RN_1 :|T2f2,2 + = (1 —? 141544 Tsz_1

1 N-2
+—
2

s=1

[LRN‘I“‘ —J,RV } T f, } +o
(3.43)

ve

w:ﬁ(1+iTA”2)_l{%((—3f—fR JJJIRN‘2+(—3IT—I4R hjhﬁwjﬂ

(AR - (e )i

+ 5 ((Gor ~ 3 )wr— e et

27 4 2A r4A2>‘1 >
667/ M3 66rfN4‘><” 7 T ag ) T
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(T () e

+L( B - 3N (TR - 1aR) far?

) ((W B M)(‘] R*—J R2> 108 <J2R J2R>>f1v 372

+ 3 (B - ) ok - 1)

108 (7.k2 - 1oR2) + 2L (TR~ 1oR) v s

(-3 R-T7,)ToRN 2 — (—3TAR - 17 ) ,RY2)

xrzfx+f—§fN}+ (1+i7a?) 'y (3.44)

yazildi. Formiiller (3.43) ve (3.44) kullanilarak

-1
_ 1= =~y N-1) 2 1 T’A  T'A 2
u=T, {a(z(JzR -J,R )z' f2,2+5 I+ 0 + 124 T fva

N-2

122~ ~nos 1 . -
+EZ(J2RN = J,RY )TnyJ+¢}{I—Eﬁ(I+zTA”2) 1

s=1

(( 31‘[141/2 R4iA 1/2J7>J1RN—2 _ (_ 31'??1/2 R+ iA—1/2J7>J1RN—2>:|
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ot (T RV = RN )ia 1 ]

[ﬁ(1+lTA1/2) ( (( 667 3TA )f N-1— % N-2

66TfN -3~ fN_4> (I-i- —é4 4A2 ) T

+ L((-3HAR-T7)TRV2 - (=3AR - 1) LRV 22

(- ) OR- R

(( 66T 3TA ><J R*-J R2> 108 <J2R J2R>>f1v 372
+ (& - 3 (7.8 - 1orY)

108 7ok - o) + 2L (TR - 1oR) )fN_M.z

N-5

%Z((-l—fk 7>JRN2_ <3TAR J)JRN2‘> 2,

5=

3t .12\t
+HfNJ+(I+lTA ) y/}} (3.45)

ve
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o =Td[1-at RV + TRV |

<o iamy (3 ((Gor - 31 v - <ge v

66TfN 3 — fN—4> <1+ 4A2 ) 2

+ L((F3AR-7) Dk - (<3 R - 1)) 1RV 15

+ L (& - 3V TR - 1R frar

. (( 35 3‘[A><J R2_J R2> 108 <J2R J2R>>

<fvar+ 5 ((Gor = ) TR - 720

108 <J2R2 J2R2> + 71- <72R—J2R> )fN—472

N-5

£53(C EEDEEC TOLED

5=

szfg + ﬁ N) + (I+ l'TAl/z)_ll//iI

+Bﬂ(1+im“)l[(—%k J)JIR’” (%R Jv)JR’”ﬂ
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-1
1= =y N-1) 2 1 T°A A 2
Xla|=|\JR"T-J,R")T +—| [+—+ T

{ (2( ’ RN T e ) T

(3.46)

s=1

+% Ni(? R - RT) 7P fsj+ (p}}

elde edilir. (3.42), (3.45) ve (3.46) formiilleri, problem (3.35) in bir ¢Oziimiinii

vermektedir.

1
Teorem 3.4 ¢ € D(A"?), v € D(A?) olsun ve (3.36) kosulu ile Teorem 2.5 te verilen
kararlilik kestirimleri saglansin. Bu takdirde, fark semasi (3.35) in ¢oziimi icin

asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

k-1
max || Sl || < M{Z 1A+

I<ks<N =
o, relat s, ) 347

max
I<ksN

A2 u
2

k—1
n{SUl e, M,

1<k<N 2

N-1
max [ttt || < M{ans ~ferlld + Wil + 1Ag 1,
s=2

e, +elan s, ) (349)
Burada M sabiti, 7, . ¥, f,, ve f, (1<s< N —1)ifadelerinden bagimsizdir.

Ispat: (3.45), (3.46) formiilleri, (3.36) kosulu, (2.73), (3.39) kestirimleri ve (3.40)

esitsizligi kullanilarak
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lealhy < Tl { [ 1( S (I eAT2 ||, IR,

2 4 42\7!
Aea sl e sl e e (G T | e,
N-2
+ 2 3 (NeATo|| IR 0+ ITAE ], IR, )

s=1

x|a fyHH)+||(p||HJ{1+%| B [(%HifA”Z(IHTA”Z I,

+|| (I + iTAI/z)_l || H-H || iA_1/277 || H—»H) || 71 || H—»H”RN_2 ||H—>H

+ (S | imavra + izary |

(.

@+ icay || A5 I el R ) ]

[ ([T IR+ 10 g IR 1]

2 4 42\7!
181'2A I+E+TA
85 12 144

-1/2
daesil,

Mm

+ 1—91 || I+ irAl/z)_l || .

H(I +i1'A”2)71

H—-H
H—-H

2A | %A%\
(1 * 10t a4

A" 2l
H-H

a5 |a+izay |

2A | A2\ ! H Y
I+ 542 + T| A7l
(r+ 58+ 54 . "
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+ % ((% iza( + a7 || R,

H[a+icay | A Ta ||, ) [7A T, IR

H—»H H-H

+ (B |izavravica™ | IR

eleieany| ], Jeatal, 0, A s,
+%H (1-1822) (1+—5‘ 14A2> o
x || +iTaA™) ||l AT ],
( 132 H(I ZAX”% L) o

(<"Lzm— AY (14 142 T4 )

2
x(irA1/2)‘1<1+ LA

H-H

27 7 - )( T4A2
" IH <I Tag J\I* 144

H-H )
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. -1 _
|| +iza?) || AT st

_ 2 2A | A2\
(132 H(I AX” 2 " 144

H-H

X

(-2 54) (42 58))

2
x(itA"?) 1[1 +%+ iﬁl j

H—-H

9 _igA2 r2A>5_< itA”2 24
T H((I 2 2 +=5=-1

2
x(itA"?) 1[1 +%+ iﬁl j

H—-H

B2 805 5"
+44H<I o 2

H-H )

><H(I+ifA”2)1H 7| £, + 1 5 ([ H TA? (1 +izA"?)”
H—

Al
H—H H—-H

H(I +n’A”2 N

H’A 27 H )HTAUZJZH HRMHH
H—H H—H H—-H

H—-H

+ (% || itAYV2 (I + irAl/z)_1 ”

Rl
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H(I +n’A”2 N

], e Jelasl,

H—-H H HH—)H

S,

M {iZ_I]‘AquSHH t+|¢, +HA71/2,/,HH +THA”2f2,2HH} (3.50)

3 .12\
+HH(1+ZTA )

H—-H

dag,| ) l(rizamy]

ve

5

e

L L WO A L W |

2 4 42\7!
1812A I+E+TA
85 12 144

H(I +iz‘A”2)71

H—-H

-1/2
fa s,

H—-H

||(I+ZTA1/2) ||H_’H (I-i— ‘[2A + ‘[4A2>—1

144

|| A" nall,
H-H

|| (I +izA")7 || o

2 4 2
(e s+ 540) | s,

(Gl 7l

+|[@+iray | Jlia R T | IRN-2

H-H

IR

H-H H-H H-H

+ (% || itAYV2 (I + irAl/z)_1 ”

Rl
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R I T A N L N e
H (1-1812) (1+ 4@5) o
|| +iTA™) || AT ],
( 132 H (1-g74) (” ST o

H-H )

ﬂ (1_ T2 )( _A 4A2
1 4 144 12 144

. 1 _
x || (I+itA"?) ||H_'H||A Pfysll,,,T

B 2 T?A | 1A
(132 H(I ”‘X” 2t 144

H-H
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ﬂ _T2A ( 4A2
4 H(I &) 144

-1 )
H-H

><H(I+ifA”2)1HH 7| £, + ([ H TA? (1 +izA"?)”

[l
Hou ! H-oH

Hlfa+icamy | ia 2 Ta )|, ) 12AR T, IR

H-H H-H

+ (3 [izava+izan)|

Rl

H(I +n’A”2 N

A W e W T
H—-H H—-H H—-H “IH

i .12\
+HH(1+11A )

ca| ) (7 +izay

e,

H—-H
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4 [%Iﬂl((% [ea+icA) || IRy
la+iza )| AP I sl R 1
+ (Fr leava iz, IR,

slawizam ||, NA2 T N7l IR, ) ]

L I L At A W MW E

1 1”2 %A ‘[4A2>_1
+2 TA <I+ D + T4d

A vl
H-H

N-2

% Zl< 141/272 ” H—»H”RN_I_S ”H_’H

§:

HITA T2y RN ) TIAT2E N ) + Nl 1)

k-1
<M {SZ_I]‘A”%HH 4o, +]a"], +e]a s MHH} (3.51)

kararhlik kestirimleri elde edilir. Aym1 metotla, (3.45) ve (3.46) formiillerine sirasiyla
A7 operatorii uygulanarak

1Al < W T2l
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M C X A S I A I T A e T

1”2 T?A 1{42)
TA <I+ + Tad

tllfv1lly

H-H

N-2
O (e L W P B S IR E R P

[ (G sy I,

l|a+icay | AT T R,
+ (B |izaravica™ ™| IRy
lla+ica™y™ | A ) W RY2 ) ]

+ I:%Ial( || 71 || [_]_’[_1||INQN_1 ”H—»H + ||J1 ”H_.HHIQN_1 ”H—»H) |l|]

72 4 42\7!
1B 2N 1-B a1+ 22,24
132 85 12 144

+ %—g | @ +iza)™ | .

H(I +i1'A”2)71

H—-H

7| s N*1||H

H—-H

2 442\ -1
et R
( 2 " 144 . H
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% | (@ +iza) ™| .

2 442\ -1
1+ 4 o4 H tllfwal
( 12 " 144 . H

+ % ((% |ica@+ica™) | IR,

l|a+izay | AT, ) AT, IR

[3
+_
11

. -1 C A _
tlla+icay™ | AR ) 1AL IRY 2 )Tz

H-H ” H-H

itA"? (I +itA" )71

1Rl

H—-H

16 B 3 - 38)

H-H
2 442 2 442\ _
o 1-ZA TA ), EAL T A H(’+im”2) 1 zfaer)
4 144 12 144 HoH H
H—->H
_ 2 T2A T4A2
(132 H(I ca)(1+ 58+ .

((1_ iré“z B ) (1 er“z 2A )

-1 A A’
X(iTAI/Z) [1 +E+ a4 j

H—-H
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H-H )

ﬂ (I— T2 4A2 )( A 4A2
1 47T 144 12 144

x || (I +itA"2)™ || IA™2f w3l

H-H

2 ’A | 1A
(132 H(I ’AX” 2 " 144

H-H

A2 rzA)7_< itA2 24’
((1 2 T2 I+==1

H-H )

ﬂ _ T2 )( A 4A2
a4 H (I & 12 " 144

XH(I +iz'A”2)71

&
H—-H

H—-H H—>H‘

”L'”fzvfzt”H + [( > H TA”2 I +lTA1/2

lawimamy | iaeTs |, ) e Ta]) IR

H-H || H-H
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+ (S | mara+iza) ™| IRy

+H(I +i2'A”2)71

HosH HiAil/zJ7 HH—)H j HTA”ZJZHH—W HRN?Z?SHH—W )T”f‘”H
e iam | elivly) « @+ ia v, ]}

k-1
SM{SZJlvaIHHHA“«)HH+||v4|H+ruf2,2uH} (352)

ve

o <[ 3l <1 IR, )]

ey el
H—H S
+ 2L | a+izany|| (1+% 1 h tlfaall
v |avizany| (1+% + 1'143'4: B tlfaslls
+ S ((Fr llmara+izamy™| R,
s sy Ao YAl R,
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+ (% || itAYV2 (I + irAl/z)_1 ” H_'H||

I i

. -1 - _
llavizay™ | AR ) AL IRY )T

BNC-Lea)(r+ 54+ 4A2>
4“( (g + T o
A TA? A ArY 2y 12
8 [I'"TZ_+'144 j[1+'12 T4 j ; HH(1+ITA’ ) HHHTHA’ el
4A2
(132 H(I‘ %4>(1+ T44 o

3 er“z ) ( er“z A 5
X ((1 I+ D
_ 2
><(i1'A”2)1 I+E+TA
12 144
H—H
ﬂH (, A 4A2><, 7442 )
1 4 144 144 HoH
2 4 42\"!
Juviean)| Jares ), ee S(1-Bea) 124, 2
H—H 132 85 12 144
H—->H

A2 12A>7_< itA2 24’
((1 2 T2 I+ ===
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27
+ —_—
44

A T'A? A AT)
I- + I+ +
4 144 12 144

1H<I+W>IHH el
H—H -

((% |iza@+izany™ || R]]

lawiamy | iae T, ) e Ta]) IR

H-H | | H-H

+ (B [izaravica™) ™| IRy
+ ” I+ irA1/2)—1 ” HQH||1'A—1/2J7 ||HQH> | zAY2], ||H_'H||RN—2—S ”HQH)THfs I,
s iAol + @iyl

+ [%w((% [ea2(+ it || IRy
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. -1 _ _
@ ia™ | AT O IR g,

+( 3 | zA2(1 + izAV2) |

H—'H || H-H

iy |, a7 T 7520, ]

< [( L ([|zaTa ), IR,

N 2O W T P V2 TA”Z[’ %+%j ol
H—H
N-2
% ( 141/272 ” H—»H”RN_I_S ”H_’H
s=1
HITA L RN DT ATR L) + 14, T
<u {5l o, vl +olr, | @5

kararhlik kestirimleri elde edilir. Daha sonra (3.45) ve (3.46) ya Abel formiili
uygulanarak

2 4 42\7!
ﬂ:TT{a(é(hﬁNI—JZRN1)12f2,2+%[1+M+T A j T fu

N

[ Z(RN "+RY" Y) f _f;1)+2f1v2_(EN1+RN1)f1J+(p:|

s
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x| 1= L par+ivary? ((-3EAZ R+ ia27) TR

. A1/2
_[_ 3iTA R_H-A1/2J7JJIRN2J:|+{0{%(J1EN1 —JIRNl)iA1/2:|

<[ B+ iva™™ (5 ((ggr — 5 M1~ goefvo

Btvs—getna) (14 T+ )
+ L((-3AR-T))TokN2 - (—3EAR - 17) 1oRN2) 12
+ L (& - 3V TR - 1R frar
+ L((E -3k - 1or?) - L8 (TR - 1R) ) fiv a2

+L((E -3 (o - 1r)

108 <J2R2 J R2> + 67‘[ <72R—J2R> )fN_4T2

SR )G R RDLENE IO

X (fs —fo-1) + (( I_A -7 )Rz-l- (—I—AR J7>R2>f1v 5



—((—3—i41~€ 7>RN2 ( 3TAR J7>RN_2>f1>

+f—11-fNj+(I+iz'A”2)_lV/}}

(3.54)

ve

o= T{[1-ak (IR + TR ]

<[ imary (3 ((F - S v - g

* 6267rfN_3 B 6‘6¥rfN4> <I+ % * z.1441:142 >_lrz
) %<<_3LA -7 >7 R ( 3TAR J )J RN~ 2) ’fan

+ 5 (Gor = ) Tk =1k

i) (( 667 3TA><J R~ 1R?) ~ 108 > (TR~ JzR>)fN 372

+ (& -3 @k - 1aR?)

108 <J R>—J2R*) + 7T (7R - 12R) )fN_4T2
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4 (B (R (- )e)

+[LBu+ica) (3R -17) 1RV + (-SAR-T,)TRV2) ]

1~ - 1 24 ra2Y’
X| a| =(JR =T, RN f,, +—| [ +——+——
{ [2( ’ RN A ASTRETY Rl

§=

+%A‘1 [—Z_](E’V“‘ +RY)(f,~ fia) +2fy (R +RN_1)J”1J+(/’}} (3.55)

elde edilir. Simdi [ Apl H, 1A o] g icin kararlilik kestirimleri elde edelim.

Oncelikle, (3.54) formiiliine, (2.73), (3.39) kestirimleri ve (3.40) esitsizliginden

yararlanarak, A operatorii ve iiggen esitsizligi uygulanirsa,

i {0, e, )

x T|AV |, + L

2 442\ 1
TA1/2<I+ TA I 112{44 H || AV fyy ”H
H-H

N-2
+ %(Z(IIRN‘SIIM, FIRY 1 ) s = fimt |y + 2 w2

s=2
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TRy + RN D WL + Al ]
x [ 1+ SBI((S | wava+ iza™y || IR,

+|| (I +itA2)™! ” HQH” iAV2T | H—»H) 7o, IRN2|

H-H H-H

+ (S | mara s iza) | IR

@+ izay | A ) g R ) ]

+ [%Ial( || 71 || [_]_’[_IHINQN_1 ”H—»H + ||J1 ”[-1(_.[-1(“]?1\]_1 ”H—»H) |l|]

-1
[1 —gszJ[l +712—2A+ ﬁfj THAUZfN—IHH

5
{w[%

+ 2 @+ ivary™

H(I +i1'A”2)_1

H—-H

H—-H

%A ‘[4A2>_1
(I Tt T4

Tl AV ool
H

H-H Ho

+ % [+ iz

2 442\ 1
J+ X A Lz A H || Ay |
( 12 144 oK H

3Gl 7l

dlfa+icamy™| a2 Ta )|, ) 2ARTs ), IR

H-H H-H
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+ (% || itAYV2 (I + irAl/z)_1 ”

fiwiaoy g, e, e, e,
H (1- 18 224) <1+ 4A2> o
Jo-tet)ntatt)] o] e,
( 132 H(I Sea)(remgt - 54) o

. A A2 -2
X(iTAI/Z) [1 +E+ a4 j

27 _T2A
+ 1H<I 1

x || (@ +iza) 7|

(132 H(I_

A2
(-4~

144

Rl

) (I ZTA“2 2A )

H—-H

442 -2
(I 144

H-H )

Al

2 %A 4A? -
AX’ * 10t 144

H-H
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B )03 5
44 4 144 12 144

-1 )
H-H

XH(I +iz‘A”2)_1 . THAUZfN—‘*HH + ;( ull” A" (1 +itA"?)

H—ng ' H-oH

avram |, AT, i,

+ (% || itAYV2 (I + irAl/z)_1 ”

Rl

la+iza || AR IRy ) s = fiall

irA (1 +ica") | |R

(&

H(l +itA"?)

H—-H H—-H

1/2
a7}
H—H H—-H
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(S |wara + iaey |

2
L

lla+izarny™ | a0 Wl

(G i ey )

H-H | H-H

slavimamy||, a2, ,,)

-1 -1

(3
+| —
11

itA"? (1 +irA"?)

R, + H(z +irA"?)

o HiA—1/2J7HH_>H j”fl”HJ

H—-H

+1—31H(I +iz'A”2)_1

THAUZfNHHj + H(l +itA"? )_1

e, )

H—-H

N-1
S T A R I Lt W ey

kararhlik kestirimi elde edilir. ikinci adimda formiil (3.55) e A"? operatérii ve iiggen

esitsizligi uygulanarak, (2.73), (3.39) kestirimleri ve (3.40) esitsizligi yardimiyla

|47 <I7),., {[H%Ial(llflllw =), 7, 0,

{w{%

H(l +i1'A”2)_1

H—-H

1/2
davsial,

H—-H

2 4 42\
I—ETZA I+E+TA
85 12 144
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|| (I +itA2)™

72A A2\ H 12
I+ - + THA fN—2||
( 12 144 ol H

HH

€L s A12y71 A | 4A2>_1
+ 33 |(I+er ) || <I+ D T4d

|| A fnall

H-H HoH

(G iy IR,

slariam |, lia=Ta)|, ) A Ta] IR,
NEN TS
T R I I a2 TV O s PO L Z X
H (1-484) <1+ 4"‘2) .
stz oo e,
(132 H(I‘ ca)(1+ 58 ) .

((1_ irél/z B ) (I er“z B 2A )
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A PA A
x(itA"?) [1 ot 144}

H—-H

2 442 2 442\ 72
z (,_MJA j[1+ﬂ+“‘ j JH (r+iza”)"| 4,
11 4 144 24 )| HoH HoH
71824 (1 4A2>
( 132 H( ) MRV o
((I— iré“z 3 ) (1 er“z 2A )
><(i2'A”2 )_1 [1 +12—A+ A" j_S
12 144
H—H
| (- 4% - ) - (e 7 -2 ))
><(i1'A”2)_1 I+T2—A+T4I42 i
12 144
H—H
27 24 4A2 442 -1
+_4H (-2 ) e 5+ 5 HQH)
. -1 1{E3((3
><H(1+wA“2) oan fN_4HH+2[Y 2(( H AR (1+izA) | =
H(1+zm“2 Jia= 75| j\RN-H +[3 irA (1+icA) | |R|
HoH H—H H-H 11 HoH
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|+ iza™) | AT VIR ) W =it Ly

(G laea iy, |17

H-H

H(I+lfA1/2 HoH HlA 1/2J HH—)HJ [131 iTA1/2(1+iTA1/2)_1 HoH H 2”H—>H
Hllasiamy || a2, ) sl
(( ||ZTA1/2(I+ZTA1/2) ||HQH||I~?N_2||HQH
H(1+11A”2 Jia= 75| j [3 it (1+izA")"| RV
HoH H—H 11 HoH H-H
lasiamy || A ) ) Ui
e fweieay| | danl, )efusieany] ool
H—-H H—H

4 [%Iﬁl((% [ca2(+ica"™) || IRy
l|a+ica™) A O RY

+ <% || TtAV2(I + irA“z)_1 ”

H—>H|| ||H—>H

123



slasiam||, AT N7l IR 2,,) ]

x [d( L (A Ta ||, IR+ 174200 IR )

x 7| Aa |, +

2 442\ -1
TA1/2<I+ % + 714’3‘. H T”AUZfN—l ”H
H-H

N-2
+ %(Z(IIRN‘SIIM, FIRY 1 gy ) s = fimt g+ 21 w2

s=2

+CIRN |+ IR ) WA ) + 1A, ]y

N-1

<M {Z fo=foal,, +IAL, +||A(0||+HA”21//HH +THAU2f2,2HH} (3.55)
s=2

elde edilir. Simdi (3.47), (3.48), (3.49) kestirimlerini elde edelim. Ilk olarak formiil

(3.42), kararlilik kestirimleri (2.73), (3.39), (3.50), (3.51), (3.52), (3.53) den

yararlanarak, iiggen esitsizligi uygulanirsa k£ >2 hali i¢in

u, +u,_,
2

1 ] . L
L 21 T O V2 O o Y 7 P
S LNT R+ W g IR JiA 00,

wqllea ], B, e, e Je A,

H—H ‘ H—-H
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Hkk_l_su

H—-H

1 A ArY
+—|tA? | [+ —+——
2 12 144

= _
e|aresa], w5 XA
s=1

H—-H

H—-H

+||TA1/2J2 ||H_,H||Rk_1_s ||H_,H:|T||A_1/2‘fs || H

A e R P R A

(3.56)
kararlilik kestirimi elde edilir. ikinci olarak (3.42) formiiliine, A" operatorii
uygulanarak, k >2 hali i¢in

(At Y| < Ll R
TN R ) 1A,
LN DR gy + W IR Qi@
1 -~ ~ _
+E|:HTAU2J2HH_>H HRk 1HH—>H + HTAUZJZHHHH HRk IHH—>H:|TH‘]C2’2HH
+ % rA1/2<I+ % + Tltﬁf )_1 H—»HT”fk_l I
AS e, e, e, e, T,
N-1
< M{lefs |47+ 1Al , + lwll 4+ zllf22 |l H} (3.57)
s=1
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kararhlik kestirimi elde edilir. Daha sonra (3.42) ye Abel formiilii uygulanarak

u, +u,,

. :;[JR“+JR“],U+2[ JR - J R A

-1
Lr= = k-1 2 1 T°A A 2
+5[J2R -J,R ]T f2,2+5 I+—12 + ™ T°f

+— A‘[ Z(RN‘ +RY)( f—fs_1)+2fN_2—(ﬁN‘1+RN‘1)f1J,ZSkSN (3.58)

§

formiilii yazildi. Buradan, (3.58) e, A operatorii ve iiggen esitsizligi uygulanarak, (2.73),

(3.39) kestirimlerinden yararlanilirsa, k >2 hali i¢in

HA[uk +uk_1)‘ < 1
2 H

S IR+ R, D,

LT R+ W IR JiA 0,

T2 O WO TS O o O 2 Vo

H—H H H—H

442\ -1
Leam(rs 24+ 22YY  aparzs
144 . H

N-2
+ %(Z(niw-s gy + IR g ) s = fit
s=2

20wl + CURN L, + IR ) W)

< {N—l =y +||fl||H +||A¢”H +HAU2WHH +THAU2f2,2HH} 3.59)
s=2
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kararlilik kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 3.4 {in ispati tamamlanmig olur. Simdi
Teorem 3.4 iin baz1 sonuglarini verelim. Once karisik tip, lokal olmayan hiperbolik
problem (3.29) ele alind1. Problem (3.29) un ayrisimi iki adimda ele alind1. Ik adim, 3.2
bashgindaki uygulamamn tamamen aymdir. Ikinci adimda (3.30) probleminin fark

semasi

77 (g () = 2u) (xX) + ul_ (X)) + AU} (x)
A (ol ()= A7 (A7) ul (2
(AL (ul (0wl (0) = £ (0,

fr =2 o0+ (" G0+ £ (5, x))
+ (A (L x)+ £ (1, %))
(= Ar (e x)+ £ (1000)

+ftth (tk+l’x)+ ftth (tl(—l’x))’xE [0’1]h’
t,=kt,Nt=1,1<k <N -1,
ul (x) = aul (x)+¢"(x),xe [0,1],, (3.60)

(1 + 2 (A])+ A (AL )2)2'" (u) (x) =l (x))
+5(A7)e" () -1l ()= (1 - =(A)))
X (5 (85uy (x) = 108u),_, (x) + 27uj,_,(x) = 4ujy_,(x))

+ 3 (il (x) = Auly (x)))+ (1 - 5(4,))y" (0, x € [0,1],,
[ (x)=4 " (0,x)+ &£, (0,x) + 5 £,/ (0,x).

yazild1.

Teorem 3.5 Tve 1 yeterince kiigiik sayilar olsun. Bu takdirde fark semas1 (3.60) in

coziimil i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir;

ull +ul ull +ul_

+ max
2

I<k<N

1
W2h

< h h h h
< s AL, + Iy, + 00 + el -

ull +ul |
2

ma 2(,h  _ ,h
lgkﬁ\)f_l”‘f (uk+1 uk—l) ||Wéh +05n'}(a§)1(\] ;
2h
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I 1 g I / / I
<o, 7], + max [ (2= g+ #le L +el 2l |
. 2h 2h 2h 2h

2<k<N-1

Burada Misabiti, 7 1, ¢"(x), y"(x), )}, ve f!' (1<k <N yifadelerinden bagimsizdir.

Teorem 3.5 in ispat1 soyut (abstract) Teorem 3.4 iin ispatina ve (2.65) de verilen 4j, fark

operatoriiniin simetri 6zeligine baghdir.

Problem (3.32) yi ele alalim. Problem (3.32) nin ayrisgimi iki adimda yapilabilir. 11k

adim, 3.2 baghgindaki adimlarla tamamen aynidir.

Ikinci adimda, problem (3.33) nin fark semasi

yazild1.

T (uf+1(x) —2u) (x)+ u,]j_l(x)) +3 Au} (x)

+5 A (uf+1(x) + u,]j_l(x)) -5z’ (A]f )2 u) (x)

+2(A) (o O+ Ul (0) = £,

Fl@) =3 1000 445 (" (0 + 11 (10 0)

+5 (AL (15 2) + 1) (1.%)

— (A (" (ts) + £ (05%))

+ ! (t )+ £ (10X)). x€ Q,, (3.61)
t, =kt,1<k<N-1,Nt=1,

ul (x) = oy (x)+ ¢ (x),xe Qu,

(I +%(A;)+%(A,f)2)f_l (ulh(x)—ug(x))
+5(47)0" (1) =7fl (x)= B(1-5(4)))

X (1t (851 () = 1081y, (x) + 27uay_, (x) = dujy_(x))
+%(f,g (x)— Auy, (x)))+(1—%(A]f))l//h(x),xe Qi,
L (x) =3 £1(0.x) + £ £ (0.x) + 5 £, (0.x)
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Teorem 3.6 7 ve |l yeterince kiiciik sayilar olsun. Bu takdirde fark semas1 (3.61) in

coziimil i¢in, asagidaki kararlilik kestirimlerini saglanir;

ull +ul
max || ———"—
1<k<N 2

1
W2h

< h h
< o] o A0, + vl + ot Iy, + el -

max [|[z2@!., —u" )., + max g Uy
12k 1 E (ks = i) Wy Osk<N 2 w2
2h
< h 1 fh
<M, + s e = A0
h h h
Wy + 19" e + Tl |
Burada M1 sabiti, 7, h 9"(x), y'(x), fiy ve f! (1<k<N ) ifadelerinden

bagimsizdir.

Teorem 3.6 nin ispat1 abstract (soyut) Teorem 3.4 iin ispatina, (2.69) da verilen A; fark

operatoriiniin simetri 6zeligine ve Teorem 2.4 e baghdir.
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4. SAYISAL SONUCLAR

4.1 Problem

Bu béliimde hiperbolik tip Cauchy problemi

9%u(r,x) 9%u(t,x) _ -t 2

T—T—k sin x,

O0<t<l,0<x<m,

u(0,x)=¢(x),

@(x)=sinx,0< x< 7, 4.1)
u,(0,x) =y(x),

Y(x)=—sinx,0<x <,

u(t,0)=u(t,7)=0, 0<r<1

ve hiperbolik tip lokal olmayan sinir deger problemi

9%u(t,x) _ %u(t,x) _ -t .
—i T =2e sinx,

O<r<1,0<x<m,

u(0,x)—Fu(l,x) = ¢(x),

(D(X):(l—%e_l)sinx,OSxSﬂ', 4.2)
u,(0,x) —Fu,(1,x) = y(x),

w(x) Z—(l—%e‘l)sinx,os x< T,

u(t,0)=u(t,7)=0, 0<r<1

ele alindi. (4.1) ve (4.2) nin kesin ¢oziimii u (7, x)=e™' sinx tir.

Yukaridaki problemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde ederken,

[0,1], x[0,7], ={(#,,x,): t, =k7,0<k <N,Nt=1,x, =nh, 0<n<M,Mh=r}

seklinde tanimlanan, T ve 7 a baglh grid noktalar kiimesi ailesi [0,1]: x [0,7]) e
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sirasiyla {igiincli ve dordiincii mertebeden dogruluk fark semalar: kullamildi. Fark
Coziimler icin n e bagl matris katsayili Modifiye Edilmis Gauss Eliminasyon
metodundan yararlanildi. Teorik sonuclar Matlab programi kullanilarak elde edilen

niimerik sonuclarla desteklendi.

4.2 Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Yaklagik Coziimii icin Zamana Bagh
Uciincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, asagidaki basit yaklagim formiiller

(4.3)

) —4u(x,.,) +6u(x,) —du(x, ) +u(x,,)
h4

u ( 'xn+2

—u" (x)=0(K), @4

2(0) =S+ PO _ () - o 1), @5)

2u(1) = 5u(1—h)+4u(1-2h) —u(1-3h)

- —w()=0(r?), (46

ve fark semas1 (2.24) kullanilarak Cauchy problemi (4.1) in zamana yani ¢ ye bagh
liciincii mertebeden, uzay boyutuna yani x e bagh ikinci mertebeden yaklasik ¢coziimii

icin

131



k+l -1
—2u* +u! 2 ub, —2u' +ul
3
TZ hZ
k+1 k+1 k+l k— l k-1
o W — 2u,” +u,” Ly ”n+1 2u,” +u,,
6 2 2
h h
k+1 k+1 k+1 k+1 k+l
I I 4u,,, +6u,” —4u,", +u, k
12 h4 ¢n >

k

P Z(%eXp(—tk)+%(exp( tk+1)+eXP )) Sin(xn),
t,=kt,1<k<N-1,Nt=1x,=nh2<n<M-2,Mh=uor,
u, =@, =sin(x,),0<n<M,

Lo g (u,'m—uo )—2(u'—u°)+(u' —u ) . 4.7)

n+1 n n n—1
un - un 12 hZ 144

Il

u ,—ul —4(ul n+l)+6(u —u) 4(u,:_l—u°_)+u,'1_2—uf:_2

n+2 n+2 n+l

=90 =-2 Asin(x,)+7(1-5A)(-sin(x,))+ fL,7.2Sn <M -2,
Fir=(£ )+ (=7 (0)+77(0)5-2£(0)%)

ul =u}, =0,0<k<N,

dul —Suf,ul,  =4ul, ,—5ul, ,0<k<N

problemi elde edildi. Problem (4.7), (N+1) x (N+1) boyutlu lineer denklem sistemi

olarak yazilabilir. (4.7) yeniden diizenlenerek matris formda yazilacak olursa,

2 k+1 2 k+1 2 k

(1;114 )un+2 + (_ 6h2 3Th4 )un+1 + (_ EYE )un+1
2 k+1 2 4 k
+ (_ 612 ) n+1 ( 3112 2Th4 )un + (_ praays: )un
1 1 k-1 1 2 k+1 2 k
+ (r_2+ EYE )un + (_ e )un—l + (_ EYE )un—l
+(—6]112)u,’j_‘1‘+(1;24)u,’j_+; =pf1<k<N-1,2<n<M -2,
ul =@l = s1n(x ) 0<n<M,
) _ ) _ otz ) 1
44114 U,., 144114 Uyir 36h% 12h2 Ui

+ (36h4 + 12112 ) Uy (1 6h2 24114 )u + ( 1 - W_ 2214 )u,?
+

4 2 1 0
(s )
36h* 12h? U,

(4.8)

(36h4 + 12112 )un—l + (ﬁ)u;—z
+(-=)uy, =) .0 =(r-%)sin(x,).2<n<M -2,
ub=u' =0,0<k <N,

4ul —5uf,uy, ,=4u), ,-5u,, ,0<k<N
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elde edilir. Diizenlemeden sonra lineer sistem

AU,,+BU, +CU +DU,  +EU, ,=Rp,, 2<n<M -2,

U,=U, =0, Ut =4U; -5U}, U}, _,=4U;, ,-5U,,_,, 0<k<N
seklinde olusur. Burada

k (0,11 0 i N s
o =|" 0<k<N, g =sin(x,), ' =| 7= Jsin(x,),

N
?. (N+1)x1

k

¢n = (%exp(_tk)+%(exp(_tk+l)+exp(_tk—l)))Sin('xn)’ I<k< N_l

A= ) ,
00 -0 x 0
a aa -~ 000
L — (N+1)x(N+1)
00 0 0 --000 0 |
v vw wy 0
O v w vy --
B = : ,
0O 0 O 0O - 0 v vw vw
bbb 0 0 ---00 0 O

L — (N+1)x(N+1)

133



10 0 0 000 0 |
m mm mmm O 00 O 0
O m mm mmm --- 0 0 O 0
C= .. . . A . ,D=B, E=A,
0 O 0 0 -+ 0o m mm mmm
c cc 0 o ---00 O 0
L — (N+1)x(N+1)
0 --- 0
01 ---0
R = .o ,
00
(N+1)x(N+1)
0
u‘i
ve U‘fz N LOLkLSN,s=n-2,n—-Lnn+1Ln+2
N
U, (N+D)x1
dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1 icin
_ 1’ _ 1 72 _ 2 _ 1 _ 1 1 72
T T e T3 T T T Ten ™ T i T T
2 4 1 1 72 72 4 72
:__+_’ :_J’__’ = - 5 = 5 = 54 A7)
= T T T T T T T g T gt 3607 12K2
4 2 2 4 2 4
SO S P S S UL —_—
36h" 12h 6h° 24h 6h” 24h

gosterimleri kullamilmistir. Fark denklemi (4.7) nin ¢oziimiinde, Modifiye Edilmis

Gauss Eliminasyon metodu kullanildigindan,
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Un = a)1+1U)1+1 + ﬁ)1+lU)1+2 + 7n+l’n = M - 2"“2’1’0 (49)

formunda, @;,B; (i =1,++M) lerin (N+1)x(N+1) kare matrisler ve 7 lerin

(N+1) x 1 kolon matrisleri oldugu ¢oziim elde edildi. &, B, ¥,., (n=2:M —2)

icin

Bui1 = —(C + Da, + EBn-1 + Eayy0,) 7' (A),

ans1 = —(C+ Day + EBu1 + Eay10,) (B + DBy + Eau1 1),
Yt = +(C+ Doy + EByt + Eapora,) ™

X(R¢n — Dy — Ean1yn — Eyn1),

(4.10)

formiilleri elde edildi. Burada @1, B1, 71, a2, B2, v2

0 0...0
... 0 0 ... 0
a1 = : : B = : : ’
0 0 ... 0
(N+1)x(N+1) (N+1)x(N+1)
0 40
0 0o £ ..
Yi=72= . , Oy = )
0 0 0 4
(N+1)x1 L — (N+1)x(N+1)
— | -
-+ 0
0 -1 .. 0
B2 = ,
0 0 -1
L — (N+1)x(N+1)

U, =0 dir. Ayrica
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Uy,=0, Uy, + ﬂM—l’

Uys=0,,Uy,+ ﬂM—zUM—l + Vu-2s

Uy,,=40,,-5U, |,

formiilleri kullanilarak

(41_ aM—Z)UM—Z + (_51 _ﬁM—Z)UM—l =Vu-2 VEYa

(41—, ,) (e, Uy +7y)—- 51+ B, ,)U, =7, formiilii yazilabilir.

Buradanda U,, , =[(B, ,+5D)—-@41-¢a, ), 1[4 -, )V, — ¥y ,] bulunur.

Boylece, lineer sistemden, formiillerden, matrislerden ve {iclincii mertebeden yaklagimli
fark semasindan yararlanarak, Cauchy problemi (4.1) in yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
Ayrica, Matlab programi kullanilarak degisik M ve N degerleri icin elde edilen sayisal
sonuclar hata analizi baghiginda, yazilmis olan program kodlar1 ise ekler boliimiinde

sunulmustur.

4.3 Hiperbolik Tip Cauchy Probleminin Yaklagik Coziimii icin Zamana Bagh

Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, yaklagim formiilleri (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), ve fark semas1 (2.72)
kullanilarak, Cauchy problemi (4.1) in zamana yani ¢ ye baglh dordiincii mertebeden,
uzay boyutuna yani x e bagl ikinci mertebeden yaklagik ¢6ziimil i¢in, fark semasi (4.11)

elde edildi.
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ukt! 2un+u’,‘,‘1_i( ko= 2uk +uk )

72 6 2
k+1 k+1 k-l
g = 2ut 4wt . ukt — 20kt 4+ ke
12 h2 h2
k k k k k
2 Upo — 4un+1 + 6”" — 4un—1 T Uy
7 I
k+1 k+1 k1 k+
Rl niQ 4unil + 6I/£],{,+1 — 4un+1 + un+2
144 h4
— 4kt ouk T 4k Uy
+ h4 - (pn,
5 1 :
= (3 (exp(-tx)) + L (exp(~tis1) +exp(~ti-1))) sin(x,), (4.11)

< ty=kt, 1 <k<N-1,Nt=1,x,=nh 1 <n<M-1,Mh=r,
= 09,99 = sin(x,),0 <n <M,
1 0 _ 1_2( (urlwl —M2+1) _z(urll _Mg) + (urll—1 _M2_1) )

12

Uy, —uy h2

0 1 0
4 ( n+2_”n+2_4<”n+1_”n+1)+6<”n_”n>‘4<u —unl>+un2—un2> _ (pN
- no»

T
+144 K

o) = -S-Asin(x,) + 1(1- SA)(=sin(x,)) + 122

(=255 -7 )3
+(-Azf(0) - 2f (0) + 7 (0)) - + (4(0) - 3f (0)) &2 <n < M -2,
uf = ub, =0,0 <k <N,

uf = duk — 5uk,ub, 5 = duk, , —5ub, | ,0<k<N.

Problem (4.11), (N+1)x(N+1) boyutlu lineer denklem sistemidir ve yeniden

diizenlenerek matris formda yazilacak olursa fark semasi (4.12) elde edilir.
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( 2 k+1 2 k 2 k-1 1 472 k+1
(W)Wﬂ + ( 72h )u,,+2 + ( 144h4 >u"+2 + <_W B W)u"“
+<_ 6h2 72h4 >ul'('+1 + <_ 121},2 - 144h4 > et + <_ W ﬁ)u’,‘,“
+<— > + (g~ Juict + (ﬁ%)uﬁfﬁ
(- )u’,‘,_z (Z )uk =gl 1 <k<N-12<n<M-2,
= @Y = sin(x,),0 <n <M, (4.12)
3 ( 141414 >u,1,+2 + <_ 141414 >u2+2 + <_ 3;:4 - 1;2 )u'l'“
+< 36 12h2 > Uns1 + (1 6h2 2224 >u,1, + <_1 - ﬁ B 2224 >u2
+<_W - 1;2 >u,1,_1 + ( 3;;,4 + 1;2 >u2_1 + ( 1414;4 >u,1,_2
+<_ 141:;,4 >u2_2 = o1
oV =(-t+ L -+ D oL T sin(x,),2 <n < M -2,
ub =uk, =0,0 <k <N,

k — k k 5,k — k k
u3 - 4”2 - 5u1,uM_3 - 4uM_2 - 5”M—1’0 S k S N

\

Diizenlemeden sonra lineer sistem

AU,,+BU,  +CU,+DU, ,+EU, ,=Re,, 2<n<M -2,

n+2 n+l n-1

U,=U, =0, U =4U* -5U%, U% _, =4U%_,-5U% ,, 0<k<N

?,
¢1
elde edilir. Burada, Q’f =" ,0<k<N,
N
¢” (N+1)x1
2 3 4 5 6 7 8
T T T T T T T
(0] . N .
¢11281n(x11)’ ¢Il = _T+___+___+____ ('xn)

2 4 12 36 16 108 864

¢fj=(§(exp(—tk))+ (exp(—t,.,) +exp(—, )))sin(x”)sin(xn), 1<Sk<SN-1,
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0000 00 i
xy x0 00
Ao O x yx---0000O0
00 y X
a aa 0 0 --- 00 0O
L — (N+1)x(N+1)
00000000 |
v w v 0 - 00
B vV ow v 00
0O 0 0O 0 v
bbb 00 --0 0
L — (N+1)x(N+1)
1000 --0000 |
n mO - 00O0O
O m nm- 00O0O
C= . . ,D=B, E=A,
0O 0 0O 0 m
cc 00 ---00O00O0
L — (N+1)x(N+1)
10 -0
01 --0
R: . 9
00 -
L (N+1)x(N+1)
ve
0
u‘i
U‘fz N LO0<k<N,s=n-2,n—-Lnn+1ln+2
N
s J(N+Dxt
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dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1 icin

7’ 1 4 W_i+412
12h%  144h*° 6h>  T2h*’

Tl Y T T

1 1 7’ 2 5 7’ 7’

__ + e p—

’n_ +___’ a=-— )
0 6h°  24h* ° 3n* 12h 144n*

7’ zt 7’ zt 7’

aa = Jb=——t——, bb=—— o —
1440*7 7 36k 1202 36h" 1247

7’ zt 7’ zt

c=—l-—5—-———, cc=1l+—+——
6h> 24h* 6h>  24h*

gosterimleri kullanilmigtir. Fark semasi (4.11) in ¢oziimiinde kullanilan yontem bir
onceki baglikta sunulan yOntemle tamamen aymidir. Boylece, lineer sistemden,
formiillerden, matrislerden ve dordiincii mertebeden yaklagimli fark semasindan
yararlanarak, Cauchy problemi (4.1) in yaklasik ¢oziimii elde edilir. Ayrica, Matlab
programi kullanilarak degisik M ve N degerleri i¢in elde edilen sayisal sonuclar hata

analizi baghiginda, yazilmis olan program kodlari ise ekler boliimiinde sunulmustur.

4.4 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Simr Deger Probleminin Yaklasik Coziimii i¢cin

Zamana Bagh Uciincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, yaklagim formiilleri (4.3), (4.4), (4.5), (4.6),

1u(1)=18u(1-7)+9u(1-27) - 2u(1-37)
67

—u (1)=0(2), (4.13)

ve fark semasi (3.2) kullanilarak, lokal olmayan sinir deger problemi (4.2) nin zamana
yani ¢ ye bagl iiclincli mertebeden, uzay boyutuna yani x e bagh ikinci mertebeden

yaklagik ¢coziimil i¢in fark semasi
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k+1 k k-1 k k k
w' —2u, +u, o U — 2u, +u, ,
3
T’ h’
k+1 k+1 k+1 k-1 k-1 k-1
_1 un+l — Zun + un—l + un+l — Zun + un—l
6
h’ h’
k k k k k
+1'_2 un+2 — 4.un+l + 6un — 4un—l + un—Z P
1 h4 — ¥no

k

¢k = (+exp(-t,) +4(exp(—t,,,) +exp(—t,,)))sin(x,),
t,=kt, 1<k<N-1,Nt=1x,=nh,2<n<M-2,Mh=r,

(4.14)
0 1, N _ 40 0 __ 1 ,-1Y)a:
u —tu' =9’ @ —(1—36 )sm(xn),OSnSM,
1 0 1 0 1 0
1 0 2 (un+l_un+l)_2(un_un)+(un—l_un—l) 4
u _un_ﬁ hZ +m

u . —u’ —4(ul —u’ )+6(u,11—u2)—4(ul —u’ )+u,11_2—u°

n+l

+l

N N-1 N-2 N=3
[llun 18un 291’{11 21/{” J:¢’?{,2SHSM_2’

¢’iv :—L;Asin(xn)+f(1—f—zA)(—sin(xn))+f1’12'+%2'e_1 sin(xn),

u{jzu; =0, 0<k<N,

k _ 4k k k4 k k
u, =4u, —Su; , u,, , =4u,, —5Su,, ,

elde edildi. Problem (N+1)x(N+1) boyutlu lineer denklem sistemi olarak

yazilabilir. Sistem yeniden diizenlenerek matris formda yazilacak olursa fark semas1

(4.15) elde edilir.
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7’ k+l .

<W>un+2 * 6h2 - W Upi1 T 3h2 n+1
L 2 k+1 2
—_ 6h2 n+1 + ( 2 2]14 ) + 1:2 3h2 un
k-1 0 S k+l
+< 3h2 )un + <_ 6h2 4 ) u,_ ( 3h2 n 1
2
+<_6}112>u£:%+<1;h4> iJr%_(on’lSkSN—l,ZSI’ZSM—Z,
1 T

up — 7”5}7 = @000 = (1- Se Dsin(x,),0 <n < M,

e (i s (- )
ul, + (- ud, + (- — u
< (144h4 n+2 144p4 J 2 36h4 1on2 ) ol

4 2 2 4
+< r_ 4 = )uo L )u +< 1- S )uo
36h* 1212 6h2 24h4 n 2 24h* n
4 2 4 2
+<_ T __z )ul +< T + L )uo +< o )ul
360 12 Jnml 360 12 /o nml 144p )2
t 0 11 9 N2 2 N3 _ N
+<_ 1441 * >u"*2 N _” T Un T qyUn T = Qns (4.15)

oY = <‘[— 7—32 + %re’1> sin(x,),2 <n<M-2,

k — k k .k — k k
I/t3 _— 41/[2 —51/11,qu3 _— 4I/[M72 _SMM,I,O S k S N.

Diizenlemeden sonra, dnceki boliimlerde sundugumuz lineer sistemin aynisi elde edilir.

Burada, ¢! = ?” , 0<k<N,

¢” (N+)x1

0 I ). N 1 .
¢n: 1_§€ Sln('xn)’ ¢n = T_?-i_afe Sln('xn)’

k

¢r = (4exp(=1,) +3(exp (1) +exp(—,.,))Jsin(x,), ISkSN -1,
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A= . ;
00
a aa --- 0
L — (N+1)x(N+1)
0 0 00--00 00 |
we w v O -0 0 00
O wwwwv -0 0 00
B = . S ,
0O 0 00O 0O ww w v
b bb 00 ---0 0 O
L — (N+1)x(N+1)
1 0 0 —%
n Il 0 0
O mmnll - 0 0 O 0
C= C . . . . ,D=B, E=A,
0O 0 0O0 - 0O m n l
c cc 00 ... =L 32 _3 12
L 6 4 2 1 — (N+1)x(N+1)
10 -0
01 --0
R: . ]
00 -
L (N+1)x(N+1)
ve
0
u‘i
U‘fz N LO0<k<N,s=n-2,n—-Lnn+ln+2
N
S JA(N+1)x1
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dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1 icin

? 1 7? 2 1 1 1 7

TS T 1> =——5 == :_+_+_’
onr T A" T e T T T o

2 4 1+1a_1'2 aa—fz b_74+72
0 3T 2 3R 144n*° 144h*°  36h*  12n*°

S
I
|
|

+

I
|
I

zt 7’ 7’ zt 7’ zt
=—l-—- cc=1+—+

bb=————— ¢ —
36h* 121 6h>  24h' 6h>  24h*

gosterimleri kullanilmigtir. Fark semasi (4.14) iin ¢6ziimiinde kullanilan ydntem bir
onceki baglikta sunulan yOntemle tamamen aymidir. Boylece, lineer sistemden,
formiillerden, matrislerden ve ligiincii mertebeden yaklasimhi fark semasindan
yararlanarak, lokal olmayan siir deger problemi (4.2) nin yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
Ayrica, Matlab programi kullanilarak degisik M ve N degerleri icin elde edilen sayisal
sonuclar hata analizi baghiginda, yazilmis olan program kodlar1 ise ekler boliimiinde

sunulmustur.

4.5 Lokal Olmayan Hiperbolik Tip Simr Deger Probleminin Yaklasik Coziimii i¢cin

Zamana Bagh Dordiincii Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

Bu kisimda, yaklagim formiilleri (4.3), (4.4), (4.5), (4.6),

25u(1)—48u(1-7)+36u(1-27)—16u(1-37)+3u(1-47)
127

~u (1)=0(7")

ve fark semasi (3.37) kullanilarak, lokal olmayan sinir deger problemi (4.2) nin zamana
yani t ye bagh li¢iincii mertebeden, uzay boyuta yani x e bagl ikinci mertebeden

yaklasik ¢6ziimii i¢in fark semasi (4.16) elde edildi.
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k+1 2un + un_ _ 5 un+1 2un + un 1
6 h2
k+1 k+1 k+1 k-1 k-1
Uy 2u,, + uy N ukt — 2ukt 4yl
h2

k k
( uk,, — 4u,,+1 +6uk —dur | +uk )

h4

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
2 ( wip — 4wy + 6w —Aut + w5

T4 h4
— 4kl 4 Ukt — 4yt +u§:§>
h4
= <%(exp(—tk)) + %(CXP(—IM—I) + exp(—tk_1))> sin(xa),
tr =kt, 1 <k<N-1,Nt = 1,x, =nh,1 <n<M-1,Mh =n,
S ud - Lul = 9800 = (1-Le)sin(x,),0 <n <M,

— k
- (Dn,

1 0_ 22 (upy —upy) = 2wy —up) + (uy  —u ) (4.16)
Uy — Uy — =
+T_4( e n+2_4<u"+1 un+l>+6<u"_u0>_4(un 1 Uy 1>+u -2 MS_Z )
144 7
N _ N-1 N-2 N-3 Ned
+%( 25ul — 48uN! + 36;:5 166l + 3ul ) N2 <n<M-_2.

o = —T—zzAsin(xn) +7(1— S A) (—sin(x,)) + fa2 + L 7e ! sin(x,)

((-25) -7 )%
+(—ATf(0)—2f(0)+Tf 0))¢ +(Af(0) 31 (0) £ T
ub = uk, =0,0<k<N,

k — k k 5,k — k k
u3 - 4”2 —5u1,uM_3 - 4uM_2 —SMM_1,0 S k S N

Problem (4.16), (N+1) x (N+1) boyutlu lineer denklem sistemi olarak yazilabilir.
Sistem yeniden diizenlenerek matris formda yazilacak olursa fark semasi (4.17) elde

edilir.
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/ 2 2
k+1 T k + T k-1
144h4 Uniz + "o ) Une2 gt ) Hnt2
1 42 k+1 __5 42 k
+< W 1an )u”“ + ( prERR >u"+1
+< . + (— + L )u"“
2 144h4 o 6h2 24h4 n
2 5 2\ k 1 1 72 k-1
+<——+—— )u +(—+—+—u
2 352 1204 n 2 6h2 124 n
2
kil k
+< o2 144h4 > + ( oh? 72h4 )u"‘l
1 4 k-1 72 k+1 _ T k
+< 1202 144k >u"‘1 + ( 144n* >u"‘2 + ( 2n )u"‘z

2
+<14T4h4> _2_¢n,1<k<N ,2<n<M-2,

(4.17)
< ud = @Y =sin(x,),0 <n <M,
14 > 1 ( 74 > 0 ( 4 72 ) 1
oy + (- Uy + (- - u
< 144pt J 2 144p4 J 2 et 1op2 )l
4 2 2 4
+<—’ + L )uo +<1+—T + >u1
364 12h2 n+l 6h2  24pt )M
4 4 2
-5 - )uo - (—T— - )ul
( 2 upt )" et 1op2 ) ol
2 4 4 25 N
+(T—+ L )uo +< L )ul +<— L ) +
364 12 ) n-l 14404 ) 12 144p4 ) 12
_ 48 N1 36 16, 3
TR e T v T H =N 2<n<M-2,
N_(_ r__r_3 i_r_s 1_6_T_7_i 1 —1>'
Pn = < Tt -t %t e T se T2 te ) sin(xa),

uf = uk, =0,0<k<N,

uk = 4ub - 5uk,uk, o = 4ub, - 5uf, 0 <k <N.

Diizenlemeden sonra dnceki boliimlerde sunulan lineer sistemin aynisi elde edilir.

Burada, ¢! = On ,0<k<N, ¢ =(1—%e_ljsin(xn),
?, (N+1)x1

6 7 8

. S AR A AR 1 ).
¢” =\ 7T+ttt —— +—7Te Sln('xn)’
2 4 12 36 16 108 864 2

¢fj=(§(exp(—tk))+ (exp(—t,,,) +exp(—t, )))sin(x”)sin(xn), 1<k<N-1,
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ve

s d(N+Dxt

147

(N+1)x(N+1)

0000000 |
y x 0 00O00O
X y x 00O00O
0 y
aa 0 0 00O

— (N+1)x(N+1)
0000000 |
w v 0 00 0O
vV ow v 00 0O
0O 00 --0w %
bb 0 0 --- 0 0

— (N+1)x(N+1)
0 0 0 —%
n m 0 0 O
mnm- 0 0 0 0 O
O 00 - 0 0 m n m
cc 00 + = 2 2 2
0O -0
1 -0
0 -

(N+1)x(N+1)
LO0<k<N,s=n-2,n—-Lnn+ln+2

,D=B, E=A,



dir. A, B ve C matrislerinin elemanlar1 icin

7’ 7’ 1 47* 5 47

X = s = — V=— —_ W= —+ s
144h* Y 72h* 12h*  144h* 6n*>  72h*

1 1 7’ 2 5 7’

+——, n= -—,
ot 6h*  24hk* o 3n 1247

7’ 7’ zt 7’ zt 7’
=g da=—— g, b=t s, bb=— s,
144h 144h 36h 12Ah 36h 12h
7’ zt 7’ zt
CcC=— ——2——4,CC:1+—2+—4
6h 24h 6h 24h

gosterimleri kullanilmistir. Fark semasi (4.16) nin ¢dziimiinde kullanilan yontem bir
onceki baglikta sunulan yOntemle tamamen aymidir. Boylece, lineer sistemden,
formiillerden, matrislerden ve ligiincii mertebeden yaklasimhi fark semasindan
yararlanarak, lokal olmayan siir deger problemi (4.2) nin yaklasik ¢6ziimii elde edilir.
Ayrica, Matlab programi kullanilarak degisik M ve N degerleri icin elde edilen sayisal
sonuclar hata analizi baghiginda, yazilmis olan program kodlar1 ise ekler boliimiinde

sunulmustur.

4.6 Hata Analizi

Bu kisimda, hiperbolik tip Cauchy problemi (4.1) in ve hiperbolik tip lokal olmayan
sinir deger problemi (4.2) nin yaklasik ¢oziimleri i¢in {liciincii ve dordiincii mertebeden

fark semalar1 kullanilarak elde edilen grafiklerin bir boliimii sirasiyla sunuldu.
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EXACT SOLUTION

Sekil 4.1. Cauchy problemi (4.1) in iiglincii mertebeden kesin ¢oziimiiniin grafigi

EXACT SOLUTION

100

Sekil 4.2. Cauchy problemi (4.1) in iiglincii mertebeden yaklasik ¢oziimiin grafigi
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EXACT SOLUTION

100

Sekil 4.3. Cauchy problemi (4.1) in dordiincii mertebeden kesin ¢dziimiiniin grafigi

The fourth order of accuracy difference scheme solution

100

Sekil 4.4. Cauchy problemi (4.1) in dordiincii mertebeden yaklasik ¢oztimiiniin grafigi

Lokal olmayan hiperbolik tip sinir deger problemi (4.2) nin kesin ¢6ziimii de Cauchy

promlemi (4.1) ile aym oldugundan benzer grafikler elde edilir. Bu sebeple birbirlerine
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cok benzer grafiklerin daha fazla yer tutmamasi i¢in teze koymaya gerek duyulmamaistir.

Biitiin (7,,x,) noktalarinda, u(ti,Xn) kesin ¢oziimii, Uy yaklagik ¢oziimii gostermek

izere hata kiyaslamasi

1

2

M-1
EY, = 1<nk1<a]\)/(1<Zlu(tk,xn) - Uk I2h>
== n=1

formiilii ile hesaplandi. Sonuglar asagidaki tablolarda sunuldu.

Problem (4.1) in yaklasik ¢c6ziimleri

Ugiincii mertebeden ¢oziim ENS7:0,7107.10* | EY50: 0,7645.107

Dordiincii mertebeden ¢6ziim E¥2%:0,2459.10* | E¥5:0,1628.10°

Cizelge 4.1. Problem (4.1) in yaklagik ¢coziimleri i¢in hata analizi

Problem(4.2) nin yaklasik ¢6ziimleri

Ugiincii mertebeden ¢oziim EY=9.0,1226.10° | E¥50: 0,1484.10™

Dordiincii mertebeden ¢oziim E%j(‘)"’: 0,1488.10* E’,‘jj;‘)"’: 0,1066.10°

Cizelge 4.2. Problem (4.2) nin yaklasik ¢6ziimleri i¢in hata analizi

Goriildiigii tizere dordiinci mertebeden fark semalarinin ¢oziimleri ile gergek ¢oziim
arasindaki hata, iiclincii mertebeden fark semalarinda elde edilenlere kiyasla daha
kiigtiktiir. Sonu¢ olarak dordiincii mertebeden fark semalari, iiglincli mertebeden fark

semalarina gore daha iyi sonuglar vermektedir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde hiperbolik tip Cauchy ve hiperbolik tip lokal olmayan smr deger
problemlerinin ¢éziimlerinin kararlili§1 konulari ele alind1 ve asagidaki orijinal sonuglar

elde edildi.

Hilbert uzayinda kendine eslenik, pozitif taniml1 A operatorii kullanilan soyut (abstract)

hiperbolik Cauchy problemi

{% +Au(t) = £(1) (0<t<1),
u(0)=,u'(0)=y (5.1

in ¢6ziimii i¢in;
* A operatdriiniin tam kuvvetlerinden olusan iigiincli mertebeden kararli dogruluk fark

semasi

T_z(uk+1 - 2uk + uk_1) + %Auk + %A(ukﬂ + uk_l)
+1_12'[2A2uk+1 = fi:frx = %f(lk) + %(f(tkﬂ) +f(tr1))
—L2(Af(ter) +f (tk)), 1 Sk < N-1,

Y w=o. 1+ GA+7A2) 7 (w1~ wo)
=—LAp+ (I- SA)y +fur,
fua@) = Lf(0) + ££ (0)
\\

ve fark semasinin ¢oziimil i¢in kararlilik kestirimleri elde edildsi,
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* A operatoriiniin tamsay1 kuvvetlerinden olusan dordiincii mertebeden kararli dogruluk

fark semasi

T2 (Urs —2uk +upq) + Auk + A(uk+1 + Up-1)

_WAZ % _fk’

fi = 2ft) + 5 (tier) +f(t)) + 5 (AR +f (1)
— T2 (CA(f(tkn) + f(tr)) +f (tra) +F (t1-1))s

9 1<k<N-1,ty =kt,Nt =1,
up = @, <I+ % + %)T‘l(m — uo)
1 T 72 !
L faa(x) = $f(0) + £ (0) + L f (0)

ve fark semasinin ¢6ziimii icin kararlilik kestirimleri elde edildi.

Hilbert uzayinda kendine eslenik pozitif tanimli A operatorii kullanilan abstract

hiperbolik lokal olmayan sinir deger problemi

a- 2t Au(t)= f(1) (011,

u(O) =au(l)+ ¢, u'(0)= Bu’' (1) +y (5.2)

nin ¢oziimil i¢in;
* A operatdriiniin tamsay1 kuvvetlerinden olusan ii¢iincii mertebeden kararli dogruluk

fark semasi

T 2(upsr — 2up + ug—) + %Auk + %A(ukﬂ + Up-1)
+-5 1A% = fiofi = Sf0) + + (ftrn) + (1))
L 22(=Af(trn) +f (tee) )tk = kr,1 Sk < N-1,Nt = 1,

< Up = auy + @, <I+ %A 11:4 >T_1(u1 - uo) + %Auo - Tf1,1
= p(1 - ) (P Stz <y Aun) ) + (1= v
L fui(x) = $A0) + £ (0)
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ve fark semasinin ¢6ziimii icin kararlilik kestirimleri elde edildi.

* A operatoriiniin tamsay1 kuvvetlerinden olusan dordiincii mertebeden kararli dogruluk

fark semasi

T_z(uk+1 —2uy + uk_1) + %Auk + 1—12A(uk+1 + uk_l)
—;—;Azuk + f424 A*(ug1 + ui1) = fi,

fe = 2t + 5 (Ftnn) + (1)) + 5 (CAf) +f (1))
—— T2 (AW (tr) + f(1x1)) +f (tes) +f (te1)),

< ty =kt,1 <k<N-1,Nrt =1,

Uy = auy + @, <I+ %A+ %A2>T‘1(u1 —up) + SAug — tf22
T 85uy — 108upn_1 + 27un—o — 4un- .
:ﬁ(]—%)( Uy Un 1661 Ung — ZUNS +%(fN_AuN)>
724
+<I— B )1//,

f22(x) = LA0) + Zf (0) + =/ (0)

ve fark semasinin ¢6ziimil i¢in kararlilik kestirimleri elde edildi.

* Teorik sonuclar niimerik deneylerle desteklendi.
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EKLER

EK 1. Hiperbolik tip Cauchy probleminin iiciincii mertebeden niimerik ¢oziimii

icin Matlab Program kodu

function thirdordercauchy (N, M)
close; close; close;

N=20; M=30;

tau=1/N; h=pi/M;

x= (tau”2)/(12*(h"4));

vvv= -1/(6*(h"2))-(tau”2)/(3*(h"4));
vv= -2/(3*(h"2));
v= -1/(6*(h"2));

m= 1/(tau”2)+1/(3*(h"2));
mm=-2/ (tau”2)+4/ (3* (h"2));
mmm=1/ (tau”2)+1/(3* (h"2))+ (tau™2)/(2* (h"4));

a= (—-tau”™4/(144*h"4));
aa= tau”4/(144*h"4);
b=((tau”2)/(12* (h"2)
bb= (- (tau”2)/(12* (h
=(-1-(tau~2)/(6*(h"2
=( +(tau”r2)/(6* (h"2

)+ (taut4)/ (36* (h"4))
~ )—(tauA4)/(36*( h”
—(taun4)/(24* (h

+(tau™4)/(24* (h

))) i
)) i
)

"
2
2)
2) )i

( )i
) 4
) 4)
) 4)

A(1,1)=0;
for i=1:N-1 ; A(i+1l,i+2)= x ; end;
A(N+1,1)=a; A(N+1,2)=aa;A;
A;
B(1,1) =0 ;
for i=1:N-1 ; B(i+l,1i)=v ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,i+1)= vv ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+2)=vvv; end;
B(N+1,1)=b; B(N+1,2)=bb; B;
C(1,1)=1;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i)= m ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+1)= mm ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+2)= mmm ; end;
C(N+1,1)=c; C(N+1,2)=cc;
C;
D=B;
E=A;
for i=1:N+1; R(i,i)=1 ; end;
R;

'fii(j) finding ';
for k=1:N-1;
for j=1:M+1;
£ii(1,3:3) =sin((J)*h) ;
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fii(k+1,j~j) =((5/3-(tau”2/36)* (1-(k*tau) "2)) * (exp (- (k) *tau) *
sin((J)*h))+
/6+(tauA2/72) (1-((k+1)*tau)"2)) *(exp (- (k+1)*tau) *
sin((j)*h
/6+(tauA2/72) (1-((k=1)*tau)"2))*(exp(-(k-1)*tau) *
sin((j)*h)));
fii(N+1,j:j)=(-tau+(1/2)*tau”2-(1/4)*tau"3+(1/4)*tau"4-
(7/36)*tau"b5-(1/144)*tau”6+(1/216)*tau"7)*
sin((3J)*h);
end;
end; fii ;

alpha(l:N+1,1:N+1,1:1)

O*eye (N+1) ;

(
betha(1:N+1,1:N+1,1:1) = O*eye(N+1) ;
gamma (N+1,1:1)= 0 ;
alpha(1:N+1,1:N+1,2:2) = (4/5)*eye (N+1) ;
betha(l:N+1,1:N+1,2:2) = (-1/5)*eye(N+1);
gamma (N+1,2:2)= 0 ;

for n = 2:M-2 ;
bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)+
E*alpha(:, :,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:, :,n+l:n+l ) = —-inv( bebek )*(A) ;

alpha(:, :,n+l:n+l) = —-inv(bebek )* (B +D*betha(:,:,n:n)+ E *

alpha(:, :,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma (:,n+l:n+l) = inv( bebek )*(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)-E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 n-1) ) ;

end;

U(l:N+1,1:N+1)=nan;
U( 1:N+1, M:M
Uu( :, M-1:M-1
alpha(:, :,M-2:
2))*gamma(: ,
U(: , M- 2. -2
2)+5*eye (N+1)

)

) = inv( (betha(:, :,M-2:M-2) + 5*eye(N+1))- (4*eye(N+1)-
M-2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))*((4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-
M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2) );

) =inv (4*eye (N+1l)-alpha(:, :,M-2:M-2))* ((betha(:, :, M-2:M-
*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2));

for z = M-3:-1:1;

U(:,2z:2

y=alpha(:, :,z+1:z+1)*U(:,z+1l:z+1)+betha(:,:,z+1:2z+1)*U(:,z+2:2+2)+gamm
a(:,z+1l:2z+1) ;end;

for z =1 : M
p(:,z+1l:2+1)=
end;

7
U(:,2z:2);

'"EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM' ;
for d=1:N+1;
for f=1:M+1 ;
es( d, £ )=exp(-(d-1)*tau)* sin((f-1)*h);
end;
end;es;
figure ;
=min (min(es))-0.01;
nan;

m(l,1)
m(2,2)=n
surf(m)
hold;
surf (es) ; rotate3d ;axis tight;
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title('The exact solution');

figure ;

m(l,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf (m) ;

hold;

surf (p) ; rotate3d ;axis tight;

title ('The third order of accuracy difference scheme solution');
% .ERROR ANALYSIS.;

maxes=max (max(es)) ;

maxapp=max (max(p)) ;

maxerror=max (max (abs (es-p)));
relativeerror=max (max( (abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxerror,relativeerror]
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EK 2. Hiperbolik tip Cauchy probleminin dordiincii mertebeden niimerik ¢oziimii

icin Matlab Program kodu

function fourthordercauchy (N, M)
close; close; close;

N=10; M=100;

tau=1/N; h=pi/M;

x= tau”2/(144*h"4);
y=(-(tau"2)/(72* (h"~4)));

v= (= (1/(12*(hA2))+(tauA2)/(36*( h*4))));

w= (-5/(6*(h"2))+ (tau”2)/(18*(h"4)));

m= (1/(tau”2)+1/(6*(h"2))+(tau~2)/(24*(h"4)));
n= (-2/(tau”2)+5/(3*(h"2))-(tau”2)/(12*(h"4)));
a= (-tau”4/(144*h"4));

aa= tau”™4/(144*h"4);
b=((tauA2)/(12*(hA2))
bb= (- (tau”2)/(12* (h
c=(-1-(tau”2)/(6* (h"2 )
=(1+(tau”2)/ (6*(h"2)

taut4)/(36*(h"4)));
) - (tau” 4)/(36*( ~4)))
- 4)));
+ 4)));

(taund)/ (24* (h
(taund)/ (24* (h

1)=0;
for i=1:N-1 ; A(i+l,1i)= x ; end;
for i=1:N-1 ; A(i+1,i+1l)= vy ; end;
for i=1:N-1 ;A (i+1,i+2)= x ; end; A;
A(N+1,1)=a; A(N+1l,2)=aa;
A;
B(1,1) =0 ;
for i=1:N-1 ; B(i+l,1i)=v ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+1)= w ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+2)= v ; end;
B(N+1,1)=b; B(N+1,2)=bb; B;
C(1,1)=1;

for i=1:N-1 ; C(i+1l,i)= m ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+1)= n ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+2)=m ; end; C;

C(N+1,1)=c; C(N+1,2)=cc;
C;

D=B;

E=A;
for i=1:N+1; R(i,i)=1 ; end;
R;

'fii(j) finding ';
for k=1:N-1;
for j=1:M+1;

£ii(1,3:3J) =sin((J)*h) ;
fii(k+1,3:3) =(5/3*(exp(-(k)*tau))+(1/6)* ((exp(-(k+l)*tau))+exp (-
(k=1)*tau)))* sin((J)*h);
fii(N+1,J:j)=(-tau+(1/2)*tau”2-(1/4)*tau"3+(1/12)*tau"4-

(1/36) *tau~5+(1/16)*tau”6-(1/108) *tau”7-(1/864)*tau”8) ...
*sin((J)*h);
end;
end; fii ;
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alpha(l:N+1,1:N+1,1:1) = O*eye(N+1) ;

(
betha(1:N+1,1:N+1,1:1) = O*eye(N+1) ;
gamma (N+1,1:1)= 0 ;
alpha(1:N+1,1:N+1,2:2) = (4/5)*eye (N+1) ;
betha(l:N+1,1:N+1,2:2) = (-1/5)*eye(N+1);
(

gamma (N+1,2:2)= 0 ;

for n 2:M-2 ;
bebek C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)+
E*alpha(:, :,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:, :,n+l:n+l ) = —inv( bebek )*(A) ;

alpha(:, :,n+l:n+l) = —-inv(bebek )* (B +D*betha(:,:,n:n)+ E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma(:,n+l:n+l) = inv( bebek )*(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)-E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ;

end;

U(l:N+1,1:N+1)=nan;

U( 1:N+1, M:M ) = 0 ;

Uu( :, M-1:M-1 ) inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(N+1l))- (4*eye (N+1)-
alpha(:,: -2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))*((4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-

, M-2:M
2))*gamma (: , M
U(: , M=2:M-2

2)+5*eye (N+1)

inv (4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-2) ) * ((betha(:, :,M-2:M-

2
1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2) );
(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2));

)
) *U

for z = M-3:-1:1;

U(:,2z:2

y=alpha(:, :,z+1:z+1)*U(:,z+1l:z+1)+betha(:,:,z+1:2z+1)*U(:,z+2:2+2)+gamm
a(:,z+1:z+1) ;end;

for z =1 : M
p(:,z+1l:2+1)=
end;

7
U(:,2z:2);

'"EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM' ;
for d=1:N+1;
for f=1:M+1 ;
es( d, £ )=exp(-(d-1)*tau)* sin((f-1)*h);
end;
end;es;

figure ;
m(l,1)=min(min(p))-0.01;
m(2,2)=nan;
surf (m) ;
hold;
surf (es) ; rotate3d ;axis tight;
title('EXACT SOLUTION');

figure ;

m(l,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf (m) ;

hold;

surf (p) ; rotate3d ;axis tight;

title ('The fourth order of accuracy difference scheme solution');
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% .ERROR ANALYSIS.;

maxes=max (max(es)) ;

maxapp=max (max (p)) ;

maxerror=max (max (abs (es-p)));

relativeerror=max (max( (abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxerror,relativeerror]
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EK 3. Lokal olmayan hiperbolik tip sinir deger probleminin iiciincii mertebeden

niimerik ¢oziimii icin Matlab Program kodu

function thirdordeNL (N,M)
close; close; close;
N=20; M=30;

tau=1/N; h=pi/M;

x= (tau”2)/(12*(h"4));

vvv= -1/ (6 ( 2))-(tau~2)/(3*(h*4));
vv= -2/(3*(h"2));
v= -1/(6*(h"2));

m= 1/(tau”2)+1/(3*(h"2));
mm=-2/ (tau~2)+4/ (3* (h"2));
mmm=1/ (tau”2)+1/(3* (h"~2) )+ (tau”2)/(2*(h"4));

a= (-tau”4/(144*h"4));
aa= tau”4/(144*h"4);
b=((tau”2)/(12*(h"2))

+(taut4)/(36*(h"4))
bb= (—(tauAZ)/(12*( ~2
2)
2)

t )i
) - (tau” 4)/(36*( ~4)))
- 4)));
+ 4)));

c=(-1-(tau™2)/(6* (h
=(1+(tau~2)/(6*(h

(taund)/ (24* (h

(
)
)
)+ (tau”4)/ (24* (h

A(1,1)=0;
for i=1:N-1 ; A(i+1l,1i+2)= x ; end;
A(N+1,1)=a; A(N+1l,2)=aa;A;
A;
B(1,1) =0 ;
for i=1:N-1 ; B(i+l,1i)=v ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,i+1)= vv ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+2)=vvv; end;
B(N+1,1)=b; B(N+1,2)=bb; B;
C(1,1)=1;C(1,N+1)=-1/2;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i)= m ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+1)= mm ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+2)= mmm ; end;
C(N+1,1)=c; C(N+1,2)=cc; C(N+1,N+1)=11/(2*6); C(N+1,N)=-18/(2*%6);
C(N+1,N-1)=9/(2*6); C(N+1,N-2)=-2/(2*6);
C;
D=B;
E=A;
for i=1:N+1; R(i,i)=1 ; end;
R;

'fii(j) finding ';
for k=1:N-1;
for j=1:M+1;
£1i(1,5:9)
fii(k+1,j:3) =
sin((J)*h))+...
(1/6+(tauA2/72)*(1—((k+1)*tau)A2))*(exp(—(k+1)*tau)*
sin((j)*h))+...

=(1-(1/2) *exp(-1)) *sin((J) *h) ;
((5/3-(tau~2/36)* (1-(k*tau)"2)) * (exp (- (k) *tau) *
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(1/6+(tau”2/72)* (1-((k-1) *tau)"2)) * (exp (- (k-1) *tau) *
sin((j)*h)));
fii(N+1, j:J)=((-tau+(1/2)*tau”2-(1/4)*tau"3+(1/4)*tau™4-
(7/36) *tau~5-(1/144)*tau"6+(1/216) *tau”7)) *sin((3j) *h)+
(-tau*(1/2) *exp(-1))*sin((J)*h);
end;
end; fii ;

alpha(l:N+1,1:N+1,1:
betha(l:N+1,1:N+1,1:1)
gamma (N+1,1:1)= 0 ;
alpha(1:N+1,1:N+1,2:2) = (4/5)*eye (N+1) ;
(
(

—
Il

O*eye (N+1) ;
O*eye (N+1) ;

betha(l:N+1,1:N+1,2:2) (-1/5) *eye (N+1) ;
gamma (N+1,2:2)= 0 ;

for n = 2:M-2 ;
bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)+
E*alpha(:, :,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:, :,n+l:n+l ) = —inv( bebek )*(A) ;

alpha(:, :,n+l:n+l) = —-inv(bebek )* (B +D*betha(:,:,n:n)+ E *

alpha(:, :,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

qamma(.,n+1 n+l) = inv( bebek )*(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)-E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ;

end;

U(l:N+1,1:N+1)=nan;
U( 1:N+1, M:M

U( :, M-1:M-1 inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(N+1l))- (4*eye(N+1)-—
alpha(:, :,M-2:M-2) )*alpha(:,:,M=-1:M-1))*((4*eye(N+1)-alpha(:, :,M-2:M-
2))*qamma( M—2) ),.

U(: , M-2:

7
M-2 inv (4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-2) ) * ((betha(:, :,M-2:M-
2)+5*eye (N+1))

)

) =

M-2

M-1:M-1)- gamma(: , M-2:
) =inv
*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2));

for z = M-3:-1:1;

U(:,2z:2
y=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+1l:z+1)+betha(:,:,z+1:2z+1)*U(:,z+2:2+2)+gamm
a(:,z+1l:2z+1) ;end;

for z =1 : M
p(:,z+1l:2+1)=
end;

7
U(:,2z:2);

'"EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM' ;
for d=1:N+1;
for f=1:M+1 ;
es( d, £ )=exp(-(d-1)*tau)* sin((f-1)*h);
end;
end;es;

figure ;
n(l,1l)=min(min(es))-0.01;
n(2,2)=nan;

surf (n);

hold;

surf (es) ; rotate3d ;axis tight;
title('The exact solution');
figure ;
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m(l,1)=min(min(p))-0.01;
m(2,2)=nan;

surf (m) ;

hold;

surf (p) ; rotate3d ;axis tight;

title ('The third order of accuracy difference scheme solution');
% .ERROR ANALYSIS.;

maxes=max (max(es)) ;

maxapp=max (max (p)) ;

maxerror=max (max (abs (es-p)));
relativeerror=max (max( (abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );

cevap = [maxerror,relativeerror]
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EK 4. Lokal olmayan hiperbolik tip sinir deger probleminin dordiincii mertebeden

niimerik ¢oziimii icin Matlab Program kodu

function fourthorderNL (N, M)
close; close; close;

N=20; M=400;

tau=1/N; h=pi/M;

x= tau”2/(144*h"4);
y=(-(tau"2)/(72* (h"~4)));

v= (= (1/(12*(hA2))+(tauA2)/(36*( h*4))));

w= (-5/(6*(h"2))+ (tau”2)/(18*(h"4)));

m= (1/(tau”2)+1/(6*(h"2))+(tau~2)/(24*(h"4)));
n= (-2/(tau”2)+5/(3*(h"2))-(tau”2)/(12*(h"4)));
a= (-tau”4/(144*h"4));

aa= tau”™4/(144*h"4);
b=((tauA2)/(12*(hA2))
bb= (- (tau”2)/(12* (h
c=(-1-(tau”2)/(6* (h"2 )
c=(1+(tau”2)/(6*(h"2)

taut4)/(36*(h"4)));
) —(tau” 4)/(36*( ~4)))
- 4)));
+ 4)));

(taund)/ (24* (h
(taund)/ (24* (h

1)=0;
for i=1:N-1 ; A(i+l,1i)= x ; end;
for i=1:N-1 ; A(i+1,i+1l)= vy ; end;
for i=1:N-1 ;A (i+1,i+2)= x ; end; A;
A(N+1,1)=a; A(N+1l,2)=aa;
A;
B(1,1) =0 ;
for i=1:N-1 ; B(i+l,1i)=v ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+1)= w ; end;
for i=1:N-1 ; B(i+1l,1i+2)= v ; end;
B(N+1,1)=b; B(N+1,2)=bb; B;
C(1,1)=1;C(1,N+1)=-1/2;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i)= m ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+1)= n ; end;
for i=1:N-1 ; C(i+1l,i+2)=m ; end; C;
C(N+1,1)=c; C(N+1l,2)=cc; C(N+1,N+1)=25/(2*12); C(N+1,N)=-48/(2*12);
C(N+1,N-1)=36/(2*12); C(N+1,N-2)=-16/(2*12);C(N+1,N-3)=3/(2*12);
C;
D=B;
E=A;
for i=1:N+1; R(i,i)=1 ; end;
R;

'fii(j) finding ';
for k=1:N-1;
for j=1:M+1;

£ii(1,3:3) =(1-(1/2)*exp(-1))*sin((J)*h) ;
fii(k+1,3:3) =(5/3*(exp(—(k)*tau))+(1/6)*((exp(—(k+1)*tau))+exp (-
(k=1)*tau)))* sin((j)*h);
fii(N+1,J:j)=(-tau+(1/2)*tau”2-(1/4)*tau"3+(1/12)*tau"4-

(1/36) *tau”5+(1/16)*tau”6-(1/108) *tau”7-(1/864)*tau™8)*sin((j)*h)+
(-tau*(1/2) *exp(-1))*sin((J)*h);
end;
end; fii ;
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alpha(l:N+1,1:N+1,1:1) = O*eye(N+1) ;

(
betha(1:N+1,1:N+1,1:1) = O*eye(N+1) ;
gamma (N+1,1:1)= 0 ;
alpha(1:N+1,1:N+1,2:2) = (4/5)*eye (N+1) ;
betha(l:N+1,1:N+1,2:2) = (-1/5)*eye(N+1);
(

gamma (N+1,2:2)= 0 ;

for n 2:M-2 ;
bebek C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)+
E*alpha(:, :,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:, :,n+l:n+l ) = —inv( bebek )*(A) ;

alpha(:, :,n+l:n+l) = —-inv(bebek )* (B +D*betha(:,:,n:n)+ E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma (:,n+l:n+l) = inv( bebek )*(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)-E *
alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ;

end;

U(l:N+1,1:N+1)=nan;

U( 1:N+1, M:M ) = 0 ;

Uu( :, M-1:M-1 ) inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(N+1l))- (4*eye (N+1)-
alpha(:,: -2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))*((4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-

, M-2:M
2) ) *gamma ( : M
U(: , M-2:M

7
-2 ) inv (4*eye (N+1)-alpha(:, :,M-2:M-2) ) * ((betha(:, :,M-2:M-
2)+5*eye (N+1))*U

2

1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2) );
(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2));

for z = M-3:-1:1;

U(:,2z:2

y=alpha(:, :,z+1:z+1)*U(:,z+1l:z+1)+betha(:,:,z+1:2z+1)*U(:,z+2:2+2)+gamm
a(:,z+1:z+1) ;end;

for z =1 : M
p(:,z+1l:2+1)=
end;

7
U(:,2z:2);

'"EXACT SOLUTION OF THIS PROBLEM' ;
for d=1:N+1;
for f=1:M+1 ;
es( d, £ )=exp(-(d-1)*tau)* sin((f-1)*h);
end;
end;es;

figure ;
n(l,1l)=min(min(es))-0.01;
n(2,2)=nan;
surf (n);
hold;
surf (es) ; rotate3d ;axis tight;
title('The exact solution');

figure ;

m(l,1)=min(min(p))-0.01;

m(2,2)=nan;

surf (m) ;

hold;

surf (p) ; rotate3d ;axis tight;

title ('The fourth order of accuracy difference scheme solution');
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% .ERROR ANALYSIS.;

maxes=max (max(es)) ;

maxapp=max (max (p)) ;

maxerror=max (max (abs (es-p)));

relativeerror=max (max( (abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxerror,relativeerror]
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