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OZET

Bu tezde, iki 6zel iki degiskenli ve ii¢lincii dereceden Diophant denklem sinifi
ele alimmistir. Bunlar Bachet ve Frey eliptik egrilerine karsilik gelen Diophant

denklemleridir.

Eliptik egriler icin daha once elde edilmis olan sonuglardan faydalanarak ve
bunlara yenilerini ekleyerek karsilik gelen Diophant denklemlerinin ¢oziimleri ile ilgili
bir¢ok sonug belirlenmistir. Basitlestirilmis Weierstrass denkleminin 6zel birer hali olan
y> =x’+a’ Bachet eliptik egrileri ve Yy’ =x’—n°x Frey eliptik egrileri iizerindeki
rasyonel noktalarin sayisi, bu noktalarin mertebeleri ve bu egrilerin grup yapilar
incelenmistir. Eliptik egri lizerindeki rasyonel noktalar, karsilik getirilen Diophant
denklemlerinin ¢ézlimlerine karsilik geldiginden bu elde edilen sonuglar ayn1 zamanda

bu Diophant denklemlerinin de ¢éziimleri i¢in de gegerli olurlar.

Tezin sifirinci ve birinci boliimlerinde, ¢alismanin ikinci ve {i¢tlincii boliimlerine temel
olusturacak kavramlar verilmistir. Diophant denklemi ve eliptik egri kavramlari
tanimlanmis ve aralarindaki iliskiler ele alinmstir. Ikinci boliimde Bachet ve Frey
Diophant denklemlerinin ¢dziim sayilari ile ilgili bazi sonuglar verilmistir. Ugiincii
boliimde ise tanimlanan toplama islemine gore bu denklemlerin ¢6ziim kiimelerinin

grup yapilari ele alinmistir.



ABSTRACT

In this thesis, two special classes of two variable cubic Diophantine equations,
called Bachet and Frey equations, are considered in relation with some elliptic curve

classes.

A new set of results related to the solutions of Diophantine equations

corresponding to the ones obtained for elliptic curve classes is given. The number of

rational points on Bachet elliptic curves y>=x’+a’, and Frey elliptic curves

y* =%’ —n’x, which are just some special cases of simplified Weierstrass equation;

their orders, and the group structure of them are considered. As the rational points on
elliptic curves correspond to the solutions of the Diophantine equations, the results

obtained for elliptic curves are also valid for the corresponding Diophantine equations.

In the first two chapters, the preliminary information necessary for the second and third
chapters are recalled. The notions of Diophantine equations and elliptic curves are
defined and the relations between them are obtained. In the second chapter, some results
concerning the number of rational points on Bachet and Frey elliptic curves are given.
In the third chapter, the group structure of the solution sets of these Diophantine

equations under the addition operation are considered.
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0. GIRiS
0.1. Temel Bilgiler

Bu ¢alismanin amaci, Diophant denklemleri ve bu denklemlerin belirli bir formu
yardimiyla elde edilen eliptik egriler ile bu egrilerin ¢esitleri ile ilgili inceleme

yapmaktir.

Bu calismanin temel bilgiler kisminda I. G. Bashmakova “Diophantus and
Diophantine Equations” , Y. Hellegouarch “Invitation to the Mathematics of Fermat —
Wiles” , P. Ribenboim “ Fermat’s Last Theorem for Amateurs” ve G. E. Andrews

Number Theory” kitaplarindan yararlanilmistir.

Diophant denklemleri olarak adlandirilan denklemler genel olarak rasyonel
katsayilt polinom denklemlerdir. Bu denklemlerle ilk olarak eski yunan
matematikcilerinden  Diophantus  Alexandra’nin  “Arithmetic” adli  kitabinda

karsilasildigi i¢in bunlara Diophant denklemleri ad1 verilmistir.

Bu problemlerin temellerini anlamak ve Diophant’in metodlarini aragtirmak i¢in
(indeterminate) belirsiz denklemler teorisinden ve cebirsel geometriden bazi
kavramlarin ispatinin incelenmesi ile baglanmalidir. Giinlimiizde, belirsiz denklemlerin

¢Oziimii problemi asagidaki gibi formiilize edilebilir;

n tane degiskenli m polinom verilsin (m < n), katsayilar1 belirli bir £ cisminden

alinan fl(xl,xz,...,xn), R fm(xl,xz,...,xn) polinomlarinin

£i(x,%,,00x,) =0,
(D

f‘m ('xl ° x2 ""’xn ) = 07
sistemindeki tiim rasyonel ¢oziimlerinin M (k) kiimesi bulunur ve onun cebirsel yapisi

hesaplamr. Tim x) € k ise (xl(o),...,x,(,o)) ¢Oziimiine rasyonel denir.



M (k) kiimesi k cismine baglidir. Bu nedenle 6rnegin x° + y* =3 denkleminin
Q (Rasyonel sayilar) cisminde ¢Oziimii yoktur ancak Q\/g cisminde sonsuz ¢oklukta

¢Oziimii vardir yani, ¢oziimler a ve b rasyonel sayilar iken a +b+/3 formundaki

sayilarin kiimesinden alinir.

Sayilar teorisi agisindan en onemli durumlar £k =Q ve p asal iken k’nin
mod p ’deki kalan siniflarinin cismi oldugu durumlardir. Diophant bu durumlardan

birincisini yani k£ = Q olmast durumunu ele almistir.

Diophant’in problemleri incelenirken dncelikle bir denklemde iki bilinmeyenin

var oldugu durum ele alinir, yani m =1,n =2 iken

fx,y)=0 )

denklemiyle ilgilenilir.

Bu denklem R? diizleminde bir T’ cebirsel egrisini tanimlar. (2) denkleminin

rasyonel ¢oziimlerine I" iizerindeki bir rasyonel nokta adi verilir.

Ik olarak (2) formundaki denklemlerin ya da denk olarak cebirsel egrilerin
siniflandirilmasiyla ilgili biraz bilgi vermek gerekir. En dogal ve tarihsel olarak ilk

zamanlarda bu siniflandirma derece kavramini temel aliyordu.

(2) formundaki bir egrinin derecesi f (x, y) polinomunun terimlerindeki

maksimal derecedir. Bu kavramin geometrik yorumu, n dereceli bir egrinin ve bir
dogrunun kesisimindeki noktalarin sayis1 » ’dir. Bu noktalarin sayis1 sayildiginda bu

noktalarin katlar1 da dikkate alimmali ki bunlar arasinda kompleks noktalar ve
sonsuzdaki noktalar vardir. Ornek olarak x* + y*> =1 gemberi ve x+ y =2 dogrusu iki
kompleks noktada kesisir, x> —y® =1 hiperbolu ve y=x dogrular1 sonsuzda iki

noktada ve ayni hiperbol ve x =1 dogrusu, 2 nin katliligindaki bir noktada kesisir.

Diophant analizinin bakis acisindan dereceye dayali siniflandirma daha énemli

hale gelmistir.



C:x* +y* =1 gemberini ve rasyonel katsayil1 herhangi bir dogruyu ele alalim,
L:y =0 denirse bu iki egri lizerindeki rasyonel noktalar arasinda 1:1 esleme vardir.
Bunu gostermek i¢in asagidaki yontem kullanilabilir; C iizerinde sabit bir A(O,—l)

noktas1 ve L {izerindeki her bir B rasyonel noktayla birlestirilir AB dogrusu C

¢emberi ile C  lzerindeki B’ noktasinda kesisir. Bunu asagidaki Sekil 0.1.1°de

gorebiliriz.
A
C
B
L B B,
o
B
A
Sekil 0.1.1

Asikar olarak, herhangi bir rasyonel dogru ve rasyonel noktali herhangi bir
konik parga {lizerindeki rasyonel noktalar arasinda bu g¢esit bir iliski kurmak
miimkiindiir. Bu gosterir ki Diophant analizi agisindan dereceleri farkli olmasina
ragmen C cemberi ve L dogrusu ayirt edilemezdir. Rasyonel noktalarinin kiimeleri

denktir.

Cebirsel egrilerin daha iyi bir siniflandirilma islemi bu egrilerin cinslerine gore
olur. Bu siniflandirma yontemi 19. ylizyilda Abel ve Riemann tarafindan ortaya atildi.

Bu islem i¢in bir I' egrisi lizerindeki singiiler noktalar ele alinir.

' egrisinin (2) formundaki f (x,y) polinomunun rasyonel sayilar cismi
tizerinde indirgenemez oldugunu yani rasyonel katsayili polinomlarin ¢arpimi olarak

yazilamayacagini kabul edelim. Bir p(xo, yo) noktasinda I" egrisinin teget dogrusu

k =_fx(x0’y0)
fy(xoayo)

olmak tlizere



Y=y, =k{x-x,)

ile verilir.

f. yada f , p noktasinda sifirdan farkl ise, bu taktirde tegetin &k katsayisi
sonlu ve tanimh bir degere sahiptir. Eger fy(xo, ¥,)=0 ve f.(x,,y,)#0 ise bu

durumda &k = ve p noktasindaki teget dikeydir.

Eger p noktasindaki her iki kismi tiirev de sifira esit ise yani

fx(XO’yO)ZO Ve fy(x()aJ’o): 0

ise bu taktirde p noktasina singiiler nokta denir.

Ornek olarak (0,0) noktasi y® = x* + x° egrisinin singiiler noktasidir ¢iinkii bu
noktada kismi tiirevler
fo=-2x-3x>ve f, =2y

stfira esit olur (yok olur).

Bir egri lizerindeki en temel (basit) noktalar ¢ift katli (double point) noktalar,

S Sy ve f,, kismi tirevlerinin en az birinin sifir olmadigi noktalardir. Sekil 0.1.2 de

iki farkli tegete sahip egride bir ¢ift katli nokta (double point) oldugu goriilebilir.

AN

Sekil 0.1.2
Daha kompleks singiiler noktalar Sekil 0.1.3’teki gibi gosterilir.



Sekil 0.1.3

Bir cebirsel egri en ¢ok sonlu sayida singiiler noktaya sahiptir. Gergekten

f (x, y), O iizerinde indirgenemez iken

flx,y)=0

egrinin denklemi olsun. Singiiler noktalarin koordinatlari
[ y)=0, £,(xy)=0

denklemlerini ve (2) denklemini saglamalidir. Ancak bu {i¢ cebirsel denklemden olusan

sistem yalnizca sonlu ¢oklukta ¢éziime sahip olabilir.

Simdi, singiiler noktalar1 iki katli noktalar olan diizlem cebirsel egrisinin cinsini
tanimlayacagiz (Genel durumda yani herhangi singiiler noktalar1 olan herhangi bir
cebirsel egri alindiginda tanim digerlerine gore daha karmasiktir. Burada ihtiya¢ duyma-

digimiz i¢in bu genel tanim verilmeyecektir).

I', d tane iki katli noktaya sahip olan bir diizlem cebirsel egrisi olsun. Bu

taktirde I" *nin cinsi; n, I' 'nin derecesi olmak iizere

(n=1fn-2)
2

formiilii ile tanimlanan g tamsayisidir. g >0 oldugu gosterilebilir. Eger I' bir dogru
ya da ikinci derece bir egri ise formiil p ’nin 0 degeri i¢in saglanir, yani egrilerin

cinsleri aymdir. Ugiincii dereceden bir egri hig iki katli noktaya sahip degilse bu egrinin



cinsi 1 dir, eger cinsi 0 ise bu egri iki katl1 bir noktaya sahiptir. Ornegin, Fermat egrisi

olarak bilinen x” + y° =1 egrisinin cinsi 1’dir.

Cins kavramina gore siniflandirma, bir egrinin aritmetik 6zelliklerinin biitiiniiyle
belirlenmesinde yetersiz kalir. Ornegin x> +y° =1 ve x”+y° =3 egrilerinin her
ikisinin de cinsi 0 dir. Ancak bunlardan birincisi sonsuz ¢oklukta rasyonel nokta
bulundururken ikinci egri hi¢ rasyonel nokta bulundurmaz. Diophantine analizi
acisindan yeterli olan egrilerin siniflandirilmasini bulmak i¢in (2) formundaki denklemi
cozerken ¢ ve y rasyonel fonksiyonlar iken (polinomlarin sayisi kadar)

x=lu,v), y=v(uv) 3)
degisken degistirmelerini uygulariz. (2) formundaki denkleme (3) deki degiskenler
konulunca

G(u,v)=0
denklemi elde edilir. Bu denklem bir T egrisi belirtir. T" tizerindeki rasyonel noktalar,
onlarin sonlu tanesi ihmal edilirse I'" tizerindeki rasyonel noktalara taginabilir ve tersine
I'" {lizerindeki rasyonel noktalarin da ters goriintiilerinin " {izerindeki rasyonel noktalar

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ¢ ve w fonksiyonlarinin rasyonel katsayili ve (3) deki
denklemlerin terslerinin alinabiliyor olmasidir. Yani

u=pxy), v=yxy) 4)
olacak sekilde rasyonel katsayilara sahip ¢, ve y, rasyonel fonksiyonlar1 bulmak

miimkiin olmahdir. Eger (3) ve (4) deki rasyonel katsayilara sahip denklemlerden
faydalanarak T" ve I'" egrileri arasinda bir baginti kurmak miimkiin ise bu taktirde
egrilere “kendileri ve tersi rasyonel olarak denk egriler” denir ve bunu saglayan

doniisiimler “kendisi ve tersi rasyonel doniisiimler” olarak adlandirilir.

Ornek olarak, (p(u,v) ve W(u,v) lineer fonksiyonlar ise, yani
x=ou,v)=au+bv+c,
y= l,//(u,v) =au+byv+c

Ve




ise bu taktirde u# ve v rasyonel katsayilara sahip x ve y’nin terimlerinde ifade

edilebilir, yani tanimlanan doniisiimiin kendisi ve tersi rasyoneldir. Asagidaki 6rnek

biraz daha karmasiktir. L egrisi
y=x'-x+2x-2
= (x - 1)(x3 + 2)

seklinde verilmis olsun. ¢, (u) bir kiibik polinom iken L, v* = ¢, (u) formundaki L'

©)

egrisine, yani kendisi ve tersi rasyonel olan bir egriye doniistiiriilebilir. Bu islemi

tamamlamak i¢in (5) denkleminin her iki tarafi (x —1)" ile boliiniir ve

Y

(x—1)

1
x=1=—, =V
u

konulursa (5) denklemi
v =3u’ +3u” +3u+1
haline doniisiir. Ayn1 zamanda u ve v denklemlerindeki x ve y ifadeleri

1+u y

[S—

Y
(x—1)

yani L ve L' egrileri lizerinde kendisi ve tersi rasyonel doniisiim tanimlanabilen denk

7v=

egrilerdir.

Sonlu sayidaki noktanin ihmal edilmesi durumunda iizerlerinde kendisi ve tersi
rasyonel doniisiim tanimlanabilen denk iki egri iizerindeki rasyonel noktalarin M ve
M' kiimeleri arasinda 1:1 bir baginti kurmak miimkiindiir. Gozard: edilen noktalar (3)
ve (4) deki denklemlerden en az birindeki hem pay hem de payday1 yok eden (sifira
esitleyen) noktalardir. Ikinci rnegimizde,

y

(x=1)

fonksiyonun hem pay hem de paydas1 L iizerindeki (1,0) noktasinda sifir olur. Bu ise

L tizerindeki (1,0) noktasina karsilik L' ’de hicbir noktanin olmadigi anlamina gelir.



Diophant analizi acisindan denk egriler aymi goriintiiye sahiptir. Ancak
derecelerinin ayn1 olmasi gerekmez. Gosterilebilir ki tizerlerinde kendisi ve tersi
rasyonel olan bir doniisiim tanimlanan denk egrilerin cinsleri esittir. Bagka bir ifadeyle
kendisi ve tersi rasyonel olan doniisimler altinda ne n derecesi ne de iki kath
noktalarin d sayist degismez. Bir egrinin g cinsi bu biiyiikliiklerin bir fonksiyonudur
ve o da degismez. Tersi dogru degildir, yani cinsi esit olan egrilerin {izerlerinde
kendileri ve tersleri rasyonel olan doniisiimlerin tanimlanmasi zorunlu degildir. Bu
durum

x*+y =1lvex’+y* =3
egrileri ile ilgili bir 6nceki 6rnekten acgikca goriilmektedir. Bu egrilerin her ikisinin de
cinsi 0 olmasma ragmen birinci egri sonsuz coklukta rasyonel noktaya sahipken

ikincisinin hi¢ rasyonel noktasi yoktur.

Boylece cinsi ayni olan egriler, iizerlerinde kendileri ve tersleri rasyonel olan
doniistimler tanimlanabilen denk egrilerin denklik siniflarina ayrilir. Bu kavramlarin
onemi Henri Poincaré tarafindan ortaya konulmustur. Henri Poincaré bu yiizyilin
baslarinda Diophant analizinin problemlerinin arastirilmasi ve smiflandirma da c¢ok

temel, kendisi ve tersi rasyonel olan bir doniistimlerin sinifin1 yapmustir.

Simdi asagida verilen Onemli bir duruma dikkat edelim. Eger I en az bir
rasyonel noktaya sahip bir kiibik egri ise bu taktirde bu egrinin denklemini a ve b
rasyonel sayilar iken kendisi ve tersi rasyonel olan doniisiimler yardimiyla

y =x+ax’ +b (6)

formundaki denkleme indirgenebilir.

0.2. Belirsiz Kiibik Denklemler

Diophant dordiincii kitabinda tglincli ve dordiinci  dereceden belirsiz
denklemleri ele almigtir. Kiibik egriler rasyonel noktalar bulundursalar bile noktalarin
koordinatlar1 rasyonel sayr bulundurmayabilir. Genel olarak tek degiskenli rasyonel
fonksiyonlarin terimleri i¢in de gegerli olan bir durumdur. Bununla birlikte, eger kiibik
bir egri tlizerinde bir ya da iki rasyonel nokta biliyorsak onun {izerinde rasyonel

noktalarin toplamini bulabiliriz. Aslinda, koordinatlar1 f; (x, y) =0 denklemine sahip I



egrisine y nin ilavesiyle elde edilen kiibik denklem tanimlanabilen kiibik denklemle ii¢
noktada kesisen bir dogru mevcuttur. Bu

f3(x.y)=0 (7
denkleminin koklerinden ikisi rasyonel ise fliclinciisii de rasyoneldir. Bu gozlemi

asagidaki iki islemin sonucu olarak degerlendirebiliriz.

1) Eger P, I' egrisi lizerinde bir rasyonel nokta ise I'’ya P ’de teget olan k rasyonel
egimli bir teget ¢izilirse bu dogru I' egrisindeki rasyonel noktalarin toplaminda kesisir.
(Gergekten de egrinin ve teget dorgunun ortak ¢oziimii yapilirsa iki rasyonel koke sahip

bir kiibik denklem elde edilir. Bu ti¢lincii noktanin da rasyonel olmasi anlamina gelir.)

2) Eger P, ve P,, I' egrisi lizerinde rasyonel noktalar ise bu taktirde P P, dogrusu I'
ile bu rasyonel noktalarin toplami noktasinda kesisir. Bu iki islemden Diophant’in
tanjant ve sekant metodlar1 olarak bahsedecegiz. Bu metodlarin nasil isledigini gérmek
icin Diophant’in problemine geri dénecek olunursa dordiincii kitaptaki 24. problem;
“Verilen bir say1y1, ¢arpimlari kiipiinden kendisinin
farkina esit olacak sekilde iki sayrya bolmek”™
seklindedir. Burada;

6 sayist verilsin. Ik sayty1 x olarak alalm. Bu taktirde ikincisi ise 6 —x

olacaktir.

Kosul x,x, =y’ —y olarak saglanir. Ancak xx, =6x—x’’dir. Bu ifade
y® — y’ye esit olur. Bdylece a keyfi bir say1 iken y = ax—1 olusturalim, drnegin a = 2
aliirsa
(2x—1) —(2x—1)=8x> —12x* + 4x
haline gelir. Bu ifade 6x —x” olur. Eger her iki ifadedeki x ’in katsayilar1 esit olsaydi,
x rasyonel olurdu. 3.2—-2’den 4 olur ancak 6 baslangicta verilmis degerdir. Bundan

dolay1 3a—a, 6’ya esit olacak sekilde a’y1 hesaplamaliyiz. Sonraki asamada

v =3x—1 degeri konuldugunda

Y —y=27x" =27x* +6x
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2
elde edilir. Bu ifade 6x—x> ye esitlenmelidir. Sonrasinda x:2_$ bulunur. Sonug

olarak

26 136
ST Y

degerleri elde edilir.

Simdi Diophant’in metodunu biitiin bir halde indirgemeyi deneyecegiz. Keyfi bir
a sayisi verilmis olsun ve x ile a —x bulunmasi istenen sayilar olsun.
xa—x)=y" -y (®)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemi saglayan rasyonel ¢oziimlerden biri (O,—l) dir.
Diophant’in yontemine gore bu noktadan gecen bir
y=hke-1 ©)
dogrusunu (Diophant burada ilk olarak & =2 almay1 tercih etmistir) ve bu dogrunun (8)
deki egri ile kesistigi noktay1 buluruz.
ax—x" =k’x* =3k’x* + 2kx
denkleminde x rasyonel sayist1 icin denklem saglandi§indan denklemde bu

kullanildiginda
2k=a, (10)

yani k = % bulunur ki bu Diophant’in elde ettigi bir sonuctur. Bdylece

3k* -1 5 3a’ -4

3 3
k a

X =

elde edilir.

(9) dogrusu ve (10) kosulunun 6nemini agiklamak i¢in (a,b) rasyonel ¢oziimiine
sahip olan f; (a,b) =0 seklindeki iki degiskenli keyfi bir kiibik denkleme Diophant’in
yontemi uygulanir. P(a,b) ’den gegen bir dogru ¢izilirse

y—b:k(x—a) (11)
ya da
xX=a+t,y=b+kt (12)

olur. Buradan
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fila+t,b+kt)= fy(a,b)+tA(a,b)+ ktB(a,b)+1t*C(a,b, k)+t*D(a,b, k)
=0
elde edilir. Ancak f;(a,b)=0 ve

Ala,b)+ kB(a,b)=0 (13)
degerleri yerine konulursa
(a.) -
A a,b Oox
k=- =— P
sa) | o |
y

degeri yani (9) dogrusunun P(a,b) noktasindaki egimi bulunur. Bu P(a,b) noktasi (9)

dogrusunun (8) egrisine teget oldugu nokta olarak seg¢ilmis olmasi durumunda

Diophant’in (tanjant) teget metodu kullanilabilir.

Diophant ayn1 metodu VI. kitabindaki 18. problemi ¢6zmek i¢in de kullanmustir.

Bu problem oncekilere benzer olarak

N y3 —a_p
seklindedir. Ayrica Diophant, kendisinin giinlimiize kadar ulasmamis olan “Porisms”

adli kitabindaki daha baska problemleri de ayn1 yontemle ¢6zdiigilinii ifade etmistir.

Diophant’in problemlerinin ¢oziimlerindeki islemlere baktigimizda % tegeti
X
ya da
&
A _ | ox
& |
oy

nin degeri olan k& 'nin hesaplanmasi i¢in tamamiyla islemsel bir metod kullanildigini
gorebiliriz. Bu yontem Ozellikle Fermat ve Descartes’in tlirevin tanimi yoniindeki
calismalarinda ¢ok 6nemli bir rol oynamistir ve tamamen cebirsel olarak diisiiniilen bu
yontem gilinlimiizde cebirsel geometrideki bir ¢ok problemin ¢oziimi icin de

kullanilmaktadir.
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Simdi Diophant’in sekant metodu olarak adlandirdigi ve IV. kitabindaki 26.

problemin ¢oziimiinde kullandig1 metodu inceleyelim.

Carpimlart ile herhangi birinin toplami bir tam kiip olan iki say1 bulalim.

3
X, =axvea=2

alinirsa
x, =8x
olur.
x, =x> -1
olsun. Bu taktirde
XXy + X,

in kiip olmast i¢in ilk sart saglanir. Geriye
XX, + X,
nin de bir kiip oldugunu gostermek kaliyor. Ancak
XX, +x, =8x° +x* —8x—1
seklinde bir ifadedir. Bu ifade 2x —1’in kiipiine yani
8x* —12x” +6x -1

degerine esitlendiginde

elde edilir. Buradan da

12 27

X, T ve x, = 160
bulunur. Diophant’in sekant metoduna devam edilirse ilk bilinmeyen a’x ve ikincisi
x” —1 ile ifade edilir. Béylece problemin ilk sart1 saglanir ve ikincisi
ax’+x’-a’x-1=y’ (14)
esitliginden bulunur. Diophant bu denklemde y=ax—1 degisken degistirmesini
yaptiginda

3 a’+3a
1+3a®
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degerine ulasmistir. Burada Diophant tarafindan kullanilan metod daha detayli bir

sekilde ele alindiginda (14) denkleminin rasyonel ¢oziimlerinden birinin (O,—l) oldugu
goriiliir. Bu noktadan gecen bir y =kix—1 dogrusu cizilir ve bu dogrunun (14) ile

kesistigi nokta asagidaki denklemden bulunur;

(@@ =k b + (14382 > = (o + 3k e = 0.

Onceki durumda, Diophant x in katsayisimi sifira esitlemistir. Burada ise x’ iin

katsayist sifira esitlenir ve
a-k*=0,k=a
elde edilir.

Bu adimin geometrik 6nemi (14) deki denklem homojen koordinatlarda

yazildiginda yani
u v
X =— . y = —
z z
aliirsa
auw +ulz—auz’ —z° =V’ (15)

elde edilir. (15) de tanimlanan bu egrinin R(O,—l,l), P, (l,a,O) rasyonel noktalarina
sahip oldugu ve bu noktalarin tanimlanan egri ile kesisen

v=au-—z
dogrusu iizerinde oldugu goriliir. (15) ile verilen egri ile yukaridaki bu dogrunun
kesistikleri {iglincii bir rasyonel nokta daha vardir. Boylece rasyonel noktalarin birinin
sonlu digerinin ise sonsuzdaki nokta olmasi durumunda Diophant’in sekant metodu

olarak adlandirilan metodu kullandig1 goriiliir.

Diophant IV. ve VI. kitabindaki diger bazi problemlerde de teget ve sekant

metodlarini kullanmustir.

0.3. Fermat ve Viéte’nin Calismalarinda Kullanilan Diophant Metodlari

Viéte’den once herhangi birinin cebir ile ilgili oldukc¢a sinirli bilgiye sahip
oldugu diisiiniilebilir. Dolayistyla Viéte, Diophant’tan sonra calculus alaninda en biiyiik

katkida bulunanlardan birisi olarak kabul edilmektedir.
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Diophant’in V. kitabindaki 16. problem “iki kiipiin toplami iki kiipiin farki
olarak ifade edilebilir” seklinde bir ifadeye sahiptir. Burada verilen asikar olarak
a>b >0 iken pozitif x ve y sayilar i¢in

x3+y3=a3—b3

denklemidir. Viéte kendisine ait olan ve alisilmisin disinda “Zetetics” baglikli kitabinda
Diophant’in bu problemini ispatlamig ve buna benzer olarak asagidaki iki toplamsal

problemi 6ne siirmistiir.
1L.x*-y =a’+b’ (x>y>0,a>0,b>0)

2. x°-y'=a’-b’ (x>y>0, a>b>0)

Viéte, Diophant’in teget metodunu kullanarak her ii¢ problemi de ¢Ozmiistiir.

Ornegin Viéte

X’ +y =a’-b’
problemini ¢ozmek i¢in

x=t-b, y=a—kt
degisken dontisiimlerini yapmustir ve bunu yaptiktan sonra
21—k )+ 362 (ak?> —b)+ 3¢(b* —a’k)=0

elde etmistir. Burada b> —a’k = 0 alindiginda y = a — k(x +b) dogrusunun

X’ +y =a’-b’
egrisine teget oldugu (— b, a) noktasini veren esitlik bulunmus olur ve boylece

3a’h

a’+b’
X ve y icin

2a° -b°
4 a’-2b°
Cat+b
ifadeleri bulunur ki bu ¢éziimiin ancak a’ >2b’ olmasi durumunda pozitif olacagini
gosterir. Bu Diophant’in

x3+y3:a3—b3
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denklemiyle baglantili oldugu iddiasina terstir. Yani “Iki kiipiin fark: iki kiip toplami

olarak ifade edilebilir” seklindeki problemi ¢6zmek i¢in ¢aba harcayan ve

x*+y =a’+b’
denklemine benzer bir denklemin iistesinden gelmeye c¢alisan biri olan Fermat,
Diophant ve Viéte’nin denklemlerine ilaveler yapmistir. Buna goére eger bu problem

teget metodu kullanilarak ¢oziilecek olursa x ya da y ’nin ikisinden birinin negatif

olmasi zorlugu ortaya ¢ikar.

Fermat’'nin bu gii¢liikklerin iistesinden gelmek icin kullandigi metod teget
metodunun ardarda kullanilmasiydi. Fermat Diophant’in “Arithmetic” adli kitabindaki
bir problemle ilgili yaptig1 yorumda

4> +6x° +4x+1=2

denklemini ele almigtir. Fermat burada basit bir islemden sonra herhangi bir kisinin

X = —% degerini bulabilecegini ifade etmistir. Aslinda bu Diophant’in teget metodu
uygulanarak elde edilen bir degerdir. Yani z :§x+l alinirsa x negatif oldugundan

Fermat, x =¢— (%} degisken degisimi yapar, bir yok etme ve ardindan bir kez daha

teget metodunu kullanir. Yapilan bu islem sonugta

4 + At + Bt +z, =3

2

3 jt + z, degisken degistirmesi uygulanirsa
Z

formunda bir denklem verir. Eger z =(
pozitif ¢ézlim elde edilmis olur.

Fermat’nin bu metodu Billy’nin “Inventum Nowum” adli eserinde detayli bir
sekilde anlatilmistir. Bu kitapta Billy, £, (x) rasyonel katsayili n. dereceden bir polinom
iken

v = fix). v = £(x) ve y? = £i(x)
formundaki denklemler i¢in bu metodun sonsuz coklukta ¢6ziim verdigine dikkat

cekmistir. Diophant’in iddiasina geri doniildiiglinde teget metodunu Fermat’dan ¢ok

Onceleri ortaya attigini sdyleyebilir miyiz?
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1621 yilinda Bachet de Meziriac, Diophant’in “Arithmetic” eserinin yeni bir
cevirisini yaymlamistir. Bu yeni ceviri Xylander’s i¢in daha iyiydi ve Latincenin
yanisira yunanca parcalarda bulunduruyordu. Bu baski sadece ceviri kalitesinden dolay1
degil ayn1 zamanda Bachet’in detayli yorumlar1 nedeniyle de gittikce daha fazla kisi

tarafindan taninmaya basladi.

Diophant’in II. kitabindaki bir kareyi iki kare toplamina ayirma seklinde olan 8.
probleminin yanindaki bosluga Fermat; bunun disinda bir kiipii iki kiipe parcalamanin
ya da bir dordiincii dereceden bir ifadeyi iki tane doérdiincii dereceden ifadeye ya da
daha genel olarak ikinci dereceden farkli bir kuvvete sahip bir ifadeyi ayn1 dereceden iki
ifadeye parcalamanin buradaki bosluga sigamayacak kadar zekice bir ispatini
buldugunu yazmustir. Bu iinlii ifade “Fermat’nin Son Teoremi” olarak bilinir. Bir kitap
bosluguna yazili olan bu iddia Euler, Legendre, Dirichlet, Kummer ve diger biiylik
matematikgiler tarafindan arastiritlan 6nemli bir iddiayd: ve bu arastirmalar sirasinda
matematikte yeni bir bilim dali olarak ifade edebilecegimiz aritmetik ya da cebirsel

sayilar cisminin aritmetiginin kurulmus oldugunu sdyleyebiliriz.

Pierre Fermat 1601 yilinda Fransa’nin giineyindeki Toulouse yakinlarinda orta
siif bir ailede diinyaya gelmisti. Iyi bir egitim almis Latince, Italyanca ve Ispanyolcayi
cok 1yi konusabiliyor tiim bu dillerde ve ana dili Fransizcada ¢ok etkileyici siirler
yazmistir. Yunancayi ¢ok iyi bildigi i¢in bir ¢ok cevirinin diizeltmelerini yapmis ve
Helenizm iizerine olusan tecriibesi ile taninmaktadir. Yasalarla ilgili ¢caligmalarina baglh
olarak Toulouse kasabasinin Parlamentosuna secilmis ve burada diger bir ¢ok
parlamenter arkadasi ya da esnaf akrabalar1 gibi siradan bir yasam siirmiistiir. Disaridan
cok sakin ve diizenli goriinmesine ragmen 6zellikle matematige karst ¢cok biiyiik ilgisi
varmis. Bu nedenle de Archimed, Apollon ve Diophant’in gibi eski bilim adamlarinin
kitaplain1 okumaktaydi. Fermat’nin ilk ¢aligmalarindan biri Pappus tarafindan sunulan
Apollon’un kayip risalesi olan “On Plane Loci’nin yeniden diizenlenmesidir.
Zamaniin bilim merkezlerinden uzakta yasadigi i¢in buldugu sonuglart siirekli olarak
mektuplar aracilig1 ile sunmak zorunda kalmistir. Yazdigr mektuplar onun matematigin
dogrularin1 6grenme istegini ve bu istegin Fermat icin Oteden beri ne kadar

engellenemez bir giicte oldugunu gostermektedir.
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Fermat sliphesiz zamaninin matematikgileri arasinda 6nde yer alan birisiydi. Bu
sayede sonsuz biiyiiklerin analizi olarak adlandirilan alanda oldugu gibi matematigin bir
cok alaninda yeni genel metodlar ortaya atmistir. Fermat ve Descartes analitik
geometrinin temellerini atan kisilerdi yine Fermat Pascal ile birlikte olasiligin
temellerini attilar, benzer sekilde glinlimiizde bilimlerin bir gogunun gelismesine katkisi
olmustur. Fermat, fiziksel olarak aciklanamayan olaylarin matematiksel uygulamalari
ile de ilgilenmistir. Ozellikle optik alaninda calismis ve kendisinden sonra adlandirilan
kiiclik parcacik yasasini kullanarak homojen olmayan ortamlarda 151 nasil hareket

ettigini agiklamay1 bagarmistir.

Fermat sayilar teorisini ¢ok sevmekteydi ve bu alanda en iyi kendisiydi. Cok
sayidaki sorudan ilging olanlarim segebiliyor ve dzel problemler ile ilgileniyordu. Oyle
ki onun ilgilendigi bu temel problemler sayilar teorisini bir bilim dali haline getirdi.
Fermat’nin problemleri 18. ve 19. yiizyillarda Euler ile baslayip Hilbert ile biten bir

siiregte en Onemli matematikgiler tarafindan ¢alisiimigti.

Teoremden ¢ok problem olarak bahsedilmesinin sebebi bir ¢ogunun Fermat
tarafindan ispatsiz olarak ortaya atilmis olmasidir. Iddialarinin ya ispatlart igin
arkadaslarina gonderdigi mektuplarda ya da Diophant’in aritmetiginin kendisindeki
kopyasinin kenar bosluklarina yaziyordu. Dordiincii dereceden sayilar i¢in son teorem
bir istisnadir ki ispatin1 Fermat yapmustir. Fermat say1 teorik onermelerini ispatlamak
icin sonsuz indirgeme metodu olarak adlandirilan yontemi kullanmigtir. Onun yeni bir
metod tanimlamis oldugu, c¢agdasi matematik¢ilere gonderdigi mektuplardan
anlagilmaktadir. Oyleki arkadaslarina génderdigi mektuplarda

“Kitapta verilen geleneksel metodlar boyle zor 6nermeleri ispatlamaya yeterli
olmadigindan, bunu basarmak i¢in tamamen yeni bir yol buldum. Bu metoda sonsuz ya
da belirsiz indirgeme metodu adini veriyorum. ilk olarak onu sadece asagidaki gibi
olumsuz (negatif) onermeleri ispatlamak i¢in kullandim... Bir karenin ii¢ kat1 ile bir
karenin birlesimi olan iigiin kat1 seklinde higbir say1 yoktur... Tamsay1 katsayili kenar
uzunluguna sahip olan ve alami bir tam kare olan hicbir dik {iggen yoktur. Ispat
“Reductio Ad Absurdum” yontemiyle yapilir. Eger tamsay1 kenarli ve alani tam kare
olan bir dik {icgen var olsaydi bu taktirde birinciden daha kiigiik ve ayn1 6zellikte bagka

bir dik tiggende bulunur ki bu yeni dik liggen de ayni ozelliktedir. Boylece ayni
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tartismadan dolay1 bu o6zellikte ikinciden daha kii¢iik bir iiglincii daha bulunur ve
devaminda dordiincti, besinci, ... gibi giderek azalan sayilar elde edilir. Ancak bir dogal
say1 verilince daha kii¢iik dogal sayilara dogru sonsuz bir azalma yoktur. Bundan dolay1
alani tam kare olan bir dik licgen olmadig1 sonucuna varilir”

seklinde bir ifade yer almaktadir.

Kenar uzunluklar1 tamsay1 verilen bir iicgenin alan1 hakkinda dnermeye dikkat
edilirse Fermat’nin metodunu gostermede kullandig1 bu tiggenle ilgili 6nerme farklar
kare olan hi¢ iki dordiincli dereceden iki saymin bulunmadig: ile alakali onermeye
denktir. Farklar1 dordiinci dereceden bir sayi olacak sekilde iki tane dordiincii
dereceden say1 yoktur. Onun ispati Fermat’nin giinlimiize kadar gelen sadece say1 teorik
ispat tiirii olan indirgeme metoduyla yapilir. Daha sonra Euler son teoremin n =3 ve

n =4 durumunu ispat etmek i¢in indirgeme metodunu kullandi.

Gilinlimiizde Fermat’nin indirgeme metodu Diophant analizi problemlerinin
calisilmasinda vazgecilmez bir aractir. Ancak bu metodun bir egri ya da manifold
tizerindeki rasyonel noktalarla ilgili problemlerdeki kullanimi “bir noktanin yiiksekligi”

denilen yeni bir kavranmin ortaya ¢ikmasini gerektirmistir. Ornegin,
f(xy)=0
belirsiz denklemi verilmis olsun. f (x, y) =0 nin rasyonel ¢oziimlerinin olmadigi

ispatlanmak isteniyor. Ispat i¢in homojen koordinatlar kullamldiginda

u %
xX=—), y = —
z z
olur ve
d)(u,v,z):O (16)

denklemi elde edilir. (2) nin her rasyonel ¢6ziimii i¢in (16) denkleminin bir tam ¢éziimii
vardir. BoOylece (16) denkleminin hi¢ bir tam ¢oziimiiniin olmadigimi gostermek

yeterlidir. Ornek olarak, eger (2) denklemi
Ax"+By" =C,
formundadir. Bu taktirde (16) denklemi
Ax" + By" =CZz"
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formundadir. (16) denkleminin bir tam ¢oziimi (u,v,z) olsun. Noktanin yiiksekligi

ul,[v|,|z| sayilarmin en biyligl olarak tanmimlanir. Eger 4 uzunluklu bir noktanin

b b

koordinatlar1 (16) denklemini sagliyor ise, bu taktirde boyu s, </ 06zelligindeki baska

bir noktanin koordinatlar1 da bu denklemi saglayacaktir. % ’tan daha kiigiik sonlu
coklukta pozitif tamsay1 oldugundan, (16) denkleminin hi¢ tamsay1 ¢oziimii yoktur ve

bdylece (2) denkleminin hig¢ rasyonel ¢éziimii yoktur.

Fermat'nin f(x,y)=0 formundaki ikinci derece ve iigiincii dereceden belirsiz

denklemlerin karakterleri hakkindaki yorumu ise asagidaki sekildedir. Bu baglamda
tamamiyla sOylenebilecek olan Fermat’'nin Diophant’in fikirlerini tamamiyla
anlayabildigi ve sadece bir egrinin geri ¢ekilmesi i¢in ekledigi metodlar1 ustalikla
uygulamis oldugudur. Kiibik denklemlerin rasyonel ¢dziimlerini bulma problemlerini,
metodlarin1 agiklamaya ugragan Fermat’dan sonra Billy’nin ¢aligmasinda da yazildigi
gibi “Arithmetic’in Fermat’da bulunan kopyasinin kenar bosluklarinda bulunmustur.
“Doctriane Analyticae Inventum Nowum” baslikli Billy’nin c¢alismasi Fermat’nin
biraraya getirilmis ¢alismalarini bulunduruyordu ve Diophant’in metodlarini detayli ve
metodik bir yolla uygulamalarini bulunduruyordu ancak Billy yeni higbir sey ortaya

koymamusti.

0.4. Euler ve Jacobi’nin Calismalarinda Kullanilan Diophant Denklemleri

Ikinci ve {igiincii dereceden belirsiz denklemlerin ¢alisilmas1 Diophant ile baslar.
Bu ¢alismalarin birinci asamasi Euler (1707-1783) tarafindan tamamlanmustir.

Euler 18. yiizyilin en biiylik matematikcisiydi. Matematikteki bu lider
pozisyonunu korumak i¢in kuvvetli genel metodlari, derin fikirleri ya da katkida
bulunmadigr temel sonuglarin oldugu herhangi bir alan neredeyse yok denebilir.
Ozellikle bu goriis Diophant analizi icin dogrudur. “Algebra” adli kitabinda Euler

y> =ax’ +bx+c (17)
formundaki ve

v =ax’ +bx* +cx+d (18)
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formundaki denklemlerinin rasyonel ¢oztimleri ile ilgili sorular sistemli bir sekilde
analiz etmistir ve iki durum arasindaki farkin kesin formiiliinii verdi. Boylece asagidaki

gbzlemle (18) formundaki denklemlerin incelenmesine baslads;

Onceden herhangi birinin yapamadig1 bir sey ifade etmeliyiz, genel bir ¢dziim
vermeye baslariz. Daha dogrusu x in sadece bir degerini bulmak i¢in her bir iglem bize
kolaylik saglar. Halbuki 6nceden kullanilan metod bir seferde sonsuz c¢oklukta ¢oziim

Verir.

Dahast Diophant’in teget metodunun yardimiyla yeni bir ¢6zliimiin nasil elde
edecegini gosterdi. Euler’in tartigmalar1 her ne kadar geometrik terminoloji kullanmasa

da tamamen analitikti.

Euler baz1 kiibik egrilerin ikinci dereceden egriler gibi davrandigini

gozlemlemistir. Yani x ve y bilinmeyenleri tek bir degiskenin rasyonel fonksiyonlari

olarak ifade edilebilir. Bunun gergeklesmesi i¢in Euler kosullar ifade etmistir. Ozel

olarak (18) formunda denklem ele alindiginda, sag taraftaki
Fy(x)=ax’ +bx* +cx+d
=a(x-af(x-p)
polinomu katli rasyonel kdklere sahiptir. Euler bu kosulun yeterli oldugunu ispatladi ve

bu durumda
y=klx-a)
degisikligi yardimiyla x ve y ig¢in rasyonel ifadeler elde etmenin miimkiin oldugunu
gostermistir. Burada yerine koyma metodu kullanildiginda 6nce
K(x—a) =alx—a)x—p)

esitligini, buradan da

2
o k*+ap ’
a
2
y:kk +aff+aa
a

elde ederiz. Euler’in sartimin y° = F, (x) egrisinin iki kath bir noktaya sahip olmasina

yani cinsinin sifir olmasina denk oldugunu gostermek kolaydir. Gergekten de
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yi=ax’ +bx* +cx+d,
3ax’ +2bx+c=0,
2y=0
denklemleri singiiler noktalar belirtir ki burada anlatilmak istenen iki katli (double
point) noktanin apsisinin
F3(x): ax’ +bx’ +cx+d
polinomunun bir kokii olmasit gerektigi ve onun tiirevi
F)(x)=3ax” +2bx+c=0
ve bu nedenle F,(x)’in bir katli kokii olmasi sonucu gikar. Bu kokiin bulunmast £ (x)
ve F3'(x)’e Euclid algoritmasinin uygulanmasiyla bu kokiin rasyonel olmasi gerektigi
gercegini gosterir.

Daha sonra Poincaré, Euler’in sartinin sadece gerek degil ayn1 zamanda yeter bir
sart oldugunu da gostermistir.

Euler Omriiniin son yilinda tekrar Diophant analizine doéndi. Metodunu
mitkemmellestirdi ve (18) formundaki egri {lizerinde verilmis iki rasyonel nokta igin

Diophant’in sekant metodunu ilk kez uyguladi. Euler 6zellikle,

Fla)= 1% F(B)=¢’ (19)
almis ve
PN b S
y=r+ ﬂ_a( a)
ya da
y=g+%(x—ﬂ)

degerini kullanmistir. Bu (a, ) ) ve (ﬂ, g) noktalarindan gegen dogruya denklemidir ve

denklemlerinden x in yeni bir rasyonel degeri elde edilir. Bunu yapmak i¢in sadece

(19)’daki esitlikleri unutmamak gerekir.
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Bu ifadelerin yer aldigi makaleler Euler’in 6liimiinden sonra 1830 yilinda
yayinlandi. Euler baska problemler ile ilgili makaleler de yazmistir. Baslangicta
Diophant’in problemleriyle baglantisiz ancak bu tiir problemlerin yapisina yeni bir
bakis agis1 kazandiracak olanlar ile ilgilenmistir. Eliptik integrallerin toplamu ile ilgili
olan bu teorem Euler’in buldugu en 6nemli teoremlerden biridir.

v =ax’ +bx> +cx+d

I olarak adlandirilan bir egri ve A(x,y), I' iizerinde bir nokta olsun.
rdx
n(4)=[—
© J
olarak verilsin.

Euler’in ilk teoremi I' iizerindeki herhangi A(x, y) ve B(xl, yl) noktalart i¢in
I1(4)+11(B) = 11(C) (20)
sartin1 saglayacak sekilde I iizerinde bir C(x,,y,) noktasmn oldugunu iddia

etmektedir. Oyleki C nin koordinatlar1 4 ve B nin koordinatlarmin rasyonel bir

ifadesidir (yani bu noktalarin rasyonel katsayil1 bir fonksiyonu olarak ifade edilir).

Euler’in ikinci teoremi; 4 ve D, I' iizerindeki noktalar ve n sayisi
(D) = n.I1(4) (21)
olacak sekilde bir tamsay1 ise bu taktirde D nin koordinatlar1 4 nin koordinatlariyla
rasyonel olarak ifade edilebilir. Ozellikle n = 2 i¢in
I1(D) = 2.11(A4)
elde edilir. (21) bagintis1 zaman zaman eliptik integrallerin ¢arpimi {lizerindeki teorem

olarak adlandirilir.

A ve B rasyonel noktalar ise C ve D de rasyoneldir. Bunun anlami; Euluer’in
teoremine gore I lizerinde bir ya da iki rasyonel nokta mevcut ise I" iizerinde yeni bir

rasyonel nokta elde edilebilir.

Euler’in toplam teoremi ve Diophant’in analizi arasindaki iliskiye ilk dikkat
¢eken tinlii alman matematik¢isi Carl Gustav Jacob Jacobi’dir. Jacobi bu konuda “On

the Use of Elliptic and Abelian Integrals in Diophantine Analysis” adinda bir makale
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yazmis ve bunu 19. yiizyilin en 6nemli matematik dergisi olan Crelle’s Journal da 1834
yilinda yayinlamistir. Jacobi’nin ¢agdaslari makaleyi ¢ok derin ve ilging igerigine

ragmen ¢ok onemsememislerdir.

Jacobi makalesinin baslangicinda Euler ile ilgili olarak “Learned man” (bilgili
adam) anlamina gelen kinayeli bir ifade kullanmigtir. Jacobi konu hakkindaki goriis ve
diisiincelerini acgik olarak ortaya koymustur. Jacobi toplam (ekleme) teoremini

formiiliize etti ve I' egrisi lizerinde sonlu tane A4,,..., A, rasyonel noktalar1 verildiginde
m,,...,m, herhangi tamsayilar iken

11(4) = mI1(4, ) +...+ m T1(4,)
bagintisindan faydalanarak I" iizerinde yeni sonsuz coklukta rasyonel nokta elde

edilebilecegine dikkat ¢cekmistir. Benzer sekilde bir tek rasyonel noktayla baglayarak ve
H(D) = 2.H(A) bagmtis1 kullanilarak rasyonel noktalarin bir sonsuz dizisi elde

edilmistir. Bununla birlikte eger +2,+3,...,n degerleri belirlenirse yeni noktalar elde
etmeye ihtiya¢ duyulur. Bu islem sirasinda bazi n degerleri i¢in

nl1(A4)=T1(4)
olusturulabilir. Yani sonlu sayidaki adimdan sonra baslangictaki noktaya doniilebilir.
Jacobi bu olasiligin farkina varmig ve sinir sartlarini bulmustur. Burada

nl1(4)=T1(4)
olacak sekilde bir n sayisinin var olma sartin1 saglayan noktalara “sonlu mertebeli

noktalar” denilir.

Jacobi makalesinin sonunda bu sonuglarin daha yiiksek dereceli cebirsel egriler
icin Euler’in toplam teoreminin Abel’in daha genel teoremleriyle yer degistirmesi
yoluyla genisletilecegini ifade etmistir. Bu makalenin temel icerigine bakilacak olunursa
Jacobi’nin burada bir eliptik egri lizerindeki rasyonel noktalar kiimesinin yapisini
biitiinliyle kesfetmeye yaklastigi goriilebilir. Bu kesfi yapma asamasinda yiiksek
seviyede bilgiye sahip oldugundan yeni teknik bilgilere ihtiya¢ duymamis sadece farkli
bir bakis agis1 gelistirmistir. Bunu agiklamak i¢in 6nce I' egrisi lizerindeki rasyonel
noktalarin M kiimesini ele alalim. Eger 4 ve B, M kiimesinde iki nokta ise bu taktirde
Euler teoremi geregince M’de

I1(4)+T1(B) =T1(C)
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olacak sekilde bir C noktasi vardir. C noktast1 4 ve B ’nin toplami olarak kabul edilir
ve

A®B=C
olarak yazilir. + yerine @ isaretinin kullanilmasinin sebebi sayilarin toplamindan daha
farkli bir kavramdan bahsedilmesidir. Boylece M kiimesi iizerinde bir ikili islem
tanimlanmig olur. Yani M kiimesindeki herhangi iki 4 ve B elemanlan ile yine M
kiimesindeki ii¢lincii bir C' elemani arasindaki baglantiy1r kurmanin kurali tanimlanms

olur.

Modern matematikte bostan farkli bir S kiimesi ile © toplam kuralinin
asagidaki sartlar1 saglamasi durumunda grup yapisi elde edilir.
1) S ’deki herhangi 4,B ve C elemanlari i¢in;
(A®B)®C=4®(B®C)
2) S,her 4€ S igin
ADN=A4
olacak sekildeki bir N etkisiz eleman1 vardir.
3) S’deki her 4 elemani i¢in
AD® A =N

olacak sekilde S ’de bir A" elemani vardir.

Eger bunlara ek olarak S deki herhangi iki 4 ve B elemanlar1 i¢in
A®DB=B® A4
ise bu taktirde grup degismeli ya da abelian diye adlandirilir. Dolayisiyla tamsayilar
kiimesi toplama islemine gore pozitif rasyonel sayilar kiimesi ¢arpma islemi altinda
birer abelian gruptur. Determinant: sifirdan farkli 2x2 tipindeki matrislerin kiimesi de
carpma islemine gore degismeli olmayan bir gruptur ve son Ornekteki birim matris

etkisiz eleman gorevini iistlenmistir.

Yapilan islemin sayilardaki islemlere benzerliginden grup operasyonlarini
siklikla toplam ya da carpma islemleri olarak adlandirilabilir. Boyle bir baslangictan
sonra toplamsal ve carpimsal terslerden bahsetmek dogaldir. Toplam terimi genellikle
degismeli gruplarla baglantili olarak konusulur. Bu tiir gruplarda bazen birim elemana

sifir elemani da denilir.
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M kiimesinin @ islemiyle birlikte bir grup olusturdugunu sdyleyebilmek igin

asagidaki yol izlenir.

Islemimizin birlesme &zelligini sagladig, integraller iizerinde toplama isleminin
birlesmeliliginden;
[11(4)+11(B)]+ 11(C) = 11(4) + [11(8) + 11(C)]
olarak gosterilir. Geriye M kiimesinin sifir elemaninin gdrevini iistlenen bir eleman

bulundurdugunu ve M deki her bir elemanin toplamsal tersinin oldugunu gostermek

kalir.

[Ik olarak sifir elemamni bulalm. T egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin
kiimesi M ise yani M nin elemanlar1 koordinatlar1 sonlu rasyonel sayilar olan noktalar
ise M nin hig sifir noktast yoktur. M {izerindeki noktalarin toplamin1 konusmak i¢in sifir
elemaninin roliinii tistlenecek ekstra bir & noktasini1 M’ye ilave etmeliyiz. Boylece bu 6
elemant i¢in

() =0
olmalidir. Her bir 4 eleman icin toplamsal tersin bulunmasina doniildiigiinde eger
1(4)+11(4")=0
ise A® A'=6 oldugu kolaylikla sdylenebilir. Ancak bu durumda A4’ i¢in x eksenine

gore A’ya simetrik bir nokta alinmalidir. Ger¢ektende A ’nin koordinatlar (x, y) ise

A" ’niin koordinatlar (x,— y) dir. Bununla birlikte

dir. Dikkat edildiginde

I1(A4)+T1(B)=T1(B)+I1(4)
yani A® B =B ® A4’dir. Bu ise grubun abelian oldugu anlamina gelir. Boylece Euler
teoremiyle baslaylp Jacobi tarafindan verilen baglanti kullanilarak bir eliptik egri
tizerindeki rasyonel noktalarin kiimesini olusturmak miimkiindiir. Bu kiime eklenilen

sonsuzdaki nokta ile birlikte bir degigsmeli grup yapisina sahip olur. Jacobi tarafindan
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bahsedilen sonlu mertebeli noktalar sonlu mertebeli grup elemanlarma doniisiir. Bu

Jacobi’nin gozlemlerinin modern bir ifadesidir.

19. yiizyilin ilk yarisindaki matematikgiler aritmetik iglemleri noktalara ya da
sayilardan ¢ok farkli diger (nesnelere) objelere genisletmeyi diisiinmemistirler. Bu

nedenden dolay1 Jacobi, toplama islemini 4 ve B noktalari igin degil, T1(4) ve T1(B)

integralleri i¢in vermistir.

0.5. Noktalar1 Toplama Isleminin Geometrik Anlam

Euler’in toplama teoremi ile Diophant’in teget ve sekant metodlar1 arasinda bir
baglanti var midir? Her iki durumda da bir I egrisi lizerindeki bir ya da iki rasyonel
noktayla baglanir ve I' iizerinde yeni bir rasyonel nokta elde edilir ne Euler ne de Jacobi

yasadiklar1 stirece boyle bir bagintinin ispatini ortaya koyamadilar.

Ele alinan soru biraz daha 6zellestirilirse Euler’in teoreminden dolay1 I' egrisi
tizerinde 4 ve B gibi iki nokta verildiginde
11(C)=11(4)+I1(B)
olacak sekilde bir C noktasi bulunabilir. Diger taraftan 4 ve B den gegen ve I' egrisi
ile C" noktasinda kesisen bir dogru ¢izilirse C ve C' noktalar1 arasindaki bagmtinin
olup olmadig: ile ilgili sorunun cevabi evet olacaktir. Bu baglanti oldukca kolay
birsekilde ifade edilebilir. Oyleki bu iki nokta x-cksenine gore birbirlerine

simetriktirler. Yani C nin koordinatlart (x,,y,) ise C’ noktasmin koordinatlari

(x2 =Y, ) dir.

Simdi bir egri lizerindeki noktalarin toplama isleminin geometrik anlami agikga;
I’ tizerindeki 4 ve B noktalarmin toplami olan I' egrisi iizerindeki C noktasi

AB dogrusu ile I' egrisinin kesistikleri noktanin x -eksenine gore simetrigidir.

Bu metod belirli bir 4 noktasinin kendisi ile toplanmasi durumunu ¢ézmede
yetersiz kaldig1 icin 24 noktasinm1 bulmak i¢in bu metod kullanilamaz. Bu problemi

asmak i¢in asagidaki yontem kullanilabilir.
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Diophant’in ilk metodunu kullanarak 4 dan gegen ve bu A4 noktasinda I’
egrisine teget olan bir dogru ¢izilir. Bu dogrunun I ile Kesistigi bir nokta olan D’
noktasi bulunur. D' noktasi Euler’in

T1(D) = 211(4)
metoduyla elde edilen D noktasina simetriktir. Bu ise 24 noktasinin ve daha genel

olarak ta her n dogal sayisi1 i¢in n4 noktasinin hesaplanabilir oldugunu gosterir.

Toplama islemi bu sekilde tanimlandiginda hangi nokta sifir elemaninin gérevini

iistlenecektir? Bu soruyu cevaplamak i¢in homojen koordinatlar kullanilir. Eger

u v
X=—,y=—
z z
aliirsa (18) denklemi
viz=u’+auz’ + bz’ (22)

haline gelir. (22) denkleminde z =0 ise bu taktirde u =0 dir ve v ’nin keyfi oldugunu
gosterir. Homojen koordinatlar carpimsal bir sabit farkiyla tanimlandigindan v =1

alinir.

Egri lizerindeki sonsuzdaki noktanin (0,1,0) tcliisiine karsilik geldigi, @ ile bu

noktanin tanimlandigi ve @' noktasinin x -eksenine gore € noktasinin simetrigi oldugu

kabul edilir.

€ noktasinin sifir elemaninin gorevini iistlendigini gosterelim. Her dikey u = cz
dogrusu & noktasinda kesisir. Gergekten de z=0 i¢in u =0 olur ve yine v, 1 e esit

olarak alinabilir.

A, T egrisi iizerinde koordinatlar1 (x,,y,) olan bir rasyonel nokta olsun. Bir

onceki paragrafta ispatlandigi sekilde 4 dan ve @ dan gecen dogru diisey bir dogrudur.

Yani denklemi
X=X,
dir. Bu dogru I' egrisiile 4, & ve A’ ’nin x -eksenine gore simetrigi olan A'(xo,— yo)

seklindeki ti¢ noktada kesisir. Verilen tanima gore A4 ve €' noktalarinin toplami 4" ye

simetriktir. Yani A4 ’nin kendisidir. Bu ise
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A®O=4

anlamina gelir.

Sonugta 4 noktasmin toplamaya gore tersi A4'(x,,~y,) noktasidir. 4 ve A’

noktalarini birlestiren dogrunun dikey oldugunu ve boylece bu dogrunun I' egrisi ile &
noktasinin kesistigini gormek miimkiindiir. Tanimdan A4 ve A’ noktalarinin toplaminin

0 ’ya simetrik olan noktadir ki bu nokta kabulden dolay1 € ile ¢akisiktir. Boylece

AD A =0
dir. 8 noktasi i¢in
r(e)= 1% =0
Y

oldugu bilinmektedir.

Boylece Euler’in toplam teoremi, sonsuzdaki noktanin sifir eleman1 goérevini

gormektedir.

Bir eliptik egri iizerindeki noktalarin toplami Diophant’in tanimladig: islemlere
dayandirilabilir. Daha 6zel olarak I' egrisi lizerinde
(4)@T1(B)®TI(C) =0

timil dogrusal olan ii¢ nokta bulundugundan ne Euler ne de Jacobi bahsetmemistir.
Euler bunu biliyor olabilirdi, ama Jacobi kesinlikle ¢ok iyi biliyor olmaliydi. Bagka bir
deyisle kiibik egriler hakkinda kesin bilgileri bilinmemekle birlikte her ikisinin de

v =ax* +bx’ + x> +dx+e
gibi bir egri i¢in toplam teoremini tanimlamistirlar. Ayrica rasyonel noktali

v =ax* +bx’ + x> +dx+e
egrileri i¢in bu topam teoremi c¢ok basit degildir ve geometrik anlamda tek tiirlii
tanimlanmaz. Dahas1 ne Euler ne de Jacobi analitik ifadelerin geometrik agiklamasini

yapamamistir.

Bir eliptik egri iizerindeki noktalarin “toplam1” kavraminin altinda yatan mantik
basit olmakla birlikte bu mantigin rasyonel noktalarin kiimesinin yapisinin ¢aligilmasi
icin temel olmaya baslamas1 70 yil civarinda siirmiistiir. Bu kavram 1900’1 yillarin

baslarinda Henri Poincaré tarafindan ortaya atilmigtir.
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1. ON BIiLGILER

Bu boliimde ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlari tanimlayacagiz
ve bazi temel sonuglari verecegiz. Bu sonuglarin ispatlart sayilar teorisi ile ilgili

literatlirde bulunabilir.
1.1 Diophant Denklemleri

1.1.1. Tamm. x ve y herhangi iki tamsay1 olsun. x ve y’yi degisken kabul
eden ve ¢oziimleri de (xo, yo) sirall tamsay ikilileri olan tamsay1 katsayili denklemlere

Diophant denklemleri denir. Yani katsayilar1 ve ¢oziimleri tamsayilar olan denklemlere

Diophant denklemleri denilmektedir.

Bu denklemlerin en bilinen hali a, b ve ¢ tamsayilar olmak {lizere ax+by=c

seklindedir. Bu formdaki denklemlere lineer Diophant denklemleri adi verilir. Daha
ylksek dereceli Diophant denklemleri de mevcuttur. Bunlara 6rnek olarak asagida
tanimlanacak olan eliptik egriler verilebilir. Bu tezin de konusu ayni zamanda bazi1 6zel

eliptik egriler olan Diophant denklemlerini incelemektir.

1.1.2. Tanim. F karakteristigi 2 ve 3’ten farkli bir cisim olsun. 4,B € F iken
44° +27B* # 0 olmak iizere
y'=x'+A4Ax+B eF[x]
ifadesi F cismi tizerinde bir eliptik egri belirtir. Boyle bir eliptik egriyi £ ile

gosterecegiz.

Bu denklemin sonsuzdaki noktayla birlikte tim (x, y)e FxF  ¢oziimlerinin
kiimesi E(F) ile tanimlanir ve E iizerindeki F -rasyonel noktalarmmn kiimesi olarak

adlandirilir.
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1.1.3. Tamm. A(E)= —16(4A3 +278B° ) degeri E eliptik egrisinin diskriminant

ve j = —1728(414)3 /A degeri j invaryanti olarak adlandirilir.

1.1.4. Tanmm. ac Z' =7,-1{0}1n carpmaya gore tersi, ab=ba=1 olacak
sekilde bir b e Z, elemamdir. Z, ' kiimesinde garpmaya gére tersi olan bir elemana

“birim (unit)” denir ve Z, *daki birimlerin kiimesi U, ile gdsterilir.

1.1.5. Yardimc1 Teorem. EeZn* elemaninin bir birim olmast i¢in gerek ve
yeter sart (a,n) =1 olmasidir.

Dolayisiyla bir cisimde 0 disindaki tiim elemanlar birer birimdir.

1.1.6. Tamim. geZn olsun. §, U,’1 Uretiyorsa g’ye n modunda bir “ilkel
kok” denir. Bu durumda g ’nin 0 ile n—1 arasindaki tiim kuvvetleri farklidir ve bunlar

U, deki tiim elemanlar: verir.

1.1.7. Ornek. 5 modunda 2 ve 3 ilkel koklerdir. Ciinkii U, ={1,2,3,4} ve

3

2 - =1 = =2 = =
1 =1,2 =2,2 =4,2

1.1.8. Tanmm. Bir a € U, verilsin. Eger a=s olacak sekilde bir s e U, varsa

a’ya n modunda bir “ikinci dereceden kalan” denir ve bu sekildeki ikinci derece

kalanlarin kiimesi Q, ile gosterilir.

1.1.9. Ornek. Kiigiik #’ler i¢in U, ’deki tiim sayilarm kareleri almarak Q,

1l
—

belirlenebilir. Ornegin n=7 igin izzi, 5254_1, 3 =2, 4 =2 5’ 4, 6

(mod7) oldugundan Q, ={1,2,4} ’tiir.
1.1.10. Yardime1 Teorem. Q,, U, ’in bir alt grubudur.

Verilen bir ZeUn biriminin bir ikinci dereceden kalan olup olmadigini

belirlemek i¢in asagidaki tanimi vermek gerekir. » modunda asal olmasi durumunda
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islem kolaydir. n=2 ise Q, = {i} *dir ve 1 ikinci dereceden bir kalandir. O halde

n = p 'nin tek asal olmas1 durumuyla baglayalim.

1.1.11. Tamim (Legendre Sembolii). p tek asal sayisi i¢in bir @ tam sayisinin

“Legendre sembolii”

0 , plaise
(ﬁ): 1 , aeQ, ise
P -1, agQ, ise

seklindedir. Literatiirde (ﬁ) yerine bazen y(a) da kullanilir.
p

1.1.12. Ornek. p=7 ise

0 , a=0(mod 7)ise
=11 . a=12vea 4 (mod 7)ise
-1 , a=3,5veya 6 (mod 7) ise

dir.

1.1.13. Tanmm. p bir asal iken x’ =a (mod p) olacak sekilde bir x € Z varsa
a € Z’ye p modunda bir “iigiincii dereceden kalan” denir.

p modunda {glnci dereceden kalanlarm kiimesi K, ile, K, ’nin

Z, =1,-1{0} daki elemanlarinin olusturdugu kiime K, ile gosterilir.

1.1.14. Teorem. K, Z ’deki carpma islemine gbre bir gruptur ve aslinda

Z, " bir alt grubudur (Namli 2001).

1.1.15. Teorem. p =1(mod 3) bir asal olsun. » birimin 1’den farkli olan kiibik

kokii olmak tlizere o= # sayis1 Z p* ’1n bir elemanidir (Namli 2001).

1.1.16. Sonuc. p =1(mod 3) bir asal iken ®* eleman1 da Z p* ’1n bir elemanidir

(Naml1 2001).
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1.1.17. Tamm (Ugiincii Dereceden Kalan Karakteri). Bir p tek asal sayisi

icin bir “a tam sayisinin p modundaki kiibik karakteri” (EJ ile gosterilir ve
3

p
0 , pla
(ﬁj =<1 , aek
p P
o0, agk,

seklinde tanimlanir. Bu karakter iiclincli dereceden kalanlar teorisinde, Legendre

e . . ; a .
semboliiniin ikinci dereceden kalan gorevini yapar. Literatiirde bazen {—j yerine
P Js

25(a) gosterimi de kullanilir.

1.1.18. Teorem. p asal ve p=1(mod 3) olsun. x’ =a (mod p) denkliginin

p-1

¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart @ > =1(mod p) olmasidir (Naml1 2001).

71
1.1.19. Ornek. (%} = (%) =23 =2*=4 (mod 7) @=4(mod 7) oldugundan
3 3

(gj = @ dir ve bu nedenle 9, 7 modunda {igiincii dereceden bir kalan degildir.
3

7-1
1.1.20. Ornek. (g) 5(7] =13 =1"=1(mod 7) olup dolayisiyla 15, 7
3 3

modunda iigiincii dereceden bir kalandir. Yani x’ =15 (mod 7) denkligi ¢oziilebilirdir.

Gergekten, x’ =15=1 (mod 7), x=1, x=w ve x=®  bu denkligin kokleridir.

~1+4-3
a):T

=4 (mod7) ve @ =2(mod7) oldugundan bu denkligin kokleri
x=1(mod 7), x=4 (mod 7) ve x=2 (mod 7) seklindedir.

1.1.21. Sonu¢. p=2 (mod 3) asal ise p modunda birbirinden farkli tam p

tane tUglincii dereceden kalan vardir. Yani Z,’nin tim elemanlari tigiincii dereceden

birer kalandir.
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1.1.22. Ornek. p=11 olsun. 0°=0,1’=1,2=7, 3=9°, 4=5’ (mod 11) ve
5=3’,6=8,7=6",8=2",9=4",10=10 (mod 11)’dir ve Z, ’deki tim sayilar

ticlincii dereceden kalanlardir.

1.2. Eliptik Egrilere Karsiik Gelen Diophant Denklemleri

1.2.1. Tanm. a,,a,,a;,a,,a, € F iken
yi+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a, (23)
seklindeki bir denklem “uzun Weierstrass normal formu” olarak adlandirilir. Burada

sonsuzdaki nokta olarak adlandirilan “@” noktasi vardir. Bu noktanin afin temsili

6 = (00,0) ’dur.

1.2.2. Ornek. Weierstrass formundaki egrilerin denklemlerinin bazi Srnekleri

asagida verilmistir:

Ug egrinin de iki tane I -rasyonel noktas1 vardir: P =(0,0) ve € (Schmitt ve Zimmer

2003).

1.2.3. Tanmm. aq,,a,,a;,a,,a, €F Kkatsayilar1 ile uzun Weierstrass normal
formundaki bir denklemi ele alalim. Bu denklem i¢in “Tate degerleri”
b, =a’ +4a,,
b, =2a,+a,.a,,
b, = a,’ +4a,
b, =a’a, +4a,a, —aaa, +a,a, —a,’,
c, =b,> —24b,,
¢, =—b,’ +36b,b, —216b,.
seklindedir. Ayrica, “diskriminant”
A=-b’b,—8b, —27b, + 9b,b,b,

ve “j degismezi”
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c 3
=4
/ A
seklindedir. Bu sabitler asagidaki bagintilar1 saglar:

4b, =b,b, —b, ve 12°A=¢, —¢,’

1.2.4. Tamm. C diizlemsel cebirsel egrisi f(x,y)=0 polinom denklemiyle
tanimlansin. Bu durumda P=(x,,y,)€C noktasinin C egrisinin bir “singiiler

noktast” olmasi i¢in gerek ve yeter sart

& _ove L _
o (x9,¥y)=0 ve @(xo’%) 0

olmasidir. Eger sadece birinci kismi tiirevler sifira esitleniyorsa singiiler nokta katli bir
noktadir. Katli noktanin iki farkli tegeti varsa “diigiim (node)”, iki tegeti cakisirsa
“ctkintt (cusp)” olarak adlandirilir. Singililer noktalar1 olmayan bir egri “singiiler

olmayan egri” olarak adlandirilir.

1.2.5. Onerme. Uzun Weierstrass normal formunda bir denklem yardim ile
verilen egrileri asagidaki gibi siniflandirabiliriz:

a) Egri singiiler degildir << A4 # 0. Diger durumda egri tek singiiler noktayla
singiilerdir.

b) Egrinin bir diigiimii vardir < A =0 ve ¢, # 0 dur.

¢) Egrinin bir ¢ikintisi vardir <& A =0 ve ¢, =0 dir (Silverman 1986).

1.2.2. Ornekte inceledigimiz C,,C,,C; egrilerinin diskriminantlar::
AC, =0, AC, =0, AC, = —64
tiir. Ayrica

C,.=0,C

2¢,

=0, C,. =—48

Ic, 3c,
dir. Ayrica Kar(F)=2 ise bu egrilerin ii¢li de singiilerdir ve birer ¢ikintilar1 vardir.
Eger Kar(IF) # 2 ise C, egrisinin bir ¢ikintis1, C, egrisinin bir diiglimii vardir ve C,

egrisi singiiler degildir. Tiim singiiler durumlarda singiiler nokta P =(0,0) dir. Bunu

kismi tiirevlerine bakarak gorebiliriz. Ornek olarak C, egrisini ele alalim:

Cr=f(xy)=y -x"=0
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egrisinin kismi tiirevleri

g=—3x2 gzZy

ox oy
dir. Buradan Y2 —x*=0
-3x*=0
2y=0

denklemleri elde edilir. Karakteristik ne olursa olsun bu ii¢ denklemin bir tek ¢oziimii

vardir. Buda x = y = 0 dir (Schmitt ve Zimmer 2003).

~ - 49 ,,/
40 o o
a -~
,/ -
¥ / v //
204 o - 24 o g
e - //
//, //
//,/ T //
o P g ] i 2 R ey 05 i 15 3 25
\ ¥ e #
e
0] \\\ 2] \
\\ \
-0 T .
\\ n \\
- S
2 3 2 3 2 p
vy =x" (Cikint) y =x" +x" (Digilim)
Sekil 1.2.1

1.2.6. Tamim. Katsayilar1 [F cisminden alinan, diskriminant1 sifirdan farkli uzun
Weierstrass normal formundaki bir egri sonsuzdaki nokta denilen 6zel bir nokta ile

birlikte F {izerinde bir “eliptik egri” olarak adlandirilir.

1.2.7. Tamm. E ve E’ eliptik egrileri
E:y +axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a,
ve
E:(y)+axy+ay =(x') +ay(x') +ax +a, ,
seklinde verilsin. Bu egriler arasindaki (ikisi de ' cismi {lizerinde tanimli) degisken
dontistimlerine dikkat edersek, bir Weierstrass normal formunu digerine resmeden

doniisiimler bulmak isteriz. Tek degisken doniisiimii vardir. O da asagidaki formda olur:

x=w'x'+r, y=uw'y +ulsx'+t (u,r,s,t e F,u#0)
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Ters doniistimii de

1
w(y—sx+sr—t)

’ I !
X :—Z(x—r), V' =
u

seklindedir. Boyle doniisiimlere “kendisi ve tersi rasyonel doniisiimler” denilmektedir.
Bu durumda

ua'=a, +2s,

u'a, =a,—sa, +3r—s’,

wal,=a,+ra, +2t,

u'a, =a,—sa, +2ra, —(t+rs)a, + 3r° — 2st,
u'a, =agra, +r’a, +r’ —ta, —t’ —rta,,

u’by, =b, +12r,

u’b), =b, +rb, +67°,

u’b, =b,2rb, +r’b, +4r°,

u’by = by +3rb, + 3r’b, +1r’b, + 317,

u'c =c,,
u’cl =c,,
u?A' =4,
J'=J

Weierstrass normal formundaki bu iki denklem arasinda kendisi ve tersi rasyonel

dontisiimler varsa bu iki denkleme “izomorfturlar” denilir.

1.2.8. Onerme. E\F uzun Weierstrass normal formunda bir egri olsun. O halde
asagidaki varsayimlar altinda E\TF ’nin belirtilen formda bir Weierstrass denklemine
sahip olacak sekilde bir

x=u'x'"+r, y=u'y +u'sx'+t (uelF vers,teF)

doniisiimii vardir.

a) Eger Kar(F)#2,3 ise

y2 =x +a,x+ag (24)

3
4a,

A=-16(4a’+27a>) , j=1728———
(44, o) 4a; +27a;

olur.
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b) Eger Kar(F)=3 ve j(E)#0 ise

2_ .3 2
Yy =x +a,x" +ag,

3
A=-aa,, j= %
ag
olur.
Eger Kar(F)=3 ve j(E)=0 ise
Yy =x+ax+ag,
A=-a], j=0
olur.
¢) Eger Kar(F)=2 ve j(E)#0 ise
Y +xy=x +ax’ +a, ,
1
A=ag, j=—
6
olur.
Eger Kar(F)=2 ve j(E)=0 ise
yV+ay=x+ax+a,,
A=at, j=0
olur.

Ispat. a) Eger Kar(F)#2 ise (1) tipindeki Weierstrass denklemini kareye
tamamlayarak basitlestirebiliriz. Denklemde y+ % (a,x+a,) yerine % v yazarsak sonug
¥y =4x +b,x* +2b,x+b, (25)

olur.

Eger Kar(IF)# 2,3 ise (25) denkleminde (x, y) yerine (x;—zbz,%j yazarsak sonug

¥y’ =x’=27c,x—54c, (26)
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olur. Buradan —27¢, = 4 ve —54c, = B konularak E':y” =x’+ Ax+ B gosterimi elde
edilir.

b) (23) tipindeki bir Weierstrass denklemini alalim ve denklemin sol tarafini

6
: . a . : :
kareye tamamlayalim. Bu bize A=a,a,” —a,’a,—a,’ ve j= f degismezlerine sahip

olan bir
y =x+ax’ +ax+a,
denklemini verir (Karakteristigin 3 oldugunu unutmayalim). Eger j =0 ise, a, =0 dir.

Boylece istenilen denklem elde edilir. Diger taraftan j#0 ise a, #0 ve bdylece

x=x+% ifadesi denklemde yerine konursa istenilen denklem elde edilir.
a2

¢) Tekrar (23) tipindeki Weierstrass denklemini alarak ispata baslayalim.
Karakteristik 2 iken

_a”
J A

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. Eger j # 0 ise a, # 0’dir. Bu durumda
x=a’x +4 y=a’y'+(a’a,+a’)/ a’
a4
ifadeleri denklemde yerine konursa istenilen denklemi elde ederiz. Benzer olarak
Jj=a,=0 olursa
x=x'+a,, y=)

ifadeleri denklemde yerine konursa istenilen denklem elde edilir.o

1.2.9. Teorem. E\F bir eliptik egri (Kar(FF)#2,3) olsun. Bu durumda
E':y*=x"+Ax+B (4,B eTF) (27)
formunda E'\F egrisi i¢in ¢ : E — E’ birasyonel dontistimii vardir. O halde bu E’

egrisi, “basitlestirilmis Weierstrass normal formunda egri” olarak adlandirilir (Schmitt

ve Zimmer 2003).
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Yukarida ifade edilen basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki bir egri

icin diskriminant ve j -degismezi

~12°(44)°

A(E"Y=-16.(44° +27B%), j=j(E)= .

halini alacaktir.

E:y*=x"+Ax+B egrisinin tim (x,y)eF rasyonel ¢dziimlerinin kiimesi
(sonsuzdaki o noktasi ile birlikte) E(F) ile gosterilir ve E tlizerindeki “IF-rasyonel

noktalarimin kiimesi” olarak adlandirilir.

Sadece kendisi ve tersi rasyonel doniisiimler basitlestirilmis Weierstrass normal

formunu
x=u'x, y=u’y'
doniisiimleri altinda degismez birakir. Bu durumda
A=u'4d", B=u’B', u”A' =A

doniisiimlerini elde ederiz.

1.2.10. Onerme. Weierstrass normal formundaki iki eliptik egrinin F iizerinde
(Kar(F) #2,3) izomorf olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart j-degismezlerinin ayni

olmasidir.

Ispat. Basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki egrileri
E:y =X +Ax+B, E': (Y =) +AX +B
seklinde ifade etmistik. £’yi E' 'ne doniistiirecek
x=u'x, y=u'y

seklinde bir izomorfizm bulmak istiyoruz. j = ;' oldugundan

(44 (4(A"Y +27(B'Y )= (44') (44’ + 27B%)

< A(B)Y =4 B’
B

alabiliriz. Eger B=0 ise A#0’dir. Boylece B'=0 ve A'#0’dir. Bu durumda

Eger A=0 ise B#0’dir. Boylece 4A'=0 ve B'#0’dir. Bu durumda u=(
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1
u= (%)4 alabiliriz. Eger AB#0 ise A'B'#0’dir. Gergekten A'B'=0 ise A'=0 ve
B'=0’dir. Boylece A" =0 ’dir. Bu ise bir istisnadir.

B A B
"2 = n3 = (_!
(B (4) B

(A) B = £(BY & )6 = (3)4

elde ederiz. Bu durumda
AL BZ
u =) =(=)6
( A,) ( B’)
alabiliriz. o

1.2.11. Onerme. Her bir j, € F degeri i¢in j-degismezi j, olan ve F iizerinde

tanimlanabilecek bir tek eliptik egri vardir.

Cizelge 1.2.1 (Schmitt ve Zimmer 2003)

Kar(F) Jo Eliptik egri
#2,3 0 Yy =x+1
12° Y =x+x
#0,12° V=X +3kx+2K,
S
12—,
2 0 Vty=x
#0 V+xy=x+x"+j"
3 0 Y =x+x
£0 y2=x3+x2—j071

1.3. Toplama Kurah

Eliptik egriler hakkinda sdylenebilecek en 6nemli husus sudur: Egri iizerindeki
noktalar toplamaya gore degismeli grup olusturur. E\F eliptik egrisi uzun Weierstrass
normal formunda ve herhangi bir F cismi {izerinde olsun. £ {izerindeki [ -rasyonel
noktalarinin kiimesi E(F)={(x,y) e E :x,y € F}U{o} olsun. Eliptik egrilerin sonlu ya

da sonsuz ¢oklukta rasyonel noktalar1 vardir.
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1.3.1. Teorem. Bir dogru bir eliptik egriyi kathiliklarla birlikte tam olarak 3
noktada keser (Schmitt ve Zimmer 2003).

1.3.2. Teorem (Bézout). m. dereceden bir diizlem egri ile n. dereceden bir

diizlem egri en cok m.n tane noktada kesisir (Silverman 1992).

Bézout teoremi diizlem egriler teorisinde temel teoremlerden biridir. Bézout’un

teoreminin su uygulamasini kullanacagiz.

1.3.3.Teorem. C, C, ve C, kiibik egriler olsunlar. Varsayalim ki C, C, ve
C, 'nin 8 kesisim noktasindan geg¢sin. Bu durumda C, 9. kesisim noktasindan da gecer

(Silverman 1992).

1.3.4. Tamm. E\F eliptik egri B, P, € E(F) farkli olmas1 gerekli olmayan iki
nokta olsunlar. B ve P,’den gegen dogru (6rnegin kesen) eliptik egriyi iigiincii bir P
noktasinda keser. P/ ve #’dan gegen dogruyu goz oOniine alalim. Bu dogru egriyi
liglincii nokta P, ’de keser. P’
R+P=P,
seklinde tanimlariz (Eger B, =P, ise F’de E’ye teget alinmak zorundadir). Yani

eliptik egriler lizerinde toplama bu sekilde gerceklestirilir.

1.3.5. Ornek. Q cismi iizerinde y° =x’ —x+1 eliptik egrisini ve bu egri
tizerinde P =(0,—1) ve Q=(1,1) noktalarini ele alalim. Asagida verilen sekle gore P
ve O noktalarint y=2x—17 dogrusu birlestirmektedir. O halde dogrunun egri ile
ticlincii kesisim noktasi ortak ¢oziimlenerek bulunabilir. x=0 ve x=1, P ve Q’nun
apsisleri olduguna gore liciincii nokta R =(3,5)’dir. P’nin Q ile toplam1 R ’nin x-

eksenine gore yansimasidir. Yani —R = P+ Q =(3,-5) ’dir. (Mollin 2001)
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Sekil.1.3.1

1.3.6. Ornek. Q cismi iizerinde y’ =x’—x+4 eliptik egrisini ve bu egri
tizerinde P =(—1/,2) noktasini alalim. P noktasina kendisini ekleyelim (Yani 2P’yi

hesaplayalim). 2P’yi hesaplayabilmek i¢in P’de egriye bir teget alalim. Ilk 6nce
egrinin x ’e gore tiirevini aliriz.

2yy'=3x" -1
P noktasimni yukaridaki denklemde yerine koyarsak y'=m zé ’den tegetin egimini

bulmus oluruz. Buradan da noktasi ve egimi belli dogru denkleminden P ’den gegen

x+35

teget y = olur. Egri ile tegetin ortak ¢éziimiinden de iiglincii kesisim noktasi (ilk

iki nokta P’dir) R= (3,2?9) bulunur. Bdylece P+ P=2P=-R esitliginden

-R = (g,%) olarak bulunur (Mollin 2001).
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/Jf/’/7 R=(9/4 29/}
¥ 7
e
=l
Y:(XW
. =074

Sekil.1.3.2

1.3.7. Teorem. E\F, [ iizerinde bir eliptik egri olsun. E(IF) rasyonel

noktalarinin kiimesi toplama islemine gore degismeli gruptur. Sonsuzdaki nokta “6” bu

grubun etkisiz elemanidir.

F bir say1 cismi ise E(F), E’nin F iizerinde “Mordel-Weil grubu” olarak

adlandirilir.

Ispat. Toplamanin asagidaki 6zelliklerini elde etmek kolaydur:

i) B,P, € E(F) icin P+ P, € E(FF) dir.

ii) Birim eleman: &’ dir. (Sekil.1.3.3)

iii) Degisme ozelligi: £, + P, =P, +F,

iv) Ters eleman 6zelligi: P ve €’dan dogru ile egrinin {igiincii kesisim noktasi

P' olsun. Bu durumda P+ P'=6 dir. O halde P’ =—P dir. (Sekil.1.3.4)

Geriye toplamanin birlesme 6zelligini gostermek kalir. B, P,, P, € E(FF) olsun.

B+(P,+P)=(R+P)+Ph
& ~((BR+P)+PB)=—(R+(P,+PR))

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in asagidaki dogrulari (noktalar1 c¢akisirsa tegetler

veya kesenler) tanimlayalim :

L, : Dogru B, ve P,’den gecer. Bu dogru egriyi tiglincii nokta olan —(F, + F,) *de keser.
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L .

,: Dogru P, ve (F+PF)’den geger. Bu dogru egriyi iiclincli nokta olan

—((B + P,))+ P) *de keser.

L,: Dogru (P, +P,) ve 6’dan gecer. Bu dogru egriyi {iglincii nokta olan —(P, + P,) ’de

keser.

L/ :Dogru P, ve P,’den geger. Bu dogru egriyi tiglincii nokta olan —(7, + £,) ’de keser.

Ly: Dogru B ve (P,+P)’den gecer. Bu dogru egriyi igiincii nokta olan

—(B + (P, +P)) *de keser.

L;: Dogru (P, +P,) ve 6’dan geger. Bu dogru egriyi iigiincii nokta olan —(7, + F,) ’de

keser.

Bu durumda
C=LUL UL ve C'=L/ UL UL,

kiibik egrilerini tanimlariz. C ve E egrilerinin ortak elemanlar1 yoktur (Ciinkii C iig
dogrunun birlesimidir). Bézout teoreminin bir uygulamasi bdyle egrilerin 9 ortak
noktas1 oldugunu ifade eder. C ve E egrileri i¢in bu noktalar

0.B.P,.P,.(E+P,),~(B+P,).(P,+B),~(P, + P),~(B+B)+P).
C' egrisi C ve E egrisinin ortak noktalarinin ilk sekizinde kesisirler. Diger taraftan C’
niin £ ’de 9 ortak noktas1 vardir:

0.P.F,. P (B +B,).~(+B,).(B, + B).~(B, + B).~(R +(P, + P)).
Boylece

~((B+P)+FR)=~(A+(F+h))

olur (Sekil.1.3.5).0
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Sekil.1.3.3 (Birim eleman)

P'=-P

Sekil.1.3.4 (Ters eleman)

CR+(PAP)=~(B+P)+P)

Sekil.1.3.5 (Birlesme 6zelligi)
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1.3.8. Toplama Teoremi. E\FF, F cismi iizerinde (23) tipinde bir eliptik egri
ve B =(x,y), B(x,,y,) € E(F) olsun. Bu durumda

)P, = (x,,~y, —a,x, ~a,)

ii) x, =x, ve y,+y,+a,x,+a, =0 ise 6rnegin P, =—P, ise P + P, =6 d.

iii) P #—P, olsun. Eger x, # x, ise bu durumda

/1: y2 _y]
X, =X
y= YiXs =% =y, — Ax,
Xy, =X

seklinde ve eger x, =x, ise

2
P 3x +2a,x,+a,—a,y,
2

2y, +ax, +a

3
-x, +a,x,+2a,—a,y,
V= 5 =y, —Ax,,
yitax, +a;

seklinde olur. Bu durumda
B+ P =P =(x,;)
x,=A"+a,A-a,-x,—x,,
y;=—(A+a)x;—v—a;=A(x,—x;)-y,—ax; —a,.

seklinde verilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Bilindigi gibi eliptik egriler iizerindeki noktalarin en genel temsili uzun
Weierstrass normal formundaki afin temsildir. 1.3.8 Teoremde bu temsil i¢in bir toplam
formiilii tanimladik. Bu temsil keyfi bir karakteristige sahip olan herhangi bir cisim i¢in

kullanilabilir. Simdi (27) tipindeki Weierstrass egrileri i¢in toplam formiiliinii verecegiz.

1.3.9. Tanim. E\F, (27) tipinde bir eliptik egri ve P, # —P, olacak sekilde

P =(x,y,), P,=(x,,y,) € E olsun. 1.3.8.Teorem geregi P, + P, =(x,, ;)

Xy, =X,
3x°+ 4

2y,

P, =P, ise
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Ve

X, =A% —x,—x,,
Yy =X, = X5) =y,
ile verilir.
1.3.10. Ornek. Q cismi iizerinde y* =x’+17 eliptik egrisini ve bu egri

tzerinde B =(-1,4) ve P, =(2,5) noktalarim1 alalim. F + P,’yi hesaplamak i¢in ilk

once bu noktalardan gecen dogruyu buluruz. Bu dogru y = lx+E ’dur. O halde egim

1 8 109
/Izg olur. Sonrasinda x,=1°-x,—x, =5 Ve = A(x, —x;) -y, ==
8 109 .
bulunur. Sonug olarak B+ P, =(x;, ;)= o 7 olur (Silverman 1992).

iki noktadan gegen dogrunun egimini verdik. Eger dogrunun gectigi iki nokta da
ayni ise egim nasil hesaplanir? Varsayalm ki F, =(x,,y,) olsun. F,+F =2F"1
bulmak istiyoruz. F,’1 F,’a birlestiren dogruya ihtiyacimiz var. Fakat A i¢in verdigimiz
egim formiiliinii kullanmayacagiz. Bir F, noktasin1 kendisine eklemenin, £,’1 F,’a

birlestiren ve F,’da egriye teget olan dogruyu elde etmek anlamina gelecegini biliyoruz.

y* = f(x) bagmtisindan tiirev yardimryla

LAy [
dx 2y

egimi elde ederiz. Buradan da 1.3.9 Tanimdaki formiilleri kullanarak 2F,’in

bilesenlerini buluruz.

1.3.11. Ornek. 1.3.10. Ornekteki y* =x"+17 eliptik egrisini ve bu egri

lizerindeki P, =(-1,4) noktasin1 alalm ve 2B  noktasin1 hesaplayalim.

L [ _fD 3
dc 2y, 8

olur. Bu durumda ilk 6nce A i¢in bir deger elde ettik.

1.3.9 Tanimda verdigimiz formiilleri kullanirsak 28 =(13—7 —@j bulunur

64~ 512
(Silverman 1992).
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1.3.12. Tamm (Bachet’in ikiye Katlama Formiilii). y* =x’ +a,x* +a,x+a,
kiibik egrisini ele alalim. Bu egri lizerindeki bir P noktasinin koordinatlarini kullanarak
2P i¢in agik bir doniisiim elde etmek istiyoruz. Bu kiibik egri i¢in 1.3.8 Teoremde

o e . 2 eegee e
verdigimiz x; =A"+a,A—a,—x,—x, formilini kullanirsak a, =0 ve x, =x,

oldugundan A yerine de A = /) koyarsak 2P =(x,,y,) noktasmnin x, koordinatini
2y
sOyle formiillestirebiliriz:
x* —2a,x* —8a.x+a,’ —4a,a,
4x° +4a,x* +4a,x +4a,

x(2P) =

2P’nin x koordinat1 i¢in verilen bu formiil “Ikive katlama formiilii (duplication
formula)” olarak adlandirilir. Aslinda bu formiil tiim singiiler olmayan Weierstrass

egrileri yani eliptik egriler i¢in tanimlanabilir.

1.3.13. Tanim. £, F cismi iizerinde bir eliptik egri ve belli bir ne N i¢in

nP =6 olacak sekilde bir P e E(F) noktasi olsun. Bu durumda P noktas1 “biikiim

(torsion) noktasi” ya da “sonlu mertebeli nokta” diye adlandirilir. Bu sart1 saglayan en
kiigiik n degerine P ’nin mertebesi denir. € noktas1 asikar nokta olarak adlandirilir. P

biikiim noktas1 degilse “sonsuz mertebeli nokta” olarak adlandirilir.

Biikiim noktalarmin kiimesi E(IF), ile gosterilir. E(F),, E(F)’in bir alt

grubudur. £(IF) ’in “biikiim alt grubu” olarak adlandirilir.

1.3.14. Ornek. Q cismi iizerinde y* =x’ —2747 eliptik egrisini alalim. Bu

egrinin Q ’daki ¢oztimleri (3,%),(3,—%) ve @’dur. 1.3.12 Tanim geregi

x'+54x 814162

4x3—27xl3_108—27 B

olur. Boylece 2P =P veya 2P =—-P’dir. 2P =P sonucu yanligtir. Clinkii bu P=46

x(2P) =

demektir. Boylece 2P =—P ve 3P =@ dur. Diger bir ifadeyle P ’nin mertebesi 3’tiir
(Knapp 1992).
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1.3.15. Ornek. Q say1 cismi iizerinde
E:y’ =x'+1
eliptik egrisini ele alalim. Bu egrinin bir Q rasyonel noktas1 P =(2,-3) ’tiir.
2P=(0,-1),3P=(-1,0), 4P =(0,1), 5P=(2,3),6P=0.
Boylece 5P =—P ’dir. O halde P noktasinin mertebesi 6’dir (Mollin 2001).

1.3.16. Ornek. Q iizerinde
E:y’ =x'—10x
eliptik egrisini ele alalim.
P=(-1,3),0=(0,0)e E(Q)’dur. P+Q=(10,30) olur. Q’nun mertebesi 2’dir: Yani
2Q =6 dur. Burada P noktasi sonsuz mertebelidir ve

op= @2l B, sp_ 57121 12675843
24649 " 3869893

36 °216 )

761815201 —20870873704079

P= ,
( 29289744 158516094528

)
(Schmitt ve Zimmer 2003). Yukarida goriildiigii gibi her toplamada bilesenler giderek

karmasiklasmaktadir.

1.3.17. Nagel-Lutz Teoremi. £, Q iizerinde (5) tipinde bir eliptik egri ve
P=(x,,y,)€ E(Q), ise bu durumda x,,y, € Z’dir ve de ya y, =0 dir (ki bu durumda

P ’nin mertebesi 2°dir) yada y, #0 ve y,’ | (44’ +27B7) dir (Mollin 2001).

1.3.18. Sonu¢. £, QQ tizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda E(Q) 'nun
biikiim alt grubu sonludur (Mollin 2001).

1.3.19. Ornek. Q cismi iizerinde E:yzx3 +4 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44° +27B% =432 olur. P(x,y), E(Q)’da sonlu mertebeli bir nokta olsun.
0=x"+4 denkleminin rasyonel ¢oOziimleri olmadigindan y #0’dir. Bu yiizden

y2|432 olur. Boylece y==%1,£2,43,44,+12 dir. Sadece y =12 degerleri x’in

rasyonel degerini verir. Bodylece miimkiin olan sonlu mertebeli noktalar
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(0,2),(0,—-2)’dir. Kolay bir hesaplama ile 3(0,+£2)=6 oldugunu buluruz. E(Q) nun

biikiim alt grubu 3 mertebeli devirli bir gruptur (Washington 2003).

1.3.20. Ornek. Q cismi iizerinde E: y=x3+8 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44> +27B% =1728 olur. y=0 iken x=-2"dir. (-2,0) noktasinin mertebesi

2’dir. Eger y#0 ise bu durumda y2 |1728 dir. Buradan da y|24 olur. Degisik
ihtimalleri denersek (1,13) ve (2,24) noktalarini buluruz. Bununla birlikte

7 13

2(L,3)= (—%,—%) ve 2(2,4) = (_Z’E)

dir. Bu noktalarin koordinatlar1 tam say1 olmadigindan sonlu mertebeli degildirler. Bu

yizden (1,3) ve (2,4) sonlu mertebeli degildir. Buradan FE(Q)’nun biikiim alt
grubunun {0,(-2,0)} oldugu sonucu ¢ikar (2(1,3)=-2(2,4) oldugundan dolay1

(1L3)+(2,4) =(-2,0) esitligi acike¢a goriiliir) (Washington 2003).

1.3.21. Ornek. y’ =x’—43x+166 eliptik egrisini ve bu egri iizerinde
P=(3,8) noktasini ele alalim. Burada P noktasinin katlarin1 alarak mertebesini
hesaplayacagiz. 11k olarak P ’de tegetle baslayalim. P ’deki teget egriyi (—5,—16) da
keser. Bunun da x-eksenine goére yansimast 2P =(-5,—16)’dir. Bu durumda P ve
2P’den gecen dogru egriyi (/7,32)’de keser. Bunun yansimasi 3P =(11,-32) dir.
P=(3,8) ve 3P=(11,-32) ’den gegen dogru egriyi (11,-32) ’de tekrar keser. Bunun da
x -eksenine gore yansimast 4P =(/1,32)’yi verir. P ve 4P’den gegen dogru egriyi
(=5,-16)’da keser. Bunun x-eksenine goére yansimast SP=(-5,16)’dir. 5P ve
P’den gecen dogru egriyi (3,8)’de keser. Boylece 6P =(3,-8) x-eksenine gore
yansimadir. Son olarak da P ve 6P’den gecen dogru x-eksenine diktir. Boylece

7P =0 dur (Mollin 2001).
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7P=Sonsuzdaki nokta

301

\ s | 2] //

Sekil.1.3.6

1.3.22. Tammm. E\F bir eliptik egri ve n € N olsun.
E[n]={PeE:nP=0}
kiimesine E ’nin “n-inci mertebeden noktalarimin kiimesi” denir. E ’nin F -rasyonel

olan n-inci mertebeden noktalarinin kiimesi

E(F)[n]={P € E(F):nP =0}

dir. Béylece E[n]= E(F)[n] dir.

Eliptik egriler iizerinde ikinci ve liglincii mertebeden noktalar digerlerine gore

daha 6nemlidir.

1.3.23. Onerme. E, F cismi iizerinde bir eliptik egri olsun. [F *nin karakteristigi

2’den farkliysa
E[2]1=Z,xZ,
F *nin karakteristigi 2 ise
E[2]=0 veya Z,
dir (Washington 2003).
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1.3.24. Teorem. E, [ cismi lizerinde bir eliptik egri ve neZ" olsun. Eger
[F ’nin karakteristigi # ’i b6lmezse veya sifirsa

E[n=Z xZ
F’nin karakteristigi p>0 ise ve p|n ise p|n' olacak sekilde n= p'n’ olarak

yazilabilir. O halde
Eln]l=7Z,x%Z, veya Z XZ,

dir.

1.3.25. Sonu¢. n=3 ve E, [ cismi ilizerinde bir eliptik egri olsun.

E[3]=7Z,xZ, veya bu grubun bir alt grubuna izomorftur. Yani bir eliptik egri

tizerindeki 3. mertebeden rasyonel noktalarin sayisi karakteristige bagli olarak 1, 3 ya da

9 olabilir (Washington 2003).

1.3.26. Mordell Teoremi. 4, B Q olmak lizere E eliptik egrisi
E:y*=x"+Ax+B
denklemiyle verilsin. £(Q) ’daki her P noktasi i¢in, n,,n,,...n. € Z iken
P=n.F+n,P+..n.P
olacak sekilde bir {P,P,,...,P.} sonlu kiimesi vardir. Diger bir deyisle E(Q) sonlu

tiretegli bir gruptur (Mollin 2001).

1.3.27. Mazur Teoremi. £\Q bir eliptik egri olsun. Bu durumda ya
neil,2,3,4,56,7,8,9,10,12} iken
EQ),=Z/nZ
olur, yada ne{l,2,3,4} iken
EQ),=Z/2ZxZ/2nZ

dir (Mollin 2001).

Q tizerindeki bir eliptik egrinin E(Q) grup yapisina bazi drnekler verelim.
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1.3.28. Ornek. E:y” =x’ —x eliptik egrisi verilsin. Bu egri iizerindeki sonlu
mertebeden noktalarin kiimesi E(Q), ={0,(0,0),(£1,0)} dir. Bu kiimenin her bir
eleman1 2P = o sartin1 saglar. Boylece E(Q), nun grup yapisi

EQ),=Z/2ZxZ/2Z
dir (Kato ve ark. 2000).

1.3.29. Ornek. E:y*> =x’ +1 eliptik egrisi bu egri iizerinde P =(2,3) verilsin.
2P=(0,1),3P=(-1,0), 4P =(0,-1), 5P=(2,-3), 6P =0 bulunur. O halde E(Q) ’nin
grup yapisi

EQ)=Z/6Z
dir (Kato ve ark. 2000).

1.3.30. Ornek. E:y*> =x’ —4 eliptik egrisi bu egri iizerinde P =(2,2) verilsin.

2P=(5,-11),3P= (%,%) bulunur. O halde E£(Q) 'nun grup yapisi

EQ)=z=Z
dir, yani bir serbest gruptur. (Kato ve ark. 2000)

1.3.31. Onerme. k =0 altinc1 dereceden kokii olmayan bir tam say1 olsun. Q
cismi tizerindeki
E v =x+k (28)

eliptik egrisi “Mordell egrisi” olarak adlandirilir. Bu durumda

{o,(m,0)}=Z/2Z —k=m’#1,meZise
{0,(0,£n)}=Z/3Z k=n*#1LneZise
E(Q), = {0,(12,£36)} = Z/3Z k =-432 ise
{0,(2,13),(0,£1),(-1,0)} = Z/ 6Z k=1
{o} aksi takdirde

seklinde ifade edilir (Schmitt ve Zimmer 2003).

Simdi de (27) tipindeki denklemlerin tam say1 ¢dzlimlerini arayalim.
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1.3.32. Siegel Teoremi. 4,BeZ ve A=4A4’+27B> # 0 olmak iizere
E:y* =x"+ Ax+ B e Z[x]
eliptik egrisi yalnizca sonlu sayida tam sayi1 bilesenli P =(x,y) noktasina sahiptir.

(Mollin 2001)

1.4. Sonlu Cisimler Uzerinde Eliptik Egriler

E eliptik egrisi F sonlu cismi iizerinde tanimli olsun. x,y € F olacak sekilde
E izerindeki (x,y) ikilileri sonlu ¢oklukta oldugundan E(IF) sonlu bir gruptur.

Caligmalarimizda p asal iken F, sonlu cisim ve g = p", n>1 iken F, sembolii sonlu

cisim genislemesini temsil edecektir. Ilk olarak bazi1 &rnekleri inceleyelim.

1.4.1. Ornek. E£:y”* =x"+x+1 eliptik egrisi T, {izerinde olsun. E iizerindeki
noktalar1 saymak i¢in x ’in miimkiin olan degerlerinin bir listesini yapariz. Bu durumda
x’+x+1’in 5 modundaki karekokleri olan y degerlerini bulmus oluruz. Bu da E

uzerindeki noktalar: verir:

Cizelge 1.4.1

X | X+x+1 y Noktalar
0 1 +1 | (0,1),(0,4)
1 3 - -

2 1 +1 | (2,1),(2,4)
3 1 +1 | 3,1),(3,4)
4 4 +2 | (4,2),(4,3)
0 0 0

Bu yilizden E(IF;)’in mertebesi 9’dur. Kolay bir hesaplamayla E(F,)’in devirli

oldugunu ve (0,1) noktasi ile tiretildigini gosterebiliriz (Washington 2003)

1.4.2. Ornek. F, iizerinde E:y°=x’+2 eliptik egrisi olsun. Bu durumda

E(F,) ={0,(0,3),(0,4),(3,1),(3,6),(5,1),(5,6),(6,1),(6,6)} olur. Kolay bir hesaplamayla
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bu P noktalarinin tiimiiniin 3P =0 sartin1 sagladigin1 gorebiliriz. Bundan dolayr bu

grup Z, x7Z,’e izomorftur. (Washington 2003)

1.4.3. Teorem. E, F, sonlu cismi iizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda
belli n>1 ve n,n, 21 tam sayilan icin », |n, olmak lizere bu egri iizerindeki grup

yapist
EF)=Z, yada Z, xZ,

olur.

Ispat. Gruplar teorisindeki temel bir sonuca gdre i>1 igin n,|n,, iken sonlu
degismeli bir grup Z, xZ, x...Z, devirli gruplarnin direkt ¢arpimlarina izomorftur.
Her bir 7 i¢in Z, grubu mertebeleri n,’i bélen n, elemana sahip oldugundan
mertebeleri 7,’i bolen n" elemana sahip olan E(F,) egrilerini buluruz. 1.3.23. Teorem
geregi bu sekilde en g¢ok n’ tane nokta vardir. (F, nun cebirsel kapamsginda kalan

koordinatlara miisaade edilse bile). Bu yiizden »<2’dir. Bu arzu edilen sonuctur.

(=0 ise grup asikardir ve bu durum teoremdeki » =1 haline karsilik gelir.) o

1.5. Frobenius Endomorfizmi ve Siipersingiiler Egriler

1.5.1. Tamm. E\F , F  sonlu cismi ilizerinde bir eliptik egri olsun. ¢ -
Frobenius endomorfizmi ¢, : E — E

?,(x, ) =(x", "), ¢, (0)=0

olacak sekilde verilir.

1.5.2. Teorem. E\F, eliptik egri ve ¢, ¢ -Frobenius endomorfizmi olsun.

a) P e E olsun. Bu durumda
PeEl) < ¢, (P)=P

olur.
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b) (pq2 —tp,+q=0 olacak sekilde bir 7=¢ tam sayis1 vardir. Yani tiim
P e E ’ler i¢in
0, (P)~tg,(P)+q.P=0

dir. (Burada ¢ tamsayisi g -Frobenius endomorfizminin “izi” olarak adlandirilir.)

¢) g -Frobenius endomorfizminin izi t, E\F, eliptik egrisi lizerindeki rasyonel

noktalarin sayisini veren
#HE(F,)=q+1-t

formiiliinden bulunur (Schmitt ve Zimmer 2003).

1.5.3. Tammm. F, karakteristigi p olan sonlu cisim ve E\F, , F  izerindeki
nokta sayist #E(F, )=¢g+1-1 ile verilen bir eliptik egri olsun. Eger p|¢ ise bu egri

“stipersingiiler” olarak adlandirilir. Eger egri stipersingliler degilse “swradan

(ordinary)” olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle E[p]=Z , ise siradan, E[p]=0 ise

egri siipersingiiler olarak adlandirilir. Singiilerlik ile stipersingiilerlik birbirinden apayr1

kavramlardir.

1.5.4. Yardimer Teorem. Daha once tanimladigmmiz  F, izerindeki
E, :y" =x’+k Mordell egrisini ele alalim. Ayrica p asal p |6k ve p=2(mod 3)
olsun. Bu durumda E,\F, siipersingiilerdir ve #E, (F,) = p+1°dir (Schmitt ve Zimmer

2003).

Asagidaki sonug¢ sonlu cisimler iizerindeki bir eliptik egrinin singiiler olup

olmadigini ifade etmenin basit bir yolunu verir.

1.5.5. Onerme. FE\F, eliptik egri, ¢, p asalmn bir kuvveti ve
t=q+1-#E(F,)) olsun. Bu durumda E ’nin siipersingiiler olmasi igin gerek ve yeter

sart =0 (mod p) olmasidir. Bunun gergeklesmesi i¢in de gerek ve yeter sart

#E(F,)=1 (mod p) olmasidir. (Washington 2003)
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1.5.6. Sonug. Varsayalim ki p >5 asal olsun. Bu durumda FE ’nin siipersingiiler

olmasi icin gerek ve yeter sart £ =0 olmasidir. Bu durum igin de gerek ve yeter sart

#E(F,)=p+1 olmasidir. (Washington 2003)

1.5.7. Onerme. ¢ tek, g=2(mod 3) ve Be IFq* oldugunu varsayalim. Bu
durumda
E:y’=x+B

ile verilen E eliptik egrisi slipersingiilerdir (Washington 2003).

1.6. Rasyonel Noktalarin Sayisimin Hesaplanmasi

E\F, eliptik egri verilsin. (1) denkleminin (x,y) € F, xF, ¢dzimlerinin sayisini
ya da buna denk olarak E'(F,)’da ka¢ tane nokta oldugunu bulmak istiyoruz. x’in her
bir degeri i¢in y ’'nin en ¢ok iki degeri vardir. O halde sonsuzdaki & noktasi dahil bu

egri lizerinde en ¢ok 2¢+1 tane nokta vardir. Fakat rasgele segilen bir elemanin ikinci

dereceden bir kalan olma sans1 %50 oldugundan bu say1 yar1 yariya azalacak ve q+1

olacaktir.

Asagidaki teoremi E. Artin tezinde konjektiir olarak verdi. 1930’larda bu teorem

Hasse tarafindan ispatlanda.

1.6.1. Hasse Teoremi. £\F, eliptik egri olsun. Bu durumda
[#EF,)-(g+DI=1]<2q

olur (Washington 2003).

1.6.2. Teorem. E:y’ =x"+Ax+B eliptik egrisi F , sonlu cismi Uzerinde

tanimlansin. Bu durumda
x4+ Ax+ B
#EF)=q+1+ ) (——)

xe]Fq q

seklindedir.
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Ispat. x,€F, i¢in x;’+Ax,+B’nin g modundaki degeri sifirdan farkli ve
ikinci dereceden bir kalan ise, £ egrisini saglayan x, koordinath iki tane (x,y) ikilisi

vardir. Eger x,’ + Ax, + B nin ¢ modundaki degeri sifir ise egri iizerinde x, koordinath
tek nokta vardir. Fakat ikinci dereceden bir kalan degilse bu kosulda nokta yoktur. Bu

3
. +Ax+B . . .
yiizden x koordinati x, olan noktalarin sayisi 1+(L) tanedir. Bu ifadenin

tim x, € F, ’lar iizerinden toplamina sonsuzdaki nokta o’yu da eklersek nokta say1si

HE(F,)=1+ Z(1+(X3+AT“B))

xqu

olur. Sagdaki toplamdaki her bir terimden 1’i disariya alirsak bu sekilde arzu edilen

formiil elde edilir.o

1.6.3. Sonug. g tek iken 4,B eF, olmak iizere x’ + Ax+ B bir polinom olsun.

Bu durumda

|Z(X+ATX+B)|32\/E

+eF,
olur.

Ispat: x’ + Ax+ B ’nin kath kokii yoksa y” =x’ + Ax+ B denklemi bir eliptik
egri belirtir. O halde 1.6.2 Teorem geregi sunu sdyleyebiliriz:

_Z(x3 + Ax+ B

g+1-#E(F,) = )

erE‘q

Sonug Hasse teoreminden goriiliir. o

1.6.4. Ornek. F, iizerinde E:y” =x’+x+1 eliptik egrisi verilsin. 5 modunda

ikinci dereceden kalanlarin kiimesi, yani Q, = {1,4} ’tiir. Bu ylizden

4 3
#E(IFS)=5+1+Z(%X+1)
x=0
1 3 1 1 4
=6+)+ )+ +=)+(=
(5) (5) (5) (5) (5)
=6+1-1+1+1+1=9

olur (Washington 2003).
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E, F, sonlu cismi lizerinde tanimlanmis bir eliptik egri ise bu egri r =1, 2, ...

igin IFq, cisim genislemesi iizerinde de tanimlanabilir. O halde Fq, -noktalarini

incelemek de anlamldir. Yani y°=x’+Ax+B egrisinin cisim genislemeleri

tizerindeki ¢oziimlerini de inceleyebiliriz.

1.6.5. Tammm. E {izerindeki IE‘q, -noktalarinin sayist N, ile gosterilsin. (Bdylece

[, cismindeki nokta sayist N, =N dir). T bir degisken, E\F, bir eliptik egri olmak
lizere N, sayilarindan bir Z (T JE \IFq) “tiretme serisi” olusturulur. Q[[7']] deki formal

kuvvet serisi

Z(T;E\Fq)=eerrW

seklinde tanimlanir. Sagdaki serinin pozitif tamsay1 katsayili oldugu gosterilebilir. Bu
kuvvet serileri F, lzerindeki eliptik egrinin “zeta fonksiyonu” olarak adlandirilir ve

E ’ye karsilik gelen 6nemli bir kavramdir.

“Weil konjektiirii” (artik P.Deligne’nin bir teoremi de denilebilir) daha genel bir

durumda zeta fonksiyonunun ¢ok 6zel bir formu oldugunu belirtmektedir. Bir E\F,

eliptik egrisi i¢in Weil asagidaki sonucu ispatlamistir:

1.6.6. Weil Teoremi. F , g elemanh sonlu cisim, £\F, eliptik egri olsun. O

halde 7' degiskeninin Zeta fonksiyonu ¢ € Z iken

Z(T;E\Fq)_ﬂ (29)

(-T)A~-4¢T)
seklindeki bir rasyonel fonksiyondur. Bu ¢ sayisimin N = N, sayistyla iligkisi
N=g+1-t¢

seklindedir. Ayrica paydaki ikinci dereceden polinomun diskriminanti negatiftir.

Dolayisiyla da mutlak degeri 1 olan iki 1 ve 1 kokiine sahiptir (Koblitz 1994).

N a



60

1.6.7. Uyar1. (7)’nin paym (1-a7T)(1—- ST) seklinde yazip iki tarafin logaritmik
tiirevini alirsak ve E tizerindeki IF‘qr - noktalarinin sayis1 N, ile gosterirsek
N =q" +1-a" -f', r=12,..
seklindedir (Koblitz 1994).

1.7. Grup Mertebeleri Verilen Eliptik Egrilerin Yapisi

Bu béliimde bir eliptik egrinin eslenigi tanimlanmis ve sonlu cisimler {izerinde

grup mertebeleri verilen eliptik egrilerin grup yapilari ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

1.7.1. Tamm. E\F_, g = pk ve p>3 olmak tzere
E:y’=x"+ax+a,
basitlestirilmis Weierstrass denklemiyle verilen bir eliptik egri olsun. ikinci dereceden
kalan olmayan bir ¢ € F; sabiti i¢in
E :y'=x+ac’x+ac’

egrisine E ’nin “c-eglenigi (twist)” denir.

1.7.2. Onerme. E\F , bir eliptik egri ve £’ bu egrinin eslenigi olmak lizere

a) j(E)=j(E),
b) #E(F,)+#E'(F,)=2q+2.

Ispat. a) Bu kism1 hesaplamak oldukga kolaydir.
b) E egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayis1t N; = q+1+t ve eslenigi olan E’

egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayist N, = q+1-t oldugundan sonug goriiliir. O

1.7.3. Onerme. E, [F,’da (27) tipinde bir eliptik egri ve belli bir n tamsayisi
i¢cin
E(F)=7Z,xZ,
olsun. O zaman
a) g=n2+1 veya

b) g=n2tn+1 veya
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c)g=(ntl)
dir (Washington 2003).

Ispat. Hasse teoremine gore |¢|<2q iken n’=g+1-¢’dir. Bu Onermeyi
ispatlamak i¢in agagidaki yardimer teoremi kullanacagiz. Bu yardimci teorem ¢ ile ilgili

kesin bir sinirlama verir.

1.74. Yardimca Teorem. E, [ ’da (5) tipinde bir eliptik egri olsun.

#E(F)-(qg+1)=¢ seklinde tanimli ¢ Frobenius endomorfizminin izi igin

t = 2(mod n) >dir (Washington 2003).

t =2(mod n) oldugundan ¢=2+kn olacak sekilde bir k£ tam sayis1 vardir. Bu
durumda
nw=q+l-t=q-1-kn
olur. O halde ¢ = n” + kn+1"dir. Hasse teoremine gore

12+ kn|< 24/q
dur. Son esitsizlikte her iki tarafin karesini alirsak
A+kn+k’n® <4q=4(n" +kn+1).
elde ederiz. Bu yiizden |k[<2’dir. k=0,%£1,+2 degerleri 1.7.3 Onermedeki ¢

degerlerinin listesini verir. Bu da 1.7.3 Onermesinin ispatin1 tamamlar. o

1.7.5. Yardimcr Teorem. p=2(mod3) tek asal olsun. Be IFP* iken
¥ =x"+B (mod p) eliptik egrisi
EF,)=C,,

olacak seklinde p+1 mertebeli devirli grup yapisina sahiptir (Paillier 2000) .

Aslinda p =2(mod 3) yerine p =5(mod 6) da alinabilecegine dikkat ediniz.

1.7.6. Ornek. p=17 igin y*=x’+4’(mod 17) egrisi iizerindeki noktalar:
E(E7) = {(0’ 8)5 (07 9)’ (2’ 2)’ (2’ 1 5)’ (4’ 3)’ (4’ 14)9 (59 6)7 (59 1 1)’ (6’ 5)’ (67 12)’ (7’ 4)’ (7’ 13)’ (85 7)’
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(8,10),(11,1),(11,16),(13,0),0} seklindedir. Yani #E(FF,)=18dir. Bu egrinin grup

yapisida E(IF,)=C, olur.
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2. BACHET VE FREY DIOPHANT DENKLEMLERI

Birinci bolimde Weierstrass formundaki eliptik egrilerin birer Diophant
denklemi oldugunu gordiik. Bu boliimde bu denklemlerin iki 6zel sinifini ele alacagiz.
Bunlar Bachet Diophant denklemleri ve Frey Diophant Denklemleridir. Bu c¢alismada
Diophant denklemlerini sonsuz sayi cisimleri Uzerinde degil F, sonlu cisimleri
lizerinde yapacagiz. y° =x’ + Ax+ B eliptik egrilerinde uygun katsay1 ve degisken
degisiklikleri yapilmasiyla elde edilen bu denklemlerden Bachet Diophant denklemleri
y> =x +a’ seklinde ve Frey Diophant Denklemleri y* =x’ —n’x seklinde ifade

edilir.

2.1. Bachet Diophant Denklemleri

p asal iken karakteristigi 2 ve 3’ten farkli olan F, sonlu cisminde tamimli
basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki
E:y*=x+Ax+B (4,BeF,,B+0)
denklemini ele alalim. 4 =0 durumunda elde ettigimiz denklem
y2 =x'+B
“Bachet Diophant denklemleri” (ya da Mordell denklemleri) olarak adlandirilir. Bu
calismada F, sonlu cisminde B = @’ durumundaki
Y =x+a (ae Iﬁ‘p*) (30)
Bachet Diophant denklemlerini inceleyecegiz. Bu bdliimde verilen Orneklerde

denklemlerin ¢oziim sayisinin hesaplanmasinda Maple ve Visual Basic programlar

kullanilmistir. Burada ilk olarak su iki 6nemli sonucu verebiliriz.

2.1.1. Sonuc. ¥’ =x’ +a’ (mod p) Bachet Diophant denklemi icin j -degismezi

j =0 ve diskriminant1 A =-27.16.a° bulunur.
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2.1.2. Sonu¢. p=5 (mod 6) asal iken y° =x’ +4a’ (mod p) Bachet Diophant

denkleminin saglayan noktalarin iizerinde bulundugu egri “siipersingiiler” dir.

p=1(mod 6) iken ise “siipersingiiler” degildir.

Bu kisimda Bachet Diophant Denklemlerinin ¢6ziim sayilart ve bu ¢éziimlerin
elde edilmesiyle ilgili bazi sonuglar ortaya koymaya calisacagiz. Ayrica iiglincii

dereceden kalanlar yardimiyla ¢oziimlerin sayisini formiillestirecegiz.

2.2. Bachet Diophant Denklemlerinin Coziimlerinin Hesaplanmasi

Simdi (30) denklemini ele alalim ve bunu E, ile gosterelim. £, denkleminin

¢6zimi olan [ -rasyonel noktalarin kiimesini £, (F,), bu noktalarm sayisini yani
. . . 2 _ .. -

#E,(F,) sayism N, ile gosterelim. y” =u (mod p) denklemini saglayan noktalarin

sayisinin [+ y(u) oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla 3’ =x’+a’ (mod p)

denklemini saglayan noktalarin sayisi sonsuzdaki noktayla beraber Hasse teoreminden

N, =1+ > 1+ x(x’ +a’))

xe]Fp

=p+1+ z;((x3+a3)

xelF,

seklinde ifade edilir. (30) denkleminin Z, cisminde en ¢ok 2p+1 tane ¢dziime sahip
oldugu kolayca goriilebilir. Yani x,yeZ, iken 2p tane (x,y) swal ikilisi ile birlikte
sonsuzdaki nokta (30) denklemini saglar. Bunun sebebi her bir xeF, i¢in en ¢ok iki

tane y € F, vardir ve bunlar (30) denklemini saglar.

Ancak F ’nin tim elemanlar ikinci dereceden kalan degildir. Aslinda
Fp* =F, \{0} daki elemanlarin sadece yaris1 ikinci dereceden kalandir. Bundan dolay:

E,(F,) deki noktalarin sayisinin en ¢ok p+1 tane olmasi beklenir.

O halde [, cisminde £, denkleminin ¢6ztim sayisinin daha kesin formiili

Np,a=p+1+2;((x3+a3) (31)

xe]Fp
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seklindedir.

Simdi sadece p=1(mod 6) durumunu ele alacagiz. y° =x’+a’ denkleminin

¢dziim sayisina yonelik bazi hesaplamalara baslayalim. 11k olarak ¢dziim sayisini ikinci

dereceden kalanlar yardimiyla yeniden ifade edecegimiz su teoremi verelim:

2.2.1. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. y° =x’ +a’ (mod p) denkleminin

¢Oziimleri olan (x, y) rasyonel noktalarinin sayisi

4+ p(x)

xe]Fp

toplamina esittir ve burada

]2 (X +a’)=1
p(X)_{O 7 +a’) =1

ile verilir. Formiildeki dort ¢oziimden iicli asikdr yani y =0 durumundaki (x,y)

ikilileri, dordiinciisli ise sonsuzdaki nokta olarak adlandirilan noktadir. Ayn1 zamanda

denklemin ¢ézliimiindeki y degerlerinin toplami da p ’ye esittir.

Ispat. x=0,1,2,.., p—1(modp) icin p°=x’+a’(mod p) denkleminin
¢dziimii olan (x,y) ikililerinin ikinci bileseni olan y degerlerini bulalm. Eger y* € 0,
ise yeU, 'nin iki degeri vardir. Bu degerler x; ve p—x,’dir. Eger y=0 ise
@ +w+1=0 olmak iizere x=-a, x=-wa ve x=-w’a gibi ii¢ nokta daha vardir.
(Burada p=1(mod 6) i¢cin @eF, ’dir.) Bu l¢ deger aslinda a,am,aw’ "nin farklh

dizilisinden bagka bir sey degildir. Son olarak sonsuzdaki nokta da goz oniine alinirsa

toplam 4 ¢6ziim elde etmis olunur. O halde sonug¢ buradan ¢ikar.

p=5 (mod 6) asal iken de y’=x’+a’(mod p) denkleminin ¢dziimii olan

(x, y) noktalarinin sayisi

1+, p(x)

xer

toplamina esittir ve burada



66

2 L y(xX+a)=1
px)=41 , x(x’+a’)=0
0 ,y(x+a’)=-1
seklinde tanimlanir. Formiildeki 1 sayis1 sonsuzdaki noktay: ifade etmektedir. Ayrica

y°=x"+a’ (mod p) Bachet Diophant denkleminde p=35 (mod 6) asal olmasi

durumunda p+1 tane ¢éziimiin var oldugu bilinir..

2.2.2. Ornek. y° =x’ +2° (mod 13) Bachet Diophant denkleminin asikar dort
¢oziimii  (7,0),(8,0),(11,0) ve @ dur. Ciinkii y=0 almirsa 0=x’+2’(mod 13)
denkleminde x in sirasiyla 7, 8 ve 11 degerleri bulunabilir ve bunlara bir de sonsuzdaki
nokta olarak adlandirilan @ eklenirse asikar ¢oziimler bulunmus olur. Diger ¢oziimler

ise formiilden s0yle hesaplanabilir.

0, =141,3,4,9,10,12} oldugundan

. p(x) = p(0)+p()+ p(2)+ p(3) + p(4) + p(5) + p(6) + p(7) + p(8)

xe]Fp

+p(9)+ p(10)+ p(11) + p(12)
=0+2+24+240+24+2+0+0+2+0+0+0
=12

443 p(x)=16

xelF,

dir. O halde bu egri lizerinde toplam 16 tane nokta bulunur.
Hasse’nin teoremi yardimiyla verilen sonucu, ikinci dereceden kalanlar yerine

p modundaki ti¢lincii dereceden kalanlar yardimiyla yeniden ifade edebiliriz.

2.2.3. Teorem. p =1 (mod 6) bir asal olsun. ¢ = y* —a’ olsun. Buna gore

0 te_pr
f@)=41 p|t
3 teK;

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu takdirde y’ =x’+a’(mod p)denkleminin

¢Ozim sayist

1+ ()
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toplamiyla verilir ve toplam tiim y € F, ler i¢in aliir. Formiildeki 1 sayisi sonsuzdaki

nokta i¢indir.

Ispat. p|t olsun. Bu takdirde x’=¢ (mod p) kongriiansi x’ =0 (mod p)
haline gelir. O zaman tek ¢oziim x =0 (mod p) olmasidir. Dolayisiyla f(¢) =1 dir.
Ikinci olarak ¢ K , olsun. Buna gore ¢ tgiincii dereceden kalan degildir ve
x’ =t (mod p) kongrilansinin ¢dziimii yoktur. e K p* ise p=1(mod 6) ve

(p—1,3)=3 oldugundan x’ =¢ (mod p) kongriiansi ii¢ tane ¢dziime sahiptir.

2.2.4. Ornek. »*=x’+6’ (mod 13) Bachet Diophant denkleminin ¢oziim

sayisint liglincili dereceden kalanlar yardimiyla verdigimiz formiilden soyle hesaplariz:

K, ={0,1,5,8,12} vet=y’—a’ (yeF,) oldugundan

L+ SO =1+ f5)+ f(0)+ fO)+ fU)+ f®)+ f(4)+ f(2)+ f(2)+ [ (4)

+f@®)+f(M+ 9+ f(6)
=1+3+0+0+3+3+0+0+0+0+3+3+0+0
=16

dir. O halde bu denklemin ¢6ziim kiimesil6 nokta bulundurur.

Simdi (30) denkleminin ¢6ziimii olan noktalardan apsisi 0 olanlar1 ele alalim.

2.2.5. Teorem. p=1 (mod 6) bir asal olsun. y° =x’ +a’(mod p) denkleminin

¢oztimleri arasinda a € O, iken x=0(mod p) olan iki tane (x,y) swral ikilisi vardir.

Eger a ¢ Q, ise egri lizerinde x =0(mod p) olan (x,y) siralt ikilisi yoktur.

Ispat. x=0 (mod p) igin, y* =a’(mod p) olur. Bu kongriiansin ¢dziimiiniin

3
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (a—j :(2] =1 olmasidir. Yani a’nin p modunda

p p

ikinci dereceden kalan olmasidir.

2.2.6. Ornek. x=0 (mod 13) igin 4e€Q,, oldugundan y’=x’+4’(mod 13)

denkleminin ¢ozlimleri arasinda (0,5),(0,8) siwrali ikilileri vardir. Fakat 5¢Q;,
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oldugundan y* =x’ +5° (mod13) denkleminin ¢oziimleri arasinda x =0 (mod 13) igin

y degerleri mevcut degildir. Yani (0, y) ikililerini bulmak miimkiin degildir.

Bundan baska @ =0,12,...,p—1(mod p) ve p=1(mod 6) bir asal iken
¥’ =x’ +a’ (mod p) denklem sisteminin toplam ¢dziim sayisini ele alalm. (a, p)=1

iken y’ =x’+a’ (mod p) denkleminin ¢6ziim sayisiin uygun bir k tam sayisi igin

p+1-2k yada p+1+2k tane oldugunu biliyoruz.

Simdi de E, denklem sisteminin ¢dziim sayilariin toplamu ile ilgili su sonucu

verelim:

2.2.7. Teorem. p=1(mod 6) bir asal ve I<a<p-1 olsun. N, , =#E (F,)

olsun. O zaman

-1

N =p*—1

p.a

]

IS}
1l
—_

dir.

Ispat. 1<a<p-1 icin (a,p)=1 oldugunu biliyoruz. O zaman p modunda

a’x’ elemanlarn kiimesi ile x’’lerin kiimesi aynidir. Bu durumda

DYy +a’)=) y(@’x +a’)

xelF, xelF,

= 2(a@). ), x(x¥ +1)

xeF,

olur. (30)’e gore
Np,a _p_l = Z(a3)'(Np,l _p_l)
alabiliriz. Her iki tarafin da 1°den p —1’e kadar olan toplamin1 aldigimizda
p-1 p-1
3
2N, = p=1=2 (@) (N, = p=1)
a=1 a=l1

olur. O zaman her iki taraf da 1 veya -1 oldugu i¢in y(a’)= y(a) oldugunu kullanirsak
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]

N,,.—

-1 p-1
a=

1l
—_

a 1

(p+D=(N,, - p-D.Y 7(a")

~ (N, =P =Y £(@)

ifadesini elde ederiz. Sonug olarak biliyoruz ki

p-1
> x(a)=0
a=1
dir. Buradan da
p-1
2
N pa =D -1

olur.

2.2.8. Ornek. y’ =x’+a’(mod 13) Bachet Diophant denklemini ele alalim.

a=1 igin N, ,=p+1+) y(x’+a’) formiliinden N, =13+1+ > y(x’+1’)=12
xelF, xelF,

dir. Benzer gekilde N;, =16, N,;, =12, N,;, =12, N, =16, N, =16, N, =16,

Npyg=16, Ny, =12,N; =12, N;,, =16, N, =12 olur. Sonug olarak

12
D> N, =13*-1=168 olur.
a=1
2.2.9. Sonug. F, cismi lzerindeki Bachet Diophant denklemlerinin ¢6zim

sayilariyla ilgili tiim sonuglar, » >1 dogal sayilar i¢in IFP, cismine genellestirilebilir.

(Demirci ve ark. 2005)

2.3. Frey Eliptik Egrileri

p asal iken karakteristigi 2 ve 3’ten farkli olan F, sonlu cisminde taniml

basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki
E:y*=x"+Ax+B (4,BeF,,4+0)

denklemini ele alalim. F  sonlu cisminde 4 = —-n’ ve B =0 durumunda elde ettigimiz

2 _ .3 2 *
y=x-n'x (neF,)
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“Frey Diophant denklemleri” ni inceleyecegiz. Bu bolimde de verdigimiz
orneklerde ¢6ziim sayisinin hesaplamalarinda Maple ve Visual Basic programlari

kullanilmastir.

Burada ilk olarak Bachet Diophant denklemlerin de oldugu gibi su iki 6nemli

sonucu verebiliriz.

2.3.1. Sonu¢. y°=x’—n’x(mod p) Frey Diophant denkleminin igin j-

degismezi j=1728 ve diskriminanti A = 64.n° dir.

2.3.2. Sonu¢. p =3 (mod 4)asal iken y’ =x’—n’x(mod p) Frey Diophant
denkleminin ¢6ziimii olan (x, y) ikililerinin ilizerinde bulundugu eliptik egri

“stipersingiilerdir”. p =1 (mod 4) iken ise “siipersingiiler degildir”.

Bu boliimde Frey Diophant denkleminin ¢6ziim sayilart ve bu denklemin
¢oziimii olan (x, y) ikililerinin apsisleri toplami ile ilgili bazi sonuglar elde etmeye

calisacagiz.

2.4. Frey Diophant Denklemlerinin Coziim Sayilarinin Hesaplanmasi

Simdi y° =x’—n’x denklemini ele alahm ve bunu E, ile gosterelim. E,

denkleminin F, -rasyonel noktalarmin kiimesini £,(F,), bu noktalarin sayisim yani
#E, (F,) sayism N, ile gosterelim. y* =u (mod p) denklemini saglayan noktalarin

sayisinin  /+ y(#) oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla y’ =x’ —n’x(mod p)

denklemini saglayan noktalarin sayis1 sonsuzdaki noktayla beraber Hasse teoreminden

N,, =1+ z (1+ y(x* —n’x))

xelF,

=p+1+ Z;((x3—n2x)

xelF,
seklinde ifade edilir. y’ =x’—n’x denkleminin Z, cisminde en ¢ok 2p+1 tane

¢oziime sahip oldugu kolayca goriilebilir. Yani x,yeZ, iken 2p tane (x,y) swrali
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ikilisi ile birlikte sonsuzdaki nokta y’ =x’ —n’x denklemi saglar. Bunun sebebi her bir

x €F, igin en ¢ok iki tane y € [, var olmasidir.

Ancak F, ’nin tim elemanlarn ikinci dereceden kalan degildir. Aslinda
Fp* =F, \{0} *daki elemanlarin sadece yaris1 ikinci dereceden kalandir. Bundan dolay1
E, (F,) *deki noktalarin sayisinin en ¢ok p+/ tane olmasi beklenir.

O halde F, cisminde £, denkleminin ¢dziim sayisinin daha kesin formili

Np’n :p+1+2;((x3—n2x)

xel,

seklindedir.

y’ =x’ —n’x {izerindeki noktalarin sayisina ydnelik bazi hesaplamalara

baslayalim. ilk olarak su teoremi verelim:

2.4.1. Teorem. p bir asal olsun. ne€F, i¢in p—1 tane y’ =x’—n’x (mod p)

Frey Diophant denklemi vardir.

Ispat. Sabit bir n degeri alahm. Eger x=0 (mod p) ise y=0 (mod p) olur.
x=n (mod p) ve x=p—n (mod p) degerleri de ayn1 denklemi verir. Dolayisiyla ispat

biter.

2.4.2. Ornek. p =7 olsun. n €T, i¢in 6 tane Diophant denklemi vardir. Bunlar

Yy =x"=Fx (mod 7), Y =x’=2°x (mod 7), Yy’ =x"=3x(mod7),
Y =x"—4’x (mod 7), Y =x’ =5’ x (mod 7) ve ¥’ =x’ —6°x (mod 7)
denklemleridir

p—1

2.43. Teorem. p bir asal olsun. /<n<p-1 olmak iizere

tane

birbirinden farkli y° = x’ —n’x (mod p) Frey Diophant denklemi vardur.
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Ispat y’ =x’ —n’x (mod p) denkleminde y=0 ise x=0, x=n ve x=p—n
bulunur. /<n<p-1 i¢in n ve p-n aym denklik sinifinda olduklar icin, 2.4.1.

p—1

Teorem geregince p-I tane Frey Diophant denkleminin tam yaris1 kadar, yani

tane farkli denklem vardir.

2.4.4. Ornek. p=5 olsun. /<n<4 olmak iizere %:2 tane birbirinden

farkli Diophant denklemi vardir. Bunlar ise y°=x’-I’x=x’-4’x (mod 5) ve

Yy =x"-2’x=x"-3"x (mod 5) denklemleridir.

2.4.5. Teorem. p bir asal olsun. 3y’ =x’—n’x (mod p) denkleminin
¢oziimlerinde bulunan (x, y) nokta ikilisinin apsisleri ayni olan rasyonel noktalarin

ordinatlar1 toplami p’dir.

Ispat. y° =x’ —n’x (mod p) denkleminde x ’in 0, n ve p-n’den baska p-3 tane
degeri vardir. O zaman bu x’ler igin y° =x’ —n’x (mod p) denkleminin ¢dziimleri
icinde ya 2 tane y degeri vardir ya da hi¢bir y degeri yoktur. Eger 2 tane y degeri

varsa bunlarin toplaminin p oldugu agiktir.

2.4.6. Ornek. )’ =x’—2°x (mod 7) denklemini ele alalm. Bu denklemin
¢oziimii olan (x,y) ikilileri (0,0), (2,0), (5,0), (1,2), (1,5), (3,1) ve (3,6) dur.
Burada apsisleri ayn1 olan noktalarin ordinatlari toplami 7°dir.

y°=x'—n’x denklemi iki durumda farkhiik gostermektedir. Bunlar

p=1(mod 4) ve p=3 (mod 4) oldugu durumlardir.

2.5.p=1 (mod 4) Asal iken Frey Diophant Denklemlerinin Coziimleri

p’nin 4 modunda 1’e denk oldugu durumda, y°=x’-n’x denkleminin

¢Oziimii olan nokta ikililerinin 6zellikleriyle ilgili elde edilen sonuglar1 verelim.
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tane

2.5.1. Teorem. p =1 (mod 4) asal olsun. /<n< p—1 olmak iizere P

p—1

2 _ .3 2 . . .. .
vy =x"—n"x (mod p) denkleminin tanesinin her birinde x € @, olan iki nokta,

diger yarisinda da x € Q', olan iki nokta vardir.

Ispat. y° =x’ —n’x (mod p) denkleminde y =0 i¢in x=0, x=n ve x=p—n

p—1

olur. neQ, ise p—-neQ, olacagindan xe(Q, olur ki ‘Qp‘ = oldugundan

p—1

buradaki n’lerin sayis1 O, ’nin eleman sayisi kadar olur. O halde tane farkli egri

olur. neQ, ile p—ne @, aym egride yer aldigindan tam (pT_Ijé iy 4 ;] tane egri

x € 0, elemanina sahiptir. Diger yarisi da benzer sekilde bulunur.

p-1 =6 tane

2.5.2. Ornek. p=13 olsun. /<n<I2 olmak iizere 5

p_

¥’ =x" —n’x (mod 13) denkleminin ! =3 tanesinin her birinde xe @, olan iki

nokta, diger yansmda da xe(Q', olan iki nokta vardir. p=13 i¢in
0, = {1,3,4,9,10,12} *dir. Yy =x-Fx=x"-12"x (mod 13) denkleminin
¢oziimlerinden (/,0) ve (12,0) ikililerinin apsisleri olan 1,12 € Q, tiir.
Yy =x"=3x=x-10"x (mod 13) denkleminin ¢6ziimlerinden (3,0) ve (10,0)
nokta ikilileri igin 3,10 € O, tiir. y°=x’-4’x=x’-9’x (mod 13) denkleminin

cozlimlerinden (4,0) ve (9,0) nokta ikilileri i¢in 4, 9 € Q,, ’tiir.

2.5.3. Teorem. p=1(mod 4) bir asal olsun. Bu takdirde x’ =¢ (mod p)

denkliginin x tam say1 ¢ézlimlerinin toplami p modunda sifira denktir.
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Ispat x ’=1(mod p) denkliginin ¢oziimleri x=1,®,®"> (mod p) dir ki burada

o= _1+T\/§1 birimin kiip kékiidiir. Genel olarak x *=¢ (mod p) ’nin ¢dziimleri x, bir

zel ¢oziim olmak iizere x = x,,x,,x,0° (mod p) dir. Gergekten de
(x,0) =x,’w,’ =x,> =t (mod p)
ve ayni sekilde
(x,0°) =x,’ 0" =x,’(@’)’ =x,> =t (mod p)
dir. Dolayisiyla bu ¢éziimlerin toplami
X, + X, 0+ X,0° =X, +x,0+x,(—1— @) =0

dir. Eger ¢6ziim yoksa toplam 0 olarak diisiiniilebilir.

2.54. Teorem. p=I1(mod4) bir asal olsun. 3’ =x’—n’x (mod p)

denkleminin ¢6ziimii olan (x, y) siral ikililerinin sayisi

1+ p(x)

xe]Fp
toplamina esittir ve burada
2 L y(xX’=n*x)=1

p()={1 , 2(=n’x)=0
0 ,y(x’—-n’x)=-1

seklinde ifade edilir. Ayn1 zamanda bdyle y degerlerinin toplami da p ’ye esittir.
Ispat p =1 (mod 4) asal oldugundan sonug kolayca goriiliir.

2.5.5. Ornek. y’ =x’—10°x (mod /3) Frey Diophant denkleminin ¢oziimii
olan sekiz nokta ikilisi (0,0), (3,0), (10,0), (2,4), (2,9), (11,6), (11,7) ve o’dur.
0,,=113,4,9,10,12} oldugundan

D p(x) = p(0)+ p(D)+ p2)+ p3)+ p(4) + p(5) + p(6) + p(7) + p(8)

xel;
+p9)+ p10)+ p(1D)+ p(12)
=1+0+2+1+0+0+0+0+0+0+1+2+0
=7
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1+ p(x)=8

xel;

dir. O halde bu denklemin toplam 8 tane ¢6ziimii vardir.

2.5.6. Teorem. p=1(mod4) bir asal olsun. y°=x’—n’x (mod p)
denkleminin ¢dziim sayis1 #E,(F,)=N,, olsun. r,s€Z, r tek ve s ¢ift, p=r’+s’

olmak tuzere

a) r+s=1(mod 4) ise
jyneQ, ise N, , =p+1-2r
i) neQ', ise N,, =p+1+2r
b) r+s=3(mod 4) ise
jyneQ, ise N, =p+1+2r
i) neQ', ise N, , =p+1-2r

dir.

2.5.7. Ornek. p=17 olsun. y’=x’—-4’x(mod /7) Frey Diophant
denkleminin ¢6ziimii olan 16 nokta (0,0), (4,0), (13,0), (1,6), (I,11), (3,8), (3,9),
6,0, (6,16), (11,4), (11,13), (14,2), (14,15), (16,7),(16,10) ve o’dur.

r tek ve s ¢ift tamsay1 olmak iizere p=7’+s’ =17 =1"+4" oldugundan r =1
ve s =4 bulunur. ¥ +s=171+4=1(mod 4) ve n=4¢€(Q,, oldugu i¢in

Ny,=p+1-2r=17+1-2.1=16

nokta sayist 16 olarak bulunur.

2.5.8. Teorem. p =3 (mod 4) asal olsun. y’ =x’ —n’x (mod p) denkleminde

p—1

a)eger neQ, ise tane x € O, degeri,

p+1

b) eger ne Q, ise tane xeF \Q, degeri,

¢)eger ne (', ise P~ tane x e O, degeri,
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d)eger ne Q') ise

+1 .
p2 tane xeF \Q, degeri,

vardir.
Ispat. Asikardir.

2.5.9. Ornek. p=11 olsun. y’ =x’—3°x (mod//) denkleminin ¢dziimii olan
say1 ikililerinin arasinda (0,0), (1,0), (10,0), (4,4), (4,7), (6,1), (6,10), (8,3),
(8,8), (9,4) ve (9,7) vardir. y° =x’ —7°x (mod/I) denkleminde ise (0,0), (4,0),
7,0), (2,3, (2,8), (3,1), (3,10), (5,1), (5,10), (10,2) ve (10,9) nokta ikilileri
¢ozlimler arasinda yer alir. Simdi n degerlerinin Q,,’de bulunup bulunmadigina gore
x’in ka¢ tane degerinin (,,’de bulunup bulunmadigma bakalim Q,, ={1,3,4,5,9}
oldugundan y° =x’ —3’x (mod//) denkleminin ¢dziimleri olan (1,0), (4,4), (4,7),
(9,4) ve (9,7) sayr ikilerinin apsisleri, Q,,’de yer alr. (0,0), (10,0), (6,1),
(6,10),(8,3) ve (8,8) nokta ikililerinin apsisleri ise yer almaz. Teoreme gore

p—1

n =3 e Q,, oldugundan, gercekten de =5 tane xeQ, degeri ve ptl =6 tane de

xelF \Q, degeri vardir. y =x’=7’x (mod1l) denklemi icin ise (4,0), (3,]),
(3,10), (5,1) ve (5,10) noktalarmin apsisleri, Q,,’de yer alir. (0,0), (7,0), (2,3),
(2,8), (10,2) ve (10,9) noktalarinin apsisleri ise yer almaz. Teoremin ifadesine gore,

p_

! =5 tane xe @, degeri ve

n=7¢(Q,, oldugundan, p;—l =6 tane de xeF,\Q,

degeri vardir.

2.5.10. Teorem. p =3 (mod 4) asal olsun. Eger n e Kp* ve y=0 (mod p) ise

¥y’ =x’ —n’x (mod p) denkleminde apsisleri K , de kalan 3 say1 ikilisi vardur.

Ispat.  y=0(mod p) olsun. O zaman x’=nr’x(modp) ve
x(x—n)(x+n)=0 (mod p) olur. Buradan x=0 (mod p), x=n(mod p) ve

x=p—n (mod p) elde edilir. Tiim ¢éziimlerin K, de oldugu asikardir.
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2.5.11. Ornek. p =19 olsun. y’ =x’—71/°x (mod/9) denklemini ele alalim.

Bu denklemin ¢6ziimii olan (0,0), (/,0) ve (18,0) nokta ikililerinin ordinatlar1 0’dir.

K, ={0,1,7,8,11,12,18} oldugundan bu noktalarm apsislerinin K ,’de oldugu goriiliir.

2.5.12. Teorem. p=3(mod4) bir asal olsun. y’=x’—n’x (modp)

denkleminin ¢6zlimii olan noktalarin apsisleri toplami

Z (l+;(p(x3 —n’x)).x

erFp

formiiliiyle ifade edilir.

Ispat.

1 x’=t (mod p) ¢éziimii var ise

2,()=40 plt
-1 x’=t (mod p) ¢oziimii yok ise

seklinde tanimlandigindan 1+ y,(#)=0,1 ya da 2 oldugunu biliyoruz. y=0 (mod p)

iken x’—n’x=0 (mod p) dir ve p|0 iken y,(x’—n’x)=0 dir. Denklemin ¢dziimii

olan her bir (x,0) noktas1 i¢in (1+0).x =x toplama eklenir. x’ —n°x =t olsun. (ij =1
P

ise ¢Oziim olan her bir (x, y) nokta i¢in (x,—y) noktasi da bir ¢éziimdiir. Boylece her

bir ¢ i¢in (1+1).x =2x toplama eklenir. Sonug olarak (ij =—1ise x’ =¢ (mod p) ’nin
p

hi¢ ¢6ziimii yoktur ve boyle (x, y) noktalart i¢in (1+(—1)).x =0 olusu toplamla ¢elisir.
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3. BACHET VE FREY DIOPHANT DENKLEMLERININ GRUP YAPILARI

3.1. Giris

2. boliimde gordiiglimiiz iki tiir Diophant denkleminin ¢éziimleri kiimesindeki
toplama islemine gore bir toplamsal abelian gruptur. Bu bdliimde bu iki Diophant

denklem tiiriiniin ¢dziimlerinin olusturdugu gruplarin yapisini inceleyecegiz.

3.2. Bachet Diophant Denklemlerinin Grup yapilarn

p asal olsun. ae]Fp* =F,—{0} iken E, Bachet Diophant denkleminin grup
yapisini inceleyecegiz. Bunu yaparken birinci béliimde bulunan “ p =2 (mod 3) tek asal
olsun. B e Fp* iken y* =x’+ B (mod p) denklemi

EF)=C,,
olacak sekilde p+1 mertebeli devirli grup yapisina sahiptir. (Paillier 2000)” yardimci

teoreminin ifadesinden faydalanacagiz.

Aslinda p=2(mod 3) yerine p=5(mod 6) da alinabileceginden dolay1 bu

yardimel teoremi kullanabiliriz. E,(F)=C, |,

p+1 mertebeli devirli gruptur. Fakat
p=1(mod 6) ise E,(F,)’nin grup yapisiu veren bilinen bir sonu¢ yoktur. Bu
boliimde, p=1 (mod6) iken E,(F,) nin grup yapisini inceleyecegiz. Bu grubun, C, ve

C ~ devirli gruplarmin bir direkt carpimina izomorf oldugunu gdsterecegiz. Yani

m,n € Z igin
E(F)=Z,%xZ,,
dir. Ayrica nokta sayisi, mertebe ve Frobenius endomorfizminin izi ile ilgili bazi

sonuglari elde etmeye calisacagiz. E, (F,) nin mertebesini daha 6nceden N, , ile

gosterdik. Verecegimiz sonuclarin ifadesini kolaylastirmasi agisindan bundan sonra

N, , yerine bazen N kullanacagiz. Nokta sayisini
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N=n'm=p+1-t

seklinde ifade edecegiz. Burada ¢, Frobenius endomorfizminin izidir.

3.2.1. Teorem. E, eliptik egrilerinin belirttigi Diophant denklemleri i¢in
N=n’m=p+1-t
seklinde ifade edilirken a € O, olursa #>0 ve diger durumda 7 <0 dir. (Yildiz ve ark.

2005)

3.3. CyxCphm Formundaki Grup Yapisina Uyan Bachet Eliptik Egrileri

E, eliptik egrilerinin belirttigi Diophant denklemlerini ele alalim. Bu durumda
geQ p' icin
yi=x+g’a’
kongriians denkligi y*=x’+a’ kongriians denkliginin eslenigi olarak tanimlanir.
Burada a€Q, ise gae Qp' ve aeQ p' ise ga € O, seklindedir. (23) tipindeki herhangi

bir denklem ile esleniginin ¢ ’lerinin igaretlerinin farkli oldugunu goéstermek kolaydir. O

halde asagidaki teoremi verebiliriz:

3.3.1. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. (23) tipindeki denkleminin
¢oziimlerinin olusturdugu n’m = p+1-¢ mertebeli C,xC, grubuna izomorf ise bunun

eslenigi 7°s = p+1—¢ mertebeli C, xC, grubuna izomorftur.(Yildiz ve ark. 2005)

3.3.2. Ornek. y’=x"+2’(mod 577) kongriians denkligini ele alalim. Bu
denklemde 2e€ (g, , N, =624 ve ¢oziimlerin olusturdugu grup yapist C,xC,, dir.
N=n’m=p+1-t bagintisina gore 624=4°39=577+1—-t iken t=-46 olur.
¥’ =x"+10° (mod 577) kongriians denkligi i¢in ise, 10 € Ql,,, Ny, ,, =532 ve grup
yapisi C, x C,., dir. Nokta sayis1 formiiliine gére 532 =2°133=577+1-¢ iken ¢=46

bulunur.
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3.3.3. Teorem. a) p=1(mod 12) bir asal olsun. Bu durumda ¢=2 (mod 12)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =0 (mod 12) ve 1 =10 (mod 12) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart N =4 (mod 12) olmasidir.

b) p=7 (mod 12) bir asal olsun. Bu durumda ¢ =4(mod 12) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart N =4(mod 12) ve ¢=8(mod 12) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
N =0(mod 12) olmasidir.

Ispat. a) p=1 (mod 12) bir asal olsun. Bunu n€Z iken p=1+12n seklinde
yazabiliriz. t=2 (mod 12)’den meZ olmak fiizere ¢=2+12m seklinde ifade

edebiliriz. Bunlar1 nokta sayis1 formiiliinde yerine koyarsak
t=2(mod 12) & N=p+1-¢
=1+12n+1-(2+12m)
=12(n—m)
< N =0 (mod 12)
ve benzer olarak
t=10(mod 12) > N=p+1—t¢
=1+12n+1-(10+12m)
=-8+12(n—m)
< N =4 (mod 12)

elde edilir. b) sikki1 da benzer yolla ispat edilir.

3.3.4. Ornek. p=1297=1(mod 12) bir asal iken y*>=x’+123’(mod 1297)
kongriians denkligini ele alahm. N, ,; =1252 ve t=46=10 (mod 12)dir. Ayrica
1252=4 (mod 12) dir. y*=x"+42’(mod 1297) kongriians denkligi igin ise
Nirgr 4o =1344 ve t=-46=2 (mod 12) dir. Ayrica 1344 =0 (mod 12) dir.

p=1 (mod6) asal iken Bachet Diophant denklemlerinin ve bunlarmn

esleniklerinin ¢ozlimleri olan noktalarin olusturdugu grup tablosu asagida verilmistir.



81

p<127 Asal Ve p=1 (mod6) Icin Bachet Eliptik Egrilerine Karsihk Gelen

Diophant Denklemlerinin Ve

Esleniklerinin Coziimleri

Olan Noktalarin

Olusturdugu Gruplarin Mertebe, Eleman Sayilar1 Ve Grup Yapis1 Tablosu

p=7 Mertebe Eleman sayis1 Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2
6 6
C,xC, C,xC,
p=13 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 3 2
6 6
p=19 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 7 6
6 6 14 18
C,xCy » CyxCy
p=31 Mertebe Eleman sayis1 Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
7 6 3 8
14 18 6 24
C 2 x C 14 C 6 x C 6
p=37 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
7 6 3 2
14 18 4 12
6 6
12 24
C 2 x C 14 C 4 x C 12
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p=43 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 8 13 12
6 24 26 36
C,xC, C, xC,
p=61 Mertebe Eleman sayis1 Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
19 18 3 2
38 54 4 12
6 6
12 24
C 2 x C 38 C 4 x C 12
p=67 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 13 12
6 4 26 36
7 6
14 18
21 14
42 36
C 2 x C 42 C 2 x C 26
p=73 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 4 12
6 6 8 48
7 6
14 18
21 12
42 36
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p=79 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 19 18
6 6 38 54
7 6
14 18
21 12
42 36
C 2 x C 42 C 2 x C 38
p=97 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 4 12
6 6 7 6
7 6 14 18
14 18 28 72
21 12
42 36
C 2 x C 42 C 4 x C 28
p=103 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
3 2 31 30
6 6 62 920
7 6
14 18
21 12
42 36
C,xC, C,xC,
p=109 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 3 8
7 6 6 24
14 18 9 18
28 72 18 54
C,xCy CoxCyy




84

p=127 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
37 36 3 8
74 108 6 24
9 18
18 54
C 2 x C 74 C 6 x C 18

3.4. Frey Diophant Denklemlerinin Grup Yapisi

p asal olsun. ne ]Fp* =F,—{0} iken E, Frey Diophant denklemlerinin
¢Oziimlerinin grup yapisini inceleyecegiz. p ‘nin 4 modunda 1’e ve 3’e denk olusuna
gore iki ayr1 siniflandirma yapmak miimkiindiir. £, (IF,) nin genel olarak grup yapisini
veren bilinen bir sonu¢ yoktur. Bu nedenle de iki grupta degerlendirme yapilmistir.
p=3(mod 4) ise E (F)=Z,xZ p+1 mertebeli bir gruptur. Fakat bu bolimde

p+l 2

2

yalmizca p=1(mod 4) ise Z, ve Z,, devirli gruplarinin bir direkt ¢arpimina izomorf
oldugunu gosterecegiz. Yani a,b € N igin

E,(F)=Z,xZ,,
dir. Ayrica nokta sayisi, mertebe ve Frobenius endomorfizminin izi ile ilgili bazi

sonuglar elde etmeye ¢alisacagiz. N, ile E, (F,)’ nin mertebesi gosterilmektedir.
bundan sonra N, yerine bazen N kullamlacaktir. Dolayisiyla nokta sayisi

N=a’bh= p+1-t
seklinde ifade edilecektir. Burada ¢, Frobenius endomorfizminin izidir. Bu boéliimde

verilen orneklerde nokta sayist ve mertebe hesaplamalarinda Maple ve Visual Basic

programlari kullanilmistir.

3.5. p=1 (mod 4) Asal iken Frey Diophant Denklemlerinin Grup Yapisi

E, eliptik egrilerinin belirttigi Diophant denklemlerini ele alalim. Bu durumda

ge Qp' icin
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yr=x'-g’n’x
kongriians denkligi y*> =x’ —n°x kongriians denkliginin eslenigi olarak tanimlanir.
Burada neQ, ise gneQ, ve neQ, ise gneQ, seklindedir. y’=x’—-n’x
(n e]Fp*) tipindeki herhangi bir denklem ile esleniginin ¢’lerinin isaretlerinin farkl
oldugunu gdstermek kolaydir. O halde asagidaki teorem verilebilir.
3.42. Teorem. p=1(mod4) bir asal olsun. y’=x"-n’x (neF,))
denkleminin ¢dziimlerinin olusturdugu grup a’h = p+1-t mertebeli Z xZ,, grubuna

izomorf ise bunun eslenigi d’e = p+1+1¢ mertebeli Z,xZ, , grubuna izomorftur.

3.4.3. Ornek. y> =x’ —1°x(mod 541) kongriians denkligini ele alalim. Bu egri
icin 1€ Oy, Nypy, =584 ve grup yapist Z, xZ,, dir. N = a’b=p+1-t bagntisina
gore 584 =2°.146=541+1—¢ iken t =—42 olur. y* =x’ —539°x(mod 541) kongriians

denkligi icin ise, 539 € O.,;, Ny s =500 ve grup yapisi Z,xZ, dir. Nokta sayisi

formiiliine goére 500 =10>.5=541+1-¢ iken ¢=42 bulunur.

3.4.4. Teorem.

a) p =1 (mod 8) bir asal olsun. Bu durumda
i) =2 (mod 8) olmasi icin gerek ve yeter sart N =0 (mod 8)
ii) # =6 (mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =4 (mod 8)
olmasidir.
b) p =5(mod 8) bir asal olsun. Bu durumda
i) £ =2(mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =4 (mod 8)
ii) # =6(mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =0(mod 8)

olmasidir.

Ispat a) p=1(mod 8) bir asal olsun. Bunu neZ iken p=1+8n seklinde
yazabiliriz. =2 (mod 8) ’den m € Z olmak lizere ¢t =2+ 8m seklinde ifade edebiliriz.

Bunlar1 nokta sayis1 formiiliinde yerine koyarsak
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t=2(mod 8§) & N=p+1-t
=1+8n+1-(2+8m)
=8(n—m)
< N =0 (mod 8)

ve benzer olarak
t=6(mod 8§) &> N=p+1-t
=1+8n+1-(6+8m)
=—4+8(n—m)
< N =4 (mod 8)

elde edilir. b) sikki da benzer yolla ispat edilir.

3.4.5. Ornek. p=281=1(mod 8) bir asal iken »*=x’-14’x (mod 281)
kongriians  denkligi ele alindiginda. N,y ,, =272 ve ¢=10=2(mod38) ve
N =272=0 (mod 8)’dir. Simdi de p=461=5(mod8) bir asal olmak Tizere
y’=x"—433’x (mod 461) kongrilans denkligini ele alalim. N, ,, =500 ve

t=-38=2 (mod 8) ve N =500=4 (mod 8)’dir.
3.4.6. Teorem. p =1 (mod4) bir asal olsun. Bu durumda ¢, 4 ile boliinemez.

Ispat Tersine f’nin 4 ile bolindiigiinii varsayalm. Bu durumda k€Z igin

t=4k ve neN i¢cin p=1+4n yazarsak N =1+4n+1-4k elde ederiz. Bu da
N =2 (mod 4) olusunu gerektirir. Fakat N, 4 modunda 2’ye denk olamaz.

N =0(mod4) ’tiir. Bu da varsayimla ¢elisir. Bu yiizden ¢, 4 ile bdliinemez.

3.4.7. Ornek. p=397=1(mod 4) bir asal iken y*=x’-43’x (mod 397)
kongriians denkligini ele alalm. N, ,,=360"dir. N=p+1-¢ formiilinden =38
bulunur. 4)38°dir. Ayrica > =x’—-103’x (mod 257) kongriians denkligi de
incelenirse N, ,,, =260 ’tir. Sonug olarak nokta sayisi formiiliinden ¢#=-2 bulunur.

Yine 4| -2 dir.

3.4.8. Sonu¢. p =1 (mod 4) asal olsun. Bu durumda N =0 veya N =4(mod 8)

olur.
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3.4.9. Ornek. > =x’—289%x (mod 389) kongriians denkligini ele alalim.
Nokta sayist Ny, =424 tiir. O halde N =0 (mod 4)’dir. y* =x"-33’x (mod 389)

kongriians denkligi igin ise Nig 55 =356 "tir. O halde N =4 (mod 8) *dur.

Boylece p=1(mod 4) asal iken [, sonlu cisimleri tizerindeki Y =x —-n’x

Frey Diophnat Denklemlerinin ¢dziimlerinin olusturduklar1 gruplarin hangi gruba
izomorf oldugunu ifade edebiliyoruz. Ancak diger hallerde i¢in grup yapisi hakkinda bir

sey sOyleyemiyoruz. p =1 (mod 4) bir asal olmak iizere E, egrisi karsilik gelen Frey

Diophant  denkleminin  ¢0ziim  noktalarimin  olusturdugu  grup

E (F)=Z,xZ,, oldugu ve bunun esleniginin de Z, xZ,, oldugunu ifade edebiliriz.

yapisinin

Caligmada, p=1(mod 4) bir asal olmak tizere F, sonlu cisimleri tizerindeki

E, :y>=x"—n’x egrisine karsilik gelen denklemin ¢dziimii olan noktalarin grup yapist

ile ilgili tablo asagida verilmistir.

p<113 Asal Ve p=1 (mod4) Icin Frey Eliptik Egrilerine Karsihk Gelen Diophant

Denklemlerinin Ve Esleniklerinin Coziimleri Olan Noktalarin Olusturdugu

Gruplarin Mertebe, Eleman Sayilar1 Ve Grup Yapisi Tablosu

neQ, ngQp
p=5 Mertebe Eleman sayis1 Mertebe Eleman sayis1
2 3 2 3
4 4
C 2 X C 4 C 2 X C 2
p=13 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 5 4
10 12
C,xCy C. x C o




p=17 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 5 4
10 12
C 4 X C 4 C 2 X C 10
p=29 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 5 4
5 4 10 12
10 12
20 16
C, x C o C.xCyo
p=37 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 3 8
5 4 6 24
10 12
20 16
C 2 X C 20 C 6 X C 6
neQ, negQp
p=41 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 13 12
8 16 26 36
C 4 X C 8 C 2 X C 26
p=53 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 17 16
5 4 34 49
10 12
20 16
C2x C 2 C2xCay




&9

p=61 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayis1
2 3 2 3
3 13
4 4 26
6
12
Ces xCi C, x C
p=73 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 17
5 34
10
20
C 4 X C 20 C 2 X C 34
p=89 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayis1
2 3 2 3
4 12 5
5 10
10 25
20 50
C 4 X C 20 C 2 X C 50
p=97 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 29
5 58
10
20
C 4 X C 20 C 2 X C 58
p=101 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 5
13 10
26
52
C.xCs C 10 x C 1o




p=109 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 4 29
13 58
26
52
C 2 X C 52 C 2 X C 58
p=113 Mertebe Eleman sayisi Mertebe Eleman sayisi
2 3 2 3
4 12 5
8 10
16 25
50
C g X C 16 C 2 X C 50
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EKLER

># y*2=x*3+a”*3 (mod p) EGRiSi UZERINDEKI RASYONEL NOKTA SAYISINI

HESAPLAMA#

>restart;
>p:=prime;a:=int;n:=posint;l:int;
>hesapla:=proc(p,a):;

> n:=p+l;

> for x from 0 to p-1 do

> with (numtheory) :

> l:=legendre (x"3+a"3,p);
> n:=n+l;

> end do;

> end proc;

>hesapla (p,a);

ORNEK

> #y~2=x"3+24"3 (mod 1723) EJrisi
Sayisini Hesaplama#

>restart;
>p:=prime;a:=int;n:=posint;l:int;
>hesapla:=proc(p,a);

> n:=p+l;

> for x from 0 to p-1 do

> with (numtheory) :

> l:=legendre (x"3+a"3,p);

> n:=n+1;

> end do;

> end proc;

Uzerindeki Rasyonel

Warning, ‘n" is implicitly declared local to procedure “hesapla’

Warning, "x" is implicitly declared local to procedure “hesapla’

Warning, ‘1" is implicitly declared local to procedure “hesapla’

Nokta
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hesapla = proc (p, a)
local n, x, [;
n:=p+1;
for x from Oto p— 1 do
with( numtheory ); [ := legendre(x3 + a”3,p);n:=n+1

end do
end proc

>hesapla(1723,24);

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

1764

>$# P MODUNDA IKINCi DERECEDEN KALANLARI HESAPLAMA#
>restart;

> p:=prime;x:=int;s:=int;
> hesapla:=proc(p);

> for x from 1 to p-1 do
> with (numtheory) :

> s:=mroot (x,2,p);

> if s<>FAIL then

> print (x) ;

> end if;

> end do;

>end proc;

> hesapla (p) ;

ORNEK

>#(Q,, '1 Hesaplama#

>restart;

> p:=prime;x:=int;s:=int;
> hesapla:=proc(p);

> for x from 1 to p-1 do

> with (numtheory) :
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> s:=mroot (x,2,p);
> if s<>FAIL then

> print (x);

> end if;

> end do;

>end proc;

>hesapla (31) ;

p = prime
X :=int
s =int

Warning, "x" is implicitly declared local to procedure “hesapla’
Warning, 's" is implicitly declared local to procedure “hesapla’
hesapla := proc (p)
local x, s;
for xtop—1do
with( numtheory ); s :== mroot(x, 2, p); if s # FAIL then print(x) end if
end do
end proc

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

O 0 I »n B~ N =
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28

># p=1 (mod 6) ASALLARI LISTELER #
>restart;

>asallistele:=proc (n);
>x:=int;a:=prime;i:=int;

> for 1 from 1 while ithprime(i)< n do
> with (numtheory) :

> a:=ithprime (i) ;

> x:=a mod 6;

> 1f x = 1 then

> lprint(a);

> end if;

> end do;

>end proc;

>asallistele(n);

># p=5 (mod 6) ASALLARI LISTELER #
>restart;

>asallistele:=proc(n);
>x:=int;a:=prime;i:=int;

> for 1 from 1 while ithprime(i)< n do
> with (numtheory) :

> a:=ithprime (i) ;

> x:=a mod 6;

> if x = 5 then

> lprint(a);

> end if;

> end do;

>end proc;

>asallistele (n);

> #y*2=x*3+a*3 (mod p) EGRISINDEKI NOKTALARIN MERTEBELERINI
BULMA#
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>restart;
>mertebe:=proc(x1l,vyl,p);

>x:=int;y:=int;x2:=int;y2:=int;

>if y1<>0 then

> n:=n+1;

> m:=((3*x1"2)/(2*y1l)) mod p;
> X:=(m"2-x1-x1) mod p;

> y:=(m* (x1-x)-yl) mod p;

> #print ([x,y], "mertebe:",n);

> X2:1=X;Y2:1=Y;

> while x<>x1 or y<>p-yl do

> n:=n+1;

> m:=((y-yl)/(x-x1)) mod p;
> x:=(m"2-x-x1) mod p;

> y:=(m* (x2-x)-y2) mod p;

> #print ([x,y], "mertebe:",n) ;
> X2:1=X;y2:1=y;

> end do;

>print ("mertebe:",n);

> else print("mertebe:",n);
>end if;

>end proc;

>hesapla:=proc (p,a);

> xgec:=int;ygec:=int;l:=int;
> for xgec from 0 to p-1 do
>  with (numtheory) ;

> l:=xgec”3+a”3;

> ygec:=msqrt (1l,p);

> if ygec<>FAIL then

> if ygec<>0 then
= print ([xgec, ygec], [xgec, -ygec]) ;
> else

> print ([xgec, ygec]) ;
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> end if;

> mertebe (xgec, ygec,p) ;
> end 1if;

> end do;

>end proc;

>hesapla(p,a);

ORNEK

> #y~2=x~3+4~3 (mod 19) EGRISINDEKI NOKTALARIN MERTEBELERINI
BULMA#

>restart;

>mertebe:=proc(x1,vyl,p):;

>x:=int;y:=int;x2:=int;y2:=int;

>if y1<>0 then

> n:=n+1;

> m:=((3*x172)/(2*yl)) mod p;
> x:=(m"2-x1-x1) mod p;

> y:=(m* (x1-x)-yl) mod p;

> #print ([x,y],"mertebe:",n);
> X2 :1=X;Y2:1=Y;

> while x<>x1 or y<>p-yl do

> n:=n+1;

> m:=((y-yl)/(x-x1)) mod p;
> X:=(m"2-x-x1) mod p;

> y:=(m* (x2-x)-y2) mod p;

> #print ([x,y], "mertebe:",n);

X2:1=X;Y2:=Y;
> end do;
>print ("mertebe:",n);
>else print("mertebe:",n);
>end if;

>end proc;
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"Warning, \'x\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\"\n’
"Warning, \'y\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'x2\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'y2\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'n\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'m\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’

mertebe .= proc (x1, y1, p)
local x, y, x2, y2, n, m;

X = int;

y = int;

x2 = int;

y2 = int;

n:=>2;

if y7 # 0 then
n=n+1;

m = (3/2xx1"2/yl) mod p;

x:=(m"2 —2xx1)mod p;

y = (mx(xI —x)—yl)mod p;

x2 :=Xx;

y2:=y;

while x #x/ or y#p —yl do
n=n+1;
m:=(y—yl)/(x—xI)modp;
x:=(m"2 —x—xI)mod p;
y = (mx(x2-x)—-y2)mod p;

x2 = Xx;
y2:=y
end do ;

print( "mertebe:", n)
else print( "mertebe:", n)
end if

end proc
>hesapla:=proc(p,a);
>xgec:=int;ygec:=int;l:=int;
> for xgec from 0 to p-1 do
>with (numtheory) ;

>1:=xgec”3+a”3;
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>ygec:=msqgrt (l,p);
>if ygec<>FAIL then
>if ygec<>0 then
>print ([xgec, ygec], [xgec, -ygec]) ;
>else
>print ([xgec, ygec]) ;
>end 1if;
>mertebe (xgec, ygec, p) ;
>end if;
>end do;
>end proc;
Warning, "xgec’ is implicitly declared local to procedure ‘hesapla’
Warning, “ygec’ is implicitly declared local to procedure ‘hesapla’
Warning, ‘1" is implicitly declared local to procedure "hesapla’

hesapla := proc (p, a)
local xgec, ygec, I,

xgec = int;
ygec = int;
[ :=int;

for xgec from Oto p — 1 do
with( numtheory);
[ == xgec™3 + a"3;
ygec :==msqrt(/, p);
if ygec # FAIL then
if ygec # 0 then print([ xgec, ygec ], [ xgec, —ygec])
else print( [ xgec, ygec])

end if ;
mertebe( xgec, ygec, p)
end if
end do
end proc

>hesapla(19,4);

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

[0,8],[0,-8]

"mertebe:", 3
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[8,5],[8,-5]
"mertebe:", 6
[10, 0]
"mertebe:", 2
[12,5],[12,-5]
"mertebe:", 6
[13,0]
"mertebe:", 2
[15,0]
"mertebe:", 2
[18,5],[18,-5]

"mertebe:", 6

# Eliptik Egri Uzerindeki Noktalarin Mertebelerini Hesaplar # Visual Basic
Sub Makrol()

j=2
Do While Sheets(1).Cells(j, 1) <> "son"
i=2
x1 = Sheets(1).Cells(j, 1)
y1 = Sheets(1).Cells(j, 2)
k = Sheets(1).Cells(j, 3)
a = Sheets(1).Cells(j, 4)
Ifyl <> 0 Then
i=i+1
ml =(3 *x1 *x1 +a)
m2=(2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml=ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
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Loop

m=ml / m2

Sheets(3).Cells(1, 1) =m

Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1T''RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)

x=m*m-xl1-xl1

y=m*(xl-x)-yl

Sheets(3).Cells(1, 2) = x

Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1''RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y

Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)

y = Sheets(3).Cells(2, 3)

X2 =X

y2=y

Do While x <> x1 Ory <> (k- y1)
i=it+l1
ml=y-yl
m2 =x -x1
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) =m2

Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"

Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml=ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2

Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"

Loop
m=ml /m2

Sheets(3).Cells(1, 1) =m

Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'I'"'RC[2])"

m = Sheets(3).Cells(2, 1)
Xx=m*m-x-xl1

y=m* (x2-X)-y2
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Sheets(3).Cells(1, 2) =x

Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y

Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)

y = Sheets(3).Cells(2, 3)

X2 =X

y2=y

Loop

Sheets(1).Cells(j, 5) =1
End If
j=jt1
Loop

End Sub

Sub xolus()
' xolus Makro
'Sheets("nokta belirle").Columns("A:A").Select
'Selection.ClearContents
Sheets("nokta belirle").Cells(1, 1) ="x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 1) = "x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 2) ="y"
td = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
gg=1
sat=2
j=2
Formd=0Totd-1
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 2) = td
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 1) = md
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 5) = md * 3 + a * md + Sheets("nokta
belirle™).Cells(2, 4)
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 6) = "=MOD(R[0]C[-1],RC[-4])"
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ag = Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 6)
Foryf=0Totd- 1
Forch=0Totd- 1
If ((yf * yf) - ch * td) = ag Then

gg=ggtl
Sheets(1).Cells(gg, 1) = Sheets("nokta belirle").Cells(2 + md, 1)
Sheets(1).Cells(gg, 2) = yf
Sheets(1).Cells(gg, 3) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
Sheets(1).Cells(gg, 4) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 3)
i=2
x1 = Sheets(1).Cells(gg, 1)
y1 = Sheets(1).Cells(gg, 2)
k = Sheets(1).Cells(gg, 3)
a = Sheets(1).Cells(gg, 4)
Sheets(1).Cells(2, 2 * gg + 3) = x1
Sheets(1).Cells(2, 2 * gg +4) =yl
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x1
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) = y1
sat=sat+ 1
Sheets(1).Cells(1, 2 * gg +3) ="x"
Sheets(1).Cells(1, 2 * gg +4) ="y"
Sheets(1).Cells(i, 6) = 1

Ifyl <> 0 Then
i=it1
ml =(3 *x1 *x1 +a)
m2=(2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml=ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
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Loop
m=ml/m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1''RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-x]-xI
y=m%*((xl-x)-yl
Sheets(3).Cells(1, 2) = x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1''RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg +3) =x
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg+4)=y
Sheets(1).Cells(i, 6) =1 - 1
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y
sat =sat+ 1
x2=x
y2=y
Do While x <>x1 Ory <> (k - yl)
i=i+1
ml =y -yl
m2 =X - x1
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml=ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
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m=ml / m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-x-xl
y=m*(x2-x)-y2
Sheets(3).Cells(1, 2) = x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1''RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
X2=x
y2=y
Sheets(1).Cells(i, 6) =1- 1
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg + 3) =x
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg+4)=y
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y
sat=sat+ 1
Loop
Sheets(1).Cells(j, 5) =1

Else

Sheets(1).Cells(j, 5) =2

End If
j=j+1

End If
Next
Next
Next
End Sub
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ORNEK
Y =x’+10° (mod 19) eliptik egrisi iizerindeki noktalari, bu noktalarm

kuvvetlerini ve mertebelerini bulunuz.

X y MOD a MERTEBE KUVVET X X X X X X X X X x|y[x yixlylx{yl x|y X X Y
1 0 4 2 2(18]| 3 3[18[4|0]5 5]17/6|0[8|7]8]12[9]0(10{9]10{10[12] 7]12]12/13[9]13|10/14 4]18 9
18 0 4 13 13|10] 10 1010 15|10)15[ 9 10{ 9 [10]10| 5| 9]15(10|15| 9]15]10|10| 9]10{10|15 5|10 9
1 0 4 5 5[17]17 1717 8|7]8(12] 2018/ 21 3[10]13/9)3(18| 3 | 1 |15|10/15| 9 |16 617 10
18 0 4 4 10 10/10| 15 15]10 13|10)13[ 9 15[ 9 (15|10 13/ 9]13|10 3| 3|10
4 0 0 2 5 8112|8| 7 [12]12]12( 7 2]|1]2](1g] 512|517 1712)17(17 18[12]|18| 7
2 0 14 6 15/10]15| 9 | 13]10J13]| 9 10| 9]10]10] 13[10{13| 9 10/10]10| 9 10/10{10] 9
17 0 14 7 9]0]9]o0f4f0]4f0 9]0]9f0 9/0f9]0 4|10]41]0 6/0[6]0
0 0 2 8 15|9]15[10 9 10 10/1010| 9 13] 9 13|10 10{9)10f10 0/9[10]10
7 0 14 9 8(7]|8(12 7 12 218[2]1 5]17|5]2 17(17)17]| 2 8/ 7]18[12
12 0 14 10 10]10j10{ 9 10§ 9 13/ 9]13]10] 15|10]15] 9 13|10)13[ 9 3/10[{13]| 9
0 0 2 11 5(17]5[2 17] 2 8(12[8]7 211]2]18 3[1]3])18 6[17[16( 2
10 9 19 10 4 12 13]10{13{ 9)10(10]10| 9 15[ 9]15[10] 1010{10] 9 15(10)15[ 9 15(10|15[ 9
10 10 19 10 4 13 2018/ 2[1[ 318/ 3|1 5[17[5]2 8112|8|7 12|12]12| 7 14)18|14] 1
7 0 14
12 0 14
9 0 4
10 0 4
1 0 14
4 18 0 14
9 0 4
10 0 4
2 0 4
17 0 4
2 0 4
7 17 0 4
8 7 0 4
8 12 0 4
N —y N\ VAN
Fio y"2=x"3 + 10"3 (mod 19)
18 2,18 43,18 14;18
174 5,17 16;17 17,17
B T e e S e i S el e it el e e e il Sl el
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