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OZET

Bu ¢aligmada de Sitter uzaymin pseudo paralel olma sartin1 saglayan uzay benzeri
alt manifoldlar1 incelenmistir. Sonra eger de Sitter uzaymmin R-h = LQ(g,h) ve

¢ — L > 0 sartim1 saglayan uzay benzeri altmanifoldunun ikinci temel formunun sifir
oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-paralel, de Sitter uzay, Lorentz uzay, yari simetrik, lokal
simetrik, uzay benzeri alt manifold, simetrik altmanifold, pseudo yari-paralel.



ABSTRACT

In this study, space-like submanifolds of de Sitter space satisfying pseudo
paralel conditions are investigated. We prove that if the space-like submanifolds
of de Sitter space satisfies curvature condition R - h = LQ(g, h) withc — L >0
then the second fundemantel form vanishes.

Key Words: Semi-parallel, de Sitter space, Lorentzian space, semi-symmetric,
locally symmetric space-like submanifold, symmetric submanifold, pseudo
semi-parallel.
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1.GIRIS

M;*P(c) bir n+p boyutlu ve indeksi p olan baglantili ¢ > 0 sabit egrilikli yari-

Riemann manifoldu p indeksli de-Sitter uzay olarak adlandirir. De-Sitter uzayini

Riemann geometrisindeki n-kiirenin yari-Riemann karsilig1 olarak diisiinebiliriz.

M]* c My *P(c) nin uzay benzeri altmanifoldu olsun. T.Ishihara 1988 yilinda yaptig1
caligmada M* nin tam ve maksimal (=minimal) olmasi durumunda ¢ > 0 iken M} total
geodezik oldugunu gostermistir. Daha sonra H.Sun 1995 yilinda bu ¢aligmada tamlik ve
maksimallik sarti yerine pseudo umbilik ve paralel ikinci temel forma sahip sarti

koydugunda p > 1 i¢in
3||Al1* + 2n(c — HH)||R||? + 2n%H?*c = 0

ve esitlik durumunda M™ total geodezik veya n = p = 2 halinde ise M? = H?(—/c)

(c < 0) nin Hy ( /— g) de bir hiperbolik Veronese yiizeyi oldugunu gostermistir.

Riemann durumunda paralel ikinci temel forma sahip olan altmanifold igin
(Lumiste 1999) kaynagimi temel kaynak olarak verebiliriz. E.Safiulina yari-oklidiyen
uzay (c = 0) da yari-paralel uzay benzeri yiizeyler i¢in bir siniflandirma yapmuistir.
Daha fazlas1 E', s > 0, yari-paralel uzay benzeri total geodezik yiizeylerin olmadigini
gosterdiler. Sonralart B.Y.Chen ve J.Vander de Veken 4 boyutlu Lorentzian uzay
formlarda paralel yiizeylerin bir tam siniflandirmasin1 verdiler. Paralel uzay forma sahip
(Vh = 0) olan altmanifoldlar ayn1 zamanda yari-paralel (R -h = 0) dir. Fakat tersi

dogru degildir.



Oklidiyen uzay durumunda yari-paralel yiizeylerin ilk siiflandirmasi J.Deprez 1985

de vermistir.

Bir Riemann uzay formunun M (c) nin yari-paralel altmanifoldlari i¢in A.C.Asperi,
G.A.Lobos ve F.Mercuri 2002 yilinda minimallik sart1 altinda ¢ < 0 olmast durumunda
altmanifoldlarin total geodezik oldugunu gostermistir. Bu ¢alismada de Sitter uzayinin

M *?(c), ¢ > 0, uzay benzeri altmanifoldlarmin pseudo paralel olma kosullart ve bu

kosul altinda total geodeziklik sart1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Simetrik Bilineer Formlar

Tanmm 2.1.1: V bir reel vektor uzay1 olsun.
gV xV—R

doniisiimii Va, b € R ve Vu,v,w € V i¢in

i) 9w, v) = g(w,u),
i) g(au+ bv,w) = ag(u,w) + bg(v,w),
iii) g(u,av + bw) = ag(u,v) + bg(u,w)

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.2: V vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i) vv eV ve v+0 igin g(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
tammli,

i) Vv eV ve v #0 icin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
tammli,

iii) Vv € V igin g(v,v) = 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yar: tanimls,

iv) vv eV igin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari

tammli,



V) vv €V igin g(v,w) = 0 iken v = 0 olmak zorunda ise g simetrik bilineer

formuna dejenere degil denir. Aksi halde dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.3. V reel vektor uzayinda bir skalar ¢garpma g olsun. v € V olmak lizere,

i) g(v,v) > 0 veya v = 0 ise v vektoriine uzay benzeri,

i) g(v,v) < 0 ise v vektoriine zaman benzeri,

i)  g(v,v) =0, v # 0ise v vektoriine w5tk benzeri (lightlike(null)) denir
(O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.4: V bir reel vektor uzay1 ve W, V nin bir alt vektor uzay1 olsun.

g:VxV—sR
bir simetrik bilineer form olmak lizere
glwy:WXxXW — R

negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiikk boyutlu W altuzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Dikkat edilirse 0 < v < boyV dir. Boylece g nin yari-pozitif tanimli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul v = 0 dir.

Teorem 2.1.1: Bir g simetrik bilineer formun dejenere olmamasi igin gerek ve yeter

sart g nin herhangi bir baza gére ters matrisinin var olmasidir (O’Neill 1983).

Tamm 2.1.5. Bir V reel vektor uzayi tizerinde dejenere olmayan simetrik bilineer
forma V reel vektor uzay1 iizerinde bir skalar ¢arpma denir. V iizerindeki bir skalar

carpma g ise (V, g) ikilisine skalar ¢arpimli vektor uzayr denir (O’Neill 1983).



Ornek 2.1.1:

g:R?xR? >R,

glv,w) = viwy — vw,
0 e
_1] matrisidir

doniisimii iki lineer ve simetriktir. g ye karsilik gelen matris g = [é

ve regiilerdir. Boylece g dejenere degildir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.6: Vo,w €V i¢in v+0 ve w=0 iken glv,w) =0 ise v ve w
vektorleri diktir denir ve v L w seklinde gosterilir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1.2: Ornek 1.1.1. deki skalar carpimi gzoniine alalim. R? de v = (1,b) ,
vi=(b,1),u=(10),u' =(0,1),w=w'= (1,1) vektorlerini segelim.

A
‘ v = (b1)
w=w'=(11)
(0,1) = ! A
v=(1,b)
u= ('1,0) g
Sekil 2.1.1

Dikkat edilirse burada u' ve u, v!' ile v, w ile w' vektorleri birbirine dik

vektorlerdir.

Tamm 2.1.7: W, V vektdr uzayinin bir altuzayi olsun. Wt ={v € V|v L w}, W+
altuzayina W nun diki denir (O’Neill 1983).



Uyan 2.1.1: W+, W nun dik tiimleyeni olmak zorunda degil. Ornek 2.1.1. deki
skalar garpimu tekrar goz Oniine alacak olursak W = 5,{(1,1)} elde edildigi i¢in
W+ =W dir. Béylece W+, W nun dik tiimleyeni olmak zorunda degildir

(O’ Neill 1983).

Teorem 2.1.2: W bir Vskalar ¢arpim uzayimin altuzayi olsun. O zaman,
i) boyW + boyW+* = boyV,
i) whHt=w

dir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.8: V reel vektor uzay tizerinde bir skalar ¢arpma g ve W da V' nin bir alt
uzayi olsun. Eger g, W iizerinde dejenere degil ise W ya dejenere olmayan altuzay,
aksi halde dejenere altuzay denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.3: V bir i¢ carpim uzay1r ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. W nin
dejenere olmayan altuzay olmas1 igin gerek ve yeter sart V. = W @ W+ olmasidir

(O°Neill, 1983).

Tanmm 2.1.9: Bir V reel vektor uzayr lizerinde bir g i¢ ¢arpim olsun. Bir v € V

vektoriniin normu

Ivll = Vig(w, v)|

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektdre birim vektor ve ortogonal birim

vektorlerin ciimlesine de ortonormal vektor sistemi denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.1.4: Bir V # {0} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir
(O’ Neill 1983).

Teorem 2.1.5: V reel vektor uzayi igin bir ortonormal baz {e,,e,, ..., e,} olsun.

g = g(e;, e;) olmak tizere Vv € V vektori



v=Yi,59W,e)e (2.1.1)

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.10: V bir skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak iizere v = 1

ve boyV = 2 ise V skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay: denir (O’Neill 1983).
2.2. Yari-Riemann Manifoldlar

Bu béliimde yari-Riemann manifoldlar tanitilacak ve altmanifoldlara ait 6zellikler

verilecektir.

Tamm 2.2.1: M bir € manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzayr T,M

olmak lizere
9p:T,M XT,M — R

(Xp, o) = 9p(Xp, ) (22.1)

bigiminde taniml1 ve simetrik, iki lineer (bilineer), dejenere olmayan (0,2) tensoriine M

tizerinde bir metrik tensér denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2.2: M bir C* manifold olsun. M nin {izerinde bir g metrik tensorii
tamimlanmigsa M ye bir yari-Riemann manifold denir ve (M, g) ile gosterilir
(O’Neill 1983).

Uyan 2.2.1: (M,g) bir yari-Riemann manifold ve U, M nin bir koordinat

komsulugu ve bu koordinat komsulugundaki koordinat sistemi x*, x2, ..., x™ olsun.

R
gij = g(axi'ax,-)

olmak tizere M iizerinde bir g metrik tensoriinii

g= Z g;; dx'@dx’



seklinde yazabiliriz (O’Neill 1983).

Tammm 2.2.3: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin
indeksine yari-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM = v ile gosterilir. Eger
indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak v = 0 ise Vp € M i¢in g,,, T,M iizerinde
pozitif tanimli bir metrik tensor oldugunda (M, g) ye Riemann manifoldu, v =1 ve

n = 2 olmasi durumunda ise (M, g) ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.4: R} 6klid n-uzay: verilsin. 0 < v < n, olmak lizere v tamsayisi i¢in,

R} lizerinde

9p(Xp Yp) = = Tloy Xy + Dlepar X 2.2.2)

ile verilen metrik tensdr gdzoniine alinirsa, (R, g) ikilisi yari-Oklid-uzay olarak
adlandirilir ve R} ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.5: (M, g) bir yari-Riemann manifold olsun. p € M igin T,M tanjant
uzayindaki

Ap = {ulg,(w,u) = 0,u # 0}

climlesine g1k (null) konisi denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.6: {uy, ..., u,}, R} lizerinde dogal koordinatlar olsun. V ve W = ), W;0;,

R} tlizerinde vektor alanlart ise

VW = S, VW9, (22.3)
vektor alanina W nin V' ye gore dogal kovaryant tiirevi denir. Burada

{Oi = %| 1<i< n}, x(R}) vektor alanlart uzaymin standart bazidir (O’Neill 1983).



Tanim 2.2.7: M bir C* manifold olsun. M iizerinde bir doniisim
Vix(M) X (M) — x(M)

) Ve W,V ye gore C* (M, R) lineerdir,

i) VyW, W ye gore R lineerdir,

i)y V(W) =V( )W + fV,W,Vf € C*(M,R) (2.2.4)
ozelliklerini sagliyorsa V ya M tizerinde bir koneksiyon denir. V,W ya V ye gore W nin
kovaryant tiirevi denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.2.1: (M, g) yari-Riemann manifoldu tizerinde VX,Y,Z € y(M) igin
i) [X,Y] = VY — V, X (2.2.5)
i)  Xg(Y,Z) = g(VxY,2) + g(Y,VxZ) (2.2.6)
olacak sekilde bir tek V koneksiyonu vardir. V. ya M nin Levi-Civita koneksiyonu denir
ve Levi-Civita koneksiyonu
—9gX [V, ZD + gV, [Z, XD + 9(Z,[X,Y]D

Kozsul formiilii ile karakterize edilebilir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.2.8: (M, g) yari-Riemann manifold ve x1, x2, ..., x™ M nin bir U koordinat
komsulugundaki koordinat sistemi olsun. Bu koordinat sisteminde reel degerli I‘ilj

fonksiyonlar1

° 1<ij<n (2.2.7)

0 _ymn k
Vo 5= Yie=1Tijex oxk T =bl=

axt
seklinde tanimlanir. Bu reel degerli Fl-lj fonksiyonlart U tizerinde M nin Christoffel

sembolleri olarak adlandirilir. Bdylece Christoffel sembolleri bir p € U € M koordinat

komsulugundaki baz vektorlerinin birbirlerine gore degisimini 6l¢er (O’Neill 1983).

Onerme 2.2.1: (M,g) bir yari-Riemann manifold ve M nin U koordinat

komsulugundaki x,x?, ... ,x" icin
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- awk ;
1) Vo, (ZW/o;) =3, {W + 2 F{;W’} Ok, (2.2.8)
k_1 k 99jm |, 9gim _ 09ij
(2) Fij o szg m{ dxt axJ 6xm}

(2.2.9)

dir (O’Neill, 1983).

Simdi bir 6rnek verecegiz.

Ornek 2.2.1:

Sekil 2.2.1
Silindirik koordinatlar
x = rcosf
y = rsinf
zZ = Z.

dir. r € [0,00), B€[0,2m), ze(—oo0,0), oldugunda kartezyen koordinatlar
r= x2+y?
1Y
6 = tan™!(=
an™'(2)

z = z
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olur. Buna gore 9, = cos00, + sinfd,, , dg = r(—sinbo, + cosfd,) , d, = 9, dur.

Metrik tensor bilesenleri

g‘l"‘l"

Yzz
Ire
9ze
rz

=9(0,,0,) =1
Joo = g(0g,09) =17
=9(0,,0,) =1
=9g(0,,09) =0
= 9g(0;,09) =0
=9(0,,0,) =0

dir. Boylece metrik

ds? =dr? +r%d6? + dz?

elde edilir. Kartezyen vektor

rcosf
r = |rsinf

Z

(2.2.10)

dir. (2.2.9) ve (2.2.10) denklemleri yardimiyla Christoffel sembolleri

r

l-‘11

— r
- l—‘21
r

I31

l"r

0
Fll

0
FZ 1

0
I31

Z
1-‘11
Z
FZ 1
Z
l—‘3 1

r- =

olarak hesaplanr.

Tanmm 2.2.9: (M,g) bir yarn-Riemann manifold ve

koneksiyonu V olsun.

I, T3 0
Fzr 2 I‘zr 31 =10
I3, I3 0
ry, Iy |9
er 2 er 31~ 1
F3e 2 F3e 3 r
L0
I, Th [0
Fzz 2 FzZ 31 =10
I3 I5 0

y: I — M

t —y(t)

0

—r

0

o O Rk

o O

0
0
0

o9

tizerindeki Levi-Civita
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bir C* egri ve Z € y(M) olmak {izere her t € [ i¢in

V,Z=0 (2.2.11)

ise Z , y boyunca paraleldir denir (O’Neill 1983).

(2.2.8) ve (2.2.11) u kullanirsak bu Z vektor alanlarinin paralel olmasi igin gerekli

ve yeterli kosul

d k d(x;o .
. {% + Y r{;% Zf}ak =0 (2.2.12)

olmasidir sonucunu elde ederiz (O’Neill 1983).

Boylece (2.2.12) numarali denklem bir lineer denklem sistemi olur. Diferansiyel

deklem sistemlerinin varlik ve teklik teoremini kullanarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.2: y:1 — M bir C* egri, 0 € I ve z € T,(5)M olsun. O zaman y

boyunca
Z(0) =z

olacak sekilde bir tek Z paralel vektor alan1 vardir (O’Neill 1983).

Tanmim 2.2.10: y:[0,1] — M tanimli bir C® egri olsun. Z, Z(0) = z baslangigh
y boyunca paralel bir vektor alan1 olsun.
P: PL(y): TyyM — Ty )M
7Z(0) — Z(1)

paralel olarak taginan bu doniisiime y boyunca paralel dteleme denir (O’Neill 1983).

Onerme 2.2.2: Paralel 6teleme bir lineer izometridir (O’ Neill 1983).
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Tamm 2.2.11: (M, g) bir yari-Riemann manifold ve y: I — M bir C* egri olsun. M
lizerindeki Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere V,,y' =0 ise y ya M de bir

geodeziktir denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.12: Levi-Civita koneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifold M olsun.
VX,Y,Z € y(M) igin

R:x(M) x x(M) X x(M) — x(M)
(X, Y, Z) i R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[X‘y]Z (2213)

seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensordiir. Bu tensdore M nin
Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2.13: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik tensorii
olsun. vX,Y,Z,W € y(M) igin

i) gRX,VZ,W) = —g(R(Y,X)Z,W), (2.2.14)
iy gRX,V)Z,W) =—g(RX,W,2), (2.2.15)
i) gRX,Y)ZW)=gR(ZW)X,Y) (2.2.16)

dir (O"Neill 1983).

Onerme 2.2.3: x1,x2, ..., x™ koordinat sisteminin koordinat komsulugunda
Ro,0,(07) = ZiRju 0; (2.2.17)
dir. Burada R nin bilesenleri
9 i

R = 52Tk = 5.5 0 + Zm TimTj — Zom Diem 1T} (2.2.18)

seklinde bellidir (O’Neill 1983).

Onerme 2.2.4: (ikinci Bianchi Ozdesligi) (M", g) bir yari-Riemann manifold ve V,

M™ iizerinde bir yari-Riemann koneksiyon olmak tizere VX,Y,Zey(M) igin
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(VzR)X,Y) + (Ve R)(Y, Z) + (VyR)(Z,X) =0

dir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.14: M bir yari-Riemann manifold ve p € M noktasindaki X,Y tanjant
vektorlerinin gerdigi TpM tanjant uzayinin 2-boyutlu bir dejenere olmayan altuzay1
olsun.

g(R(X, Y)Y, X)
9gX,X)g(¥,Y) —g(X,Y)?

K(m) =

seklinde tanimlanan K (1) reel sayisina i nin kesit egriligi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2.15: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik tensorii

olsun. {ey, ey, ..., ey}, TpM nin bir ortanormal bazi olmak {izere
Ric:TpM X TpoM — R
(X, ¥) —Ric(X,V) = Sk, & g(R(e, X)Y,e) (22.19)

seklinde tanimli Ric tensoriine Ricci egrilik tensorii ve Ric(X,Y) degerine de M nin

Ricci egriligi denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2.16: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik tensorii

olsun. {eq, e, ..., ,}, TpM nin bir ortanormal bazi olmak tizere

T =), &Ric(e; e;) (2.2.20)

degerine M nin skaler egriligi denir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.2.17: (M, g) bir yari-Riemann manifold olsun. Eger M nin kesit egrilik
fonksiyonu sabit ise M sabit egriliklidir denir (O’Neill 1983).
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Onerme 2.2.5: M bir yari-Riemann manifold olsun. M manifoldu c sabit egriligine

sahip ise M nin egrilik tensorii VX,Y,Z € y(M) i¢in

R(X,VZ = c{g(Y,2)X — g(X,2)Y} (2.2.21)

seklindedir (O’ Neill 1983).

Tamm 2.2.18: M™, n boyutlu, p-indeksli ve ¢ sabit egrilikli baglantili yar1-Riemann
manifold olsun. Bu yari-Riemann manifolda p-indeksli tanimsiz uzay formu denir ve
M3 (c) seklinde gosterilir (Zheng 1996).

Tanim 2.2.19: n > 2 ve 0 < v < n olmak lizere

i) SH(r) ={X € RI*1: g(X,X) =r?} ile verilen hiperquadrize ~RI*! de
r > 0 yarigapl, n-boyutlu ve v-indeksli pseudo-kzire denir.
i) HI(r) = {X € RM1: g(X,X) = —r?}ile verilen hiperquadrige R7** de

r > 0 yarigapli, n-boyutlu ve v-indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir

(O°Neill 1983).

Zaman benzeri geodezik
Isik benzeri geodezik

Uzay benzeri geodezik

Isik benzeri geodezik

Sekil 2.2.2

Tamm 2.2.20: M7 (c), p-indeksli tanimsiz uzay formu olsun. ¢ >0 ve p =1 ise

M uzayma l-indeksli de Sitter uzayr denir (O’Neill 1983).
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Tamm 2.2.21: M} (c), p-indeksli tanimsiz uzay formu olsun. ¢ <0 ve p =1 ise

M uzayina anti-de Sitter uzay:r denir (O’Neill 1983).

2.3. Egrilik Tensor Alaninin Geometrik Yorumu

Burada R egrilik tensor alaninin bir geometrik yorumunu verecegiz.

Sekil 2.3.1

(M, g) yar1 -Riemann manifold iizerinde yeteri kadar kiigiik olan ve kose noktalari
x,x+ 6y, x + 8, +38,,x + &, olan paralelogrami gz 6niine alalim. Bir z vektor alan

bir y egrisi boyunca paralel ise (2.2.12) denklemi yardimiyla
z;(s) + F,ij.)'/k(s)zj(s) =0, i=12,..,n (2.3.1)
denklemi elde edilir. Tiirev tanim1 geregince yeteri kadar kiiciik &, igin

z;(x + 6;) —z;(x) 400

dir. Bu denklemi (2.3.1) de yerine yazarsak
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zi(x + &8,) — z;(x) 4T <yk(x +8:) — yk(x)> zi(x) =0
kj " B

Ox ' Ox
esitligi elde edilir. ¥ (x + &,) — Y (x) = 8y gosterimini kullanarak

Zi(x + 6x) - Zi(x') + l",é]é‘]/kzj(x) =0

denklemini elde ederiz.

Simdi y; egrisini x; egrisi gibi goz Oniine alalim ve j — k degisimi yapalim.

zi(x + 6,) = z;(x) — Fjik(x)zk(x)ij

(2.3.2)

(2.3.3)

denklemi elde edilir. Bu son paralel 6telemeyi x + &, + 6, noktasma &, boyunca

paralel olarak &teleyelim. Bu durumda (2.3.3) denklemi yardimiyla
zi(x + 6, + 6y) =z;(x+6,) — Fj‘}c(x + 8,)z (x + 8,)6Y;
= z;(x) — jl}c(x)zk(x)‘sxj

_Fjik(x + 6x) [Zk(x) - Fl’;nzm(x)6xl]6Yj

elde edilir. Diger taraftan

jik(x + 6x) - jik(x) -9

I
m*jk
6xm

yani,
I}Lk(x +6,) = I}Lk(x) + O jilc6xm-

dir. (2.3.5) denklemini (2.3.4) denkleminde yerine yazarsak
= 7;(x) — T ()2, (x)6x;

~ [ () + 0T () 82030 [ 21 () — T () 20 (x) 62, ] 6

esitligini elde ederiz. Buradan
zi(x + 90, + Sy) =z;(x) — Fjik(x)zk(x)é'xj

—T ()2, () 8y; + T (COT e, (0) 2 (%) 5,8y

_amrjik (x)axmayjzk (x) + aml-}'ik (x) SmelI;an (x)gxl 53’j

(2.3.4)

(2.3.5)

(2.3.6)
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olarak hesaplanir.

Ikinci mertebeden degisimi Olctiigiimiiz icin daha biiyiik dereceli terimleri ihmal

edicez. Burada 072(6y, 8,) ikinci dereceden biiyiik terimleri ifade etmektedir.
O halde
= 7;(x) — T} (02, (x)6x;
—T ()2, () 8y} — 0 T (%) 8%, 8Y; 2, (x)
+T COT, (1) 20, () 6,8y + 072(8,, 5) (2.3.7)
yazabiliriz. x deki z tanjant vektoriinii x + §,, noktasina paralel telersek
Zl-(x + 6y) = z;(x) — I}-i,{(x)zk(x)éyj (2.3.8)
elde edilir. Daha sonra bu vektérii x + &, den x + &, +8, noktasina paralel 6telersek
zi(x + 8, +6,) = z;(x + 8,) — Tj (x + 8, )z, (x + 8,,) 6x;
= 7;(x) — [} ()2, (x) 8y;
— (T () + 0T ()8 [20 (%) — Ty 20 ()67, 6x;
= 7;(x) — T} ()2, (x) 8y;
~ L ()2 () 8% + T (TS (020 (1) 83,85
=0l (021 ()Y 8%; + ( O i i Zm (30) 8Yrm 81877
= z;(x) — [, (0) 2, (x) §y;
- jilc(x)zk(x)6xj + jilc(x)rl];n(x)zm(x)6yl6xj
=0 I ()2 (X) 8y % + 072(85, 8,) (2.3.9)

denklemine ulasiriz. x deki z tanjant vektoriinii saat yoniiniin tersinde sirasiyla x + &,

x + &, +8,, x + &, ve son olarakta x + §,,+6, noktasina paralel 6teledigimizde
2:(%) = T ()2, () 5;

+2; (%) — T ()2 () 8x; — T (1) 2. (x) 8;
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—0ij‘}< (x)8x,,0yj2, (x) + I}‘k (x)F{ﬁn(x)zm(x)leSyj
—2;(x) + T, () 2 (x) y;
—z;(x) + T, (%) 2, (x) §y;
+ ()2 () 8x; = T GO, (1) 2 (%) 8718
+0 T ()2, (X) 8y 5+ 072 (8, 8,)
= =0 L ()8 87721 (%) + T GO, (1) 2 (1) 8,8,
~ T (O () 2 ()8Y,6%; + 0 ()2, () 8YmSx; + 072(8,,6,)
= [—amf}ik(x) + ajF};lk(x) + I‘J-i,n(x)F[,?(x) — Fli,n(x)I‘J-Z‘(x)]zk(x)6xm6yj
+0>2(68,,8,) (2.3.10)

denklemini elde ederiz. Daha sonra 6nerme (2.2.8) yardimiyla

= Rlicjmzk(x)Sxm(syj + 0>? (530 53;) (2.3.11)

elde edilir. Buradan x noktasindaki z tanjant vektori ile z tanjant vektoriini
paralelogram boyunca Oteleyip x noktasina geldigimizde elde ettigimiz z* tanjant

vektoriiniin bilesenleri arasindaki iligki

5 = 2t [Rlyn 6y, + 072608, 2312)

seklinde olur.

Boylece p kose noktasinda x,y € T,M tanjant vektorlerine teget olan yeteri kadar

kiiciik P paralelogrami boyunca z tanjant vektorii paralel olarak otelendiginde elde

edilen z* tanjant vektorii i¢in
z" =2+ R(x,y)26,6, + 07%(8,,6,)

esitligi elde edilmis olur. O halde R(x,y)z, ile z € T,M tanjant vektoriinii P

paralelogram etrafinda parelel olarak 6teledigimizde z nin degisimini ikinci mertebeden

6lgmiis olur (Haesen ve Verstraelen 2007).



20

2.4 Yari-Riemann Altmanifoldlar

Tamm 2.4.1: M ve M birer diferansiyellenebilir manifold ve M ¢ M olsun. Eger

M — M
p—j)=p
dahil etme fonksiyonu bir immersiyon ise M ye M nin alt manifoldu denir

(O°Neill 1983).

Tamim 2.4.2: (M, §) yar1- Riemann manifoldunun bir ¢* altmanifoldu M olsun.

M — M
p—j)=p
dahil etme doniisiimiiniin p € M deki tiirev doniistimii
Jelp
T,M — T,
v— () =v

seklinde olup, v,w € T, M i¢in

Gl (. (), j.(w)) = g(v,w)

ise g ye g min M ye indirgenmis yari-Riemann metrik tensorii denir. (M, g) ikilisine

(M, §) nin bir yari-Riemann alt manifoldu denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.4.3: M", M)*? nin n-boyutlu bir yar1 - Riemann alt manifoldu olsun.
vp € M{* i¢in T,(M{")* nin boyutuna M{* nin dik tiimleyenin boyutu (co-dimension),
T,(M")* indeksine de M} nin dik tiimleyenin indeksi (co-indeksi) denir

(O’Neill 1983).
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Teorem 2.4.1: MP, M, Pnin n-boyutlu bir yar1 - Riemann alt manifoldu olsun. O
zaman;
ind M)"? = ind M!* + coind M["
dir (O’Neill 1983).

Boylece
T,(My*P) = T,(MP) @ T,(M)*

oldugundan, x € T, (1\71‘1,1 +p) icin tanjant ve normal bilesenler yardimiyla,
X = tanx +nor x
yazilisi tek tiirliidiir. Burada
tanx € T,(M{"), nor x € T,(M7")*
dir. Ortogonal izdiisiimlerin sonucu olarak

tan: T,(My*?) — T,(MD)
ve

nor: T,(My™?) — T,(MM)*

birer lineer doniisiim olurlar (O’Neill 1983).

Tamim 2.4.4: M ¢ M"P nin bir yar-Riemann altmanifoldu ve V, M)"? deki

yari-Riemann koneksiyonu olsun.

he x(M{") X x(M") — x(M{*)*
( X, Y)—> h(X,Y) =norVyY

simetrik ve iki lineer doniisimiine M™ nin ikinci temel formu denir (O’Neill 1983).

Teorem 2.4.2: M ¢ M,*? bir C* altmanifold ve M iizerindeki vektdr alanlarinin

uzay1 y(M[*) olmak iizere, M iizerindeki yari- Riemann V konneksiyonu yardimiyla;
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Vix(M{) X x(M;*) — x(M]")
(X, Y)>VXY)=VyY =V,¥Y —h(X,Y)

ile tanimlanan V, M;* nin bir yari- Riemann koneksiyonudur (O’Neill 1983).
VyY = VyY + h(X,Y)

esitligi Gauss formiilii olarak adlandirilir (O’Neill 1983).

Tammm 2.4.5: M", M)*? nin n-boyutlu yari- Riemann alt manifoldu olsun. &, M™

de normal bir birim vektor alani ve V, M,’,Hp nin yari- Riemann koneksiyonu olsun.

VX € y(M™), V& nin teget bileseni —AgX ve normal bileseni Dy¢ olmak iizere,

Ay (M) X y (M) + — x(M7)
(X,&) = A:X

dontisiimii iyi tanimlidir. Boylece,

Vxé = —AgX + Dxé (2.4.1)

dir. Bu esitlige, Weingarten esitl/igi denir (Chen 1973).

Burada
D: x(Mp) X x(M) + — x(M;)
(X, &) — Dx¢

koneksiyonuna, M[* nin normal koneksiyonu denir (Chen 1973).

Teorem 2.4.3: M! c M;*P nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. vX,Y €
x(M™) ve V€ € y(MM)* olmak iizere

g(Aex,Y) = §(h(X,Y),&)

dir (O’Neill 1983, Chen 1973).
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Sekil 2.4.1

Tammm 2.4.6: M*, M,"P nin n-boyutlu yari- Riemann alt manifoldu, vX,Y,Z €

x(M{*) ve h M{* de ikinci temel form olmak iizere,
(Vxh)(Y,Z) = Dx(h(Y,2)) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.4.2)

seklinde tamml1 V koneksiyonuna M[* nin Van-Der Waerden-Bortolotti koneksiyonu
denir (O’Neill 1983).

(Vxh)(Y,Z) =0

ise M* paralel ikinci temel forma sahiptir denir. Paralel ikinci temel forma sahip

altmanifolda yar1 paralel altmanifold denir (Lumiste 1999).

Tamm 2.4.7: M] yari-Riemann manifold X,Y € y(M]') ve Veyx(M")* olmak
uzere

RJ_(X, Y)V = Dnyv - DyDXv - D[X'y]V

seklinde tanimli egrilik tensériine M manifoldunun normal egrilik tensérii denir
(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.4.4: R ve R sirast ile M ve M nin egrilik tensér alanlar1 olsun. O zaman

VX,Y,Z € TpM ve M ye teget her bir W tanjant vektor alani igin



24

i) RX,Y)Z=R(X,Y)Z — Apy X + Anx )Y
+(Vxh)(Y,Z) — (Vyh) (X, Z) (2.4.3)
i)  g(RX,YZW)=gRX,YZW) - g(h(X,W),h(Y,2))
+g(h(Y,W),h(X,2))

dir. Bu esitlige Gauss denklemi denir.

iy (R(X,Y)Z)" = (Vxh)(Y,2) — (Vyh) (X, Z)

dir. Bu esitlige de Codazzi denklemi denir (Yano ve Kon 1984).

Ispat: VX, Y,Z € x(MP) olmak iizere Gauss ve Weingarten esitliklerinden
ﬁ(X, Y)Z = vaYZ - vyﬁxz - W[X'y]z
=Vx(VyZ + h(Y,2)) — ¥y (VxZ + h(X,2))

— (VixnZ + h([x,Y1,2))
= VyVyZ + h(X,VyZ) + (Vxh) (Y, Z) + h(VxY, Z)
+h(Y,VyZ) — VyVyZ — h(Y,VxZ) — (Vyh)(X,Z)
—h(VyX,Z) — h(X,VyZ) — Vixy1Z — h([X,Y],Z)
—Apy X + Anx, )Y
=R(X,Y)Z — Apy. )X + Anix Y
+(V)(Y,2) - (Vyh)(X, Z),
RX,Y)Z=RWX,Y)Z — Apy X + Anix )Y
+(Vyh)(Y,Z) — (Vyh) (X, Z).

Boylece (i) ispatlanir. (i) denkleminin her iki tarafimt W € y(M[") ile ¢arparsak
gRX,VZ,W) = g(R(X,Y)Z,W)
—g (h(X, W), h(Y, 2) + g(h(Y, W), h(X,2))).
(11) ispatlanir. (i) denkleminin normal kismini g6z oniine alirsak
(RX,Y)2)* = (Vx)(Y,2) - (Vv (X, Z)

esitligi elde edilir. (iii) ispatlanir.
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Tamm 2.4.8: M}* yari-Riemann manifoldunun bir ortonormal ¢atisi {ey,e,, ..., €,}
ve g(e;, e;) = &,

H = (1/n) ¥, &h(ej, €) (2.4.4)

seklinde tanimli normal degerli vektor alanina M* nin ortalama egrilik vektor alam

denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.4.9: M, M*? nin n-boyutlu yari- Riemann altmanifoldu olsun. g, M nin

M*P deki § metriginden indirgenmis yar1- Riemann metrik olsun. vX,Y € y(M™) i¢in
h(X,Y) = g(X,Y)H (2.4.5)

ise M* ye total umbilik altmanifold ve ikinci temel form 6zdes olarak sifir ise M;* ye
total geodezik altmanifold denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.4.10: M{* nin normal koneksiyonu D, X € y(M*) ve H, M}* nin ortalama
egrilik vektor alani olsun. Eger, DyH = 0 ise H M;* de paraleldir denir
(O’Neill 1983).

Teorem 2.4.5: M)"P(c) c-sabit egrilikli yari-Riemann manifold ve M*, M7 (c)
nin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. Bu durumda vX,Y € y(M*) i¢in R (X,Y)Z,
M ye tegettir (Yano ve Kon 1984).

Ispat: M c-sabit egrilikli oldugundan

RX,VZ =clg(Y,2)X — g(X,Z)Y]

ve Codazzi denkleminden

~ 1 — —
0=(R(X,1)Z)" = (Vxh)(¥,2) - (Vyh)(X,2)
(2.3.7) denklemi yardimiyla V € y(M")* olmak iizere

=g(RX,NZ,V) = gRX,YZV) = g(Any nX,V) = 9(Anx.2)Y, V)
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=g(R(X,Y)Z,V)
=0

dir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 2.4.6: M} "P(c) yari-Riemann manifoldunun bir alt manifoldu M olsun.

M *P(c) ve M?* nin egrilik tensérleri sirastyla R ve R olmak iizere

i) g(RX,VZW) =
gRW,2)X,Y) — g (h(W, X),h(V,Y) + g(h(V, X), (W, Y)))

i) Ric(X,Y)=(n—1Dcg(X,Y) +X,izA,g9(A,X,Y) — Yo g(AX,AY).
i) r=nn-1Dc+X,(izA,)* =Y, izA%

dir. Burada r M nin skaler egriligidir (Yano and Kon 1984).

Ispat:

i) [V, W] = 0 oldugunu kabul edelim. Boylece
JRX,NZ,W) =gV, VX -V, ¥, X,Y) (2.4.6)
= g (Vv (TwX + hW, X)) = Ty (VX + h(V,X), 1))
= §(VWVuX + h(V, VY X) — Apw.xy)V + Dyh(W, X) — V,V,,X — h(w, V,X)
+ AnwxyW — Dyh(v,X),Y)
= g(V, VX =V, V. X, Y) + g(—Anawx)V + AnwyW,Y)
= gRw,w)X,Y) — g(h(w,X),h(v,Y)) + g(h(v,X) + h(w,Y))  (2.4.7)

i) S(.Y) =Xk, eg(RWV, e)e, V)

n

= ) gclgle,e)g(V,Y) —g(V,e)g(¥, el

i=1

+ ) al-g(h(, e, h(Y, ) + G(h(er, e, h(V, V)]

i=1
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cleigle,e)gV,Y) —eg(V,e)g (Y, e)]

n
i=1

+ & [—g(h(V, ei): h(Y, ei)) + g(h(eir ei)i h(Vr Y))]

VR

1l
[y

L

=n-cg(V,Y)—cg(V,Y)

n n+d
+ Z z & [_gﬁeag (AaY' ei)g(ea' eﬁ) + Ep€ad (Aaei: ei)g(AB v, Y)g(eau eﬁ)]
i=1 a=n+1
n+d n+d
=Mm—-1DcgV,Y) + Z —g(AV, A V) + z izA,g(A,V,Y)
a=n+1 a=n+1
i)  r=XY¢ggle,e)
n n d
= z g(n—"1cg (e, e) + z —&ig(Aqe;, Age;)
i=1 i=1 a=n+1
n d
+ z Z giizA,g(Aqe;, ;)
i=1 a=n+1
d d
=n(n—-1)c - z izAZ + Z (izA,)?
a=n+1 a=n+1

esitligi elde edilir. Boylece M manifoldunun 7 skaler egriligi,

r=nn-1)c+ z:(izA)2 - z izA?

a

dir. Burada izA% M nin ikinci temel formunun karesidir (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.4.11: Egrilik tensoriiniin ikinci temel forma etkisi X,Y,Z, W € y(M) igin
(REX,Y) - ))(Z,W) = RY(X, Y)R(Z,W) — R(R(X, Y)Z, W) — h(Z,R(X, )W)

seklinde tanimlanir. Eger R - h = 0 ise M ye yar1 paraleldir denir (Chen 1973).

Ayrica kolay bir hesaplama ile
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RX,Y).N(Z W) = (VxVyh)(Z W) — (VyVxh)(Z, W)

denklemi elde edilir (Chen 1973).

Tamim 2.4.12: M bir yari-Riemann manifold ve p € M noktasindaki tanjant uzay

T, M olsun. T,M nin ortanormal baz1 {e, €, ..., €,} olmak iizere f € C”(M,R) igin
A:C*°(M,R) — C*(M,R)
f — Af = div(gradf)
=Y &i(ee; () — (Ve,e)f) (2.4.8)

seklinde tanimlanan A operatoriine laplasyan operatorii ve Af e ise f fonksiyonunun
Laplasyan: denir (O’Neill 1983).

Tamm 2.4.13: (N, §) Riemann manifoldunun bir (M, g) altmanifoldu verilsin. M
nin birim tanjant vektorii X olmak tizere y M iizerinde y'(0) = X 6zelliginde bir
geodezik olsun. Bu taktirde ¥y nin 0 noktasindaki birinci Frenet egriligi k(0) =
|h(X,X)|| dir. Eger M nin her p noktasinda h(X,X) in normu ||h(X,X)]|| sadece p ye
bagli olup X = y'(0) dan bagimsiz ise M ye izotropik altmanifold adi verilir (O’Neill
1983).

Bir m-boyutlu M Riemann manifoldunun bir n-boyutlu altmanifoldu M olsun.
{e1, €5, ...,en}, TyM de ve {e,,1,..,em}, T#M de bir ortanormal baz olsun. M nin

ikinci temel formunun boyunun karesinin Laplace denklemi
~Allhl|? = g(V?h, h) + [Vh|? (2:4.9)

seklinde elde edilir.

R(X,Y)Z, M de ve teget olsun. Bu durumda

(V2h)(X,Y) = Z(Veiveih) (X,7)
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= Yi(R(e;, X)h) (e, Y) + Dy Dy (izh)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.4.14: M, M nin bir altmanifoldu olsun.
R-h=LQ(g,h)

ise M ye pseudo paraleldir denir. Burada L, M iizerinde tanimli differansiyellenebilir
bir fonksiyondur (O’Neill 1983).
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3.SIMETRiK MANiFOLDLAR

3.1. Yari Simetrik Manifoldlar

Bu bolimde bir diferansiyellenebilir manifold {tizerinde simetri kavramin

aciklayacagiz. Bunun i¢in once gerekli kavramlar1 verelim.

Tanmm 3.1.1: (M, g) bir yari-Riemann manifold olsun. o € M ve
D,={veT,M|Yy,:[0,1] » M,y,(0) = 0,¥,,(0) = v baslangi¢ sarth geodezik}
olmak iizere

exp,:D, = M
v — exp,(v) =¥, (1)

doniisimiine 0 € M de M nin distel doniisiimii denir (O’ Neill 1983).

Sabit v € T,M tanjant vektor ve t € R noktasi alalim. M tizerinde

B:[0,1] » M
s — B(s) =y, (ts)

egrisini tanimlayalim. Burada y, tanim 3.1.1. deki y,, egrisidir. f nin s parametresine

gore tiirevi

B'(s) = ty,(ts)
dir. Boylece

B'(0) = ty,(0) = tv
baslangi¢ hizli ve

B(0) =y,(0) =0

baslangi¢ noktali bir geodezik olur. y,, M {izerinde maksimal geodezik oldugundan
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B(s) = vy (ts) = Veu(5)

olmak zorundadir. O halde

expo(tv) = Vi (1) = v, (1)

dir.

Boylece iistel dontisim exp,, T,M nin orijinden gecen dogrulart M nin o

noktasindan gegen geodeziklere doniistiiriir (O’Neill 1983).

To(M)

exp,

Com)
Sekil 3.1.1.

Onerme 3.1.1: Her o € M noktasi igin T, M nin o noktasmin bir U komsulugu, M de
o 1n bir U komsulugu olmak iizere

exp,: T, MclU—McU

diffeomorfizm olacak sekilde vardir (O’Neill 1983).

Tamim 3.1.2: Bir V vektor uzayinin altctimlesi S olsun. Eger Vt € [0,1] i¢in v € S
iken tv € S ise S 0 civarinda yildizimsidir denir (O’Neill 1983).
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|4

Sekil 3.1.2.

O zaman S radyal dogru pargalarin birlesimi olur.

Tamm 3.1.3: U ve U 6nerme 3.1.1 deki gibi belirlensin. Eger U, 0 civarinda

yildizimst ise U ya 0 i bir normal komsulugudur denir (O’Neill 1983).

Onerme 3.1.2: Eger U her p € U noktas1 i¢in 0 € M nin bir normal komsulugu ise

o:[01] - U
0—0(0)=0
1> =p

olacak sekilde bir tek geodezik vardir. Ustelik

a'(0) = exp;'(p) €U
dir (O’Neill 1983).

Ornek 3.1.1: M = R% ve p € R? olsun.

Dy, ={v € TpM| 1,:[0,1] = M,t — y,(t) = p + tv, 1,(0) = p,¥,(0) = v}
expy: D, — M
v—expp(v) =y,(1) =p+v
Onerme 3.1.1. geregince exp,: T, (R}) — R} bir diffeomorfizm olur (O’Neill 1983).
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3.2. Lokal Simetrik Manifoldlar

Tammm 3.2.1: (M, g) bir yari-Riemann manifold ve R, M nin egrilik tensor alani
olsun. Eger VR = 0 ise M ye lokal simetriktir denir (O’Neill 1983).

Onerme 3.2.1: Sabit egrilikli manifoldlar lokal simetriktirler (O’Neill 1983).

Ispat: M c-sabit egrilikli bir yari-Riemann manifold olsun. Bu durumda

RX,Y)Z =c(g(Y,2)X —g(X,2)Y)
dir.

(VwR)(X,Y, Z) = VwR(X, Y)Z — R(VwX,Y)Z — R(X, Y) Vi Z

= Vi (c(g(Y, )X — g(X,2)Y) = c(g(X, 2)VywX — g(VwX, 2)Y) — c(g(Y, VwZ)X
— g(X, Vw2)Y)

= c[g(Vy Y, )X + g,V 2)X + g(¥, 2V X — c(g(Y, )V X — g(Vy X, 2)Y)
—c(g(Y,VyZ)X — g(X, Vi Z)Y)]
=0

Boylece teoremin ispati biter.

Simdi lokal simetriklik kavraminin geometrik anlamin1 vermeye calisalim. Bunu

asagidaki onerme yardimiyla agiklayacagiz.

Onerme 3.2.2: (M, g) bir yari-Riemann manifold olsun. O zaman asagidakiler
denktir.

(1) VR =0,
(2) X\Y ve Z, M iizerindeki bir a egrisi iizerinde paralel vektor alanlari iseler
R(X,Y)Z a boyunca paraleldir,

(3) Kesit egriligi, paralel 6teleme altinda degismez

(O°Neill 1983).
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Tamm 3.2.2: (M™, g) ve (M™, g) aym indeksli iki yari- Riemann manifold o € M
ve o € M olsun.

L:T,M — T;M

L bir lineer izometri ve U, M nin o € M noktasindaki bir normal komsulugu

expy , L(exp,*(U)) lizerinde tanimli olacak sekilde belli olsun. O zaman
@, = exp;°Lexp,:U > M
dontigiimiine U {izerinde L nin kutupsal (polar) doniisiimii denir (O’Neill 1983).

0 € M olmak tuzere
L:T,M — T,M

vV— —v
lineer izometrisi i¢in &p kutupsal doniistimii

§piexp,CLlexp, U — M
p — (exp,°L°exp, ") (p)
= (exp,°L°0’(0))
= exp,(—0'(0))

dir. Yani y(o) =p ise Ep(y(s)) = y(=s) dir. Bu &, doniisiimiine p de M nin lokal
geodezik simetrisi denir (O’Neill 1983).
Sonug 3.2.1: (M, g) bir yar1- Riemann manifold olsun. Asagidakiler denktir.

(1) M lokal simetriktir.
(2) L: TpM — T, M bir lokal izometri ve egrilikleri koruyorsa @.=L olacak sekilde p
nin ve q nun normal komsuluklarinin bir izometrisi vardir.

(3) Her p € M noktasinda lokal geodezik &, simetrigi bir izometridir

(O°Neill 1983),
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Tanmmm 3.2.3: (M, g) baglantili yari-Riemann manifold olsun. Her p € M noktasi
icin bir tek
{p:M—> M
izometrisi tiirev doniisimii (-id) olacak sekilde varsa (M,g) yari-Riemann
manifolduna simetrik uzay denir. ¢, izometrisi p de M nin global simetrisi olarak

adlandirilir (O’Neill 1983).

Sonuc 3.2.2: Tam, basit baglantili, lokal simetrik yari-Riemann manifold simetriktir
(O’Neill 1983).

Riemann simetrik uzaylarin detayli bir ¢aligmasi olarak E. Cartan’in 1926 yilinda

yaptig1 calisma temel kaynak olarak verilebilir .

(M, g) yari-Riemann manifold lokal simetrik (VR = 0) olsun. VX,Y € y(M) olmak
uzere
R(X,Y) R =VyVyR = Vy VxR — VxR = 0 (3.2.1)
olur. Yani
R-R=0 (3.2.2)
dir (Cartan 1926).

Tamm 3.2.4: (M, g) bir yari-Riemann manifold olsun. (3.2.2) bagintisin1 saglayan

manifoldlar yari-simetrik yari-Riemann manifold olarak adlandirilir (Szabo 1982).

Sonug 3.2.3: (M, g) yari-Riemann manifoldu lokal simetrik ise yari-simetriktir.

Riemann yari-simetrik manifoldlarin siniflandiriimasi (Szabo 1982, 1984, 1985) ve

(Boeckx ve ark. 1996) calismalarinda genis olarak verilmistir.

Simdi yari-simetrik kavraminin geometrik yorumunu verelim. V' vektor alaninin bir
paralelogram etrafinda paralel olarak 6telendiginde elde edilen yeni vektor alant V™ ise

(2.3.12) denklemi yardimiyla
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V* =V + R(X, Y)V(Sx(sy + 0>2(6x, Sy) (323)

esitligini elde ederiz.

W nun paralel 6telemesi W* olsun. Bu durumda

R(WV*W*W*,V*) = R(V + R(X,Y)VxSy + 072(5y, by),
W + R(X,Y)W&xSy + 072(8y, by),
W + R(X,Y)W&x Sy + 072(8y, by),
V 4+ R(X,Y)VSy8y + 072(8yx,8y))
=RWV,W,W,V)+R(RX,V)V,W,W,V)5;5y
+R(V,R(X, Y)W, W,V)8x6y + R(V,W,R(X,Y)W,V)5x6y
+R(V,W,W,R(X,Y)V)ExSy + 072(5y, by).

Burada 072(8y, 8y), 2. mertebeden biiyiik terimleri ifade etmektedir. Boylece

RV, W*,W*,V*) = R(V,W,W,V) — (R(X,Y) - R)(V, W, W,V)8x8y + 0>2(8y, &)
dir.

Boylece R-R, V ve W vektorlerinin bir paralelogram etrafinda paralel olarak
otelendiginde elde edilen yeni vektorler V* ve W* olmak iizere V ve W vektorlerinin
egrilik degeri ile V* ve W™ vektorlerinin egrilik degeri arasindaki farki ikinci

mertebeden Olger.

V,W ortanormal vektor alanlar1 olmak {izere ikinci mertebeden kesit egriligin
yaklagimi
K(P,m*) =K(P,m) — (R(X,Y) - R)(V,W,W,V)bxby

seklinde olur.
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Burada w* = Sp{V*,W*}, m = Sp{V, W} diizlemleridir.

Sekil 3.2.1

(Haesen ve Verstraelen 2007).
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4. SIMETRIK ALTMANIFOLDLAR

Oklid uzaylarinda simetrik altmanifoldlar ve bununla yakindan iliskili olan
altmanifoldlarda paralel ikinci temel form ile ilgili ¢alismalar 1970 lerde basladi.
Bildigimiz kadariyla bu calismalarin baslangict temel formun uzunlugu sabit olan
kiirelerin minimal altmanifoldlar1 tizerinde (Chern ve ark. 1970) tarafindan yapilan
calismalara kadar uzanir. Daha sonra bu calismalar (Vilms 1972) ve (Tricerri ve
Vanhecke 1988) tarafindan devam ettirilmistir. Sonra (Ferus 1974) Oklid uzayinda
paralel ikinci temel forma sahip olan altmanifoldlar1 sistematik olarak calistt ve bu
altmanifoldlarin siniflandirmasini tamamladi. Ferus un bir ¢alismasinin sonucu olarak
paralel ikinci temel forma sahip olan altmanifoldlar lokal olarak simetrik olacaklardir.

Bu sonucun bir direk ispati (Striibing 1979) tarafindan verildi.

Tamm 4.1: (M, g), (M, §) nim bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. Her p € M

i¢cin
0y M — M
p — 0p(p) = p,0p(M) =M
ve
-V, VE TpM
G.o={ .

olacak sekilde M nin bir izometrisi var ise M ye M nn simetrik altmanifoldu denir
(Olmas ve ark. 2003).

Onerme 4.1: Bir uzay formun bir simetrik altmanifoldunun ikinci temel formu
paraleldir ( Striibing 1979).
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Ispat: M, M(c) nin bir simetrik altmanifoldu olsun. M(c) nin her bir izometrisi

Levi-Civita koneksiyonuna gore bir afin doniisiim olacagindan

(Vxh) (Y, Z) = (a,) (Vxh)(Y,2)

= (70, 1) ((2).¥.(05).2)

=-(Vxh)(¥,2)

Boylece
(Vxh)(Y,Z) =0
elde edilir.

Tamm 4.2: (M, g), (M, §) nin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. Her p € M
noktasi i¢in o,,(p) = p, 0,(U) = U ve

(6).0) = |

olacak sekilde M de p nin bir U koordinat komsulugunda M nin bir lokal izometrisi var

-V, veT,M
v, vE (TI,,M)l

ise M ya lokal simetrik altmanifold denir ( Striibing 1979).

Asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1: Sabit egrilikli bir manifoldun altmanifoldunun lokal simetrik olmasi

icin gerek ve yeter sart ikinci temel formun paralel olmasidir (Olmas ve ark. 2003).

Teorem 4.2: M, M nim bir Riemann altmanifolduve p € M ve u,v € T,M olsun. M
de p koseli ve Ax ve Ay kenarli yeterince kiigiik bir koordinat paralelogram: Q olsun. M
nin koneksiyonuna goére u ve v nin Q etrafinda paralel 6telenmesi sonucunda u*,v* €
T, M tanjant vektorleri elde edilsin. Bu durumda h(u, v) nin normal koneksiyona gore Q

etrafinda paralel 6telemesi sonucunda h(u, v)** elde edilir.

O halde M nin yari-paralel olmasi igin gerek ve yeter sart h(u*,v*) ile h(u, v)**
cakisik olmasidir (Dillen ve ark. 1991).
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Sekil 4.1

Ispat: Eger M de x ve y tanjant vektorleri ile birlikte p koseli yeteri kadar kiigiik
koordinat paralelogrami verilirse, v € T,M tanjant vektoriinii V koneksiyonuna gore

paralel olarak otelersek (3.2.3) den

v* = v — [R(x,y)v]AxAy + 072 (Ax, Ay) (4.1)
dir. V1 koneksiyonuna gore é normal vektoriinii paralel olarak oteledigimizde benzer

sekilde (3.2.3) yardimiyla
&t =& — [RM(x,y)¢1AxAy + 072 (Ax, Ay) (4.2)

dir.

u ve v nin paralelogram etrafinda paralel 6telenmesinden sonra ikinci temel formu

asagidaki gibi diistinebiliriz. (4.1) i kullanarak

h(u*,v*) = h(u — [R(x, y)u]AxAy + 072%(Ax,Ay), v — [R(x,y)v]AxAy
+ 0”>%(Ax, Ay))

= h(u,v) — h(u, R(x,y)v)AxAy — h(R(x, y)u, v)AxAy + 0>?(Ax, Ay)
+h(u, 0>%(Ax, Ay)) + h(0>%(Ax, Ay),v) + h(R(x,y)u, R(x,y)v)(Ax, Ay)?
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Ikinci dereceden bir yaklasim yaptigimizdan dolay:

h(u*,v*) = h(u,v) — [h(R(x, y)u,v) + h(u, R(x, y)v)]AxAy + 0”2 (Ax, Ay)
ve ikinci temel formun V! ile paralelogram etrafinda paralel 6telemesi igin (4.2) i

kullanirsak

h(u,v)*t = h(u,v) — [R*(x,y)h(u, v)]AxAy + 072 (Ax, Ay)
elde edilir. p € M de

h(u*,v*) — h(u,v)*t =
(R (x,y)h(w,v) — R(R(x,y)u,v) — h(u, R(x,y)v))AxAy
+072(Ax, Ay)
= (R(x,y) - h) (u, v)AxAy + 0% (Ax, Ay)
h(u*,v*) — h(u,v)** = (R - h)(u, v; x,y)AxAy + 072(Ax, Ay)

denklemi elde edilir.

O halde ikinci mertebeden yaklasim yaptigimizda h(u®,v*) = h(u,v)*t ise
R - h = 0 elde edilir.

I¢ Ozellikler D1s Ozellikler

Flat uzay R =0 | Total geodezik h=0
_¢ ili =

Uzay form R=:>gAg Total umbilik f_z gH

Lokal simetrik VR = o | Paralel Vh=0

Yari-simetrik R-R =0 | Yar-paralel R-h=0

M, n boyutlu bir Riemann manifold ve u, v, x,y € y(M™) olsun.

Qg M, v;x,y) = =((x Ag y) - ) (u,v)

= h((x Mg y)u, v) + h(u, (x Mg y)v)
seklinde tammlidir. Burada dis garpim A, ise
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(x Ag ¥)u = g(w,x)y — g(u, y)x

seklinde tanimlidir.
Simdi burada Q (g, h) nin geometrik yorumunu verecegiz.

M™ n-boyutlu Riemann manifold ve p e M™ deki tanjant uzay T,M™ olsun. T,M"
deki x,y tanjant vektorleri {x,y} ortanormal ve {x,y,es,..,e,} T,M™ nin bir
ortanormal bazi olacak sekilde belli olsunlar. O zaman keyfi bir z € T,M™ tanjant

vektoru

n
2= gz 0x+gEyy + Y gzede

1=3

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir.

{x, y} ortanormal vektor sistemi tarafindan iiretilen diizlem 7 olsun. z nin rr diizlemi
lizerine izdiisiimiinii S,{es, ey, ...,e,} tarafindan iretilen (n —2) diizlemini sabit

birakacak sekilde yeteri kadar kiiclik € acis1 kadar dondiirelim. Burada

R.(x) = cose.x + sine.y
R.(y) = —sine.x + cose.y

olur. Fakat ¢ yeteri kadar kii¢iik oldugundan cose — 1, sine — ¢ dur. Buradan

R.(x) =x+¢y

R(y) =—ex+y
olur. Boylece

7= Re(2) = gz 0OR() + g YIR) + ) gz, edRe(e)
i=3

= 9O +&y) + g D(-ex + ) + ) gzede;

=3

= gzx)x+gy,2)y+ Z 9(z,e)e; +e(g(z,x)y — gy, 2)x)

=3

Z=z—-¢(gly,2)x — g(x,2)y)
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elde edilir.

(x Ag y)z, p € M™ noktasinda z € T,M" tanjant vektoriiniin II diizlemine
izdiisiimiinii yeteri kadar kii¢iik € ag¢is1 kadar dondiirdiikten sonra z nin degisimini

birinci mertebeden Olger.

u, v €T,M™ olsun. & ve ¥ sirasiyla u ve v nin II diizlemine izdiisiim vektdrlerini

yeteri kadar kiiclik € acis1 kadar dondiirdiikten sonra elde edilen vektorler olsun.

h(@, ) = h(u — e(g(y, wx — gx, wy), v — e(g(y, v)x — g(x,v)y)
= h(u,v) — eh((YAgX)u, v) — eh(u, (YAgx)v) + 0(&?)
= h(u,v) — e[R((YAgX)w, V) + h(u, (YAgx) V)] + O(e?)
= h(u,v) — e Q(g,h)(u,v;x,y) + 0(?)

Boylece Q(g, h)(u,v; x,y), x ve y tarafindan tiretilen diizlem 7 olmak tizere u ve v
nin r diizlemine dik izdiistimlerini yeteri kadar kii¢lik € agis1 kadar dondiirdiikten sonra
elde edilen vektorler sirasiyla @ ve ¥ olsun. u ve v nin ikinci temel formdaki degeri ile
i ve ¥ nin ikinci temel formdaki degeri arasindaki farki birinci mertebeden olger

(Dillen ve ark. 1991).

Sekil 4.2

E?%4 $klid uzayinda bir yiizeyin yari-paralel olmasi igin gerek ve yeter kosullar

Deprez tarafindan asagidaki teoremle verilmistir.
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Teorem 4.3: M c E?*4 bir yiizey olsun. M yari-paraleldir < (lokal olarak)

i) M yiizeyi S? kiiresine denktir veya

i) M normal koneksiyonu diizlemsel olan bir lokal diizlemsel yilizeydir veya

iii) M c E® c E?*4 izotropik bir yiizeydir ve ||H||2 = 3K esitligini saglar

(Deprez 1985).

1999 yilinda Lumiste, E2*%(c) de yari-paralel yiizeyler icin asagidaki sonucu

vermistir.

Teorem 4.4: M c E**4(c) bir yiizey olsun. Eger M yari-paralel (R - h = 0) ise

) M bir total geodezik veya total umbilik yiizey veya

i) V van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu diizlemsel olan bir yiizey (yani
R = 0) veya

iii) Ortalama egrilik vektdrii H ve Gauss egriligi K arasinda ||H||? = 3K — ¢

bagintis1 bulunan bir izotropik yiizeydir

(Lumiste 1999).

2001 yilinda Ozgiir tarafindan Deprez in 1985 yilinda yaptig1 ¢aligma asagidaki

sekilde genellenmistir.

Teorem 4.5: M c E?*¢ yiizeyi R - h = L,Q(g, h) sartin1 saglayan (yani M yiizeyi

pseudo paralel) bir yiizey olsun. O zaman (lokal olarak) ya

i) M bir yari-paralel yiizeydir veya
i) Gauss egriligi K = Ly, olan bir yiizey veya
iii)  Ortalama egriligi ve Gauss egriligi arasinda ||H||?> = 3K — 2L, bagintis1
bulunan izotropik bir M c E> c E?*4 yiizeyidir
(Cihan 2001).
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Daha sonra Asperti ve ark. 2002 yilinda asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 4.6: M? c M5(c) nin bir altmanifoldu olsun. Eger M? pseudo yari-paralel
(R-h=1L,Q(g,h))veL+c>0ise

i) M? total umbilik

i) Normal demeti diizlemsel (Rt =0)ve K = —L <0
i) M2, 5% c M>(c) de bir Veronese yiizey

iv)  M?, 5%(c) de bir torus

dir (Asperti ve ark. 2002).
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5. LORENTZ UZAYLARLARDA PARALEL YUZEYLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Bu béliimde (Chen ve Veken 2009) kaynagi esas alinmustir.
5.1. U¢ Boyutlu Lorentzian Uzay Formlarinda Paralel Yiizeyler

Ucg boyutlu uzay formlarinda paralel ve dejenere olmayan yiizeylerin smiflandirmasi

Chen ve Veken tarafindan 2009 yilinda asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 5.1.1: E3 de dejenere olmayan paralel yiizey ise asagidaki sekiz tipten
biridir;

(1) Oklid diizlemi E?: L(u,v) = (0,u, v);
(2) Total umbilik hiperbolik diizlem
H?: L(u,v) = a(coshucoshv, coshucoshv, sinhu), a > 0;
(3) Hiperbolik silindir H* x E*: L(u, v) = (acoshu, asinhu,v), a > 0;
(4) Lorentzian diizlem E? = L(u,v) = (u,v,0);
(5) Total umbilik de Sitter uzay1
S2:L(u,v) = a(sinhu, coshucosv, coshusinv), a > 0;
(6) Dik dairesel silindir E* x S*: L(u,v) = (u, acosv, asinv), a > 0;
(7) Silindir ST x E*: L(u,v) = (asinhu, acoshu, v), a > 0;
(8) Diizlemsel minimal Lorentzian yiizey

L(u,v) = %(u—v)g’ +u,%(u—v)3 +v,%(u—v)2

(Chen ve Veken 2009).
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Sunlar1 soyleyebiliriz; (4)-(8) ylizeyleri Lorentzian olmasima ragmen, (1)-(3)
yiizeyleri Rimannian; (1) ve (4) total geodezik; (2) ve (5) yiizeyleri total umbilik fakat
total geodezik degil, digerlerinin hepsi diizlemsel (yari-paralel altmanifoldlar); (1), (3),
(4), (6) ve (7) yiizeyleri total geodezik altuzaylardaki paralel egrilerin ¢arpimi; (8)
yiizeyi diizlemsel ve minimal, fakat total geodezik degildir.

Teorem 5.1.2: S3(c) c Ef de dejenere olmayan paralel yiizey ise, ¢ > 0 ise

asagidaki alt1 tipten biridir;

(1) Total umbilik cember S2: (yerel) L(u,v) = (a, bsinu, bcosucosv, bcosusinv),
b2 _ a2 — C—l.

1
c

(2) Total umbilik Oklid diizlem £2:L = — (u? + v =2, u2 +v2 = u,v),

Sl

(3) Total umbilik hiperbolik diizlem H?:

L = (acoshucoshv, acoshusinhv, asinhu, b), b®> — a® = ¢ 1;
(4) Uzay benzeri yiizey

H' x S*: L(u,v) = (acoshu, asinhu, bcosv, bsinv), b> — a? = c¢™1;
(5) Total umbilik de Sitter uzayi

SZ: L(u,v) = (asinhu, acoshucosv, acoshusinv, b), a®> + b? = ¢~ 1;
(6) Lorentzian diizlemi EZ:L(u,v) = (asinhu, acoshu, bcosv, bsinv),

a’?+ b2 ="t

(Chen ve Veken 2009).

Sunlar1 soyleyebiliriz; (5)-(6) ylizeyleri Lorentzian olmasina ragmen, (1)-(4)
yiizeyleri Rimannian; (1), (2), (4) ve (5) ylizeyleri total umbilik ve yiizeyler (1) a = 0
(2) b = 0 ve (5) b=0 ise total geodeziktir; (3), (4) ve (6) yiizeyleri diizlemsel; (6) yiizeyi
a’?=bh? = 21—6 icin minimal, fakat total geodezik degil; (4) yiizeyi E? nin S3(c) deki

total umbilik izometrik immersiyonudur.
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5.2. Dort Boyutlu Lorentzian Uzay Formlarinda Paralel Yiizeyler

Simdi dort boyutlu Lorentzian uzay formlarinda paralel yiizeylerin siniflandirmasini

vericez. Lorentzian yiizeyler ve Riemannian yiizeyler arasindaki farki gostericez.

Teorem 5.2.1: M, Ef de uzay benzeri paralel yiizey ise asagidaki dokuz tipden
biridir.

(1) Total geodezik diizlem E?: L(u,v) = (0,u,v,0);
(2) Kiire $2: L(u, v) = a(0, cosucosv, cosusinv, sinu),a > 0;
(3) Dik dairesel silindir E* x S*: L(u,v) = (0,u, acosv, asinv), a > 0;
(4) Hiperbolik silindir H* x S*: L(u, v) = (acoshu, asinhu, v,0), a > 0;
(5) Diizlemsel silindir H* x S*: L(u,v) = (acoshu, asinhu, bcosv, bsinv),
ab > 0;
(6) Hiperbolik diizlem
H?: L(u,v) = a(coshucoshv, coshusinhv, sinhu, 0), a > 0;
(7) Minimal diizlemsel yiizey L(u, v) = (u? — v?,u? — v%,u,v);
(8) Yiizey L(u,v) = (u®+v?+ %,uz + v? — %,u, v);
(9) Diizlemsel total umbilik yiizey

L(u,v) = %((1 —a)u?+ 1+ a)v? (1 —a)u? + (1 + a)v?, 2u,2v), aeR.

(Chen ve Veken 2009).

Sunlar1 soyleyebiliriz; (1), (2), (6) ve (8) ylizeyleri total umbilik ve (1) total
geodezik; (1), (3)-(5) ve (7)-(9) yiizeyleri diizlemsel ve (7) yiizeyi minimaldir.

Teorem 5.2.2: Ef de Lorentzian paralel yiizey, ¢>0 ise olmak iizere asagidaki alt1
tipten biridir;

(1) Lorentzian diizlem E2: L(u,v) = (u, v, 0,0);
(2) De Sitter uzayr S2: L(u, v) = a(sinhu,coshucosv ,coshusinv,0), a > 0;
(3) Silindir Ef x S*: L(u,v) = (u,acosv,asinv,0);

(4) Silindir S x E*: L(u,v) = (asinhu,acoshu,v,0);
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(5) Yiizey St x S*: L(u, v) = (asinhu, acoshu, bcosv, bsinv), a,b > 0;

(6) Null scroll N2,(1,1,0,0) yoniinde dénen, sifir kiibii

4 4
a(u) = (§u3 + u,§u3 —u,2u?,0)

(Chen veVeken 2009).

Sunlar1 s6yleyebiliriz; (1) ve (2) yiizeyleri total umbilik ve (1) total geodezik; (1) ve
(3)-(6) yiizeyleri diizlemsel; (6) yiizeyi minimaldir.

Simdiki teoremlerde, kendimizi 1 ya da -1 sabit kesit egrilikli de Sitter ya da anti-de

Sitter zaman benzeri uzay ile siirlicaz.
Simdi genel durumun bir siniflandirmasini elde edicez.

Teorem 5.2.3: S#(1) c E} de Riemannian paralel yiizey ise asagidaki yedi tipten
biridir;

(1) Cember S2: (yerel) L(a.b cosucosv,bcosusinv,bsinu,c),
—a?+b*+c?=1;

(2) Hiperbolik diizlem
H? : L(u,v) = (acoshucoshv,a coshusinhv,asinhu,b,c),
—a?+b*+c?2=1;

(3) Torus S* x S*:L(u,v) = (a,b cosu,bsinu,c cos v,csinv),
—a?+b*+c?=1;

(4) Yiizey H* x S: L(u,v) = (acoshu,asinhu,b cosv,b sinv,c),
—a’?+b*+c?=1

(5) Yiizey L(u,v) = (u2 + v? + a? +%,u2 + v? + a? —%,u,v,m),a € R;

(6) Yiizey L(u,v) = (u2 —%+az,acosv,asinv,u,u2 —z+ az),a € R;

1
Vi+a?

(7) Yiizey L(u,v) = (u2+v2—Z,u2+v2—z,u,v,a),aeR

(Chen ve Veken 2008).
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Sunlar1 s6yleyebiliriz; (1), (2) ve (5) yiizeyleri total umbilik ve (1) a = c = 0 ise
total geodezik; (3) ve (7) yiizeyleri diizlemsel; (3) ylizeyi a = 0 ise minimaldir.

Teorem 5.2.4: S}(1) c E de Lorentzian paralel yiizey ise asagidaki iki tipten
biridir;
(1) De Sitter uzay: S? : L(u,v) = (a, sinhu, a cosh u cos v,acoshusinv,b,c),
a?+b*+c*=1
(2) Yiizey SZ: L(u,v) = (a,sinhu,a cosh u,b cosv,bsinv,c),

a’+b*+c*=1
(Chen ve Veken 2008).
Sunlar1 sdyleyebiliriz; (1) yiizeyi total umbilik ve (2) ylizeyi diizlemseldir. Ayrica

(1) yiizeyi b = ¢ = 0 ise total geodezik ve (2) yiizeyi a? = b? =% ve ¢ =0 ise

minimaldir.
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6. YARI-RIEMANN UZAY FORMUNUN UZAY BENZERIi ALT
MANIFOLDLARI

Bu boliim orjinal sonuglar igermektedir.

N;*P(c) n+p boyutly, ¢ sabit egrilikli ve sabit p indeksli bir yari-Riemann manifold
olsun. M™, N;”p(c) nin n-boyutlu uzay benzeri altmanifoldu olsun. T.ishihara

asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 6.1: M™, N;*P(c) de ¢= 0, nin minimal (=maksimal) uzay benzeri bir tam

altmanifoldu olsun. O zaman M™ total geodeziktir (Ishihara 1988).

H.Sun (Sun 1995) tamlik kosulunu manifoldun paralel ikinci temel forma sahip

olmasi ile degistirerek asagidaki teoremi elde etmistir
Teorem 6.2: M™, Ny *P(c) de p>1, ¢ <0, paralel ikinci temel forma sahip
altmanifoldu olsun. O zaman
3|lAll* + 2n(c — H®)||h||? — 2n?H?*c = 0

esitsizligi elde edilir.

Ozel olarak esitlik durumunda M™ total geodezikdir veyan = p = 2 ise

M? = H?(+/=c) nin Hf(\/%) de bir hiperbolik Veronese yiizeyidir. Burada ¢ < 0 ve

H2(V=c)={x€R} | glx,x) =x? +xZ —x%=¢,c <0}

ve
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i () = {r e Bilgen) = 2t + 53— 3 — 23 = xd = e <)
dir (Sun 1995),

Riemannian uzay formu durumunda Asperti ve ark. 2002 asagidaki teoremi

vermistir.

Teorem 6.3: M™, NZ}“’(c) nin bir pseudo yari-paralel minimal alt manifoldu olsun.

Bu durumda L + ¢ < 0 ise M™ total geodeziktir (Asperti ve ark. 2002).

Daha onceki boliimlerde bahsedildigi gibi paralel ikinci temel forma sahip
altmanifoldlar yari-paralel (R-h = 0) dir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.
Boylece yukaridaki teoremin 1s1g1 altinda manifoldun pseudo yari-paralel olmasi

durumunu bu boliimde arastirdik.

Ik &nce béliim igerisinde verecegimiz ana teoremin ispatinda kullanilacak yardimeci
onermeyi verelim.

Yardimci 6nerme 6.1: M™, N;”p (c) nin uzay benzeri minimal altmanifoldu olsun.

Bu durumda

LAIIRI = ncllal? = Secll A A1 — Sapiz(Aadg)” + [FR]"  (6.1)

dir (Cheng ve Ishikawa 1997).
Simdi bu bdliimiin orijinal teoremini verecegiz.

Teorem 6.4: M™, N;*P(c) , ¢ > 0, nin uzay benzeri minimal alt manifoldu olsun.

Eger M" pseudo paralel (R-h = LQ(g,h)) ve c — L > 0 ise M™ total geodeziktir.

Ispat: M™ wuzay benzeri altmanifoldunun keyfi bir x € M™ noktasindaki

{e,, ey, ..., e, } ortanormal uzay benzeri ¢ati alanin1 gz oniine alalim. Burada (T,,M™)*
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normal uzayinin {en+1, €nt2y e en+p} ortanormal ¢at1 alan1 da zaman benzeri olacaktir.

Ozaman1 <i,j<n, n+1<a <n+pi¢in M" nin ikinci temel form bilesenleri
hi; = g(h(e; e, eq) (6.2)

olarak verilir. h nin benzer olarak birinci ve ikinci kovaryant tiirevlerinin bilesenleri

sirastyla
e = 9(Ve k) (e €1), €a) = Ve, hfs (6.3)
ve
ha = 9(Ve, Ve, h) (ei €))eq = Vo, b, (6.4)
seklinde verilir.
R((epex) - h)(eig) = (Veﬁekh)(ei, &) — (Ve Ve, ) (e €)) (6.5)

Ozdesligini gbz Online alalim. Eger M™ pseudo yari-paralel ise (6.5) denklemi

yardimryla
(Veivekh) (er,e)) — (Ve Ve, h)(ei€;) = LQ(g, R)(es ¢ e, ex)
yani
his — hiiue = LISkihij — uihk; + O jhi] — 8ijhi] (6.6)

denklemi elde edilir. hj; nin Laplace
AR = X ) =1 ik (6.7)

denklemini gbz Oniine alirsak ikinci temel formun norm karesinin Laplace (2.3.21)

denklemi yardimiyla
11X
I =3 3 0 (e e )
i,j=

_ — 2
= Xk=19(Y, Ve, h)(ei ) + VA (6.8)

denklemi bulunur.

M", N;} P (¢) uzay formunun bir altmanifoldu oldugunda Teorem 2.4.4 (iii) den ve

ikinci temel formun simetrik olmasi nedeniyle
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(Vo) (e ex) = (Ve h) (e e4) (6.9)

denklemine sahip oluruz. Boylece M™ nin minimal (=maksimal) olmasi ve (6.6)

denklemini kullanarak

g(vekvek)h(eir ej)»h(ei» ej)) = g(vekveih)(ek; ej)rh(ei» ej) =
9 Ve 1) (ej er), hies €) —
L{g(ei, e)g(h(ex ex), hie; €)) — glew, e)g(hlex, e;), h(es ) +
gerelg(li(eser)r(ele)))—gek,ekg(fi(eLe)) rlese)) (6.10)

yazilabilir. (6.10) esitligi (6.9) de yerine yazildiginda
n
1 _
SAIAIE = > g((TeTe k) er, €1, hles e))
i,jk=1
- L{g(ei» ej)g(h(ekr ex), h(ej, ej)) — g(ex,e)g(h(eg, e;), h(e;, ej))
+ g(ey, ei)g(h(ej; ex), h(e;, ej)) —g(ex, ex)g(hle;, ej)’ h(e;, ej)}

— 2
+ ||vA|

bulunur. M nin invaryant bir altmanifoldu minimal oldugundan son denklemde gerekli

diizenlemeler yapildiginda

n
1 _
SAIRIE = > g((TeTe W) e ), hlew e)))
ijk=1
— 2
+Ln||h||? + ||VA| (6.11)
(6.11) denkleminde yeniden minimallik kosulu kullanildiginda
— 2
~Allhl|? = Lallh|| + || V]| (6.12)

denklemine ulasiriz. Boylece (6.1) ve (6.11) denklemleri yardimiyla

n(c=LIRI? = SeplllAa Aglll" = Sapiz(deds) =0  (6.13)
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denklemi elde edilir. M™ uzay benzeri oldugundan normal uzayr zaman benzeri
olacagindan ||h||? <0 dir. Boylece (6.11) ve ¢—L >0 olma sartimt kullanarak

|~]I? = 0 bulunur. Buda ispat: tamamlar.

Sonu¢ 6.1. M™, N,*P(c) nin uzay benzeri minimal ve yari-paralel altmanifoldu

olsun. ¢ > 0 ise M™ total geodeziktir.
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