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OZET

Yiksek Lisans Tezi

IE" DEKI WINTGEN IDEAL YUZEYLERIN BIR KARAKTERIZASYONU
Ertugrul AKCAY

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu caligmada E* deki yiizeylerin 1. ve 2. temel form katsayilar1 yardimiyla bazi
siniflandirmalar1 verilmistir. Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris
boliimiidiir. Ikinci bdliimde ¢alismanm ilerideki bdliimlerinde kullanilan tanim ve

kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde E° deki yiizeyler ele alinmistir. Bu yiizeylerin
Gauss egriligi ve ortalama egriligi ile ilgili esitlikler incelenmistir. Dordiincii boliimde
E* deki yiizeyler ele alinmistir. Bu yiizeyleri Gauss egriligi K, ortalama egriligi H ve
normal egriligi K, ile 1ilgili esitlikler incelenmistir. Bu bolim ii¢ kisimdan
olusmaktadir. Birinci kissmda K ve H ile ilgili esitlikler, ikinci kisimda K ve K, ile
ilgili esitlikler, tiglincti kissimda 1se K, K, ve H ile ilgili esitlikler incelenmistir. Son
boliimde ise Chen yiizeylerinin siiperkonformal olduklar1 ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Gauss egriligi, Ortalama egrilik, Normal egrilik, Stiper konformal
yiizey, Wintgen ideal ylizey
2013, V + 39 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

A CHARACTERIZATION OF WINTGEN IDEAL SURFACES IN /E”"
Ertugrul AKCAY

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

In this thesis, a characterizations of surfaces in E* with the help of coefficients of the
first and second fundamental form are given. This thesis consist of five chapters. First
chapter is introduction. In the second chapter it is given some basic definitions and
theorems which will be use in the other chapters. In the third chapter Euler equation of
a surfaces in E’ are considered. In the fourth chapter surfaces in the 4-dimensional

. 4 . .
Euclidean space E" are considered. Some curvature equations of K, K, ve H are

obtained. In the final chapter Chen surfaces in the 4-dimensional Euclidean space E*
are considered. It has been proved that every Chen surfaces are Wintgen ideal surface
of E*.

Key words: Gaussian curvature, Mean curvature, Normal curvature, Superconformal
surface, Wintgen Ideal surface.
2013, V + 39 pages.
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1. GIRIS

Bu ¢alismanm amac1 E* deki baz1 yiizeylerin 1. ve 2. temel form katsayilar1 yardimiyla
baz1 siniflandirmalarini vermektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris bo liimiidiir.

fkinci bolim temel kavramlardan olusmaktadir. Ikinci kissmda E* deki yiizeylerin
ikinci temel formu, ortalama egrilik fonksiyonu, Gauss ve normal egrilikleri

tanimlanmis ve bunlarla ilgili bazi temel 6zelikler verilmistir.

Ugiincii bolimde E° deki yiizeyler ele alnmistir. Bu yiizeyleri Gauss egriligi K ve
ortalama egriligi H ile ilgili esitlikler incelenmistir.

Dérdiincii bolimde E* deki yiizeyler ele almmustir. Bu ylizeyleri Gauss egriligi K,

ortalama egriligi H ve normal egriligi K, ile ilgili esitlikler incelenmistir. Bu boliim

ii¢c kisimdan olusmaktadir. Birinci kissmda K ve Hﬁ” ile ilgili esitlikler, ikinci kisimda

K ve K, ile ilgili esitlikler, {igiincii kistmda ise K, K, ve Hﬁ” ile ilgili esitlikler

incelenmistir.

Son boliimde ise Chen yiizeylerinin siiperkonformal olduklar1 ispatlanmaistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Giris

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi1 temel kavramlar, teorem ve

tanimlar verilmistir. £” de regiiler bir yama ile verilen yiizeylerin ikinci temel formlari,
Gauss, ortalama ve normal egrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazi sonuclar

verilmistir.

2.2. E" de Yiizeyler
M yiizeyi X :U c E* — E" yamast ile verilsin. M nin p e X (u,v) noktasmndaki teget
uzayt T,(M), X, ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Béylece M nin birinci temel

formu

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv* (2.2.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada

E = <X14’Xu>’

F=(X,X), (22.2)
G=(X,.X,)

olup <,> bir Oklid i¢ ¢arpimudir. Bununla birlikte (2.2.2) yardimiyla

|X,x X[ =EG-F? (2.2.3)
elde edilir. Eger X, x X #0 ise X (u,v) yamasi regiilerdir denir.

Su andan itibaren aksi soylenmedikce X (u,v) yamasi regiiler kabul edilecektir ve
EG-F*=w" (2.2.4)

ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.1: M < E" ylzeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. E"

de Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X,Y e (M) lokal vektér
alanlar1 i¢in M yiizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak iizere M

nin ikinci temel form doniigiimii



h:y(M)x x(M)— y*(M) ;h(X,Y)=V Y-V, Y, (2.2.5)
bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.2.5) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tanim 2.2.2: M c E" yizeyi X(u,v) regiler yamasi ile verilsin. VX e y(M) ve
& e (M) igin M nin sekil operatérii doniisiimii

A (M) x (M) = x(M); A:X = -V yE+ V& (2.2.6)
bi¢iminde tamimlanir. Burada A4,X, & ya karsilk gelen sekil operatori ve V* ise
27 (M) normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi X,Y €T »(M) igin

<A§X, Y> = (h(X,Y),&) (2.2.7)

dir. Bu operator self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatiirde (2.2.6) esitligi Weingarten
denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Ayrica VX,Y,Z €T, (M) i¢in M ylizeyinin ikinci temel formu /4 nin kovaryant tiirevi
VY, Z)=Vih(Y,Z)- WV ,Y,Z)-h(Y,V ,Z)

dir. Boylece Codazzi denklemi

(Vyh)(Y,Z)=(Vyh)(X,Z) (2.2.8)

dir (Chen 1973).

Tamm 2.2.3: M < E" yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. X (u,v) yamasinin 2.

mertebeden kismi tiirevleri X, ,X, ,X ve normal vektor alanlar1 N,,N,,...,N,

uu® <" uv? n-2

olmak tlizere M nin ikinci temel form katsayilar

c]k] :<qu’Nk>’
¢ty =(X,,N,), 1<k<n-2 (2.2.9)
c§2 :<va’Nk>

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Tamm 2.2.4: M yiizeyi X :U c R*> 5> E" regliler yamasi ile verilen bir yiizey olsun.

Bu durumda M nin Christoffel sembolleri F;(l <i,j,k<2)



GE, —2FF, + FE,

o 12 _ 2EF, —EE, - FE,
11 2 11 2
2AEG - F?) 2EG-F?)
rh = =G rg =2t (2.2.10)
AEG-F?) AEG-F?)
o _26F,-GG,~FG, , _EG,-2FF,+FG,
22 2 22 2
2EG-F?) 2EG-F?)

bigiminde tanimlanir. Burada T;, =T}, ve I';, =}, dir (Gray 1993).

Onerme 2.2.5: M yiizeyi X :U c R> —> E" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun.

Bu takdirde V X,, X, € T,(M) ve {N|,N,,...,.N, ,}eT, (M) igin

X, =V, X, =T\X, +T X, +c\N, + N, +..+¢[°N, ,
X, =V, X, =TLX, +T,X +c,N, +c,N, +...+¢)°N, (2.2.11)
X, =V, X, =TpX, +T5X, + N, + N, +.+ ¢y °N,
dir (Gray 1993).

Boylece (2.2.11), (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde

edilir.

Sonug¢ 2.2.6: M yiizeyit X :U c R®> > E" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun.
Bu takdirde
1 2 -2
h(Xu’Xu) :CllNl +011N2 +...+Clnl Nn—Z
hX,,X,)=coN; +chHNy +..4 52N, (2.2.12)
1 2 -2
h(XV’XV) = CZZNI + szNz +...+ ng Nn—Z

dir.

Sonuc 2.2.7: M yiizeyi X : D c R*> — E" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. Bu
takdirde

WX, X,) =X, -T11 X, - X,

WXy, X,) = X =T X, ~THX, (2.2.13)
h(X,, X)) = X, ~T X, ~THX,

dir.



Tamm 2.2.8: X (u,v):(u,v)e D c R* regiiler yamasi ile verilen M c— E" yiizeyinin
Gauss egriligi
_ LS ey 2.2.14
K=—5 % (c11¢2 —(c12)7) (2.2.14)
W=

dir (Mello 2009).

Tamm 2.2.9: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R”? regiiler yamas ile verilsin. Bu
takdirde her {Xl,Xz}e T,(M) ve {Nl,NZ,...,Nn_Z}e TpL(M) ortonormal bazlar1 i¢in

M nin ortalama egrilik vektorii

. n—2
H=Y HN, (2.2.15)
i=l
dir. Burada
1 12 ) ) )
=2 (Gdi, —2F¢], + Ec,) (2.2.16)

M nin i.nci ortalama egriligidir. Bununla birlikte M nin ortalama egriligi H = Hﬁ H dir

(Mello 2003).

Onerme 2.2.10: M yiizeyi X :U < R> — E" regiiler yamasi ile verilsin. Bdylece

X}, X, vektorleri 7, (M) nin ortonormal bir bazi olmak {izere

_ X
e 2.2.17)
X2 = E[Xv _<XV’XM>LUZ}’
W X,

dir. Burada W = v EG — F* olarak daha 6nce tanimlanmustir (Bulca 2012).

Onerme 2.2.11: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R” regiiler yamas ile verilsin.

Bu takdirde T, (M) nin bir {X 1 X 2} ortonormal bazi i¢in



1
h(X]’X]) :Eh(Xu’Xu)

1 F
X, X,))=—nhX,X)-——h(X,X,
(X, X5) = (X, X, ) = )
E 2F F?
WX X0) = (X, X)) = 2o X X ) 2 h(K X,
dir (Bulca 2012).

(2.2.18)

Tammm 2.2.12: M c E" yizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. T »(M) nin

ortonormal bir bazi {X,, X, } olmak iizere M nin ikinci temel form katsayilart

hy = (h(X;, X ), Ny),

ile tanimlanir (Chen 1973).

(2.2.19)

Onerme 2.2.13: M c E" yiizeyi X (u,v):(u,v)e D c R* regiiler yamas: ile verilsin.

Bu takdirde her {X,,X,}eT (M) ve {N,N,,...,N,,}eT, (M) ortonormal bazlari

olmak tizere A, sekil operatori matrisi

A, :{hg hf],(lsas;a—@
‘ h2] h22

bi¢imindedir. Burada h; ler ikinci temel form katsayilar1 olup

a

2

5, :<h(X2aX2)aNa> :W(Eczz —2Fc¢, +?C”]
dir.

Ispat. (Bulca 2012).

(2.2.20)

(2.2.21)

Onerme 2.2.14: X (u,v): (u,v) € D < R regiiler yamast ile verilen M < E" yiizeyinin

Gauss egriligi

K =det(4, +4, +..+4, )

(2.2.22)



dir.

Onerme 2.2.15: X (u,v):(u,v) € D < R* regiiler yamasi ile verilen M < E" yiizeyinin
ortalama egrilik vektori

— 1y . .

H= ) {IZ(ANI )N T IZ(ANZ )N y et IZ(AN,,_Z )N,,_z} (2.2.23)
dir.

Tamm 2.2.16: M c E" vyiizeyi ile normal demeti T+ (M) nin egrilik tensirleri

strasiyla

R(X.Y)Z =N yVyZ-VyV yZ =V[xy|Z (2.2.24)
A\

R (X,Y)E=h(X,A.Y)-h(Y,A.X), E€ y (M) (2.2.25)

seklinde tanimlanir. Boylece her X,Y,Z, W € y(M) ve &,ne ;(L(M) icin M c E"
ylizeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sirasiyla

(RXNZW)=(h(X,W),h(Y,Z))—(W(X,Z),h(Y W), (2.2.26)
(R* (X)) =([4.. 4, ]x.Y) (2.2.27)

dir (Chen 1973).

Burada [,] Lie parantez operatorii

[ ] 2% 2 (M) — (1)
(X, )= [X,Y]=XY-YX =V ,Y -V, X

bi¢iminde tanimlanir.

Eger R=0 ise M yiizeyi diiz (flat) normal koneksiyonludur denir.

Tamm 2.2.17: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R’ regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde 7,(M) ve TPL(M) uzaylarmm  {X;,X,} ve {N L 1<a<n-2
ortonormal bazlar1 i¢cin M nin normal egriligi
1/2
n=2 2
Ky :{ > (R (X, XN, N, ) } (2.2.28)
l=a<p

seklinde tanimlanir (DeSmet ve ark. 1999).



Aciklama 2.2.18: M < E" yiizeyi X (u,v):(u,v) e D < R’ regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde 7, (M) ve T pl (M) uzaylarmin {X X 2} ve {N 1> Nz} ortonormal bazlar1
icin M nin normal egriligi

Ky =(R" (X}, X,)N,, ) (2.2.29)

seklinde tanimlanir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).

Onerme 2.2.19: X (u,v) regiiler yamas: ile verilen bir M < E* yiizeyinin normal

egriligi
Ky = hllz (h121 - h222 )"‘ h122 (héz - hlll ) (2.2.30)
dir .

Ispat. (Bulca 2012).

Sonuc 2.2.20: M c E* yiizeyi X (u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamas ile verilsin. Bu

takdirde K, =0 olmast i¢in gerek ve yeter sart R* =0 olmasidir.

Onerme 2.2.21: X (u,v) regiiler yamasi ile verilen bir M c E* yiizeyinin normal

egrilik fonksiyonu
Bl e —e e Ym Flel e —e2 e Y+ Glel et — el
K, = (€1,¢5 —CCy) (0110223011022) (¢, —€16,) (2.2.31)
w
dir.

Ispat. (Bulca 2012).

Sonug 2.2.22: X (u,v) regiiler yamasi ile verilen bir M — E* yiizeyinin normal egrilik
fonksiyonu

K, Z(chcz, chel Jg (2.2.32)

\/_1] 1
dir. Burada
gij:{gn g12j|’ gij:l{ gxn _gn]g=det(gﬁ)=W2
8xn 8n g1l=8xn &u

dir (Aminov 2001).



Aciklama 2.2.23: Normal egrilik fonksiyonu K, ayni zamanda Gauss torsiyonu olarak
da bilinir. (Detayli bilgi i¢in bkz. Aminov 2001) K, (p) =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter
sart p € M noktasimin yari-umbilik olmasidir. Her p € M noktasi yari-umbilik olan

ylizey yari-umbilik yiizey denir (Gutierrez-Nunez ve ark. 2008).

Tamm 2.2.24: X (u,v) regiiler yamasi ile verilen bir M < E* yiizeyinin Gauss, normal

ve ortalama egrilikleri
|[H]* - K ~[K | =0 (2.2.33)

esitligini saglar ise M ye Wintgen ideal yiizey ad1 verilir (Wintgen 1979).

Tamm 2.2.25: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R’ regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde i¢in
<h(X,Y),F1> = 2(X,Y) A= HF[H (2.2.34)

sart1 saglanirsa M ye pseudo-umbilik yiizey denir (Chen 1972).

Tamm 2.2.26: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R’ regiiler yamas1 ile verilsin.
Bu taktirde M nin N, ya gore sekil operatorii matrisi 4, birim matrisin bir kat1 yani

Ay = Al oluyor ise M ye total umbilik yiizey adi verilir.



3. E’ DEKI YUZEYLERIN EULER ESITLIGI

3.0. Giris

Bu bolimde E’ de verilen yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri ile ilgili esitlikler

ele alinacaktir.

3.1. E’ de Verilen Yiizeylerin K ve Hﬁ” ile Tlgili Esitlikler

M c E’ yiizeyi X(u,v) yamasi ile verilsin. Bu takdirde M ye ait asli egrilikler k, ve £,

olmak tlizere M nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

K =kk, (3.1.1)
H:%@+@) (3.1.2)

dir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri yardimiyla

2

4K4@ (3.1.3)
Euler esitsizligi elde edilir (O’Neill 1997). Ayrica esitlik durumunda

—2
K:W{ (3.1.4)

Euler esitligi olarak bilinir.
Sabit Gauss ve ortalama egrilikler ile ilgili siniflandirma H. Liebmann, tarafindan 1900

tarihinde asagidaki sekilde verilmistir;
Teorem 3.1.1:
1) M cE’ yiizeyi verilsin. K >0 ve Gauss egrilikli sabit olsun. Bu takdirde M
. 1 1
lizeyi S*(—=) kiiresidir.
yuzey (JE)
2) M c E’yiizeyi verilsin. K >0 ve H sabit olsun. Bu takdirde M yiizeyi
1

Sz(m) kiiresidir (Liebmann 1900).
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Onerme 3.1.2: M c E’ vyiizeyi X(u,v) yamasiyla verilsin. Bu takdirde M yiizeyinin
—2

K :HHH esitligini saglamasi i¢cin gerek ve yeter sart M yiizeyinin total umbilik

olmasidir.

. —2
Ispat: (:>): M ylizeyi Vp € M noktasinda K :HH esitligini saglasm. Boylece (3.1.1)

ve (3.1.2) esitlikler1 yardimiyla

k’ +k2*=2kk, = (k, —k,)* =0 (3.1.5)
elde edilir. Buradan k, = k, oldugu goriiliir. Béylece M — E” yiizeyi total umbiliktir.
(<): Ispat asikardir. [

Onerme 3.1.3: M c E° yiizeyi

X(u,v)=(gu),h(u)cos(v), h(u)sin(v)) (3.1.6)

2
olmasi i¢in gerek ve yeter

yamasi ile verilen bir donel yiizey olsun. Bu taktirde K = Hﬁ

sart M nin lokal olarak $° kiiresinin bir parcasi olmasidur.
Ispat. X(u,v) regiiler yamasmn kismi tiirevleri ;
X, =(g'(w),h'(u)cos(v), h'(u)sin(v))
X, =(0,—A(u)sin(v), h(u)cos(v))
X = (8" (), h"(u)cos(v), " (u)sin(v))
X, =(0,=A'(u)sin(v),h'(u)cos(v))
X,, =(0,—h(u)cos(v),~h(u)sin(v))
bulunur. Béylece M nin birim normal vektorii
Vo X, xX, _ 1
X < x| g @y + Ky

dir. Ayrica M nin 1’inci ve 2’nci temel form katsayilari sirasiyla

(K (u),~g'(u) cos(v),~g'(u)sin(v))

E=(X,X,)=gu)’+h(u)’
F=(X,X)=0
G=(X,.X,)=h(u)

e = (X, N = (g ) (u) — g G)h"(u)) :

Vg @) + 1 ()

f=(X,.N)=0
T S (L)
T g Wy W)
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bulunur. Boylece F' = f'= 0 oldugundan M donel yiizeyi i¢in

Ay(X,)=—X,
£ (3.1.7)
Aaxgzgx

dir. Buradan M nin asli egrilikler1

_ 8" () - g'(w)h"(u)

e
E (@@ +hw)”

1 =

g g'(u)

TG (g w))"

elde edilir (O’Neill 1997). Ayrica k, =k, oldugundan
g'@H )’ +g'(u)’ + h(u)g' w)h"(u) = h@u)h'(u)g"(u) = 0 (3.1.8)
bulunur. Farzedelimki «a(u)=(g(u),h(u)) birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde
g'(u)* + ' (u)* =1 dir. Bu iki denklemin ortak ¢6ziimiinden

g(u)=cos(u), h(u)=sin(u) yada g(u)=sin(u),h(u)=-cos(u)

elde edilir. Bu da bize donel yiizeyin lokal olarak bir kiire oldugunu gosterir. [

Tamm 3.1.4: M c E® yizeyi X(u,v):DcR>—E’ regiller yamasi ile verilsin.

X, xX

N = Y_ yiizeyin normali olmak tizere
| X, x X, yuzey
X_(u,v) = X(u,v)+cN@u,v), c€R (3.1.9)

yamasi ile tanimlanan yiizeye M nin paralel yiizeyi denir. Bu ¢alismada M nin paralel

ylizeyini M., ile gosterilecektir (Gorgiilii 1989, Gray 1993).

Teorem 3.1.5: M c E’ regiiler yiizeyinin paralel yiizeyi M. olsun. M nin sekil
operatori 4 ve k ,k,, ile k,* ,kz* sirastyla M ve M, nin asli egrilikleri olmak tizere

det(/ —cA) >0 ise

dir (Gray 1993).
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Teorem 3.1.6: M, yiizeyi M nin (3.1.9) esitligi ile tanimlanan paralel yilizeyi olsun. X,

Hve K", H" sirastyla M ve M., ylizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri olmak iizere

K= & (3.1.10)

H=—--% (3.1.11)

dir (Carmo 1983).

Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.1.6 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.1.7: M, ylizeyi M nin paralel yiizeyi olsun. K, H ve K", H" sirasiyla M ve

M. yizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri olmak ilizere
K'(H-cK)-KH" =0 (3.1.12)
dir (Ozdemir 2008).

Ornek 3.1.8: ( Helikoid ve paralel yiizeyi) M yiizeyi,
X(u,v)=(ucosv,usinv,bv); Vu,veR
yamasi ile verilen helikoid yiizeyi olmak lizere M nin paralel yiizeyi
Y(u,v)=Xu,v)+c N(u,v)

yamasi ile verilir. Burada

N(u,v) = (sinv,cosv,u)

1+u’

dir. Boylece M nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasi ile

b2
K=-——,H=0
(b2 +u2)
dir. (3.1.10) ve (3.1.11) esitlikleri yardimiyla
2 2
K- b - ch
(b2 +u2) —c’b? (b2 +u2) —c’b?
dir (Ozdemir 2008).
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Ornek 3.1.9: (Kiire ve paralel yiizeyi) M yiizeyi,
X(u,v) =(rcosucosv,rcosusinv,rsinu); Vu,ve R
regiiler yamasi ile verilen kiire yiizeyinin normal vektorii
ﬁ(u, v) = (—Ccosu cos v,—cosusin v,—sin u)

dir. Boylece M ve M, nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

kol gl

7 r
. 1 . TItc
(r—c)*’ (r—c)’

dir (Ozdemir 2008).
Ornek 3.1.10: (Ketanoid ve paralel yiizeyi)
X(u,v)=(coshucosv,coshusinv,u); Vu,veR
yamasi ile verilen Ketanoid ylizeyi M ise paralel yiizeyi M,
Y(u,v)=(p(u)cosv, p(u)sinv,y(u))

parametrelendirilmesine sahiptir. Burada

p(u)=coshu — ,
coshu

\(

v (u) =u+ctanhu

dir (Malkowsky ve ark. 2001). Ayrica Vue R ve c<1 igin cosh’u>c dir. Bununla

beraber M ve M. nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

1
K=— —, H=0
cosh™ u
ve
. 1 . c
K = — =
cosh*u—¢? cosh*u—¢*
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dir. Boylece son esitliklerden (3.1.12) denkleminin saglandig1 goriiliir (Ozdemir 2008).

Sonuc 3.1.11: M c E’ yiizeyi (3.1.6) yamas ile verilen bir donel yiizey olsun. Bu
takdirde

1) K = H =0 ise M bir diizlemin bir pargasidir.

1) H#0, K=#0ve H + AK = 0 ise M yiizeyi kiirenin bir parcasidir.

Sonug 3.1.12: M, yiizeyi M donel ylizeyinin bir paralel yilizeyi olsun. Eger M ylizeyi
flat olmayan bir minimal yiizey (yani, ketonoid yiizeyi) ise M, yiizeyinin egrilikleri

orani sabittir, yani;

(3.1.13)

dir.

Ispat. Eger M minimal ise H =0 dirr. Boylece (3.1.12) denklemi yardimiyla
K(cK*+H*)=O elde edilir. M yiizeyi flat olmadigindan ¢K"+H =0 dir. Boylece

ispat tamamlanmis olur. [
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4. E* DE WINTGEN IDEAL YUZEYLER

4.0. Giris
Bu boliimde E* deki yiizeyler ele alimmustir. Bu yiizeylerin Gauss egriligi K , ortalama

egriligi H ve normal egriligi K, ile ilgili esitlikler incelenmistir. Bu bolim g
kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda K ve H[-j’ H ile ilgili esitlikler, ikinci kisimda K
ve K, ile ilgili esitlikler, figiincii kisimda ise K, K, ve HF[H ile ilgili esitlikler
incelenmistir.

4.1 K ve Hﬁ” ile ilgili Esitlikler

M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasiyla verilsin. Vp € M noktasmdaki T,M tanjant

uzay1 {X,,X,} ortonormal bazi ve T pLM normal uzayi ise {N,, N, } ortonormal bazi ile

gerilsin. Bu takdirde M nin sekil operatdrii matrisleri Onerme (2.1.20) yardimiyla
1 1 2 2
AN — h]l] h’lZ] AN — h112 h]22 (411)
I h2] h22 ’ h2] h22
olarak tanimlanir. Burada hl.jk , M nin ikinci temel form katsayilar1 olup

' =(h(X,, X ,),N,) :<ANle.,Xj>, 1<i, j<2 (4.1.2)

seklinde ifade edilir. Buradan M nin Gauss egriligi
K =det Ay +detd,

(4.1.3)
= hn]hzz] _(h12])2 + h112h222 _(h122)2
dir. Ayrica M nin Ortalama egrilik vektori
H :%iZANIN1 +izAy N,
(4.1.4)

1
= 5{(}1111 + hzzl)N1 + (hll2 + hzzz)Nz}
dir.
Yardimar Teorem 4.1.1: M c E* vyiizeyi X{(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M

—12
ylizeyinin K = HH H sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
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hnl = hzzl’ h112 = hzzz’ h121 = h122 =0 (4.1.5)

olmasidir.

o —|12
ispat.(=): M c E* yiizeyi K = HH esitligini saglasm. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.1.4)

esitlikleri yardimiyla

4HﬁH2 = (' +h," ) + (k] + by’ )

(4.1.6)
K=h'hy = (b, ) + 1y by = (")
elde edilir. Boylece (4.1.6) esitligi diizenlenirse
— |12
4(H| =K = Oy =hy )+ =’y +401,') +4(h,)’ (4.1.7)

—|2
bulunur. Ayrica HH H — K =0 sart1 saglandiginda (4.1.7) yardimiyla (4.1.5) esitligi elde
edilir.
(<) : Asikardir. [
Teorem 4.1.2: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M yiizeyinin

—12
K= HH esitligini saglamasi icin gerek ve yeter sart M nin total umbilik olmasidir.

Ispat.(=): M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde

Ay (X)) = (4, (X, X)X, +(4y (X)), X, )X,
=(h(X,, X)), N, )X, +{h(X,,X,),N, )X, (4.1.8)
=hi X, +h,X,; 1<a <2.

—12
dir. Ayrica K = HH H esitligi saglandigindan (4.1.5) ve (4.1.8) esitliklerinden

ANI (X]):h]]]X]
ANI (Xz):hn]Xz
ANZ(X]):hHZX]

Ay (X)) =h"X,
dir. Buradan 4, =4,/ oldugu gorilir. Bylece tanim geregi M yiizeyi total umbiliktir.
(<) : Asikardir. [
Ornek 4.1.3: (E* deki S*(a) standart kiiresi)

X (u,v) = (asin(u)cos(v),asin(u)sin(v), a cos(u),0) 0fu<m 0<v<2rm (4.1.9)
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yamastyla verilsin. Boylece birim teget ve normal vektorleri

)?] = (cos(u) cos(v),cos(u)sin(v),—sin(u),0)
X, =(sin(v),cos(»),0,0)

— ) ) ) (4.1.10)
N, =(sin(u) cos(v),sin(u) sin(v),cos(u),0)
N, =(0,0,0,)
olmak uzere
hlll = hzzl = _l
a
h112 = h222 =0
hlzl = hlz2 =0
elde edilir. Buradan
—r 1
k=[df =% (4.1.11)
a

dir (Bures 1975).

Tanim 4.1.4: (G-M rotasyon ylizeyi) Birim hizli1 uzay egrisi o(u) = (x,(u),x, (1), x; (1))
ve PB(v)=(cosv,sinv) birim ¢gember olmak {izere « ve B egrilerinin kiiresel garpimi
Xu,v)=a(u)® B(v)=(x(u),x,u),x;(u)cosv,x;(u)sinv), x,>0 (4.1.12)
yiizey yamasi ile ifade edilir. Burada ueR, 0<v<2mwve «, birim hizli yani
((x])* +(x5)* +(x})?)=1) dir (Ganchev ve Milousheva 2008b). (4.1.12) yamasiyla
verilen ylizeyler Ganchev ve Milousheva rotasyon yiizeyleri olarak adlandirilir. Burada
o(u) egrisi ylizeyin dongii egrisi olarak adlandirilir. Bu egrini Oee, diizlemine

izdistimi a(u) = (x,(u),x,(u)) ve a(u)ile a(u)nun egriliklerini sirasiyla

=G + () +(x1)?
K = XXy —XyX|
bi¢imindedir.

Onerme 4.1.5: M c E"yiizeyi X(u,v) yamasiyla verilen Ganchev-Milousheva rotasyon

2
sartini i¢in gerek ve yeter sart

yiizeyi olsun. M yiizeyinin K = Hﬁ
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olmasidir.
Ispat. X{(u,v) regiiler yamasinin kismi tiirevleri;
XM = (x], X}, X3 COSV, X} Sin v)
=(0,0,—x; sin v, x, cosv)
= (x],x5,Xx; COSV, X} Sin v)
XW =(0,0,—x; sin v, x; cosv)
X,, =(0,0,—x; cosv,—x, sin v)
dir. X(u,v) nin birinci form katsayilari,
E=(X,.X,)=(x))" +(x;)" +(x})’
F=(X,X,)=0
G=(X,X,)=(x;)’

dir. Bu ylizeyin normalleri
1 14 ” " ”n_:
N, = Z(xl ,X5,X; COSV,X; SInV)

r.n "n_.r

N, :z(xsz — X)X, X3 X, — X3, , (X]X) — X/x)) oSV, (x/x) — X{x,)sinv)

dir. Burada

k=G + () + ()’
tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece X(u,v) nin ikinci temel form katsayilari

'=(X,.N)=k

uu?

uy?

xaxa

X

=X
=X
T= (X,
"=

uv?

N,)=0
)
=0
) =0

)= X (0x] —xix))
? k

0
z =

»

»
=

| I
>
=

=

Vo

dir. Ayrica (2.2.21) esitliginden
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n zcl_ll: k
COE () ) )
1
hlzl =—c'=0
w
x”
hzzl:_ 3
kx, (4.1.13)
2
C,
hn2 :%:0
hlz2 =0
5 1 5 x'x"_x"-x'
(B = M T4
hy, Wz( 2) for,

elde edilir (Bulca 2012). Burada W* = EG — F* dir.

—2
(=) :Mylizeyi K = HH sartin1 saglasin. Bu taktirde (4.1.5) ve (4.1.13) esitliklerinden

istenilen sonug elde edilir.

(<) : Asikardir. [

Ornek 4.1.6:  o(u)=(0,x,(u),x;(u)) birim hizli uzay egrisi ile B(v)=(cosv,sinv)
cemberinin ¢arpimint

Xu,v)=a(u)® B(v)=(0,x,(u),x;(u)cosv,x;(u)sinv), x;>0

kiiresel ¢carpim yiizeyi olarak bilinir. Burada u € R, 0<v <27 ve o birim hizli bir egri

olup

esitlikleri saglanir.

Teorem 4.1.7: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasiyla verilsin. Bu takdirde M yiizeyi
total umbilik ise M nin ortalama egriligi sabittir (Chen 1973 sayfa 50).

Ispat. {Na }, (1<a<n-2) T*M nin ortonormal bazi olsun. Bu takdirde herhangi

X,Y e y(M) i¢in
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(4, X,Y)=(h(X,Y),N,) (4.1.14)

dir. M yiizeyi total umbilik olsun. Bu takdirde bazi reel degerli A, fonksiyonlar1 i¢in

Ay =A,1 (4.1.15)
dir. Boylece (4.1.14) ve (4.1.15) den

(h(X,Y),N,)=2,(X,Y) (4.1.16)
elde edilir. Buradan

izd, =21, (4.1.17)
h(X,Y)= §1a<X,Y>Na (4.1.18)

a=l1

yardimu ile
WX,Y)=(X,Y)H (4.1.19)

dir. E" nin egrilik tensérii R sifir oldugundan

<13 (X,Y)Z, W> =(R(X,V)Z,W )+ {h(X, Z), k(Y. W)~ (h(X, W), h(Y, Z)) (4.1.20)
yardimiyla
(RXNZW)={h(X,W),W(Y,Z))—(W(X,Z),h(Y,V)) 4.1.21)

elde edilir. Buradan (4.1.19) ve (4.1.21) esitliklerinden

(R(X,Y)Z,W) = HI:IH2(<X, W)Y, Z)~(X,Z)Y, W)
bulunur. Boylece Codazzi denklemlerinden HFI H2 =c ceRdir. [}

Tamim 4.1.8: M c E"yiizeyi X(u,v) regiiler yamas: ile verilsin. & € y*M birim normal

vektor alan1 olmak tizere
S(&)=(X,¢) (4.1.22)
carpimina M niné ya gore destek fonksiyonu denir (Chen 1793 sayfa 59-60).

Onerme 4.1.9: M c E” yiizeyinin birim vektor alan1 & dejenere olmayan ve normal
demet i¢inde paralel ayrica M nin & ya gore destek fonksiyonu S(&) sabit ise M yiizeyi

E" nin kii¢iik kiiresinde yatan bir yiizeydir (Chen 1973).

21



Ispat. M c E" yiizeyinin birim vektér alam & nm asli vektorleri E,,..., E,  ve de ashi
egrilikleri k..., k, olsun. Eger & vektor alan1 non-dejenere ve normal demet iginde

paralel ve M nin & ya gore destek fonksiyonu S(&) sabit olsun. Bu takdirde

A.E, =kE, (4.1.23)
olup

V. E=-AE
dir. Buradan

\Y%

=(V, ,X,§>+<X,§Eie§>

(Vi X,8)+(h(E, X),8) ~(A4E, X)+(X,V . °¢)
(h(E, X).E)~(4.E,.X)

0

oldugundan % £ X normal bilesene sahip degildir. Boylece

(X,E)=0,.., (X,E)=0
Vi (X, X)=2(V, X, X)=0

elde edilir. Son esitlikten M yiizeyi E" nin kiigiik kiiresinde yatan bir yilizey oldugu

sonucuna varilir. []

Onerme 4.1.10: M c E" vyiizeyi X(u,v) yamast ile verilen total umbilik yiizey olsun.
Bu takdirde M yiizeyi lokal olarak diizlemin bir par¢asi yada M =S§° c E’ — E" dir.

Ispat. (B.Y Chen 1973 sayfa 50). [
4.2 E*de K ve K , ile flgili Esitlikler

Yardimar Teorem 4.2.1: M c E* yiizeyi X(u,v) regiler yamasi ile verilsin. M

yiizeyinin K = K, sartin1 saglamas1 i¢in gerek ve yeter sart

(' + hy Y =y, ) = (=, YRy + 1" ) =0 4.2.1)

olmasidir.
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Ispat.(=): M c E* yiizeyi K =K, esitligini saglasin. Bu takdirde M nin Gauss ve
normal egrilikleri sirasiyla
K=h'hy,' —(h,' ) +h, by, = (h,") 4.2.2)
Ky=hy, (' =k +hy" (b —hy,')
dir. Boylece (4.2.2) esitligi diizenlenirse

Bty = (') + Ry Ry = (P = hy (B, =k ) =Ry (' =Ry, ) =0
bulunur. Boylece son esitlik yeniden diizenlenirse (4.2.1) elde edilir.

(<) :Asikardir. [

Ornek 4.2.2: (Tor Yiizeyi) M c E* yiizeyi
X(u,v)=(a,cosu,a,sinu,a, cosv,a,sinv) ;a, € R (4.2.3)
regiiler yamasiyla verilsin. Tor yiizeyi i¢in K =K, =0 olmak iizere (4.2.1) esitligi

saglanir.

Onerme 4.2.3: (4.1.12) regiiler yamasi ile verilen Ganchev-Milousheva rotasyon
yiizeyinin K = K, esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart x,=au+b olmasidir. Yani

M ylizeyinin diiz olmasidir.

Ispat. (4.1.13) deki degerler (4.2.1) esitliginde yerine yazilirsa x =0 elde edilir. [J

Ornek 4.2.4: M c E* yiizeyi

X(u,v)=(a(v)cosu, f(v)cosu,a(v)sinu, B(v)sinu) (4.2.4)
regliler yamasiyla verilsin. Bu yiizey Tensor Carpim yiizeyi olarak bilinip
¢,(u) =(cosu,sinu),c,(v) =(a(v), B(v)) dir (Mihai ve ark 1995). Bu ylizey igin

o b)(c(») -b())
A R IO

(4.2.5)

dir. Burada
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B aﬁ'—a'ﬁ
bO) == T
c(v)_ a'ﬁ”—a” '

@)+ (B

reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlardir (Bulca 2012 sayfa 42).

Ornek 4.2.6: M c E* yiizeyi

X(u,v)=(r(v)cosvcosu,r(v)cosvsinu, r(v)sinvcosu, r(v)sinvsinu)

(4.2.6)

(4.2.7)

regiiler yamasiyla verilen yiizey Vranceanu yiizeyi olarak bilinir (Vranceanu 1977). Bu

yiizey i¢in
_ (r'@)* —r(u)r"(u)
U@+ ()

dir.
Coziim: (Bulca, 2012 sayfa 29).

Ornek 4.2.7: (Aminov Yiizeyi) M c E* yiizeyi
X(u,v)=(acosvcosu,acosvsinu,bsinvcosu,bsinvsinu)
yamastyla verilen ylizeye Aminov yiizeyi denir.

Bu yiizey i¢in

_ —16b*(b* —a®)cos2v
Y (4a’b* + (b* —a?)?sin? 2v)?

K=K

dir.
Coziim: (Bulca, 2012 sayfa 25).
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43 E* de K, K, ve Hﬁ” ile ilgili Esitlikler

4.3.1. E* de Siiperkonformal Yiizeyler

McE* yiuzeyi X(u,v):(u,v) eDcR? regliler yamasi ile verilsin. Bir peM
noktasindaki 7', (M) teget uzaymda 6 €[0,27] parametrizasyonu ile verilen bir gember
alinsin. Ayrica X, X, vektorleri 7,(M) nin ortonormal bir bazi olmak tizere

{ =cosOX, +sin6X,
dogrultu vektorii se¢ilsin. Boylece T pL(M ) normal diizlem ile 7 dogrultu vektoriiniin
olusturdugu dogru L, nin direk toplami p € M noktasindaki hiperdiizlem olusturur.
Bu hiperdiizlem E(p,7) ile gosterilirse

E(p,f)=T, M®L,
dir. Béylece E(p,t) ile M nin arakesiti bir egri olusturur. Bu egri y, ile gosterilir ve

M nin p noktasinda ve ¢ yoniinde normal kesit egrisi denir. Ayrica yp nmn normal
egrilik vektori T pL(M ) de yatan bir n, vektorii olup

Ne=7a(s)" €T,"M (4.3.1.1)
bi¢iminde tanimlanir. M yiizeyi regiiler X (u,v)yamas ile verilsin. Bu taktirde 7,

egrisi M nin lizerinde oldugundan

Vo (8) =X (u(s),v(s))

vo($)=u'(s)X, +V(s)X,

75()=u'(s)’ X, +u"()X, +V(s) X, +V'(5)X, +2u'(s)V(5) X,

dir. Boylece normal bilesen;

yos) =u'(s)’ X, +V ()X, +2u'(s)V(s)X,,

biciminde M yilizeyinin normal egrilik vektoriinii verir. Eger y(s(0)) noktasinda

74(s) =7 almirsa, yani normal kesit egrisi birim hizli ise 7 =cos@X, +sin6X,

oldugundan s(0) noktasinda
u'(s(0)) =cosb
V'(s(0)) =sinf
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dir. Boylece;

yo(s(0))" =cos*OX,,~ +sin”> X, " +2sin O cosOX "
o ()4 X, )+ (X, ()= X, (0)c0s 20+ X, (p)sin 20
— H + Bcos20 + Csin 20

elde edilir. Burada y(s(0)) = p boylece olup

— 1
H= E(X W (D)X 0 (D))
~
B== (X, (P) =X, (P)
C=X,"(p)
yardimiyla
y(s(0))" = H + Bcos20 + Csin 20 (4.3.12)

bulunur. Benzer sekilde
h(f,t) = h(cosOX, +sin OX,,cosOX, +sin X ,)
=cos’ Oh(X,,X,)+sin’ Oh(X,,X,)+2cosOsin Oh(X,,X,)

;[' _ h(X],X])+h(X2,X2)

2
Z_—); _ h(Xl’Xl)_h(Xz’Xz)
2
C=h(X,, X,)
alinirsa
h(f,f)=H + Bcos20 + Csin 20 (4.3.1.3)

dir. Boylece 6 agis1 0 dan 27 ye degistiginde bu vektor T pL(M ) de bir elips olusturur.
Bu elipse M nin p noktasindaki egrilik elipsi denir ve

E(p)= (.0 eT, || =1 (4.3.1.4)

ile gosterilir.(Perdigao 2011)

Aciklama 4.3.1.1: E(p) egrilik elipsi bir noktaya ya da bir dogruya dejenere olabilir. M

yilizeyinin bir p € M noktasinda yar1 umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrilik

elipsinin bir dogruya dejenere olmasidir, buna esdeger olarak K, (p) =0 dir. E* de M
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immersiyon yiizeyi her noktasinda yar1 umbilik ise M yiizeyine yar1 umbilik denir. Bu

durumda M yiizeyinin normal egriliginin sifir olmas1 demektir.

Onerme 4.3.1.2: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Asagidaki ifadeler
birbirine denktir:

1) E(p) egrilik elipsi bir dogru ya da bir noktaya dejenere olur.

1) B ile C lineer bagimlidir.

iiiy R =0 du.

1v) Eger {N l.} ortonormal normal cati ise A4, matrisleri (1<i<2)

kosegenlestirilebilirdir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).

Tamm 4.3.1.3: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. X(u,v) nin E(p)
egrilik elipsi bir ¢ember yani,<1§,é>:0 ve HBH:HéH esitlikleri saglanwrsa M ye

stiperkonformal yiizey adi verilir. (Godalupe ve Rodriguez 1983).

Tanim 4.3.1.4: M nin p noktasindaki egrilik elipsi E(p) T’ pL(M ) diizleminde yatan bir

egri oldugundan (4.3.1.4) yardimiyla

1 1 1 1
x:hn ';hﬂ +h" ;hzz c0s20 + h,, sin26

/42+h T (4.3.1.5)

y=—"l T2 L TR 0320+, sin 20
2 2
(4.3.1.5) esitligine egrilik elipsinin parametresi denir.
1. Cesit siiperkonformal yiizeyleri:
M c E* yiizeyinin (4.3.1.5) parametrelendirmesi ile verilen egrilik elipsi icin
hn2 = h222 =4
1 1

@Léﬂazhjzu (4.3.1.6)
hlzl =0

secilirse (4.3.1.5) denkleminin parametrik hali
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hl]] +h22] —
X_T_ cos260 (4.3.1.7)
y—A=pusn20

bulunur. Islemlerin kolaylig1 adina

h, =8+u, h, =6-u (4.3.1.8)
olarak alinsin. Dolayisiyla (4.3.1.7) esitligindeki parametrizasyon

-0 = 20
TTOTHES (4.3.1.9)
y—A = pusin 260

olacaktir. Burada 0, A,veu tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Onerme 4.3.1.5: M c E* de tiirevlenebilir bir yiizey olsun. Eger M birinci gesit

stiperkonformal ylizey ise sekil operatorleri 4, ile A4, asagidaki gibi olacaktir.

o+ 0 A
a, =|°H 4, =" (4.3.1.10)
1 0 6 _ ‘Lt 2

Sonu¢ 4.3.1.6: M c E* de tiirevlenebilir bir yiizey olsun. Eger M birinci cesit
stiperkonformal yiizey ise Gauss egrilgi K , Normal egriligi K, , ve Ortalama egriligin
karesi ||H ||2 olmak tizere

K=2+6"-2u’

Ky = 2,u2

[ = 7 +6°

dir. Boylece |H ||2 — K —|K y| =0 oldugu goriiliir.

Sonuc 4.3.1.7: M c E* de birinci gesit siiperkonformal yiizey olsun. Eger ikinci temel
form katsayilar1

0=2u,A=0
olarak alinrsa M yiizeyi K = |K N| saglayacaktir. M yiizeyinin egrilik elipsinin
parametrizasyonu

X—2u = usin 260
y = ucos 20

sekilindedir.
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2. Cesit siiperkonformal yiizeyleri:

M c E* yiizeyinin (4.3.1.5) parametrelendirmesi ile verilen egrilik elipsi i¢in

h112 :hzz2 =4

1 1
h, ;hzz —h = u (4.3.1.11)
h, =0

olarak almsin. Bu durumda egrilik elipsin parametrizasyonu (4.3.1.5) esitliginden dolay1

_ hn] + hzzl _
5 T Hcos20 (4.3.1.12)
y—A=—pusin 20
seklinde olacaktir. islemlerin kolaylig1 hatirma
hnl =0, hzzl =6-2u

olarak alinsin. (4.3.1.5) esitligi

—(0—-p)= 20
¥~ (G=p) = picos (4.3.1.13)
y—A=—usin20
seklinde olacaktir. (4.3.1.5) esitligi diizenlenirse egrilik elipsinin en son hali

—(0-—p)=- -20
¥~ (0 =) =—pcos(z =20) (4.3.1.14)

y—A=—usin(r —20)

seklinde olacaktir.

Onerme 4.3.1.8: M, E* de tiirevlenebilir bir yiizey olsun. Eger M ikinci gesit

stiperkonformal yiizey ise sekil operatorleri 4, ile 4, asagidaki gibi olacaktir.

I L a4 = b TH 43.1.15
““lo s-2u O I (4.3.1.15)

Sonu¢ 4.3.1.9: M, E' de tiirevlenebilir bir yiizey olsun. Eger M ikinci cesit

stiperkonformal yiizey ise Gauss egrilgi K , Normal egriligi K, , ve Ortalama egriligin

karesi ||H ||2 olmak uzere
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K=X+8"-u*-28u

[H] = @~y + 2

dir. Béylece |H ||2 — K —|K y| =0 oldugu goriiliir.

Sonu¢ 4.3.1.10: M , E* de ikinci gesit siiperkonformal bir yiizey olsun. Eger ikinci
temel form katsayilar

Oo=p,A=0
olarak alinirsa M yiizeyi K = |K N| esitligini saglayacaktir. M ylizeyinin egrilik elipsinin

parametrizasyonu

X = ucos 260
y=—usin 220

olacaktir.

4.3.2 Wintgen Ideal Yiizeyiler
M , E* de X(u,v):(u,v)e Dc E*> yamasiyla verilen tiirevlenebilir yiizey olsun.
Egrilik elipsi E(p) nin yar1 eksenleri
B :%(h(X],X])—h(XZ,XZ))
C=h(X,,X,)
olmak tizere p noktasindaki tanjant vektor alani 7,M nin ortonormal bazlari {X X 2}

olarak secilebilir. Burada ortonormal gatisi

!
Ql

N=2 . N== (4.3.2.1)
|8 ld

olarak se¢ilirse M nin normal egriligi
Ky = <RL(X1:X2)]\72:]\71>

(4.3.2.2)
= ||h(X19X1)_h(X29X2)||||h(X19X2)||

olacaktir. (2.2.14) , (2.2.16) ve (4.3.2.2) esitliklerini kullanarak

30



0< (”h(X]aXl)_h(XzaXz)”_2||h(X1aX2)”)2

=|h(X,, X))~ h(X,, X[ +4)h(X,, X)) 4K, (4.3.2.3)

=[x, X )|+, X +2R(X,, X)) - 2K - 4K,

elde edilir. Diger taraftan

—12 2 2
4HHH = 1 XD + 1, X +2(h(X,, X)), h(X,, X)) (4.3.2.4)

(4.3.2.2) ve (4.3.2.3) esitliklerini kullanarak

—2
0< K +|K,|-[H (43.2.5)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Wintgen esitsizligi denir (Wintgen 1979).
Tanmim 4.3.2.1: Eger Wintgen esitsizligi esitlik durumunda yani ;
—2
K +|K|=[H (4.3.2.6)

esitligi saglanirsa M yiizeyine Wintgen ideal yiizey denir.

Teorem 4.3.2.2: M, E* de yiizey olsun. M yiizeyi (4.3.2.5) esitliginde verilen Wintgen

Ideal esitsizligini her noktasmda saglansin.

a)

b)

Eger p e M noktasinda K, >0 saglanirsa bu takdirde M, p noktasinda (4.3.2.6)

esitligini saglar ancak ve ancak p noktasinda ortonormal c¢atiya gore ve sekil

operatori
+2y 0 0
a, =17 4, = 7 43.2.7)
1 0 ‘Ll 2 }/ 0
Eger pe M noktasinda K, <0 saglanirsa bu takdirde M, p noktasinda

(4.3.2.6) esitligini saglar ancak ve ancak p noktasinda ortonormal ¢atiya gore ve
sekil operatorii
-2y 0 0
a, =17 4, =7 (4.3.2.8)
1 0 ‘Ll 2 }/ 0
sekilindedir.

Sonu¢ 4.3.2.3: Sekil operatorleri (4.3.2.7) ve (4.3.2.8) esitliklerindeki gibi verilen

ylizeyler sirasiyla birinci ve ikinci ¢esit siiperkonformal ylizeylerdir.
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Yardimar Teorem 4.3.2.4: M, E* de Wintgen ideal yiizey olsun. Eger M yiizeyi
p € M noktasmda |K|=|K,| saglanirsa (4.3.2.7) , (4.3.2.8) esitliklerindeki sekil

operatorleri
3y 0 [0 y]
4, =| 7 4, = 7 (4.3.2.9)
1 _0 }/ 2 _}/ 0_
N .
4, =| 7 4, = 7 (4.3.2.10)
1 i 0 }/ 2 _}/ 0_

bi¢imindedir (Chen 1973).

Ornek 4.3.2.5: M yiizeyi (4.2.6) parametrelendirmesiyle verilen tensor carpim yiizeyi
olsun. Bu takdirde M nin (4.3.2.9) sekil operatorlerine sahip (2. ¢esit) Wintgen ideal

ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(ef' —a'B)(a') +(B)) + (e + B )af"~a"B)=0 (4.3.2.11)
olmasidir.

Ornek 4.3.2.6: Vranceanu yiizeyi (4.3.2.10) sekil operatorlerine sahip (2. gesit)

Wintgen ideal yiizey olmas1 gerek ve yeter sart
(F'()* +2(r(v))> —r(mr"(v)=0 (4.3.2.12)

olmasidir.
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5. E* DE CHEN YUZEYLERI

5.0. Giris

Bu boliimde E* deki Chen yiizeylerinin siiperkonformal olduklar1 ispatlanmustir.

5.1 E CHEN YUZEYLERI
M, m-boyutlu Reimann manifoldu olan N nin m boyutlu tiirevlenebilir altmanifoldu

olsun. ¢, M ylizeyinin normal vektorii olmak iizere £ , M nin ortogonal birim normal

vektorudir. Burada

¢ =[¢le
dir. B.Y.Chen, normal vektoriiniin komsu vektor uzaymi
a(v) = ”%2 {4, 4,
x=2

ile tammlanmustir. Burada A, = A, sekil operatéridiir. Ozellikle, ortalama egrilik

vektérii H nin komsu ortalama egrilik vektor uzayi a(ﬁ ), H vektorii ile ortogonal

olup iyi tanimli bir normal vektor uzayidir. Eger a(ﬁ) =0 1se M altmanifoldu N nin bir

A—altmanifoldu denir. Dahast A —altmanifoldu da bir Chen altmanifoldu olarak

tanimlanir.

a(H) = u {4y, 4,)IN,

burada {N N 2}, N(M) nin ortonormal bazlaridur.

Tanim 5.1.1: Eger a(ﬁ) =0ise M yiizeyine E* de bir Chen yiizeyi denir (Rouxel
1980).

Onerme 5.1.2: M c E* de her bir birinci gesit siiperkonformal yiizeyler non-trivial
Chen yiizeyidir.

ispat. M c E* yiizeyi 1. Cesit siiperkonformal bir yiizey olsun. Bu taktirde (4.3.1.10)

esitliginden M nin sekil operatdr matrisleri

A:5+u 0 A:ﬂ,u
M 0 Jo—ul ™ |u A
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dir. Bu taktirde M nin ortalama egriligi
H= ON, + AN,

seklindedir. Goriildiigii tizere H normal vektorii N, e paralel degildir. Dolayisiyla M

nin (5.1.1) esitligindeki gibi yeni bir ortonormal ¢at1 alan1 tanimlayabiliriz.

M= (N, 4N,
NOP+ A
| (5.1.1)
N2 :W(l]\]] —5/1N2)
olsun (4.1.2), (4.3.1.10) ve (5.1.1) esitliklerini kullanarak
~ ~\ N+
h|11_<h(X1=X1)’N1>: > 2,U
O +A
1 ~\  Au
hlz _<h(X1:X2)’NI>_ 524—/’{2
~ ~\ 8+ -5
hzzl:<h(X2=Xz), 1>: 5 flu
/1 * (5.1.2)
~, - 1
= (h(X,, X)), N, ) = =
~2 ~\  —ou
hlz _<h(X1:X2)’N2>_ 524—/12
— AU

}7222 :<h(X2=X2)’]\72> =

NEE+ 22

elde edilir. (5.1.2) esitligindeki degerleri kullanilarak sekil operatorleri diizenlenirse

S+ X +6u Au Au —ou
4 —| N e+ A 4 N a2
M Au S+ A -6u N —ou - Au
Vore 2 & n N N

olacaktir. Dahas1 bu iki sekil operatorleri ¢carpimi

) ~{ A u(5+u)}
R w(p-6) - Au

olup (5.1.3) esitligindeki matrisin izi tr(A}vl Aﬁz) =0dir. Buda bize M nin Chen yiizeyi

(5.1.3)

oldugunu gosterir. [

Onerme 5.1.3: M c E* de her bir ikinci cesit siiperkonformal yiizeyler non-trivial

Chen yiizeyidir.
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ispat. M < E*de ikinci cesit siiperkonformal yiizey olsun. Bu taktirde (4.3.1.15)

esitliginden M nin sekil operatorleri matrisleri

o 0 A —u
AN = ,AN =
10 0-2u Pol-u A

dir. Bu taktirde M nin ortalama egriligi
H=(5- )N, + N,

seklindedir. Goriildiigii tizere H normal vektorii N, e paralel degildir. Dolayisiyla M
nin (5.1.4) esitligindeki gibi yeni bir ortonormal ¢at1 alan1 tanimlayabiliriz.
~ 1

V@ —p) + 2
1

C -2
olsun (4.1.2), (4.3.1.15) ve (5.1.4) esitliklerini kullanarak

((6 = )N, +AN,)

(5.1.4)

l

(AN, =(6 = )N,)

}Nl”l :<h(X1aX1):ﬁ1>=(6_2”)(5_,U)+12
V@S =)+ 2
1 ~ A
, =(MX,,X,),N,)=
' =(h(X, X)) Er:

~ ~ SO -+
hzzl = <h(X2,X2), 1> = \/((5 ,u))2 NyE
—H
~2 ~\ —Au
I =(h(X,, X)), »_Jw—uf+f
-~ > —(6—p)u
hlzz =<h(X1,X2),N2>=\/(6 )2+12
—H
~ A
h222 = <h(X2a X2)=N2> = © ‘L;Z NyE
—H
(5.1.5)
elde edilir. (5.1.5) esitligindeki degerleri kullanarak sekil operatorlerini diizenlenirse
(-2 -+ X Au
P I CE R AN CE e
M A S —u)+ X

NGE-uy+2 JE-p)+ 2
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—Au —(6-wpu
PR R AN RIS

N —(0—pu Ap
N@-p)? + 2 @ -+ 7

olacaktir. Dahas1 bu iki sekil operatorleri ¢carpimi

4 = —Au —u(6-2p)
T A

A (5.1.6)

M
olup (5.1.6) esitligindeki matrisin tr(A}vl A}vz)=0dir. Buda bize M nin Chen yiizeyi

oldugunu gosterir. [
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