
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nIE  DEKİ WİNTGEN İDEAL YÜZEYLERİN BİR 
KARAKTERİZASYONU 

 
 

                                              ERTUĞRUL AKÇAY 
 

 

 



 
T. C. 

ULUDAĞ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 
nIE  DEKİ WİNTGEN İDEAL YÜZEYLERİN BİR KARAKTERİZASYONU 

 
 

Ertuğrul AKÇAY 

 
Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

(Danışman) 

 

 
YÜKSEK LİSANS TEZİ  

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

BURSA–2013 

Her Hakkı Saklıdır 

 
 
 
 
 
 
 
 



TEZ ONAYI 
 
Ertuğrul AKÇAY tarafından hazırlanan “ nIE  deki Wintgen İdeal Yüzeylerin Bir 
Karakterizasyonu” adlı tez çalışması aşağıdaki jüri tarafından oy birliği/oy çokluğu ile 
Uludağ Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı’nda YÜKSEK 
LİSAN TEZİ olarak kabul edilmiştir. 
 
Danışman  : Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 
 
 Üye: Prof. Dr. Kadri ARSLAN     İmza 
  Uludağ Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 
  Matematik Anabilim Dalı 
 
 
 Üye: Prof. Dr. Rıdvan EZENTAŞ     İmza 
  Uludağ Üniversitesi Eğitim Fakültesi   
  Matematik Eğitimi Anabilim Dalı 
 
 
 Üye: Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN    İmza 
  Uludağ Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi  
  Matematik Anabilim Dalı   
 
 
  
 
 
  
 

 

 

 
 

Yukarıdaki sonucu onaylarım 

 

Prof. Dr. Ali Osman DEMİR 

Enstitü Müdürü 

 
 
 
 



U.Ü. Fen Bilimleri Enstitüsü, tez yazım kurallarına uygun olarak hazırladığım bu 
tez çalışmasında; 
 

 tez içindeki bütün bilgi ve belgeleri akademik kurallar çerçevesinde elde 
ettiğimi, 

 görsel, işitsel ve yazılı tüm bilgi ve sonuçları bilimsel ahlak kurallarına uygun 
olarak sunduğumu, 

 başkalarının eserlerinden yararlanılması durumunda ilgili eserlere bilimsel 
normlara uygun olarak atıfta bulunduğumu, 

 atıfta bulunduğum eserlerin tümünü kaynak olarak gösterdiğimi, 
 kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadığımı, 
 ve bu tezin herhangi bir bölümünü bu üniversite veya başka bir üniversitede 

başka bir tez çalışması olarak sunmadığımı 
beyan ederim. 
 

             ../../…. 
                

               İmza 
 
 

         Ertuğrul AKÇAY 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



i 
 

ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

nIE  DEKİ WİNTGEN IDEAL YÜZEYLERİN BİR KARAKTERİZASYONU 
 

Ertuğrul AKÇAY 
 

Uludağ Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
 

Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 

Bu çalışmada 4E  deki yüzeylerin 1. ve 2. temel form katsayıları yardımıyla bazı 
sınıflandırmaları verilmiştir. Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş 
bölümüdür. İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan tanım ve 
kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde 3E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeylerin 
Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. Dördüncü bölümde 

4E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeyleri Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği H  ve 
normal eğriliği NK  ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. Bu bölüm üç kısımdan 
oluşmaktadır. Birinci kısımda K  ve H  ile ilgili eşitlikler, ikinci kısımda K  ve NK  ile 
ilgili eşitlikler, üçüncü kısımda ise  K , NK  ve H  ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. Son 
bölümde ise Chen yüzeylerinin süperkonformal oldukları ispatlanmıştır.  
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ABSTRACT 
 

MSc Thesis 

 
A CHARACTERIZATION OF WINTGEN IDEAL SURFACES IN nIE  

 
Ertuğrul AKÇAY 
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Department of Mathematics 

 
Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 
In this thesis, a characterizations of surfaces in 4E  with the help of  coefficients of the 
first and second fundamental form are given. This thesis consist of five chapters. First 
chapter is introduction. In the second chapter it is given some basic definitions and 
theorems which will be use in the other chapters. In the third chapter Euler equation of 
a  surfaces in 3E  are considered. In the fourth chapter surfaces in the 4-dimensional 
Euclidean space  4E  are considered. Some curvature equations of K , NK  ve H  are 
obtained. In the final chapter  Chen surfaces in the 4-dimensional Euclidean space  4E  
are considered. It has been proved that every Chen surfaces are Wintgen ideal surface 
of  4E . 
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SİMGELER DİZİNİ 

 
 
Simgeler    Açıklama 
 

nE                n-boyutlu Öklit uzayı 
     Eğri 

i     Frenet eğrilikleri 
,                               Norm  
3S     3-küre 

X    Regüler yama 
M                             Yüzey        

C                          Diferansiyellenebilme 
)(M                         M nin teğet vektör alanlarının uzayı  

)(M                     M nin normal vektör alanlarının uzayı 
),( RMC                   M den R ye diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi 

                                  M üzerinde indirgenmiş Riemann koneksiyonu 
~                        M~  üzerinde Riemann koneksiyon 

                             Normal koneksiyon 
                                 Van-der Waerden –Bortolotti koneksiyonu 
 ,                           Lie parantez operatörü 

,                        )(M üzerinde iç çarpım fonksiyonu 

A                       Şekil operatörü 
MTp                        p noktasında teğet uzay 

MTp
                           p noktasında normal uzay 

H


                               Ortalama eğrilik vektörü 
H                        Ortalama eğrilik  
k
ijc                          M nin ikinci temel form katsayıları 
k
ij                          M nin Christoffel sembolleri 
k
ijh                          M nin ikinci temel form katsayıları 

iN     Normal vektörleri 
 K    Gauss eğriliği 

NK     Normal eğrilik 
R                                  M nin eğrilik tensörü 
R~                                  M~  nin eğrilik tensörü 
R                                NM üzerindeki eğrilik tensörü 
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1. GİRİŞ 
 

Bu çalışmanın amacı 4E  deki bazı yüzeylerin 1. ve 2. temel form katsayıları yardımıyla 

bazı sınıflandırmalarını vermektir.  

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölüm temel kavramlardan oluşmaktadır. İkinci kısımda 4E  deki yüzeylerin 

ikinci temel formu, ortalama eğrilik fonksiyonu, Gauss ve normal eğrilikleri 

tanımlanmış ve bunlarla ilgili bazı temel özelikler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde 3E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeyleri Gauss eğriliği K  ve 

ortalama eğriliği H


 ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde 4E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeyleri Gauss eğriliği K , 

ortalama eğriliği H


 ve normal eğriliği NK  ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. Bu bölüm 

üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda K ve H  ile ilgili eşitlikler, ikinci kısımda 

K  ve NK  ile ilgili eşitlikler, üçüncü kısımda ise K , NK  ve H  ile ilgili eşitlikler 

incelenmiştir. 
Son bölümde ise Chen yüzeylerinin süperkonformal oldukları ispatlanmıştır.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Giriş       

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem ve 

tanımlar verilmiştir. nE  de regüler bir yama ile verilen yüzeylerin ikinci temel formları, 

Gauss, ortalama ve normal eğrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazı sonuçlar 

verilmiştir.  

2.2. nE  de Yüzeyler 

M yüzeyi nEEUX  2:  yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp  noktasındaki teğet 

uzayı )(MTp , uX  ve vX  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece M nin birinci temel 

formu 
22 2 GdvFdudvEduI                                               (2.2.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,







                     (2.2.2) 

olup ,  bir Öklid iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.2.2) yardımıyla 

22 FEGXX vu                      (2.2.3) 

elde edilir. Eğer 0 vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir. 

Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vuX  yaması regüler kabul edilecektir ve 
22 WFEG                        (2.2.4) 

ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2.1: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. nE  

de Riemann koneksiyonu ~  ile gösterilsin. Bu durumda her )(, MYX   lokal vektör 

alanları için M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu   olmak üzere M 

nin ikinci temel form dönüşümü 
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,~),(;)()()(: YYYXhMMMh XX         (2.2.5) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.2.5) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.2: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. )(MX   ve 

)(M   için M nin şekil operatörü dönüşümü  

 
  XXXAMMMA ~;)()()(:                                      (2.2.6) 

biçiminde tanımlanır. Burada XA ,   ya karşılık gelen şekil operatörü ve   ise 

)(M  normal demete ait normal koneksiyondur.  Herhangi )(, MTYX p  için 

 ),,(, YXhYXA                                 (2.2.7) 

dir. Bu operatör self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatürde (2.2.6) eşitliği Weingarten 

denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Ayrıca )(,, MTZYX p  için M yüzeyinin ikinci temel formu h nın kovaryant türevi 

),(),(),(),)(( ZYhZYhZYhZYh XXXX    

dir. Böylece Codazzi denklemi 

),)((),)(( ZXhZYh YX                                (2.2.8) 

dir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.3: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  ve normal vektör alanları 221 ,,, nNNN   
olmak üzere M nin ikinci temel form katsayıları  

kvv
k

kuv
k

kuu
k

NXc

nkNXc

NXc

,

21,,

,,

22

12

11







                             (2.2.9) 

şeklinde tanımlanır (Mello 2003). 

Tanım 2.2.4: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu durumda M nin Christoffel sembolleri k
ij ( 2,,1  kji ) 
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)(2
2

)(2
2

)(2)(2

)(2
2

)(2
2

2
2
222

1
22

2
2

122
1
12

2
2

112
1
11

FEG
FGFFEG

FEG
FGGGGF

FEG
FEEG

FEG
FGGE

FEG
FEEEEF

FEG
FEFFGE

uvvvuv

vuuv

uvuvuu





























                        (2.2.10) 

biçiminde tanımlanır. Burada 1
12

1
21   ve 2

12
2
21   dir (Gray 1993). 

Önerme 2.2.5: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu takdirde )(, MTXX pvu   ve   )(,...,, 221 MTNNN pn


   için  

2
2

222
2
221

1
22

2
22

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
12

1
12

2
2

112
2
111

1
11

2
11

1
11

...~
...~
...~
















n
n

vuvXvv

n
n

vuvXuv

n
n

vuuXuu

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

v

u

u

                       (2.2.11) 

dir (Gray 1993). 

Böylece (2.2.11), (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

Sonuç 2.2.6: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu takdirde 

2
2

222
2
221

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
2

112
2
111

1
11

...),(

...),(

...),(
















n
n

vv

n
n

vu

n
n

uu

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

                  (2.2.12) 

dir. 

Sonuç 2.2.7: M yüzeyi nERDX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde  

vuvvvv

vuuvvu

vuuuuu

XXXXXh

XXXXXh

XXXXXh

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11

),(

),(

),(







                           (2.2.13) 

dir. 
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Tanım 2.2.8: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

Gauss eğriliği  







2

1

2
1222112 ))((1 n

i

iii ccc
W

K                                                              (2.2.14) 

dir (Mello 2009). 

Tanım 2.2.9: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde her   )(, 21 MTXX p  ve   )(,...,, 221 MTNNN pn


   ortonormal bazları için 

M nin ortalama eğrilik vektörü 







2

1

n

i
ii NHH                                                    (2.2.15) 

dir. Burada  

 





2

1
2212112 2

2
1 n

i

iii
i EcFcGc

W
H                                                                           (2.2.16) 

M nin i.nci ortalama eğriliğidir. Bununla birlikte M nin ortalama eğriliği HH   dir 

(Mello 2003). 

Önerme 2.2.10: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilsin.  Böylece 

21, XX vektörleri )(MTp  nin ortonormal bir bazı olmak üzere  

,,

,

22

1















u

u
uvv

u

u

X
XXXX

W
EX

X
XX

                                                                       (2.2.17) 

dir. Burada 2=W FEG  olarak daha önce tanımlanmıştır (Bulca 2012). 

Önerme 2.2.11: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(MTp  nin bir  21, XX  ortonormal bazı için  
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),(),(2),(),(

),(),(1),(

),(1),(

2

2

2222

21

11

uuvuvv

uuvu

uu

XXh
EW

FXXh
W

FXXh
W
EXXh

XXh
WE
FXXh

W
XXh

XXh
E

XXh







                               (2.2.18) 

dir (Bulca 2012).  

Tanım 2.2.12: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. )(MTp  nin 

ortonormal bir bazı  21, XX  olmak üzere M nin ikinci temel form katsayıları 

,),,( kji
k
ij NXXhh                                         (2.2.19) 

ile tanımlanır (Chen 1973). 

Önerme 2.2.13: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde her   )(, 21 MTXX p  ve   )(,,, 221 MTNNN pn


   ortonormal bazları 

olmak üzere  
NA  şekil operatörü matrisi  

















2221

1211

hh
hh

AN , )21(  n                                                                             (2.2.20) 

biçimindedir. Burada 
ijh  ler ikinci temel form katsayıları olup  

















 


















11

2

122222222

11122112

11
1111

21),,(

,1),,(

,),,(

c
E
FFcEc

W
NXXhh

c
E
Fc

W
NXXhh

E
cNXXhh

                                              (2.2.21)  

dir. 

İspat. (Bulca 2012). 

Önerme 2.2.14: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

Gauss eğriliği 

 
221

det



nNNN AAAK                             (2.2.22) 
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dir. 

Önerme 2.2.15: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

ortalama eğrilik vektörü  

      221 2212
1


 nNNN NAİzNAİzNAİzH

n
                          (2.2.23) 

dir. 

Tanım 2.2.16: nEM   yüzeyi ile normal demeti )(MT   nin eğrilik tensörleri 

sırasıyla 

 ZZZZYXR YXXYYX ,),(                                       (2.2.24) 

ve 

)(),,(),(),( MXAYhYAXhYXR                                         (2.2.25) 

şeklinde tanımlanır. Böylece her )(,,, MWZYX   ve )(, M  için nEM   

yüzeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sırasıyla  

,),(),,(),(),,(,),( WYhZXhZYhWXhWZYXR                                        (2.2.26) 

  YXAAYXR ,,,),(                                                                                (2.2.27) 

dir (Chen 1973).  

Burada  ,  Lie parantez operatörü  

 
  XYYXXYYXYX

MMM

YX 


,),(
)()()(:,




 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer R =0 ise M yüzeyi düz (flat) normal koneksiyonludur denir.  

Tanım 2.2.17:  yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde  ve )(MTp
  uzaylarının  ve   21,  nN   

ortonormal bazları için M nin normal eğriliği 
2/1

2

1

2
21 ,),(













 





n

N NNXXRK


                                                                  (2.2.28) 

şeklinde tanımlanır (DeSmet ve ark. 1999). 

nEM  2),(:),( RDvuvuX 

)(MTp  21, XX
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Açıklama 2.2.18:  yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(MTp  ve )(MTp
  uzaylarının  21, XX  ve  21, NN  ortonormal bazları 

için M nin normal eğriliği 

1221 ,),( NNXXRK N
                                                                                     (2.2.29) 

şeklinde tanımlanır (Guadalupe ve Rodriguez 1983). 

Önerme 2.2.19: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal 

eğriliği 

   1
11

1
22

2
12

2
22

2
11

1
12 hhhhhhKN                             (2.2.30) 

dir . 

İspat. (Bulca 2012).

Sonuç 2.2.20: 4EM   yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde 0NK  olması için gerek ve yeter şart 0R  olmasıdır. 

Önerme 2.2.21: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal 

eğrilik fonksiyonu  

3

1
12

2
11

2
12

1
11

1
22

2
11

2
22

1
11

1
22

2
12

2
22

1
12 )()()(

W
ccccGccccFccccEK N


                             (2.2.31) 

dir. 

İspat. (Bulca 2012). 

Sonuç 2.2.22: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal eğrilik 

fonksiyonu  

 



2

1,

2
1

1
2

2
2

1
1

1
ji

ij
jijiN gcccc

g
K                                                                              (2.2.32) 

dır. Burada  











2221

1211

gg
gg

g ij , 












1121

12221
gg
gg

g
g ij , 2)det( Wgg ij   

dır (Aminov 2001).  

nEM  2),(:),( RDvuvuX 

2),(:),( RDvuvuX 
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Açıklama 2.2.23: Normal eğrilik fonksiyonu NK  aynı zamanda Gauss torsiyonu olarak 

da bilinir. (Detaylı bilgi için bkz. Aminov 2001) 0)( pK N  olması için gerek ve yeter 

şart Mp   noktasının yarı-umbilik olmasıdır.  Her Mp   noktası yarı-umbilik olan 

yüzey yarı-umbilik yüzey denir (Gutierrez-Nunez ve ark. 2008).  

Tanım 2.2.24: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin Gauss, normal 

ve ortalama eğrilikleri 

02  NKKH                                                                                                 (2.2.33) 

eşitliğini sağlar ise M ye Wintgen ideal yüzey adı verilir (Wintgen 1979).  

Tanım 2.2.25:  yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde için  

YXHYXh ,),,( 2


H


                                                                             (2.2.34) 

şartı sağlanırsa M ye pseudo-umbilik yüzey denir (Chen 1972). 

 
Tanım 2.2.26:  yüzeyi  regüler yaması ile verilsin. 

Bu taktirde M nin N  ya göre şekil operatörü matrisi 
NA birim matrisin bir katı yani  

IAN 

  oluyor ise M ye total umbilik yüzey adı verilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nEM  2),(:),( RDvuvuX 

nEM  2),(:),( RDvuvuX 
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3. 3E  DEKİ YÜZEYLERİN EULER EŞİTLİĞİ  

 

3.0. Giriş 

Bu bölümde 3E  de verilen yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri ile ilgili eşitlikler 

ele alınacaktır. 

 

3.1. 3E  de Verilen Yüzeylerin K ve H  ile İlgili Eşitlikler  

3EM   yüzeyi X(u,v) yaması ile verilsin. Bu takdirde M ye ait asli eğrilikler 1k  ve 2k

olmak üzere M nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla 

21kkK             (3.1.1) 

)(
2
1

21 kkH                                 (3.1.2)                  

dir. (3.1.1) ve (3.1.2) eşitlikleri yardımıyla 
2

HK                                                                                                                     (3.1.3) 

Euler eşitsizliği elde edilir (O’Neill 1997).  Ayrıca eşitlik durumunda 
2

HK                                                                                                                     (3.1.4) 

Euler eşitliği olarak bilinir. 

Sabit Gauss ve ortalama eğrilikler ile ilgili sınıflandırma H. Liebmann, tarafından 1900 

tarihinde aşağıdaki şekilde verilmiştir; 

Teorem 3.1.1:  

1) 3EM   yüzeyi verilsin. 0K  ve Gauss eğrilikli sabit olsun. Bu takdirde M 

yüzeyi  )1(2

K
S  küresidir. 

2) 3EM  yüzeyi verilsin. 0K  ve H  sabit olsun. Bu takdirde M yüzeyi 

)1(2

H
S  küresidir (Liebmann 1900). 
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Önerme 3.1.2: 3EM   yüzeyi X(u,v) yamasıyla verilsin. Bu takdirde M yüzeyinin 
2

HK   eşitliğini sağlaması için gerek ve yeter şart M yüzeyinin total umbilik 

olmasıdır. 

İspat:   : M yüzeyi Mp noktasında 
2

HK  eşitliğini sağlasın. Böylece (3.1.1) 

ve (3.1.2) eşitlikleri yardımıyla 

0)(2 2
2121

2
2

2
1  kkkkkk                              (3.1.5) 

elde edilir. Buradan 21 kk  olduğu görülür. Böylece 3EM   yüzeyi total umbiliktir. 

  : İspat aşikardır.  

Önerme 3.1.3:  3EM   yüzeyi 

))sin()(),cos()(),((),( vuhvuhugvuX                                                                     (3.1.6) 

yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. Bu taktirde 
2

HK  olması için gerek ve yeter 

şart M nin lokal olarak S2 küresinin bir parçası olmasıdır. 

İspat. X(u,v) regüler yamasının kısmi türevleri ; 

))sin()(),cos()(,0(
))cos()(),sin()(,0(

))sin()(),cos()(),((
))cos()(),sin()(,0(

))sin()(),cos()(),((

vuhvuhX
vuhvuhX

vuhvuhugX
vuhvuhX

vuhvuhugX

vv

uv

uu

v

u










 

bulunur. Böylece M nin birim normal vektörü 

))sin()(),cos()(),((
)()(

1
22

vugvuguh
uhugXX

XXN
vu

vu 






  

dır. Ayrıca M nin 1’inci ve 2’nci temel form katsayıları sırasıyla  

22

22

2

22

)()(
)()(

0,

)()(
1))()()()((,

)(,

0,
)()(,

uhug
uhugNXg

NXf

uhug
uhuguhugNXe

uhXXG

XXF
uhugXXE

vv

uv

uu

vv

vu

uu
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bulunur. Böylece F = f = 0 olduğundan M dönel yüzeyi için  

vvN

uuN

X
G
gXA

X
E
eXA





)(

)(
                     (3.1.7) 

dır. Buradan M nin asli eğrilikleri 

23221 ))()((
)()()()(

uhug
uhuguhug

E
ek




  

21222 ))()()((
)(

uhuguh
ug

G
gk




  

elde edilir (O’Neill 1997). Ayrıca 21 kk   olduğundan 

0)()()()()()()()()( 32  uguhuhuhuguhuguhug                           (3.1.8) 

bulunur. Farzedelimki ))(),(()( uhugu   birim hızlı bir eğri olsun. Bu takdirde

1)()( 22  uhug  dir. Bu iki denklemin ortak çözümünden 

)cos()(),sin()()sin()(),cos()( uuhuugdayauuhuug   

elde edilir. Bu da bize dönel yüzeyin lokal olarak bir küre olduğunu gösterir.  

Tanım 3.1.4: 3EM   yüzeyi 32:),( ERDvuX   regüler yaması ile verilsin. 

vu

vu

XX
XXN







 yüzeyin normali olmak üzere  

,),(),(),( vuNcvuXvuX c  Rc                                                                        (3.1.9) 

yaması ile tanımlanan yüzeye M nin paralel yüzeyi denir.  Bu çalışmada M nin paralel 

yüzeyini Mc ile gösterilecektir  (Görgülü 1989, Gray 1993). 

Teorem 3.1.5: 3EM   regüler yüzeyinin paralel yüzeyi Mc olsun. M nin şekil 

operatörü A ve 1k , 2k , ile *
1k , *

2k  sırasıyla M ve Mc nin asli eğrilikleri olmak üzere 

0)det(  cAI  ise 

21
1

*  ,i     
ck

kk
i

i
i 


  

dir (Gray 1993). 
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Teorem 3.1.6:  Mc yüzeyi M nin  (3.1.9) eşitliği ile tanımlanan paralel yüzeyi olsun. K, 

H ve K , H  sırasıyla M ve Mc yüzeylerinin Gauss ve ortalama eğrilikleri olmak üzere  




2

2
1 cHc

K


                                                                                          (3.1.10) 




2

2
1 cHc

cHH



                                                                                          (3.1.11) 

dır (Carmo 1983). 

Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.1.6 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.1.7: Mc yüzeyi M nin paralel yüzeyi olsun.  K, H ve K , H  sırasıyla M ve 

Mc yüzeylerinin Gauss ve ortalama eğrilikleri olmak üzere 

0)(   KHcKHK                                                                                     (3.1.12)                    

dir (Özdemir 2008). 

Örnek 3.1.8: ( Helikoid ve paralel yüzeyi) M yüzeyi, 

RvubvvuvuvuX  ,    );,sin,cos(),(  

yaması ile verilen helikoid yüzeyi olmak üzere M nin paralel yüzeyi  

),( ),(),( vuNcvuXvuY


  

yaması ile verilir. Burada 

),cos,(sin
1

1),( 2 uvv
u

vuN





 

dir. Böylece M nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırası ile  

 
0,222

2




 H
ub

bK  

dir. (3.1.10) ve (3.1.11) eşitlikleri yardımıyla 

    22222

2

22222

2

,
bcub

cbH
bcub

bK






   

dir (Özdemir 2008). 
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Örnek 3.1.9: (Küre ve paralel yüzeyi) M yüzeyi, 

RvuurvurvurvuX  ,    );sin,sincos,coscos(),(  

regüler yaması ile verilen küre yüzeyinin normal vektörü 

)sin,sincos,coscos(),( uvuvuvuN 


 

dır. Böylece M ve Mc nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla 

r
H

r
K 1,1

2   

22 )(
,

)(
1

cr
crH

cr
K







   

dir (Özdemir 2008). 

Örnek 3.1.10: (Ketanoid ve paralel yüzeyi) 

RvuuvuvuvuX  ,    );,sincosh,cos(cosh),(     
yaması ile verilen Ketanoid yüzeyi M ise paralel yüzeyi Mc 

))(,sin)(,cos)((),( uvuvuvuY   

parametrelendirilmesine sahiptir. Burada  

,
cosh

cosh)(
u

cuu   

ve  

ucuu tanh)(   

dır (Malkowsky ve ark. 2001). Ayrıca cucRu  2coshiçin     1     ve  dır.  Bununla 

beraber M ve Mc nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla 

0,
cosh

1
2  H
u

K  

ve 

2424 cosh
,

cosh
1

cu
cH

cu
K





   

                        



15 
 

dır. Böylece son eşitliklerden (3.1.12) denkleminin sağlandığı görülür (Özdemir 2008). 

Sonuç 3.1.11: 3EM   yüzeyi (3.1.6) yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. Bu 

takdirde 

i) 0 HK  ise M bir düzlemin bir parçasıdır. 

ii) 0H , 0K ve 0 KH   ise M yüzeyi kürenin bir parçasıdır. 

Sonuç 3.1.12: Mc yüzeyi M dönel yüzeyinin bir paralel yüzeyi olsun.  Eğer M yüzeyi 

flat olmayan bir minimal yüzey (yani, ketonoid yüzeyi) ise Mc yüzeyinin eğrilikleri 

oranı sabittir, yani; 






K
Hc                                                                                                                  (3.1.13) 

dır. 

İspat. Eğer M minimal ise H =0 dır. Böylece (3.1.12) denklemi yardımıyla 

  0  HcKK  elde edilir. M yüzeyi flat olmadığından 0  HcK  dır. Böylece 

ispat tamamlanmış olur.  
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4. 4E  DE WİNTGEN İDEAL YÜZEYLER  

 

4.0. Giriş 

Bu bölümde 4E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeylerin Gauss eğriliği K , ortalama 

eğriliği H  ve normal eğriliği NK  ile ilgili eşitlikler incelenmiştir. Bu bölüm üç 

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda K  ve H


 ile ilgili eşitlikler, ikinci kısımda K  

ve NK  ile ilgili eşitlikler, üçüncü kısımda ise K , NK  ve H


 ile ilgili eşitlikler 

incelenmiştir. 

4.1 K  ve H ile İlgili Eşitlikler 

4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yamasıyla verilsin. Mp noktasındaki MTp  tanjant 

uzayı  21, XX  ortonormal bazı ve MTp
  normal uzayı ise  21, NN  ortonormal bazı ile 

gerilsin. Bu takdirde M nin şekil operatörü matrisleri Önerme (2.1.20) yardımıyla 


















 2

22
2

21

2
12

2
11

1
22

1
21

1
12

1
11

21 hh
hhA

hh
hhA NN   (4.1.1) 

olarak tanımlanır. Burada k
ijh ,  M nin ikinci temel form katsayıları olup 

2,1,,),,(  jiXXANXXhh jiNkji
k

ij k
 (4.1.2) 

şeklinde ifade edilir. Buradan M nin Gauss eğriliği  

22
12

2
22

2
11

21
12

1
22

1
11 )()(

detdet
21

hhhhhh

AAK NN




 (4.1.3) 

dir. Ayrıca M nin Ortalama eğrilik vektörü  

 2
2

22
2

111
1

22
1

11

21

)()(
2
1
2
1

21

NhhNhh

NizANizAH NN




 (4.1.4) 

dir. 

Yardımcı Teorem 4.1.1: 4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yaması ile verilsin. M 

yüzeyinin
2

HK  şartını sağlaması için gerek ve yeter şart 
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0,, 2
12

1
12

2
22

2
11

1
22

1
11  hhhhhh   (4.1.5)  

olmasıdır. 

İspat. :)(  
4EM   yüzeyi 

2
HK   eşitliğini sağlasın. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.1.4) 

eşitlikleri yardımıyla 

22
12

2
22

2
11

21
12

1
22

1
11

22
22

2
11

21
22

1
11

2

)()(

)()(4

hhhhhhK

hhhhH




   (4.1.6) 

elde edilir. Böylece (4.1.6) eşitliği düzenlenirse 

22
12

21
12

22
22

2
11

21
22

1
11

2
)(4)(4)()()(4 hhhhhhKH   (4.1.7)  

bulunur. Ayrıca 0
2

 KH  şartı sağlandığında (4.1.7) yardımıyla (4.1.5) eşitliği elde 

edilir. 

:)( Aşikardır. 

Teorem 4.1.2: 4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yaması ile verilsin. M yüzeyinin  
2

HK   eşitliğini sağlaması için gerek ve yeter şart M nin total umbilik olmasıdır. 

İspat. :)(  4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yaması ile verilsin. Bu takdirde 

.21;

),,(),,(

),(),()(

2211

2211

2211













XhXh

XNXXhXNXXh

XXXAXXXAXA

kk

kk

kNkNkN

   (4.1.8) 

dır. Ayrıca 
2

HK   eşitliği sağlandığından  (4.1.5) ve (4.1.8) eşitliklerinden 

2
2

112

1
2

111

2
1

112

1
1

111

)(

)(

)(

)(

2

2

1

1

XhXA

XhXA

XhXA

XhXA

N

N

N

N









 

dır. Buradan IAN 
  olduğu görülür. Böylece tanım gereği M yüzeyi total umbiliktir.

:)( Aşikardır. 

Örnek 4.1.3: ( 4E  deki )(2 aS   standart küresi) 

 20,0)0),cos(),sin()sin(),cos()sin((),(  vuuavuavuavuX    (4.1.9) 
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yamasıyla verilsin. Böylece birim teğet ve normal vektörleri  

)1,0,0,0(

)0),cos(),sin()sin(),cos()(sin(

)0,0),cos(),(sin(

)0),sin(),sin()cos(),cos()(cos(

2

1

2

1









N

uvuvuN

vvX

uvuvuX

     (4.1.10) 

olmak üzere  

0

0

1

2
12

1
12

2
22

2
11

1
22

1
11







hh

hh
a

hh

 

elde edilir. Buradan  

2

2 1
a

HK    (4.1.11) 

dir (Bures 1975). 

 

Tanım 4.1.4: (G-M rotasyon yüzeyi) Birim hızlı uzay eğrisi ))(),(),(()( 321 uxuxuxu   

ve )sin,(cos)( vvv   birim çember olmak üzere    ve   eğrilerinin küresel çarpımı 

0),sin)(,cos)(),(),(()()(),( 33321  xvuxvuxuxuxvuvuX   (4.1.12) 

yüzey yaması ile ifade edilir. Burada 20,  vRu ve  , birim hızlı yani

)1))()()(( 2
3

2
2

2
1  xxx  dır (Ganchev ve Milousheva 2008b). (4.1.12) yamasıyla 

verilen yüzeyler Ganchev ve Milousheva rotasyon yüzeyleri olarak adlandırılır. Burada 

)(u  eğrisi yüzeyin döngü eğrisi olarak adlandırılır. Bu eğrini 21eOe  düzlemine 

izdüşümü ))(),(()(~
21 uxuxu   ve )(u ile )(~ u nun eğriliklerini sırasıyla  

2
3

2
2

2
1 )()()( xxxk   

1221
~ xxxx   

biçimindedir. 

Önerme 4.1.5: 4EM  yüzeyi X(u,v) yamasıyla verilen Ganchev-Milousheva rotasyon 

yüzeyi olsun. M yüzeyinin  
2

HK   şartını için gerek ve yeter şart  

2,0~   K  
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olmasıdır. 

İspat. X(u,v) regüler yamasının kısmi türevleri; 

)sin,cos,0,0(
)cos,sin,0,0(
)sin,cos,,(

)cos,sin,0,0(
)sin,cos,,(

33

33

3321

33

3321

vxvxX
vxvxX
vxvxxxX

vxvxX
vxvxxxX

vv

uv

uu

v

u











 

dir.  X(u,v) nin birinci form katsayıları;  

2
3

2
3

2
2

2
1

)(,

0,

)()()(,

xXXG

XXF

xxxXXE

vv

vu

uu







 

dir. Bu yüzeyin normalleri 

)sin)(,cos)(,,(1

)sin,cos,,(1

21212121131332322

33211

vxxxxvxxxxxxxxxxxx
k

N

vxvxxx
k

N




 

dir. Burada 

2
3

2
2

2
1 )()()( xxxk   

 türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece X(u,v) nin ikinci temel form katsayıları 

k
xxxxxNXc

NXc

NXc
k
xxNXc

NXc

kNXc

vv

uv

uu

vv

uv

uu

)(,

0,

0,

,

0,

,

21213
2

2
22

2
2

12

2
2

11

33
1

1
22

1
1

12

1
1

11















 

dır.  Ayrıca (2.2.21) eşitliğinden 
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3

21212
222

2
22

2
12

2
112

11

3

31
22

1
12

1
12

2
3

2
2

2
1

1
111

11

)(1
0

0

01
)()()(

kx
xxxxEc

w
h

h
E

ch

kx
xh

c
w

h

xxx
k

E
ch















                                                              (4.1.13) 

elde edilir (Bulca 2012). Burada 22 FEGW   dir. 

 :)( M yüzeyi 
2

HK   şartını sağlasın. Bu taktirde (4.1.5) ve (4.1.13) eşitliklerinden 

istenilen sonuç elde edilir. 

:)(  Aşikardır. 

 

Örnek 4.1.6:  ))(),(,0()( 32 uxuxu   birim hızlı uzay eğrisi ile )sin,(cos)( vvv   

çemberinin çarpımını  

0),sin)(,cos)(),(,0()()(),( 3332  xvuxvuxuxvuvuX    

küresel çarpım yüzeyi olarak bilinir. Burada 20,  vRu ve  birim hızlı bir eğri 

olup 

K
x
xk 






3

32

0~
 

eşitlikleri sağlanır. 

 

Teorem 4.1.7: 4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yamasıyla verilsin. Bu takdirde M yüzeyi 

total umbilik ise M nin ortalama eğriliği sabittir (Chen 1973 sayfa 50). 

 

İspat.   MTnN  )21(,  nin ortonormal bazı olsun. Bu takdirde herhangi 

)(, MYX   için 
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NYXhYXAN ),,(,   (4.1.14) 

dir. M yüzeyi total umbilik olsun. Bu takdirde bazı reel değerli    fonksiyonları için 

IAN 
  (4.1.15)  

dir. Böylece (4.1.14) ve (4.1.15) den  

YXNYXh ,),,(    (4.1.16)  

elde edilir. Buradan 


2NizA  (4.1.17) 




 NYXYXh
n

,),(
2

1





  (4.1.18)  

yardımı ile 

HYXYXh ,),(   (4.1.19)  

dır. nE  nin eğrilik tensörü R~   sıfır olduğundan 

),(),,(),(),,(,),(,),(~ ZYhWXhWYhZXhWZYXRWZYXR   (4.1.20)  

yardımıyla 

),(),,(),(),,(,),( WYhZXhZYhWXhWZYXR   (4.1.21) 

elde edilir. Buradan (4.1.19) ve (4.1.21) eşitliklerinden  

),,,,(,),(
2

WYZXZYWXHWZYXR 


 

bulunur. Böylece Codazzi denklemlerinden RccH 
2

dir.  

Tanım 4.1.8: nEM  yüzeyi X(u,v) regüler yaması ile verilsin. M   birim normal 

vektör alanı olmak üzere  

 ,)( XS   (4.1.22) 

çarpımına M nin  ya göre destek fonksiyonu denir (Chen 1793 sayfa 59-60).  

 

Önerme 4.1.9: nEM   yüzeyinin birim vektör alanı   dejenere olmayan ve normal 

demet içinde paralel ayrıca M nin   ya göre destek fonksiyonu )(S  sabit ise M yüzeyi 
nE  nin küçük küresinde yatan bir yüzeydir (Chen 1973). 
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İspat. nEM   yüzeyinin birim vektör alanı   nın asli vektörleri nEE ,...,1  ve de asli 

eğrilikleri nkk ,...,1  olsun. Eğer   vektör alanı non-dejenere ve normal demet içinde 

paralel ve M nin   ya göre destek fonksiyonu )(S  sabit olsun. Bu takdirde 

iii EkEA   (4.1.23)  

olup 

iE EA
i  

~
 

dir. Buradan 

0

,),,(

,,),,(,

~,,~,










XEAXEh

XXEAXEhX

XXXE

ii

EiiE

EEi

ii

ii











 

olduğundan X
iE

~
normal bileşene sahip değildir. Böylece 

0,~2,~
0,,...,0, 1





XXXX

EXEX

ii EE

n
 

elde edilir. Son eşitlikten M yüzeyi nE  nin küçük küresinde yatan bir yüzey olduğu 

sonucuna varılır.  

 

Önerme 4.1.10: nEM   yüzeyi X(u,v) yaması ile verilen total umbilik yüzey olsun. 

Bu takdirde M yüzeyi lokal olarak düzlemin bir parçası ya da nEESM  32 dir. 

 

İspat. (B.Y Chen 1973 sayfa 50).  

 

4.2 4E de K ve NK ile İlgili Eşitlikler  

 

Yardımcı Teorem 4.2.1: 4EM   yüzeyi X(u,v) regüler yaması ile verilsin. M 

yüzeyinin NKK  şartını sağlaması için gerek ve yeter şart 

0))(())(( 2
12

1
11

1
22

2
12

1
22

2
11

2
22

1
12  hhhhhhhh     (4.2.1)  

olmasıdır. 



23 
 

 

İspat. :)(  
4EM   yüzeyi NKK   eşitliğini sağlasın. Bu takdirde M nin Gauss ve 

normal eğrilikleri sırasıyla  

)()(

)()(
1

22
1

11
2

12
2

11
2

22
1

12

22
12

2
22

2
11

21
12

1
22

1
11

hhhhhhK

hhhhhhK

N 


                                                                     (4.2.2) 

dir. Böylece (4.2.2) eşitliği düzenlenirse 

0)()()()( 1
22

1
11

2
12

2
11

2
22

1
12

22
12

2
22

2
11

21
12

1
22

1
11  hhhhhhhhhhhh  

bulunur. Böylece son eşitlik yeniden düzenlenirse (4.2.1) elde edilir. 

:)( Aşikardır. 

 

Örnek 4.2.2: (Tor Yüzeyi) 4EM   yüzeyi 

)sin,cos,sin,cos(),( 2211 vavauauavuX  ; Rai                                                   (4.2.3) 

regüler yamasıyla verilsin. Tor yüzeyi için 0 NKK  olmak üzere (4.2.1) eşitliği 

sağlanır.  

 

Önerme 4.2.3: (4.1.12) regüler yaması ile verilen Ganchev-Milousheva rotasyon 

yüzeyinin NKK  eşitliğini sağlaması için gerek ve yeter şart  3x =au+b olmasıdır. Yani 

M yüzeyinin düz olmasıdır. 

 

İspat. (4.1.13) deki değerler (4.2.1) eşitliğinde yerine yazılırsa 3x  =0 elde edilir.  

 

Örnek 4.2.4: 4EM   yüzeyi  

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),( uvuvuvuvvuX                                     (4.2.4) 

regüler yamasıyla verilsin. Bu yüzey Tensör Çarpım yüzeyi olarak bilinip  

))(),(()(),sin,(cos)( 21 vvvcuuuc   dir (Mihai ve ark 1995).  Bu yüzey için  

 
22 )()(

)()()(
 



vbvcvbKK N                                                                                       (4.2.5) 

dir. Burada 
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,
)()(

)(

,)(

22

22

















vc

vb
                                                                                                 (4.2.6) 

reel değerli türevlenebilir fonksiyonlardır (Bulca 2012 sayfa 42). 

 

Örnek 4.2.6: 4EM   yüzeyi  

)sinsin)(,cossin)(,sincos)(,coscos)((),( uvvruvvruvvruvvrvuX                   (4.2.7) 

regüler yamasıyla verilen yüzey Vranceanu yüzeyi olarak bilinir (Vranceanu 1977). Bu 

yüzey için  

222

2

)))(())(((
)()())((

urur
urururKK N 


                                                                                 (4.2.8) 

 dir. 

 

Çözüm:  (Bulca, 2012 sayfa 29). 

 

Örnek 4.2.7:  (Aminov Yüzeyi) 4EM   yüzeyi  

)sinsin,cossin,sincos,coscos(),( uvbuvbuvauvavuX                           (4.2.9) 

yamasıyla verilen yüzeye Aminov yüzeyi denir.  

Bu yüzey için  

2222222

222

)2sin)(4(
2cos)(16

vabba
vabbKK N 


                                                                   (4.1.10) 

 dir. 

Çözüm:  (Bulca, 2012 sayfa 25). 
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4.3 4E  de K , NK ve H  ile İlgili Eşitlikler  

 

4.3.1. 4E  de Süperkonformal Yüzeyler  
 

4EM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bir Mp  

noktasındaki )(MT p  teğet uzayında ]2,0[    parametrizasyonu ile verilen bir çember 

alınsın. Ayrıca 21, XX  vektörleri )(MTp  nin ortonormal bir bazı olmak üzere 

21 sincos XXt  


 

doğrultu vektörü seçilsin. Böylece )(MTp
  normal düzlem ile t


 doğrultu vektörünün 

oluşturduğu doğru pL  nin direk toplamı Mp  noktasındaki hiperdüzlem oluşturur. 

Bu hiperdüzlem ),( tpE


ile gösterilirse 

pp LMTtpE  ),(


 

dir. Böylece ),( tpE


  ile M nin arakesiti bir eğri oluşturur. Bu eğri   ile gösterilir ve 

M nin p noktasında ve  t


 yönünde normal kesit eğrisi denir. Ayrıca   nın normal 

eğrilik vektörü )(MTp
  de yatan bir n vektörü olup 

MTs p
  )(                                                                                              (4.3.1.1) 

biçiminde tanımlanır. M yüzeyi regüler ),( vuX yaması ile verilsin. Bu taktirde   

eğrisi M nin üzerinde olduğundan  

uvvvvuuu

vu

XsvsuXsvXsvXsuXsus
XsvXsus

svsuXs

)()(2)()()()()(

)()()(
))(),(()(

22 















 

dir. Böylece normal bileşen; 

uvvvuu XsvsuXsvXsus )()(2)()()( 22  
  

biçiminde M yüzeyinin normal eğrilik vektörünü verir. Eğer ))0((s  noktasında 

ts


 )( alınırsa, yani normal kesit eğrisi birim hızlı ise 21 sincos XXt  


 

olduğundan s(0) noktasında  




sin))((
cos))0((




osv
su
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dır. Böylece; 







2sin2cos

2sin)(2cos))()((
2
1))()((

2
1

cossin2sincos))0(( 22

CBH

pXpXpXpXpXuu

XXXs

uvvvuuvv

uvvvuu











 

elde edilir. Burada ps ))0((  böylece olup  

)(

))()((
2
1

))()((
2
1

pXC

pXpXB

pXpXH

uv

vvuu

vvuu













 

yardımıyla 

  2sin2cos))0(( CBHs                                                                         (4.3.1.2) 

bulunur. Benzer şekilde  

),(sincos2),(sin),(cos

)sincos,sin(cos),(

2122
2

11
2

2121

XXhXXhXXh
XXXXhtth










 

),(
2

),(),(
2

),(),(

21

2211

2211

XXhC

XXhXXhB

XXhXXhH









 

alınırsa 

 2sin2cos),( CBHtth 


                                                                          (4.3.1.3) 

dır. Böylece   açısı 0 dan 2 ye değiştiğinde bu vektör )(MTp
  de bir elips oluşturur. 

Bu elipse M nin p noktasındaki eğrilik elipsi denir ve 

 1;),()(  tMTttthpE p


                                                                              (4.3.1.4) 

ile gösterilir.(Perdıgao 2011)               

 

Açıklama 4.3.1.1: )(pE  eğrilik elipsi bir noktaya ya da bir doğruya dejenere olabilir. M 

yüzeyinin bir Mp  noktasında yarı umbilik olması için gerek ve yeter şart eğrilik 

elipsinin bir doğruya dejenere olmasıdır, buna eşdeğer olarak 0)( pK N  dir. 4E  de M 
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immersiyon yüzeyi her noktasında yarı umbilik ise M yüzeyine yarı umbilik denir. Bu 

durumda M yüzeyinin normal eğriliğinin sıfır olması demektir. 

Önerme 4.3.1.2: 4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Aşağıdaki ifadeler 

birbirine denktir: 

i) E(p) eğrilik elipsi bir doğru ya da bir noktaya dejenere olur. 

ii) B


 ile C


 lineer bağımlıdır. 

iii) 0R  dır. 

iv) Eğer  iN  ortonormal normal çatı ise 
iNA  matrisleri ( 21  i ) 

köşegenleştirilebilirdir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).  

Tanım 4.3.1.3: 4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  nin E(p) 

eğrilik elipsi bir çember yani, 0, CB


 ve CB


  eşitlikleri sağlanırsa M ye 

süperkonformal yüzey adı verilir. (Godalupe ve Rodriguez 1983).  

Tanım 4.3.1.4: M nin p noktasındaki eğrilik elipsi E(p) )(MTp


 düzleminde yatan bir 

eğri olduğundan (4.3.1.4) yardımıyla 





2sin2cos
22

2sin2cos
22

2
12

2
22

2
11

2
22

2
11

1
12

1
22

1
11

1
22

1
11

hhhhhy

hhhhhx
















                                                      (4.3.1.5) 

(4.3.1.5) eşitliğine eğrilik elipsinin parametresi denir. 

1. Çeşit  süperkonformal yüzeyleri: 

 
4EM   yüzeyinin (4.3.1.5) parametrelendirmesi ile verilen eğrilik elipsi için 

0
2

1
12

2
12

1
22

1
11

2
22

2
11








h

hhh

hh





 (4.3.1.6) 

seçilirse (4.3.1.5) denkleminin parametrik hali 
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2sin

2cos
2

1
22

1
11








y

hhx                                                                                         (4.3.1.7) 

bulunur. İşlemlerin kolaylığı adına 

  1
22

1
11 , hh  (4.3.1.8) 

 olarak alınsın. Dolayısıyla (4.3.1.7) eşitliğindeki parametrizasyon 




2sin
2cos




y
x

 (4.3.1.9) 

olacaktır. Burada  ve,,   türevlenebilir fonksiyonlardır. 

Önerme 4.3.1.5: 4EM   de türevlenebilir bir yüzey olsun. Eğer M birinci çeşit 

süperkonformal yüzey ise şekil operatörleri 
1NA ile 

2NA  aşağıdaki gibi olacaktır. 





























21 0
0

NN AA   (4.3.1.10) 

Sonuç 4.3.1.6: 4EM   de türevlenebilir bir yüzey olsun. Eğer M birinci çeşit 

süperkonformal yüzey ise Gauss eğrilği K , Normal eğriliği NK , ve Ortalama eğriliğin 

karesi 2H olmak üzere 

222

2

222

2
2













H

K
K

N  

dir. Böylece 02  NKKH  olduğu görülür. 

 

Sonuç 4.3.1.7: 4EM    de birinci çeşit süperkonformal yüzey olsun. Eğer ikinci temel 

form katsayıları 

0,2    

olarak alınırsa M yüzeyi NKK   sağlayacaktır. M yüzeyinin eğrilik elipsinin 

parametrizasyonu  




2cos
2sin2




y
x

 

şekilindedir.  
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2. Çeşit  süperkonformal yüzeyleri: 

 
4EM   yüzeyinin (4.3.1.5) parametrelendirmesi ile verilen eğrilik elipsi için 

0
2

1
12

2
12

1
22

1
11

2
22

2
11








h

hhh

hh





                                                                                          (4.3.1.11) 

olarak alınsın. Bu durumda eğrilik elipsin parametrizasyonu (4.3.1.5) eşitliğinden dolayı  





2sin

2cos
2

1
22

1
11








y

hhx                                                                                       (4.3.1.12) 

şeklinde olacaktır. İşlemlerin kolaylığı hatırına  

 2, 1
22

1
11  hh  

olarak alınsın. (4.3.1.5) eşitliği  




2sin
2cos)(




y
x

                                                                                          (4.3.1.13) 

şeklinde olacaktır. (4.3.1.5) eşitliği düzenlenirse eğrilik elipsinin en son hali 

)2sin(
)2cos()(







y
x

                                                                               (4.3.1.14) 

şeklinde olacaktır. 

 

Önerme 4.3.1.8:  M, 4E  de türevlenebilir bir yüzey olsun. Eğer M ikinci çeşit 

süperkonformal yüzey ise şekil operatörleri 
1NA ile 

2NA  aşağıdaki gibi olacaktır. 






























21 20
0

NN AA  (4.3.1.15) 

 

Sonuç 4.3.1.9: M, 4E  de türevlenebilir bir yüzey olsun. Eğer M ikinci çeşit 

süperkonformal yüzey ise Gauss eğrilği K , Normal eğriliği NK , ve Ortalama eğriliğin 

karesi 2H olmak üzere 
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222

2

222

)(

2
2













H

K
K

N  

dır. Böylece 02  NKKH  olduğu görülür. 

 

Sonuç 4.3.1.10: M , 4E  de ikinci çeşit süperkonformal bir yüzey olsun. Eğer ikinci 

temel form katsayıları 

0,    

olarak alınırsa M yüzeyi NKK   eşitliğini sağlayacaktır. M yüzeyinin eğrilik elipsinin 

parametrizasyonu  



2sin

2cos



y
x

 

olacaktır.  

 

4.3.2 Wintgen İdeal Yüzeyiler 

M , 4E  de 2),(:),( EDvuvuX   yamasıyla verilen türevlenebilir yüzey olsun. 

Eğrilik elipsi )( pE  nin yarı eksenleri 

),(

)),(),((
2
1

21

2211

XXhC

XXhXXhB




 

olmak üzere p noktasındaki tanjant vektör alanı MTp  nin ortonormal bazları  21, XX   

olarak şeçilebilir. Burada ortonormal çatısı 

C
CN

B
BN  21

~,~                                                                                     (4.3.2.1) 

olarak seçilirse M nin normal eğriliği  

),(),(),(

~,~),(

212211

1221

XXhXXhXXh

NNXXRKN



 

               (4.3.2.2) 

olacaktır. (2.2.14) , (2.2.16)  ve  (4.3.2.2) eşitliklerini kullanarak  
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N

N

KKXXhXXhXXh

KXXhXXhXXh

XXhXXhXXh

42),(2),(),(

4),(4),(),(

)),(2),(),((0

2
21

2
22

2
11

2
21

2
2211

2
212211







            (4.3.2.3) 

elde edilir. Diğer taraftan  

),(),,(2),(),(4 2211
2

22
2

11

2
XXhXXhXXhXXhH                              (4.3.2.4) 

(4.3.2.2) ve (4.3.2.3) eşitliklerini kullanarak  
2

0 HKK N                              (4.3.2.5) 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğe Wintgen eşitsizliği denir (Wintgen 1979).  

 

Tanım 4.3.2.1: Eğer Wintgen eşitsizliği  eşitlik durumunda yani ; 
2

HKK N                                                                                                        (4.3.2.6) 

eşitliği sağlanırsa M yüzeyine Wintgen ideal yüzey denir. 

 

Teorem 4.3.2.2: M , 4E  de yüzey olsun. M yüzeyi (4.3.2.5) eşitliğinde verilen Wintgen 

İdeal eşitsizliğini her noktasında sağlansın.  

a) Eğer  Mp noktasında 0NK sağlanırsa bu takdirde M, p noktasında (4.3.2.6) 

eşitliğini sağlar ancak ve ancak p noktasında ortonormal çatıya göre ve şekil 

operatörü  

















 


0
0

0
02

21 





NN AA                                                         (4.3.2.7) 

b) Eğer Mp  noktasında 0NK  sağlanırsa bu takdirde M, p noktasında 

(4.3.2.6) eşitliğini sağlar ancak ve ancak p noktasında ortonormal çatıya göre ve 

şekil operatörü 

















 


0
0

0
02

21 





NN AA                                                         (4.3.2.8) 

şekilindedir. 

 

Sonuç 4.3.2.3: Şekil operatörleri (4.3.2.7) ve (4.3.2.8) eşitliklerindeki gibi verilen 

yüzeyler sırasıyla birinci ve ikinci çeşit süperkonformal yüzeylerdir. 
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Yardımcı Teorem 4.3.2.4: M, 4E  de Wintgen ideal yüzey olsun. Eğer M yüzeyi 

Mp noktasında NKK   sağlanırsa (4.3.2.7) , (4.3.2.8) eşitliklerindeki şekil 

operatörleri  




















0
0

0
03

21 





NN AA                                                                            (4.3.2.9) 




















0
0

0
0

21 





NN AA                                    (4.3.2.10)  

biçimindedir (Chen 1973). 

Örnek 4.3.2.5: M  yüzeyi (4.2.6) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin (4.3.2.9) şekil operatörlerine sahip (2. çeşit) Wintgen ideal 

yüzey olması için gerek ve yeter şart 

0))(())())((( 2222                                   (4.3.2.11) 

olmasıdır. 

Örnek 4.3.2.6: Vranceanu yüzeyi (4.3.2.10) şekil operatörlerine sahip (2. çeşit) 

Wintgen ideal yüzey olması gerek ve yeter şart 

0)()())((2))(( 22  vrvrvrvr                   (4.3.2.12) 

olmasıdır. 
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5. 4E  DE CHEN YÜZEYLERİ 

 

5.0. Giriş 

Bu bölümde 4E  deki Chen yüzeylerinin süperkonformal oldukları ispatlanmıştır. 

 

5.1 4E CHEN YÜZEYLERİ 

M, m-boyutlu Reimann manifoldu olan N nin m boyutlu türevlenebilir altmanifoldu 

olsun.  , M yüzeyinin normal vektörü olmak üzere x , M nin ortogonal birim normal 

vektörüdür. Burada 

1   

dir. B.Y.Chen, normal vektörünün komşu vektör uzayını  

  x

nm

x
AAtr

n
va 








2

21 ),()(  

ile tanımlanmıştır. Burada 
x

AAx  şekil operatörüdür. Özellikle, ortalama eğrilik 

vektörü H  nın komşu ortalama eğrilik vektör uzayı )(Ha , H  vektörü ile ortogonal 

olup iyi tanımlı bir normal vektör uzayıdır. Eğer 0)( Ha  ise M altmanifoldu N nin bir 

A altmanifoldu denir. Dahası A altmanifoldu da bir Chen altmanifoldu olarak 

tanımlanır. 

  2),(
2

)(
21

NAAtr
H

Ha NN  

burada  21,NN , N(M) nin ortonormal bazlarıdır. 

Tanım 5.1.1:  Eğer  0)( Ha ise M yüzeyine 4E  de bir Chen yüzeyi denir (Rouxel 

1980). 

Önerme 5.1.2: 4EM   de her bir birinci çeşit süperkonformal yüzeyler non-trivial 

Chen yüzeyidir. 

İspat. 4EM   yüzeyi 1. Çeşit süperkonformal bir yüzey olsun. Bu taktirde  (4.3.1.10) 

eşitliğinden M nin şekil operatör matrisleri  





























21
,

0
0

NN AA  
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dir. Bu taktirde M nin ortalama eğriliği  

21 NNH    

şeklindedir. Görüldüğü üzere  H   normal vektörü 1N  e paralel değildir. Dolayısıyla M 

nin  (5.1.1) eşitliğindeki gibi yeni bir ortonormal çatı alanı tanımlayabiliriz. 

)(1~

)(1~

21222

21221

NNN

NNN

















        (5.1.1) 

olsun (4.1.2), (4.3.1.10) ve (5.1.1) eşitliklerini kullanarak  

22222
2
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22221
2

12

22211
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1

22

22121
1

12

22

22

111
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11

~),,(~
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~),,(~

~),,(~
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NXXhh

NXXhh

NXXhh

NXXhh

NXXhh

NXXhh

                             (5.1.2) 

elde edilir. (5.1.2) eşitliğindeki değerleri kullanılarak şekil operatörleri düzenlenirse 






























































2222

2222

22

22

22

2222

22

~
21

























NN AA  

olacaktır. Dahası bu iki şekil operatörleri çarpımı  
















)(
)(

21
~~ NN AA                                                                               (5.1.3) 

olup  (5.1.3) eşitliğindeki matrisin izi 0)(
21

~~ NN AAtr dir. Buda bize M nin Chen yüzeyi 

olduğunu gösterir.  

Önerme 5.1.3: 4EM   de her bir ikinci çeşit süperkonformal yüzeyler non-trivial 

Chen yüzeyidir. 
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İspat. 4EM  de ikinci çeşit süperkonformal yüzey olsun. Bu taktirde (4.3.1.15) 

eşitliğinden M nin şekil operatörleri matrisleri  






























21
,

20
0

NN AA  

dir. Bu taktirde M nin ortalama eğriliği  

21)( NNH    

şeklindedir. Görüldüğü üzere  H   normal vektörü 1N  e paralel değildir. Dolayısıyla M 

nin  (5.1.4) eşitliğindeki gibi yeni bir ortonormal çatı alanı tanımlayabiliriz. 
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olsun (4.1.2), (4.3.1.15) ve (5.1.4) eşitliklerini kullanarak  
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(5.1.5) 

elde edilir. (5.1.5) eşitliğindeki değerleri kullanarak şekil operatörlerini düzenlenirse 
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olacaktır. Dahası bu iki şekil operatörleri çarpımı  
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~~ NN AA                                                                                 (5.1.6) 

olup  (5.1.6) eşitliğindeki matrisin 0)(
21

~~ NN AAtr dir. Buda bize M nin Chen yüzeyi 

olduğunu gösterir.  
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