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ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 
İKİNCİ MERTEBEDEN ADİ DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN İLK İNTEGRALLERİ 

 
Yakup YILDIRIM 

 
Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

    
Danşman: Doç . Dr. Emrullah Yaşar 

 
Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. 
 
İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. Burada fiziksel anlamları haiz olan ilk integrallerin 
fiziksel anlamı vurgulanıp, hangi alanlarda müşahede edilebileceği kısaca açıklanmıştır. 
Bu tezde, ilk integrallerin fiziksel anlamlarından ziyade, onlara tanımdan hareketle, göz 
önüne alınan fiziksel olayı modelleyen ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin 
(ADD) bir mertebe indirgenmesi nazarıyla bakacağız.  
 
İkinci bölümde, ikinci mertebeden ADD'lerin ilk integrallerini elde etmek için kullanı-
lacak temel tanım, teorem ve operatörler kısaca tanıtılmıştır. 
 
Üçüncü bölümde, ilk integralleri oluşturmada konuyla alakalı açık literatürde bulunan 
metotlar ayrıntılı bir şekilde irdelenmiştir. Bunlar temel olarak üç kısma ayrılmaktadır: 
1) Doğrudan metot, 2) Lagrangian veya kısmi Lagrangian formülasyonları ve 3) Karak-
teristik (çarpanlar) yaklaşımlardır.  
 
Dördüncü bölümde, ısı transferi alanında oldukça önemli bir yere sahip olan Palet denk-
leminin ilk integralleri elde edilmeye çalışılmıştır. Bunun için Lagrangian ve kısmi 
Lagrangian metotları uygulanmıştır.  
 

Beşinci bölümde, Riemann sıfırlarına karşılık gelen � = �(� + ��	

 )  Hamiltonian modeli 

için elde edilen ikinci mertebeden özel bir ADD'in ilk integralleri integral çarpanı, 
Ibragimov’un yerel olmayan korunum metodu ve karakteristik (çarpan) metotları ile 
ayrı ayrı elde edildi. 
 
Altıncı bölümde, akışkanlar mekaniğinde çatlak kuvvetinin minimize edilmesinde mo-
dellenen özel bir ikinci mertebeden lineer olmayan ADD'in ilk integralleri, Lagrangian 
formülasyonları ile elde edilmiştir. 
 
Yedinci bölüm sonuçlar kısmına ayrılmıştır. 
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ABSTRACT 
 

MSc Thesis 
 

FIRST INTEGRALS OF SECOND ORDER ORDINARY DIFFERANTIAL 
EQUATIONS 

 
Yakup YILDIRIM 

 
Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 
Department of Mathematics 

    
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrullah Yaşar 

 
This thesis consists of seven chapters. 
 
The first chapter is devoted to the introduction. We emphasized the physical meanings 
of the first integrals. We noted also some examples from some diverse fields about first 
integrals (conservation laws). In this thesis, we will attempt first integral as a 
mathematical point of view. In this manner, we introduce first integrals as order 
reduction of the considered equations rather than some physical meanings such as 
energy, momentum and so on. 
 
In the second chapter, we introduce some basic definitions theorems and operators 
related with second order ordinary differantial equations (ODEs). 
 
In the third chapter, we described indetail some methods existing in the open literatüre. 
In essence, these methods devoted three parts: 1)Direct method, 2) Lagrangian or partial 
Lagrangian formulations, 3) Characteristic (multiplier) approaches. The fourth, fifth and 
sixth chapters are devoted to applications. 
 
In the fourth chaper, we construct first integrals of the fin equation which has important 
placemant in the field of heat transfer area. For this aim, Lagrangian and partial 
Lagrangian methods  are implemented to fin equation. 
 
In the fifth chapter, we apply the integrating factor, Ibragimov’s nonlocal conservation 
method and multiplier approaches to the one special second order ODE which is 

obtained from the � = �(� + ��	

 ) Hamiltonian corresponding to the Riemann zeros, 

separetely. 
 
In the sixth chapter, we implement the Lagrangian formulations to the path equation 
which observed in the fluid mechanics. 
 
In the seventh chapter, concluding remarks are given. 
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1. GİRİŞ 

 

Naz ve ark. (2014) de belirttiği gibi, matematiksel fizikte ve uygulamalı matematikte 

bazı tür korunum nicelikleri önemli bir rol oynar. Örneğin doğa olaylarının büyük bir 

kısmı korunumlara sahiptir. Hidrodinamik, elektrodinamik, sığ su teorisi ve benzeri 

alanlarda bunlar müşahede edilebilir. Ayrıca klasik mekanikte enerjinin korunum yasa-

sı, özellikle bir boyutlu harmonik salınım örneğinde gözlemlenir. Son verilen örnek 

hakkında düşünürsek korunum niceliği, ilk integraller olarak tanımlanır. Buradaki ilk 

integral, adi diferansiyel denklem modelleri için korunum yasalarıdır. 

 

Bu tezin amacı, adi diferansiyel denklemlerin ilk integrallerini bulmak için literatürde 

var olan tüm farklı yaklaşımları araştırmaktır. Aslında ilk integralleri bulmada kullanı-

lan farklı yaklaşımları üç gruba ayırabiliriz: Doğrudan metot, Lagrangian veya kısmi 

Lagrangian formülasyonları ve Karakteristik(çarpanlar) yaklaşımlardır.  
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2. TEMEL BİLGİLER 

 

Bu bölümde vereceğimiz temel tanım ve operatörler literatürden (Ibragimov 1996,1999) 

alınmıştır. 

k. mertebeden aşağıdaki adi diferansiyel denklem sistemini 

 

myyyyxE k ,.....2,1,0),,,,,,,,,,( )()2()1( == αα  (2.1) 

 

göz önüne alalım. Burada x, bağımsız değişken ve m,....,2,1=α  olmak üzere y, m tane 

bağımlı değişkendir. Şimdi, tezde kullanılacak olan temel operatör ve tanımları kısaca 

verelim. 

 

Total Türev Operatörü: 

 

Daha sonraki incelemelerde kullanacağımız total türev operatörü 

 

........+
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

α

α

α

α

x

xxxx
y

y
y

y
x

D  
(2.2) 

 

biçimindedir. Burada tanımlanan türevler A
xyyx

∈
∂

∂

∂

∂
∂
∂ .......},,{ αα  olup A , diferansiyel 

fonksiyonların vektör uzayıdır. 

 

Lie-Backlund Operatörü: 

 

Bu operatör 

 

α

α

α

α ζηξ
s

s
s yyx

X
∂

∂
∑+

∂

∂
+

∂

∂
=

≥1
 (2.3) 

 

biçiminde tanımlanır.  
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Burada uzanım formülü 

 

ααααα ηζαεζζ ==≥−= − 01  , ,...,2,1, 1 , )()( msDyD xssxs  (2.4) 

 

olarak verilir. 

 

Euler Operatörü: 

 

m
y

D
yy s

s

x
s

,....,2,1,)(
1

=
∂

∂
−∑+

∂

∂
=

≥
α

δ

δ
ααα  

(2.5) 

 

biçimindedir. 

 

Lie-Backlund Operatörünün Karakteristik Formu: 

 

α

α

α

αξ
s

s

x
s

x
y

WD
y

WDX
∂

∂
∑+

∂

∂
+=

≥
)(

1
 

(2.6) 

 

olarak verilir. Burada α
W , Lie karakteristik fonksiyonudur ve 

 

myW x ,...,2,1, =−= αξη ααα
 

(2.7) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Bir Lie-Backlund Operatörüyle İlişkili Noether Operatörü: 

 

α

α

α

α

δ

δ

δ

δ
ξ

1
1

)(
+

≥
∑++=

s

s

x
s

x y
WD

y
WN  

(2.8) 

 

şeklinde tanımlanır.  
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Burada  

 

m
y

D
yy s

s

x
s

xx

,...,2,1,)(
1

1
=

∂

∂
−∑+

∂

∂
=

+
≥

α
δ

δ
ααα  

(2.9) 

 

şeklinde verilir. 

 

 İlk İntegral: 

 

(2.1) sisteminin bir ilk integrali I  olsun. AI ∈  bir diferansiyel fonksiyondur, öyle ki,  

(2.1) sisteminin her çözümü için 

 

0)( =ID x
 (2.10) 

 

dır. 
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3. İLK İNTEGRALLERİ BULMADA KULLANILAN YAKLAŞIMLAR 

 

3.1 Doğrudan Metot 

 

Tüm yerel ilk integralleri bulmak için ilk defa Laplace (1798) tarafından kullanılmıştır. 

Doğrudan metot için ilk integralleri bulmada kullanılan denklem 

 

0)(
0| =

=αE
IDx  

(3.1) 

 

dir. 

 

3.2 Simetri ve İlk İntegral İlişkisi 

 

Kara ve Mahomed (2000), doğrudan metoduna bir simetri koşulu eklemişlerdir. X , Lie-

Backlund simetri üreteci ve I  ilk integral olmak üzere, bu nicelikler aşağıdaki denklem 

ile birbirine asosiyedir: 

 

0)()( =+ IDIX x ξ  
(3.2) 

 

(3.1) ve (3.2) şartlarıyla birlikte ilk integraller bulunur. 

 

3.3 Noether Yaklaşımı 

 

Noether (1971) ilk integralleri bulmak için yeni bir yaklaşım geliştirdi ve hali hazırda 

bu yaklaşım literatürde Noether yaklaşım olarak bilinir. 
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3.3.1 Euler-Lagrange diferensiyel denklemleri 

 

Şayet AyyyyxL ∈,....),,,,( )3()2()1(  olacak şekilde bir L fonksiyonu mevcut ve 

 

m
y

L
,....,2,1; 0 == α

δ

δ
α  

(3.3) 

 

sağlıyorsa bu takdirde L’ye (2.1) sisteminin Lagrangianı denir. (3.3) denklemi, Euler- 

Lagrange diferansiyel denklemlerini verir. (2.1) ve (3.3) denklemleri birbirine denktir. 

 

3.3.2 Noether simetri üreteci 

 

X , bir Lie-Backlund üreteci olmak üzere eğer 

 

)()()( BDLDLX xx =+ ξ  
(3.4) 

 

denklemini sağlayan bir B ölçü fonksiyonu varsa X 'e bir Noether simetri üreteci denir. 

Burada X , Euler-Lagrange diferensiyel denklemlerinin bir L Lagrangian ile ilişkili 

üretecidir. 

 

3.3.3 Noether ilk integrali 

 

Euler-Lagrange diferensiyel denklemlerine karşılık gelen bir L Lagrangianı ile ilişkili 

her bir X  Noether simetri üreteci için bir I  ilk integrali karşılık gelir.  

Bu, 

 

)(LNBI −=  
(3.5) 
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veya 

α

α

α

α

δ

δ

δ

δ
ξ

1
1

)(.
+

≥
∑−−−=

s

s

x
s

x y

L
WD

y

L
WLBI  (3.6) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada α
W , ilk integralin karakteristikleridir. Noether yaklaşımın-

da L Lagrangianını bilmemiz gerekmektedir. Bu durumda (3.4) denklemden Noether 

simetrileri hesaplanır ve (3.6) denkleminden her bir Noether simetriye karşılık gelen ilk 

integraller bulunur. 

 

3.3.4 Önerme 

 

Cieslinski ve Nikiciuk (2010), Lagrangian fonksiyonunu bulmada doğrudan bir yakla-

şım geliştirmişlerdir. 

 

0),(),(),( 2 =+′+′+′′ yxcyyxbyyxay  
(3.7) 

 

hareket denklemi 

 

),(),(),(
2

1 2
yxRyyxQyyxPL +′+′=  

  (3.8) 

 

standart Lagrangian’ını kabul eder; ancak ve ancak 

 

xy ab 2=  (3.9) 

 

dır. (3.8) Lagrangianı için Euler- Lagrange denklemi aşağıdaki denkleme karşılık gel-

mektedir: 

 

.0
2

2 =
−

+′+′+′′
P

RQ
y

P

P
y

P

P
y

yxxy

 
(3.10) 
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Birkaç özel durum bulunmaktadır: 

 

1) � = �(
) ve � = � hali: 

 

.),(
2

1
0),()(

)(2 ττ
ξξ

dby
x

edxcyLyxcyxby ∫







−′=⇒=+′+′′ ∫  

(3.11) 

 

2) � = �(�) ve  � = � hali: 

 

.),(
2

1
0),()( 22









′+′=⇒=+′+′′ ∫ ττ dxcyyLyxcyyay

x

 
(3.12) 

 

3) � = �(�) ve  � = � hali: 

 

.),()(
2

1
0),()(

)(2222 ξξξξ
ξ

dexcdaeyLyxcyyay
dzzayy ∫−′=⇒=+′+′′ ∫∫  ((3.13) 

 

3.4 Kısmi Noether Yaklaşımı 

 

Kısmi Noether yaklaşımı, ilk integralleri bulmak için Kara ve ark. (2007) tarafından 

geliştirilmiştir. Diferansiyel denklemin bilinen bir Lagrangian'ı yoksa veya bulması zor 

ise, bu yaklaşım ilk integralleri bulmak için kullanışlıdır. 

 

3.4.1 Kısmi Lagrangian 

 

(2.1) sistemi 

 

010 =+= ααα EEE  
(3.14) 

 

şeklinde ifade edilebilir.  
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),,,,,,,,,,( )()2()1( lyyyyxLL = , kl ≤   olmak üzere eğer 

 

)0(,. 11 ≠= ββ
β

ααδ

δ
EEf

y

L
 

(3.15) 

 

denklemi bazı β  için sağlanırsa L ye (3.14) denkleminin bir kısmi Lagrangian'ı denir. 

Burada )( β
αf  bir tersinir matristir. 

 

3.4.2 Kısmi Noether operatörü 

 

X operatörü 

 

m
y

L
yBDDLLX xxx ,...,2,1;)()()(.)( =−+=+ α

δ

δ
ξηξ

α

αα
 

(3.16) 

 

denklemini sağlıyorsa X ’e kısmi Lagrangian'a karşılık gelen bir kısmi Noether opera-

törü denir. Lagrangian'a karşılık gelen kısmi Noether operatörüyle ilişkili (2.1) sistemi-

nin ilk integralleri (3.6) denkleminden belirlenir. 

 

3.5 Yerel Olmayan Korunum Yaklaşımı 

 

3.5.1 Eşlenik denklemler 

 

1 2( , ..... )m
v v v v= yeni bir bağımlı değişken olsun. (2.1) denklem sisteminin eşlenik denk-

lem sistemi 

 

mvyvyvyxE kk ,.....2,1,0),,,,,,,,,,,,( )()()1()1(
* == αα  (3.17) 

 

olarak tanımlanır. (Atherton ve Homsy 1975, Ibragimov 2007 ) 
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Burada 

 

)(;,...,2,1;
)(

),,,,,,,,,,( )()()1()1( xvvm
y

Ev
vyvyvuxE kk ===∗ α

δ

δ
α

β
β

α
 (3.18) 

 

biçiminde tanımlanır. 

 

3.5.2 Eşlenik denklemlerin simetrileri 

 

(2.1) sisteminin X  üreteci 

 

α

αηξ
yx

X
∂

∂
+

∂

∂
=  (3.19) 

 

biçiminde olsun. (2.1) ve (3.17) denklem sistemleri için Lie-nokta üreteci 

 

))(..(; ξληηηξ αβα
β

α

α

α

α

α
xDvv

vyx
Y +−=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= ∗∗  (3.20) 

 

şeklinde verilir.(Ibrogimov 2007) 

(3.20) operatörü (3.19) nin β
v  değişkenine genişletilmişidir. Ayrıca 

 

 verir.yı  denklemi .)( α
ββ

α
βα λλ EEX =  (3.21) 

 

3.5.3 Korunum teoremi 

 

(2.1) denklem sisteminin her Lie-nokta, Lie-Backlund ve yerel olmayan simetrileri, 

(2.1) ve (3.11) sistemlerinden oluşan ikili sistem için bir ilk integral verir. 
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),,,,,,,,(. )()2()1( kyyyyxEvL α
α=  (3.22) 

 

bir formal Lagrangian olsun. Bu takdirde ilk integraller  

 

α

α

α

α

δ

δ

δ

δ
ξ

1
1

)(.
+

≥
∑++=

s

s

x
s

x y

L
WD

y

L
WLI  (3.23) 

 

biçiminde hesaplanır. Burada ξ  ve αη , (3.19) üretecinin katsayı fonksiyonlarıdır. 

(3.23)’dan elde edilen ilk integraller, (3.18) eşlenik denkleminin keyfi v çözümlerini 

içerir. Bundan dolay her bir v çözümü için bir ilk integral elde edilir. Yerel olmayan v 

değişkeni, bir yerel olmayan ilk integral bulmamızı sağlar. Eğer verilen orijinal (2.1) 

sistemi lineer olmayan self- adjoint (Ibragimov 2006,2011, Ibragimov ve ark. 2011, 

Gandarias 2011) ise v değişkenini yok edebiliriz. Böylece orijinal sistem için bir yerel 

ilk integral bulabiliriz. 

 

3.6 İntegral Çarpan Metodu 

 

Anco ve Bluman (1998) ‘ın ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler için önerdik-

leri ilk integral bulma yöntemini ikinci mertebeden 

 

( , , ) 0y g x y y′′ ′− =  (3.24) 

 

adi diferensiyel denklemi için verelim. (3.24) denkleminin lineerleştirilmiş denklemi 

  

2

2
[ ] 0

y y

d v dv
L y v g g v

dx dx
′= − − =  

 

biçiminde olup, (3.24) denkleminin eşlenik denklemi 

2

2
[ ] ( ) 0y xy yy y y y

d w dw
L y w g g y g gg g w

dx dx

∗
′ ′ ′ ′ ′

′= + + + + − =  (3.25) 

şeklindedir. 
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(3.25) denkleminin ( , , )w x y y ′= Λ  çözümleri, (3.24) denkleminin eşlenik simetrileridir. 

( , , )x y y′Λ ’ yi  (3.25) denklemine uygularsak 

 

2 2[ ] ( , , ) 2 2 ( ) 2
xx xy xy yy yy y y y x

L y x y y y g y y g g g
∗

′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′Λ = Λ + Λ + Λ + Λ + Λ + Λ + Λ   

  

0)()()2( =Λ−+′++Λ′++Λ+′++ ′′′′′′′ yyyyyyxyyyyyx ggggyggyggggyg  (3.26) 

  

elde ederiz. (3.24) denkleminin bir ),,( yyx ′Λ  eşlenik simetrisi, bir ),,( YYx ′Λ  integral 

çarpanı üretir ancak ve ancak ),,( YYx ′Λ   

 

)22)((),,(][ Λ+Λ+Λ+Λ+Λ′+Λ−′′−=′Λ ′′′′′′′′
∗

YYYYYYYYYYx gggYgYYYxYL  (3.27) 

 

eşlenik değişmezlik koşulunu sağlarsa. Böylece ),,( YYx ′Λ  için eşlenik değişmezlik 

koşulu, (3.24) denkleminin bir integral çarpanını verir. ��x,Y,Y��  integral çarpanını, 

(3.26) ve (3.27) denklemlerine uygularsak 

 

�xx � 2Y
�

�xY � 2g�xY� � �Y��2�YY � 2Y�g�YY � � g2�Y�Y� � �gx � Y�gY � 2ggY���Y�

 

 

0)()( =Λ−+′++Λ+Λ′++ ′′′′′′ YYYYYYxxYYY ggggYgggYg , (3.28) 

  

2 2 0xY YY Y Y Y Y Y Y YY g g g′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′Λ + Λ + Λ + Λ + Λ + Λ =  (3.29) 

 

elde ederiz. Böylece (3.24) denkleminin integral çarpanı belirleyici denklemi (3.28) ve 

(3.29) denklemleridir. (3.24) denkleminin ilk integrali 

 

��y� � �1�x,y,y�� � �2�x� � sabit   #    

 

biçimindedir.  
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Burada 

 

�1�x,y,y�� � �
0

1

�S � N�d� ve �2�x� � � k�x�dx

                  (3.30) 

 

dir. )(ˆ xy ,herhangi bir sabit fonksiyon ve  

 

yyr ˆ)1( λλ −+= , ),,( rrx ′Λ=Λ                                 (3.31) 

 

olmak üzere 

 

)),,()ˆ)1((),,()(ˆ()ˆ( Λ′+Λ+Λ′−+′+Λ′−−Λ′−′=+ ′′ rrxgyyrrxgyyyyNS rxrr λλ

(3.32) 

 

ve 

 

k�x� � �ŷ�� � g�x,ŷ,ŷ�����x,ŷ,ŷ��  
(3.33) 

 

şeklinde verilir. 

 

3.7 Karakteristik Metot 

 

Steudel (1962) ve Olver (1993) 'e göre ilk integrali karakteristik formda aşağıdaki gibi 

ifade edebiliriz: 

 

α
α
EQIDx =  (3.34) 

 

Burada 
α

Q , karakteristikler veya çarpanlardır. Bu çarpanlar bulunduktan sonra ilk 

integraller bulunabilir. 
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3.8 Varyasyonel Yaklaşım 

 

Varyasyonel yaklaşım Olver (1993) tarafından geliştirilmiştir. (3.34) denkleminin 

varyasyonel türevinden, tüm çarpanları elde edebilir ve çarpanlar kullanılarak (3.34) 

denklemin bir yerel ilk integrali elde edilebilir. Çarpanları belirleyen belirleyici denk-

lem  

 

0)( =α
α

βδ

δ
EQ

y
 (3.35) 

 

biçimindedir. 

 

3.9 Diferansiyel Denklemin Çözüm Uzay Üzerinde Varyasyonel Yaklaşım 

 

Bu yaklaşımda çarpan belirleme denklemi, (3.34) denkleminin çözüm uzayı üzerinde 

varyasyonel türev alınarak elde edilir. Yani aşağıdaki gibi ifade edilir: 

 

0)(
0| =

=α
α

α

βδ

δ
E

EQ
y

 (3.36) 

 

(3.36) denklemi, (3.35) denkleminde daha az belirleyici denklemdir. Bazen (3.36) denk-

leminden elde edilen karakteristikler, bir ilk integrale değil de eşlenik simetrilere karşı-

lık gelebilir. 
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4. PALET DENKLEMİ 
 

İlk önce palet denkleminin matematiksel modellemesini yapalım (Kim ve ark. 2007). 

Kesit alanı cA  olan bir düzgün palet düşünelim. Çevresi ve uzunluğu sırasıyla P  ve L  

olsun. Palet materyali, sabit bir taban yüzeyinin bT  sıcaklığına ve aT  sıcaklığındaki bir 

akışkanın yayılmasına bağımlıdır. Ayrıca sıcaklık iletkenliği k  ve ısı aktarım katsayısı 

h  sadece sıcaklığa bağlıdır. Yani )(Tkk = , )(Thh =  dır. 

 

Bir boyutlu sabit durumlu sıcaklık denge denklemi aşağıdaki gibi boyutsal formda yazı-

labilir: 

 

LXTTTPh
dX

dT
Tk

dX

d
A ac <<=−− 0,0))(())((   

 

Yukarıdaki denklem için sınır değer koşulları aşağıdaki gibi yazılabilir: 

 

0|,)( 0 == =Xb
dX

dT
TLT   

 

Boyutsuzluk değişkenleri 

 

ca

b

abab

a

Ak

LPh
M

k

Tk
yK

h

Th
yH

TT

TT
y

L

X
x

2
2,

)(
)(,

)(
)(,, ===

−

−
==   

 

olmak üzere enerji denklemi 

  

K

H
y

dy

dK

K
y =′+′′ 2)(

1
  

 

ve sınır değer koşulları 

0)0(,1)1( =′= yy   

dır. Burada )(xyy =  sıcaklık fonksiyonu ve x , uzaysal boyut değişkendir. 
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4.1 Lineer Olmayan Kendi-Eşlenik Yaklaşımın Palet Denklemine Uygulanması 

 

0
)(

)(
)(

)(

)( 2 =−′
′

+′′
yK

yH
y

yK

yK
y  (4.1) 

 

(4.1) numaralı Palet denkleminde  ,)(,0,1 nkyyKnn =≠−≠ dcyyH n += +1)(  alırsak 

aşağıdaki denklem elde edilir: 

 

1 2 1 ( ) 0n n n
ky y kny y cy d

− +′′ ′+ − − =  (4.2) 

 

(4.2) denkleminin eşlenik denklemi 

 

1 2 1[ (  ( ) )] 0n n n
v ky y kny y cy d

y

δ

δ
− +′′ ′+ − − =  (4.3) 

 

olup, (4.3) denklemini açarsak 

 

vyynvyyknyncyynknyknyv
n

x

nnnn 221221 ))(1((2))1()()1(( −−−− ′−+′−+−′−+′′
 

 

)))1((() 12111 vyynvyynnvnyyvyynvykvyy nn

x

n

x

n

xx

nn −−−−− ′′+′−+′+′++′′+
 

 
 

 

 

))(( 121 dcyyknyyy nnn −−′+′′= +−λ  (4.4) 

 

elde edilir. Burada v, eşlenik değişkendir. )(yAv =   alırsak 

  

yyyxxyx AyAyvAyv 2)( , ′+′′=′=  (4.5) 

 

olur.  
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(4.5) ifadelerini (4.4) denkleminde yerine yazarsak  

 

y

nnnn AyknyAyncAyynknAykny 21221 )(2)1()()1( ′−+−′−+′′ −−−

 

 
 

yy

n

y

nnn AykyAykyAyknyAyynkn 2122 )( 2))(1(2 ′+′′+′′−′−− −−

 

 
 

AyyknAyynknAyyknAyykn nn

y

n

y

n 1221212 ))(1()()( −−−− ′′+′−+′+′+
 

 
 

))( ( 121
dcyyknyyy

nnn −−′+′′= +−λ  (4.6) 

 

(4.6) denklemini y  nin türevlerine göre ayırırsak 

 

ykyAykyy n

y

n ′′=′′→′′  λ
 

 
 

2122 )()()( yknyAykyy
n

yy

n ′=′→′ −λ   

 

)()1( 10 dcyAyncy nn +−=+−→ +λ  (4.7) 

 

(4.7) denklem sistemi çözülürse 

 

dcyyAv n +== +1)(  (4.8) 

 

bulunur. (3.16) ilk integral bulma formülü ikinci mertebe denklemler için düzenlenirse 

kolayca 

 

y

L
WD

y

L
WLI x ′′

+
′

+=
δ

δ

δ

δ
ξ )(  (4.9) 

 

olduğu görülür.  
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Burada 

 

))( )(( 1211
dcyyknyykydcyL

nnnn −−′+′′+= +−+  (4.10) 

 

formal Lagrangian ve 

 

εη
δ

δ

δ

δ
yWydcyk

y

L
ydknyykcy

y

L nnnn ′−=+=
′′

′+′−=
′

+−  ,)( , 112  (4.11) 

 

varyasyonel türevlerdir. Aşağıda belirtilen 1X ,.. 8X  vektör alanları (4.2) denklemi tara-

fından kabul edilen Lie nokta üreteçleridir. Örnek olması bakımından 1 x
X ∂

∂=   için (4.2) 

denkleminin ilk integralini  bulalım. (4.10),(4.11) denklemlerini (4.9) denkleminde ya-

zarsak 

 

2122
1 )()()1( dcyyynkcI

nn +−′+= + . 

 

yy

dcy
n

n

X ∂
∂++

= )(
2

1

  için benzer işlemler yapılırsa 

 

2 0.I =  

 

yk

ncn
xyX

∂
∂+−= )cosh( 1

3   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)
1

sinh()(1)
1

cosh()1( 1
3 x

k

nc
dcynckx

k

nc
yynkcI nn +

+++
+

′+−= + , 

 

yk

ncn
xyX

∂
∂+−= )sinh( 1

4   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)
1

cosh()(1)
1

sinh()1( 1
4 x

k

nc
dcynckx

k

nc
yynkcI nn +

+++
+

′+−= + , 
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ynk

edycyc

x

x
n

x
k

nc

n
k

nc

edcyX
∂
∂

+

+

∂
∂+

+

+
+

++=
1

)2(1
5

1

2
1

)(   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)1( 12
5

1

dcyyynckedI nnx
k

nc

−−′+= +
+

, 

 

ynk

edycyc

x

xn
x

k

nc

n
k

nc

edcyX
∂
∂

+

+

∂
∂+

+−

+
+−

−+=
1

)2(1
6

1

2
1

)(   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)1( 12
6

1

dcyyynckedI nnx
k

nc

++′+−= +
+−

, 

 

ynkc

ecydy

x

x
x

k

nc

n
k

nc

eX
∂
∂

+

+

∂
∂

+

−
+

+=
1

)(
7

12
12

  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

))()(12)()1(( 21122
7

12

dcydcyyynckyynkceI nnnnx
k

nc

+++′+−′+= ++
+

, 

 

ynkc

ecydy

x

x
x

k

nc

n
k

nc

eX
∂
∂

+

+

∂
∂

+−

−
+−

−=
1

)(
8

12
12

  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

))()(12)()1(( 21122
8

12

dcydcyyynckyynkceI nnnnx
k

nc

+++′++′+= ++
+−

. 

 

4.2 Kısmi Noether Yaklaşımın Palet Denklemine Uygulanması 

 

İlk önce (4.2) denklemin kısmi Noether üreteçlerini ve ölçü fonksiyonlarını bulalım. 

(4.2) denkleminin kısmi Noether üreteci 

 

yx
X

∂

∂
+

∂

∂
= ηξ  (4.12) 

 

olsun.  
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(4.12) denklemi aşağıdaki denklemi sağlamalıdır: 

 

y

L
yBDLDLX xx δ

δ
ξηξ )()()()( ′−+=+  (4.13) 

 

2
)( 2

ykL
′=   denklemin bir kısmi Lagrangian’dır. Gerçekten, 

 

,   , 
)(

   , 
2

)( 22

yk
y

L

y

d
cy

y

ykn
yk

y

Lyk
L

n
′=

′
−−

′
=′′−=

′
=

δ

δ

δ

δ
 (4.14) 

 

olduğu görülebilir. L  Lagrangianı 1.mertebeden olduğundan X  üreteci 1 defa uzatıl-

malıdır: 

 

y
DyD

yx
X xx ′∂

∂
′−+

∂

∂
+

∂

∂
= ))()(( ξηηξ  (4.15) 

 

(4.14) ve (4.15) i , (4.13) denkleminde yerine yazarsak 

 

yxyxyxyx ByBy
yk

ykyyy ′+=′+
′

+′′+′−′+ )(
2

)(
))((

2

ξξξξηη
 

 

 

)
)(

)((
2

n
y

d
cy

y

ykn
y −−

′
′−+ ξη  (4.16) 

 

elde edilir. (4.16) denklemini y  nin türevlerine göre ayırırsak 

 

n

y yxa
y

n
y

23 )( , 0
2

)( ==−→′ ξξξ , 

 

(4.17) 

n
n

x
y yxb

n

yxa

y

n
y )(

)1(2

)(
 , 

2
)(

12
2 +

+

′
==−→′

+

η
ξ

ηη , 

 

(4.18) 
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ξξη
nyx

y

d
cyBky ++=→′  

 

den 

 

)(
1

)(.

)1(2

)(.

1

)(

)1(4

)( 1221

2

22

xc
n

yxad

n

yxac

n

yxbk

n

yxak
B

nnnn

+
+

−
+

−
+

′
+

+

′′
=

++++

 (4.19) 

 

olarak elde edilir. Sabit terim olan 

 

y0 � Bx � cy� � d
yn � � 0

 

 

den 

 

)(
1

)(.

)1(2

)(.

1

)(

)1(4

)(. 1221

2

22

xc
n

yxad

n

yxac

n

yxbk

n

yxak
nnnn

′+
+

′
−

+

′
−

+

′′
+

+

′′′ ++++

 

 

0)(.
)1(2

)(.
)(.

)1(2

)(. 1
1

22

=−
+

′
−−

+

′
−

+
+

+

xbd
n

yxad
yxbc

n

yxac n
n

n

 (4.20) 

 

elde edilir. Buradan )(xa , )(xb  ve )(xc  fonksiyonları 

 

xx
k

cn

k

cn

ececcxa
1212

321)(
+−+

++=  

 
(4.21) 

kcn

ecd

kcn

ecd
ececxb

xx

xx
k

cn

k

cn

k

cn

k

cn

1

.

1

.
)(

1212

11

32
54

+
−

+
++=

+−+

+−+

 

 

(4.22) 

)
)1(2

.

)1(2

.

11
()(

121211

3254

+
+

+
+

+
−

+
=

+−++−+

nc

ecd

nc

ecd

cn

ekc

cn

ekc
dxc

xxxx
k

cn

k

cn

k

cn

k

cn

 (4.23) 

olarak hesaplanır. 
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Dolayısıyla örneğin, c1 � 1   için (4.2) denkleminin kısmi Noether üreteci ve ölçü fonk-

siyonu 

 

1

.

)1(2

.
 ,  

122

1
2

1
+

−
+

−
=

∂

∂
=

++

n

yd

n

yc
B

x
yX

nn
n  (4.24) 

 

şeklinde olur.c2 � 1  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

y
e

kcn

yd

kn

yc

x
eyX

x
nn

xn k

cn

k

cn

∂

∂

+
+

+
+

∂

∂
=

++ + 1212

)
1

.

1
(

12
2

2 , 

 

2 12 2 1 2

2

. .
( ) ,
2( 1) 1 2 ( 1)

n c

k

n n
xc y d y d

B e
n n c n

++ +

= + +
+ + +

 (4.25) 

 

c3 � 1  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

y
e

kcn

yd

kn

yc

x
eyX

x
nn

xn k

cn

k

cn

∂

∂

+
+

+
−

∂

∂
=

+−+− + 1212

)
1

.

1
(

12
2

3  

 

2 12 2 1 2

3

. .
( ) ,
2( 1) 1 2 ( 1)

n c

k

n n
xc y d y d

B e
n n c n

− ++ +

= + +
+ + +

 (4.26) 

 

c4 � 1  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

1 11

4 4 , ( ) ,
1 1

n c n c

k k

n
x xn k c y d k

X y e B e
y n n c

+ ++∂
= = +

∂ + +
 (4.27) 

 

c5 � 1   için benzer işlemler yapılırsa, 

1 11

5 5 , ( )
1 1

n c n c

k k

n
x xn k c y d k

X y e B e
y n n c

− + − ++∂
= = − +

∂ + +
 (4.28) 

elde edilir. 
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(4.2) denkleminin ilk integrallerini bulma denklemi 

 

y

L
WD

y

L
WLBI x ′′

−
′

−−=
δ

δ

δ

δ
ξ )(  (4.29) 

 

olup, hesaplamaları örneğin 1X üreteci için verelim. (4.14) ve (4.24)ü, (4.29) denkle-

minde yerine yazarsak 

 

2

)(

1)1(2

22122

1

yky

n

dy

n

cy
I

nnn ′
+

+
−

+

−
=

++

 

 

elde edilir. Benzer işlemler diğer üreteçler için yapılırsa sırasıyla aşağıdaki ilk 

integraller elde edilir: 

 

)
112

)(

)1(21)1(2
(

12222122

2

12

cn

yykd

n

yyckyky

nc

d

n

dy

n

cy
eI

nnnnn
x

k

cn

+

′
−

+

′
−

′
+

+
+

+
+

+
=

++++

, 

 

)
112

)(

)1(21)1(2
(

12222122

3

12

cn

yykd

n

yyckyky

nc

d

n

dy

n

cy
eI

nnnnn
x

k

cn

+

′
+

+

′
+

′
+

+
+

+
+

+
=

++++−

, 

 

)
11

(
1

4

1
n

n
x

yyk
cn

kd

n

yck
eI k

cn

′−
+

+
+

=
++

, 

 

)
11

(
1

5

1
n

n
x

yyk
cn

kd

n

yck
eI k

cn

′+
+

+
+

−=
++−

. 

  



24 

 

4.3 Noether Yaklaşımın Palet Denklemine Uygulanması 

 

İlk önce (4.2) denkleminin Noether üreteçlerini ve ölçü fonksiyonlarını hesaplayalım. 

(4.2) denkleminin üreteci 

 

yx
X

∂

∂
+

∂

∂
= ηξ  (4.30) 

 

biçiminde olsun. (4.30) üreteci aşağıdaki denklemi sağlamalıdır: 

 

)()()( BDLDLX xx =+ ξ  (4.31) 

 

(3.13) denkleminden (4.2) denklemin bir standart Lagrangianı 

 

)1()1(22

)( 12222

+
+

+
+

′
=

++

nk

dy

nk

cyyy
L

nnn

 (4.32) 

 

biçimindedir. Ayrıca bu Lagrangian’ın varyasyonel türeve göre 1. ve 2. türevleri 

 

0,2 =
′′

′=
′ y

L
yy

y

L n

δ

δ

δ

δ
 (4.33) 

 

biçimindedir. Lagrangian 1. mertebeden olduğundan X  üreteci 1 defa uzatılırsa 

 

y
DyD

yx
X xx ′∂

∂
′−+

∂

∂
+

∂

∂
= ))()(( ξηηξ  (4.34) 

 

dir. 
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(4.32) ve (4.34) ü, (4.31) denkleminde yerine yazarsak 

 

n

yxyx
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n yyyyy

k

dy

k
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yny 2

12
212 ))(())(( ′′+′−′++++′
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+
+

+
+

′
+
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))(
)1()1(22

)(
(

12222

ξξ  (4.35) 

 

elde edilir. (4.35) denklemini y′  nün türevlerine göre ayırırsak 
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 (4.36) 
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(4.37) 
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122
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η  
 

 

bulunur. Buradan ölçü fonksiyonu 
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2
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′
+

+
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 (4.38) 

 

olarak elde edilir. Bu değerler sabit terimde yerine yazılırsa, 
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elde edilir. 
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 Yukarıdaki denklemde gerekli işlemler yapılırsa 
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n
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yxac
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bulunur. Buradan )(xa , )(xb  ve )(xc  fonksiyonları aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

2 1 2 1

1 2 3( ) ,
c n c n

k k
x x

a x c c e c e
+ − +

= + +  (4.39) 

 

2 12 1

1 1
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c k n c k n
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(4.40) 

1 2 11 2 1

5 34 2( ) ( ).
2 ( 1) 2 ( 1)1 1

c n c nc n c n

k kk k
x xx x

c ke c dec ke c ded
c x

k c n c nc n c n

− + − ++ +

= − + +
+ ++ +

 (4.41) 

 

11 =c   için (4.2) denkleminin Noether üreteci ve ölçü fonksiyonu 

 

.0 ,   11 =
∂

∂
= B

x
X  (4.42) 

 

Benzer şekilde Noether üreteçleri ve ölçü fonksiyonları aşağıdaki gibi elde edilir: 
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y
e

nkc
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x
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+
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∂
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+−+− − 1212
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(3 , 

 

Şimdi ilk integraller elde edilecektir. (4.32),(4.33),(4.42) denklemlerini (4.29) denkle-

minde yazarsak 
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ilk integrali elde edilir. Benzer şekilde diğer Noether üreteçleri için sırasıyla aşağıdaki 

ilk integraller elde edilir: 
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5. RIEMANN SIFIRLARINA KARŞILIK GELEN � = �(� + ���
� ) MODELİ 

 

Nucci (2014) de belirtildiği gibi Polya ve Hilbert, rieman hipotezini ispatlamak için 

kendi eşlenik bir operatör bulmak gerektiğini önermişlerdir. Bu operatörün sipektrumu 

aşikar olmayan rieman sıfırlarının sanal kısımlarını içerir. Berry (2008) de kuantum 

versiyonu Polya-Hilbert konjektürünü gerçekleyen klasik bir Hamiltonianın varlığını 

önerdi. Berry tarafından önerilen ilk klasik Hamiltonian ��� = �� idi. Fakat daha sonra 

Berry ve Keating (1999) bu Hamiltonian asal sayılarla ilişkili ayrık periyodik yörünge-

ler ve kaotik olması gereksinimlerini sağlamadiğini gösterdiler. Sierra ve ark. (2011) ile 

Berry ve Keating (2011), Hamiltonionun sınırlı klasik yörüngeler ve ayrık kuantum 

spektrumuna sahip olması için  �� Hamiltonianın farklı bir modifikasyonunu önerdiler. 

Bu tarzdaki ilk Hamiltonian 

 

� = �(� + �
�
� ) 

 

biçimindedir.(Sierra ve ark. 2011) Burada �
, momentum boyutlarının eşleme sabitidir. 

Yukarıdaki Hamiltoniana karşılık gelen Lagrangian  

 

� = −2�
���� − y′   

 

ile verilir. Bu takdirde yukarıdaki Lagrangian’a karşılık gelen Euler- Lagrangian denk-

lemi 

 

046
)( 2

=+′−
′

+′′ yy
y

y
y  

 

biçimindedir. Yukarıdaki denklemin lineer olmamasından ötürü tam çözümlerini bul-

mak kolay değildir. Bununla birlikte Nucci (2014), Jakobi son çarpan metodu kullanıla-

rak problem ele alınmıştır. Denklemin Lie nokta simetrileri ve Lagrangianları elde 

edilmiştir. 
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Bu kısımda Ibragimov (2006)’un lineer olmayan kendi eşleniklik tanımıyla beraber ye-

rel olmayan korunum metodu ile Steudel (1962) ve Olver (1993) ın karakteristik meto-

du uygulandı. Daha sonra Anco ve Bluman (1998) nın integral çarpanı yaklaşımıyla ilk 

integralleri elde edildi. 

 

5.1 Lineer Olmayan Kendi Eşlenik Yaklaşımı 

 

Modelleme sonucunda elde edilen 

 

046
)( 2

=+′−
′

+′′ yy
y

y
y  (5.1) 

  

denklemini göz önüne alalım. (5.1) denkleminin eşlenik denklemi 

 

2 2
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 (5.2) 

  

biçimindedir. ),( yxAv =  aIırsak 

 

yyyxyxxxxyxx AyAyAyAvAyAv 2)(2, ′+′′+′+=′+=  (5.3) 

  

elde edilir.  
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(5.3) denklemini (5.2) denklemine yazarsak ve !∗ = λ ! lineer olmayan eşleniklik ta-

nımını kullanarak 

 

yyyxyxxyx AyAyAyA
y
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y

y
y +′−

′
+′′= λ  (5.4) 

  

elde edilir. (5.4) denklemini y bilinmeyenin türevlerine göre ayırırsak 
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A
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2
, 

 

y
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A
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2
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2
2 , 

 

λ626
2

−=++−→′
xyy

x AA
y

A
y , 

 

λyAAAy xxx 4640 +++→  

 

bulunur. Yukarıdaki denklem sistemi çözülürse 

 

)(),( 4
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2
3

2
2
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1

3
8

xxx
ececeyceycyyxAv

x
−−−− +++==  (5.5) 

  

elde edilir. Örneğin 3c =1 ve 1c = 2c = 4c =0  iken xyeyxAv 2),( −==  alınabilir. 
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 (5.1) denkleminin ilk integral bulma formülü (3.23) den 

 

y

L
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y

L
WLI x ′′

+
′
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δ

δ

δ

δ
ξ )(  (5.6) 

  

olarak yazılabilir. Burada 
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L
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 (5.7) 

  

olup 
x

X
∂
∂=1  üreteci için (Nucci 2014), (5.1) denkleminin ilk integral bulalım. Bunun 

için  (5.7) denklemini (5.6) denklemine yazarsak 

 

)42( 22
1 yyyeI

x +′−= −  

 

elde edilir. 
y

yX
∂
∂=2  için benzer işlemler yapılırsa, 
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2 yyyeI x −′= −  
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3   için benzer işlemler yapılırsa, 
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yy

e
x

X ∂
∂=

2

4   için benzer işlemler yapılırsa, 
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x

x

x yeeX
∂
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∂
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5 2   için benzer işlemler yapılırsa, 
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y

x

x

x yeeX
∂
∂−

∂
∂− += 22

6   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)22( 24
6 yyyeI

x −′= − , 
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x

x eyeyX
∂
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∂
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7 2   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)88)(2( 43224
7 yyyyyeI x −′+′−= − , 

  

y

x

x

x
eyeyX

∂
∂−

∂
∂− += 4342

8   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)46)(2( 43226
8 yyyyyeI x −′+′−= −  

 

elde edilir. 

 

5.2 Karakteristik Metotun (5.1) Denklemine Uygulanması 

 

(5.1) denkleminin karakteristikleri  ),,( yyxQ ′   ve ilk integralleri  ),,( yyxI ′  formunda 

olmak üzere (5.1) denkleminin ilk integrali bulma denklemi 

 

QEIDx =  (5.8) 

  

biçimindedir. (5.8) denklemini açarsak 
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elde edilir.  
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(5.9) denklemini y ′′  ne göre ayırırsak 

 

QI y =′ , 

 

)46
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y
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bulunur. (5.10) denklem sistemini düzenlersek 
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elde edilir. ),,( yyxI ′  ilk integrali için aşağıdaki gibi bir varsayım yapalım: 
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(5.12) denklemini (5.11) denkleminde yazarsak 
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elde edilir. Yukarıdaki denklemi y  nin türevlerine göre ayırırsak 
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4 4 24
29 22

3 ( ),
16 8 4 2

xx x xy H y H y Ky H
c y K G x= + + − − +  

 

0 4 0
x

y c yb→ − =  

 

bulunur. #($, �) ve &($, �) değerleri yukarıdaki en son denklemde yerine yazılırsa 

 

04123
24

22

8

9

16
2442

2444

=−+++−−++ KyHyHyGKy
KyHyHyHy

xxx

xxxxxxxx  
 

 

  

elde edilir. Bu denklemden �($), '($), (($)  
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6)( cxG =  (5.13) 

  

olarak hesaplanır. (5.13) denkleminde 11 =c ’e karşılık gelen ilk integral 
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c4 � 1  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)2( 22
4 yyyeI x −′= − , 

 

c5 � 1  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

)( 24
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c6 � 1   için benzer işlemler yapılırsa, 
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elde edilir. 

 

5.3 İntegral Çarpanı Metotun (5.1) Denklemine Uygulanması 

 

(5.1) denklemi için (3.28) ve (3.29) denklemlerine karşılık gelen denklemler 
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biçimindedir.  
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(5.14) ve (5.15) denklemlerini ortak çözersek 
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elde edilir. c1 � 1   için 
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bulunur. 
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(3.30) dan 
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elde edilir. İlk integral bulma formülü olan  
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de (5.16) ve (5.17) değerlerini yazarsak 
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),
22

)(
(

422
38

2

yyy
yyeI x +

′
+′−= −  

 

 13 =c   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

),2
2

)(
2( 4

22
34

3 y
yy

yyeI x +
′

+′−= −  
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 15 =c   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

),( 24
5 yyyeI

x −′= −  

 

elde edilir. 
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6. YÖRÜNGE DENKLEMİ 

 

Akışkanlar mekaniğinde oldukça önemli bir yere sahip olan minimum çatlak kuvvetini 

tasvir eden yol denklemini göz önüne alınacağız. Söz konusu denklem için gerekli olan 

modelleme yöntemi ve teorik bilgiler için Pakdemirli ve Aksoy (2010)’e bakılabilir. 

Göz önüne alacağımız ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklem 

 

0))(1(
)(

)( 2 =′+
′

−′′ y
yf

yf
y  (6.1) 

  

biçimindedir. Burada � = �($) ve )(�) = *(�)+,(�)-(�).(�)� dir. *  yoğunluğu, +,  

çatlak katsayısını, - kesit alanını, . cismin hızını göstermekte olup bu değişkenler � 

koornatı yani irtifaya bağlı birer fonksiyondurlar. Bu kısımda )(�) fonksiyonunun 4 

özel durumunu göz önüne alacağız. 

 

6.1 Lineer Olmayan Kendi Eşlenik Yaklaşımın Yörünge Denklemine Uygulanması 

 

y
keyf

α=)(  hali: 

 

(6.1) denkleminde y
keyf

α=)(  alırsak 

 

0))(1( 2 =′+−′′ yy α  (6.2) 

  

elde edilir. (6.2) denkleminin eşlenik denklemi 

 

xxxxx vvyvyvDyvDyyv
y

+′′+′=+′−−=′+−′′ )(2)()]2([))])(1(([ 22 ααα
δ

δ
 (6.3) 

  

biçimindedir.  
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Yerel olmayan kendi eşlenikliği araştırılırsa, )(yAv =  alırsak 

 

yyyxxyx AyAyvAyv 2)(, ′+′′=′=  (6.4) 

 

olup, (6.4) denklemini (6.3) denkleminde yazarsak 

 

)))(1(()())((2 222 yyAyAyAyAy yyyy
′+−′′=′+′′+′′+′ αλα  (6.5) 

  

bulunur. (6.5) denklemini  y   nin türevlerine göre ayırırsak 

 

λα =+→′′
yAAy 2  

 

αλα −=+→′
yyy AAy 2)( 2  

 

00 =−→ αλy  (6.6) 

  

elde edilir. (6.6) denklem sistemi çözülürse  y
ecyAv

α2
1)( −==   bulunur. Özel olarak 

&/ = 1 alınırsa, v � e�2�y  elde edilir. Daha önce belirtildiği gibi, (6.1) denkleminin ilk 

integral bulma denklemi 
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δ

δ

δ

δ
ξ )(  (6.7) 

  

biçimindedir. Burada (6.7) için gerekli olan hesaplamalar 
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α αα yWe

y
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y

L
yyeL yy ′−==

′′
=

′
′+−′′= −− ,,0)),)(1(( 222  (6.8) 

  

olarak elde edilir. Pakdemirli ve Aksoy (2010) çalışmasında (6.1) denkleminin Lie nok-

ta üreteçleri üç farklı durum için elde edilmiştir ()(�) = �1 hariç). Bu üreteçler yardı-

mıyla özel hallere karşılık gelen ilk integraller teşkil edilecektir.  
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y

y

x

y exexX
∂
∂−

∂
∂− += αα αα )sin()cos(1  üreteci için (6.6) denkleminin ilk integralini bulalım. 

(6.8) denklemini (6.7) denkleminde yazarsak 

 

01 =I  

 

 elde edilir. 
y

y
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y
exexX

∂
∂−

∂
∂− −= αα αα )cos()sin(2  nokta üreteci için için benzer işlemler 

yapılırsa yine 

 

02 =I  

  

sıfır ilk integrali elde edilir.
yx

xxX
∂
∂

∂
∂ += )2sin()2cos(3 αα   için benzer işlemler yapılırsa, 
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∂
∂

∂
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))2sin()()2cos(2)2(sin( 22
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x

X
∂
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y

X
∂
∂=6   için benzer işlemler yapılırsa, 

 

06 =I , 
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y

yexX
∂
∂= αα )cos(7  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

))cos()sin((7 xyxeI
y ααα α ′+−= − , 

 

 
y

yexX
∂
∂= αα )sin(8  için benzer işlemler yapılırsa, 

 

))sin()(cos(8 xyxeI y ααα α ′+= − , 

 

elde edilir. Diğer özel haller için Ibragimov (2006)’un metodunu kullanarak elde ettiği-

miz sonuçları aşağıda her bir Lie nokta üreteci ve ona karşılık gelen ilk integraller ola-

rak vermekteyiz.  
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n
yyf =)(  hali: 
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Keyfi )(yf  hali: 

 

Bu durumda (6.1) genel denklemi göz önüne alınıp denklemin üreteci  
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koşulunu sağlamalıdır. 
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6.2 Noether Yaklaşımın Yörünge Denklemine Uygulanması 

 

Bu yöntemin uygulanmasını öncelikle y
keyf

α=)(  hali için göz önüne alalım. Diğer 

durumlar için elde edilen sonuçları tablo biçiminde vereceğiz. İlk önce (6.2) denklemin 

Noether üreteçlerini ve ölçü fonksiyonlarını bulalım. Bu denkleminin üreteci 

 

yx
X

∂

∂
+

∂

∂
= ηξ  (6.9) 

  

biçiminde olsun. (6.9) denklemi aşağıdaki denklemini sağlamalıdır. 

 

)()()( BDLDLX xx =+ ξ  (6.10) 

  

 (3.13) denkleminden (6.2) denkleminin bir standart Lagrangianı 
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 (6.11) 

 

biçimindedir. Lagrangian 1.mertebeden olduğundan  X  üreteci 1 defa uzatılmalıdır: 
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(6.11),(6.12) denklemlerini (6.10) denkleminde yazarsak 
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 (6.13) 

elde edilir. 
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(6.13) denklemini  y   nin türevlerine göre ayırırsak 
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bulunur.ξ  , η  ve B  değerleri  yukarıdaki son denklemde yerine yazılırsa ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa 

 

a�x� � c1 � c2 cos�2�x� � c3 sin�2�x�   #    

 

654 )(,)sin()cos()( cxcxcxcxb =+= αα  

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemlerde  c1 � 1   alırsak 
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bulunur.  
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12 =c   için benzer işlemler yapılırsa, 
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bulunur. (6.6) denkleminin ilk integral bulma denklemi olan  
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ifadesini kullanacağız. (6.11),(6.14) denklemini (6.19) denkleminde yazarsak 
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elde edilir. 
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Benzer şekilde diğer Noether üreteçleri için sırasıyla aşağıdaki ilk integraller elde edilir: 
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elde edilir. Aşağıda dört durum için Lagrangian, Noether üreteçleri, ölçü fonksiyonları 

ve ilk integraller tablo halinde verilmiştir. 
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Keyfi )(yf  hali: 
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7. SONUÇLAR 
 

Bu tezde, adi diferensiyel denklemlerin ilk integrallerini hesaplamada kullanılan farklı 

yaklaşımlar sunulmuştur. Tezin ilk üç bölümünde gerekli operatör, tanım ve metotlar 

açıklanmıştır. Tezin dördüncü, beşinci ve altıncı bölümlerinde ise yöntemlerin uygula-

maları yapılmıştır. Burada belirtilen ilk integraller, verilen denklemin mertebesi indir-

genmiş formlarıdır. 

Noether yaklaşımı bir standart Lagrangian'a bağlıdır. Denklem bir standart Lagrangian'a 

sahipse uygulanabilir. Daha sonra denklemin Noether simetrileri ve bu simetrilere karşı-

lık gelen ilk integralleri bulunur. 

Ele aldığımız denklemin bir standart Lagrangian'ı yoksa ya da bulunması zor ise kısmi 

Noether yaklaşımı kullanışlıdır. Bununla beraber kısmi Noether yaklaşımı, denklemin 

bir standart Lagrangian'ı olsa da olmasa da uygulanabilir. Ayrıca bu yaklaşım için izle-

nen yol, Noether yaklaşımda izlenen yol ile aynıdır. 

Tezde karakteristik metot, integral çarpanı metodu ve Ibragimov’un lineer olmayan eş-

lenik yaklaşımı uygulamalarına da yer verilmiştir. Bahsedilen bu yaklaşımlar için bir 

standart Lagrangian'a ihtiyaç yoktur. 

Tezin dördüncü bölümünde, palet denklemine lineer olmayan kendi eşlenik yaklaşım, 

Noether yaklaşımı ve kısmi Noether yaklaşımı uygulanarak denklemin ilk integralleri 

bulunmuştur. Noether ve kısmi Noether yaklaşımda beş tane ilk integral bulunurken, 

lineer olmayan kendi eşlenik yaklaşımda sekiz tane ilk integral elde edilmiştir. Elde 

edilen ilk integraller karşılaştırıldığında aynı veya belli bir katı olan ilk integraller ol-

makla beraber, farklı ilk integrallerde elde edilmiştir. 

Tezin beşinci bölümünde, Hamiltonian'a karşılık gelen Euler-Lagrangian denklemi ele 

alınmıştır. Euler-Lagrangian denklemine Ibragimov'un, Steudel ve Olver'ın ile Anco ve 

Bluman'ın metodları uygulanmıştır. Ibragimov'un metodu yardımıyla sekiz tane ilk 

integral bulunup, Steudel ve Olver'ın yaklaşımıyla altı tane ilk integral elde edildi. Son 

olarak Anco ve Bluman'ın metoduyla beş tane ilk integral bulunmuştur. Bulduğumuz ilk  

integralleri kıyasladığımızda birbirleri arasındaki benzerlikler ve farklılıklar kolay bir 

şekilde görülebilir. 
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Tezin altıncı bölümünde, yörünge denkleminin dört özel hali ele alınmıştır. Yörünge 

denklemine Ibragimov'un lineer olmayan eşlenik yaklaşımı ile Noether yaklaşımı uygu-

lanmıştır. Ibragimov'un yaklaşımıyla sekiz tane ilk integral bulmakla beraber, Noether 

yaklaşımıyla beş tane ilk integral elde edilmiştir. Benze şekilde, elde edilen ilk 

integraller arasında kıyaslama yapılabilir.  
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