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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
IKINCI MERTEBEDEN ADI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN ILK INTEGRALLERI
Yakup YILDIRIM

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Dansman: Doc . Dr. Emrullah Yasar
Bu tez yedi boliimden olugsmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmistir. Burada fiziksel anlamlar haiz olan ilk integrallerin
fiziksel anlam1 vurgulanip, hangi alanlarda miisahede edilebilecegi kisaca agiklanmustir.
Bu tezde, ilk integrallerin fiziksel anlamlarindan ziyade, onlara tanimdan hareketle, goz
Oniine alinan fiziksel olayr modelleyen ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin
(ADD) bir mertebe indirgenmesi nazariyla bakacagiz.

Ikinci boliimde, ikinci mertebeden ADD'lerin ilk integrallerini elde etmek icin kullani-
lacak temel tanim, teorem ve operatorler kisaca tamitilmistir.

Uciincii boliimde, ilk integralleri olusturmada konuyla alakali acik literatiirde bulunan
metotlar ayrintili bir sekilde irdelenmistir. Bunlar temel olarak ii¢ kisma ayrilmaktadir:
1) Dogrudan metot, 2) Lagrangian veya kismi Lagrangian formiilasyonlar1 ve 3) Karak-
teristik (¢arpanlar) yaklagimlardir.

Dordiincii boliimde, 1s1 transferi alaninda olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan Palet denk-
leminin ilk integralleri elde edilmeye ¢alisilmistir. Bunun i¢in Lagrangian ve kismi
Lagrangian metotlar1 uygulanmstir.

2
Besinci boliimde, Riemann sifirlarina karsilik gelen H = y(p + %’) Hamiltonian modeli

icin elde edilen ikinci mertebeden 6zel bir ADD'in ilk integralleri integral carpani,
Ibragimov’un yerel olmayan korunum metodu ve karakteristik (carpan) metotlar ile
ayr ayr elde edildi.

Altinc1 boliimde, akiskanlar mekaniginde c¢atlak kuvvetinin minimize edilmesinde mo-
dellenen 6zel bir ikinci mertebeden lineer olmayan ADD'in ilk integralleri, Lagrangian

formiilasyonlari ile elde edilmistir.

Yedinci boliim sonuclar kismina ayrilmistir.



Anahtar Kelimeler : Adi diferenisyel denklemler, Lie nokta simetrisi, ik integraller,
Lagrangian, Kismi Lagrangian, Integral carpan1 metodu, karakteristik metodu.
2015, v+57 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

FIRST INTEGRALS OF SECOND ORDER ORDINARY DIFFERANTIAL
EQUATIONS

Yakup YILDIRIM

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrullah Yasar
This thesis consists of seven chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. We emphasized the physical meanings
of the first integrals. We noted also some examples from some diverse fields about first
integrals (conservation laws). In this thesis, we will attempt first integral as a
mathematical point of view. In this manner, we introduce first integrals as order
reduction of the considered equations rather than some physical meanings such as
energy, momentum and so on.

In the second chapter, we introduce some basic definitions theorems and operators
related with second order ordinary differantial equations (ODEs).

In the third chapter, we described indetail some methods existing in the open literatiire.
In essence, these methods devoted three parts: 1)Direct method, 2) Lagrangian or partial
Lagrangian formulations, 3) Characteristic (multiplier) approaches. The fourth, fifth and
sixth chapters are devoted to applications.

In the fourth chaper, we construct first integrals of the fin equation which has important
placemant in the field of heat transfer area. For this aim, Lagrangian and partial
Lagrangian methods are implemented to fin equation.

In the fifth chapter, we apply the integrating factor, Ibragimov’s nonlocal conservation
method and multiplier approaches to the one special second order ODE which is

. 15 I . .
obtained from the H = y(p + ;p) Hamiltonian corresponding to the Riemann zeros,

separetely.

In the sixth chapter, we implement the Lagrangian formulations to the path equation
which observed in the fluid mechanics.

In the seventh chapter, concluding remarks are given.



Key Words: Ordinary differantial equations, Lie point symmetries, First integrals,
Lagrangian, Partial Lagrangian, Integral factor method, Characteristic method.
2015, v+57 pages.
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1. GIRIS

Naz ve ark. (2014) de belirttigi gibi, matematiksel fizikte ve uygulamali matematikte
baz tiir korunum nicelikleri 6nemli bir rol oynar. Ornegin doga olaylarimn biiyiik bir
kismi1 korunumlara sahiptir. Hidrodinamik, elektrodinamik, sig su teorisi ve benzeri
alanlarda bunlar miisahede edilebilir. Ayrica klasik mekanikte enerjinin korunum yasa-
s1, Ozellikle bir boyutlu harmonik salimm o6rneginde gozlemlenir. Son verilen 6rnek
hakkinda diisiiniirsek korunum niceligi, ilk integraller olarak tanimlanir. Buradaki ilk

integral, adi diferansiyel denklem modelleri icin korunum yasalaridir.

Bu tezin amaci, adi diferansiyel denklemlerin ilk integrallerini bulmak i¢in literatiirde
var olan tiim farkli yaklagimlar aragtirmaktir. Ashinda ilk integralleri bulmada kullani-
lan farkli yaklasimlari ti¢ gruba ayirabiliriz: Dogrudan metot, Lagrangian veya kismi

Lagrangian formiilasyonlar ve Karakteristik(¢arpanlar) yaklagimlardir.



2. TEMEL BILGILER

Bu béliimde verecegimiz temel tanim ve operatorler literatiirden (Ibragimov 1996,1999)
alinmustir.

k. mertebeden asagidaki adi diferansiyel denklem sistemini

Ea(xa ya y(l)ay(z)aaaan’ y(k)):O’ azl’z’m (21)

g0z Oniine alalim. Burada x, bagimsiz degisken ve o =1,2,...., m olmak {izere Y, m tane

bagimli degiskendir. Simdi, tezde kullanilacak olan temel operatér ve tamimlan kisaca

verelim.
Total Tiirev Operatorii:

Daha sonraki incelemelerde kullanacagimiz total tiirev operatorii

0 0 d 2.2
D =—+yl—+yl —+....... 22)
o gy T gy
bi¢imindedir. Burada tanimlanan tiirevler {%’av%’ay% ....... }e A olup A, diferansiyel
fonksiyonlarin vektor uzayidir.
Lie-Backlund Operatorii:
Bu operator
0 0 0
X=—+n"—+2¢7 2.3
St e TES Gy -

biciminde tanimlanir.



Burada uzamim formiilii

é/va =Dx(§31)_yvan(€) ’ SZI ’ a=1’2""’m ’ é/oa

olarak verilir.

Euler Operatorii:

0 0 ,
o = o + Z(_ny a
&*  y* = dy;

, a=12,...m
bicimindedir.

Lie-Backlund Operatoriiniin Karakteristik Formu:

0 , 0
X=D AW —+XDW*)—
ay s21 ayS

olarak verilir. Burada W ¢, Lie karakteristik fonksiyonudur ve
W =n"-&7 a=12,..m
seklinde tanimlanir.

Bir Lie-Backlund Operatériiyle iliskili Noether Operatorii:

N=Erw S L3y prwe) -2
@/3 o

a
s+l

seklinde tanimlanir.

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)



Burada

5 0 ) _ (2.9)

seklinde verilir.
Ilk integral:

(2.1) sisteminin bir ilk integrali / olsun. /€ A bir diferansiyel fonksiyondur, 6yle ki,

(2.1) sisteminin her ¢oziimii i¢in
D.(I)=0 (2.10)

dir.



3. ILK INTEGRALLERiI BULMADA KULLANILAN YAKLASIMLAR

3.1 Dogrudan Metot

Tiim yerel ilk integralleri bulmak i¢in ilk defa Laplace (1798) tarafindan kullanilmistir.

Dogrudan metot i¢in ilk integralleri bulmada kullanilan denklem

D,y =0 3.1)

dir.

3.2 Simetri ve ilk Integral Iliskisi

Kara ve Mahomed (2000), dogrudan metoduna bir simetri kosulu eklemisglerdir. X , Lie-
Backlund simetri iireteci ve [ ilk integral olmak iizere, bu nicelikler asagidaki denklem

ile birbirine asosiyedir:

(3.2)
X(I)+D (&) =0

(3.1) ve (3.2) sartlariyla birlikte ilk integraller bulunur.

3.3 Noether Yaklasim

Noether (1971) ilk integralleri bulmak i¢in yeni bir yaklasim gelistirdi ve hali hazirda
bu yaklagim literatiirde Noether yaklasim olarak bilinir.



3.3.1 Euler-Lagrange diferensiyel denklemleri

Sayet L(x,y, Yy Yoy y(3),....)€ A olacak sekilde bir I fonksiyonu mevcut ve

i—0 ;a=12,...m -3

o

sagliyorsa bu takdirde L’ye (2.1) sisteminin Lagrangian1 denir. (3.3) denklemi, Euler-

Lagrange diferansiyel denklemlerini verir. (2.1) ve (3.3) denklemleri birbirine denktir.

3.3.2 Noether simetri iireteci

X , bir Lie-Backlund iireteci olmak tizere eger

(3.4)
X (L)+LD (&)= D (B)

denklemini saglayan bir B 6l¢ii fonksiyonu varsa X 'e bir Noether simetri iireteci denir.

Burada X, Euler-Lagrange diferensiyel denklemlerinin bir L Lagrangian ile iliskili

iretecidir.

3.3.3 Noether ilk integrali

Euler-Lagrange diferensiyel denklemlerine karsilik gelen bir L Lagrangiam ile iliskili

her bir X Noether simetri tireteci i¢in bir 7 ilk integrali karsilik gelir.

Bu,

3.5
I=B-N(L) (3-5)



veya

oL oL
N\ e 36
é}x 21 s+l ( )

[=B-EL-W*

seklinde tamimlanir. Burada W ¢, ilk integralin karakteristikleridir. Noether yaklasimin-
da L Lagrangianini bilmemiz gerekmektedir. Bu durumda (3.4) denklemden Noether
simetrileri hesaplanir ve (3.6) denkleminden her bir Noether simetriye karsilik gelen ilk

integraller bulunur.

3.3.4 Onerme

Cieslinski ve Nikiciuk (2010), Lagrangian fonksiyonunu bulmada dogrudan bir yakla-

sim gelistirmislerdir.

(3.7)
Y+ alx,y)y T+ b(x, )y +e(x,y) =0
hareket denklemi
1 - , (3.8)
L= EP(X’ Yy +Qxy)y +R(x,y)
standart Lagrangian’im kabul eder; ancak ve ancak
by =2a, (3.9)

dir. (3.8) Lagrangiani icin Euler- Lagrange denklemi asagidaki denkleme karsilik gel-

mektedir:

P, P O —R (3.10)
2P P P '



Birkac¢ 6zel durum bulunmaktadir:
1) P = P(x) ve Q = 0 hali:

Y +b(x)y +c(x,y)=0 = L= [% ¥ J‘yc(x’ é:)dgje'rh(f)dr. (3.11)

2) P = P(y) ve R = 0 hali:

. 3.12
Y +a(y)y *+c(x,y)=0 = L= 6 Y+ y’f c(z, x)drj. (3.12)

3)P =P(y) ve Q = 0 hali:

y'+a(y)y+c(x,y)=0 = L= %y'ze2 Iya(§)d{f - J‘yc()c,§)ezj u(Z)dzdf. (3.13)

3.4 Kismi Noether Yaklasim

Kismi Noether yaklasimi, ilk integralleri bulmak i¢in Kara ve ark. (2007) tarafindan
gelistirilmistir. Diferansiyel denklemin bilinen bir Lagrangian1 yoksa veya bulmasi zor

ise, bu yaklasim ilk integralleri bulmak i¢in kullanighdir.

3.4.1 Kismi Lagrangian

(2.1) sistemi

3.14
E,=E)+E. =0 G4

seklinde ifade edilebilir.



L:l(-xa ya y(l),y(z),,,,,,,y(l)) . lSk olmak tizere eger

a
é/(l

=flE;, (E;#0) G-

denklemi baz1 B igin saglanirsa L ye (3.14) denkleminin bir kismi Lagrangian' denir.

Burada (f) bir tersinir matristir.

3.4.2 Kismi Noether operatorii
X operatorii

X(L)+ LD, =D (B)+ (1 &) o a=12...m (.16)

é}(l

denklemini sagliyorsa X e kismi Lagrangian'a karsilik gelen bir kismi Noether opera-
torii denir. Lagrangian'a karsilik gelen kismi Noether operatoriiyle iliskili (2.1) sistemi-

nin ilk integralleri (3.6) denkleminden belirlenir.

3.5 Yerel Olmayan Korunum Yaklasim
3.5.1 Eslenik denklemler

v=(',v2....v") yeni bir bagiml degisken olsun. (2.1) denklem sisteminin eslenik denk-

lem sistemi
E (X, Y.V, Yy Viyssssses Yy V) =00 @=12,....m (3.17)

olarak tanimlanir. (Atherton ve Homsy 1975, Ibragimov 2007 )



Burada

* §(VﬂEﬂ)
Ea(x,u’V,y“),V“)’,’,’y(k)’V(k)) =, a= 1,2,---,m V= V(.X)

6_)} o
biciminde tanimlanir.

3.5.2 Eslenik denklemlerin simetrileri

(2.1) sisteminin X iireteci

X= §—+77 « 9

aya

biciminde olsun. (2.1) ve (3.17) denklem sistemleri icin Lie-nokta iireteci

0 d e " a
Y = 5__{_77 ay 77 W’ . :—(ﬁﬁ.\/ﬁ'i‘v Dx(f))

seklinde verilir.(Ibrogimov 2007)
(3.20) operatorii (3.19) nin v/ degiskenine genisletilmigidir. Ayrica

X(E,)=A3.E; denklemi A3 i verir.

3.5.3 Korunum teoremi

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(2.1) denklem sisteminin her Lie-nokta, Lie-Backlund ve yerel olmayan simetrileri,

(2.1) ve (3.11) sistemlerinden olusan ikili sistem i¢in bir ilk integral verir.

10



L=v"E, (X, Y, Y1) Y)»»+2 V) (3.22)

bir formal Lagrangian olsun. Bu takdirde ilk integraller

1=§.L+W“%+§D;(W“) % (3.23)

s+1

biciminde hesaplanir. Burada & ve 7%, (3.19) iiretecinin katsayr fonksiyonlaridir.

(3.23)’dan elde edilen ilk integraller, (3.18) eslenik denkleminin keyfi v ¢oziimlerini
icerir. Bundan dolay her bir v ¢6ziimii icin bir ilk integral elde edilir. Yerel olmayan v
degiskeni, bir yerel olmayan ilk integral bulmamiz1 saglar. Eger verilen orijinal (2.1)
sistemi lineer olmayan self- adjoint (Ibragimov 2006,2011, Ibragimov ve ark. 2011,
Gandarias 2011) ise v degiskenini yok edebiliriz. Boylece orijinal sistem icin bir yerel

ilk integral bulabiliriz.

3.6 Integral Carpan Metodu

Anco ve Bluman (1998) ‘in ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in onerdik-

leri ilk integral bulma yontemini ikinci mertebeden
Y -g(x,y,5)=0 (3.24)

adi diferensiyel denklemi i¢in verelim. (3.24) denkleminin lineerlestirilmis denklemi

biciminde olup, (3.24) denkleminin eslenik denklemi

d*w aw

Llyw= e +gy,a+(gxy’ +y,gyy'+ggy'y' _8y)W:O (3.25)

seklindedir.

11



(3.25) denkleminin w = A(x, y,y") c¢oziimleri, (3.24) denkleminin eslenik simetrileridir.

A(x,y,y)’ yi (3.25) denklemine uygularsak

LAy, Y)=A, +2Y A +28A +(V A, +2Y8A  + A +8 A,

+(g, +Y'g, +288 A, +(g+Yg A, +(g,, +Y8  +88,y —8)A=0  (3.26)

elde ederiz. (3.24) denkleminin bir A(x, y,y") eslenik simetrisi, bir A(x,Y,Y ") integral

carpani liretir ancak ve ancak A (x,Y,Y")
LAY, Y)=—(Y"—2)(A, +YA,, +gA,y +28, A, +2A, + g, N)  (3.27)

eslenik degismezlik kosulunu saglarsa. Boylece A(x,Y,Y”) icin eslenik degismezlik

kosulu, (3.24) denkleminin bir integral ¢arpanimi verir. A(X,Y,Y,) integral carpanini,
(3.26) ve (3.27) denklemlerine uygularsak
A +2Y Ay +28A 1y + (V) Ayy + 2V gAyy + g2 Apy + (g + Ygy + 2g8y)Ay

+(g+Y 8 )N, + 8y A + (8. Y8y +88 vy —8y)A=0, (3.28)

Ay +Y' Ay +8A,y +28, A0 +2A, + g,y A =0 (3.29)

elde ederiz. Boylece (3.24) denkleminin integral carpam belirleyici denklemi (3.28) ve
(3.29) denklemleridir. (3.24) denkleminin ilk integrali

o] = ¢1(x,y,y") + ¢2(x) = sabit
bicimindedir.

12



Burada

1
$106.30) = [(S+ N ve ¢ () = [k(x)dx
0 (3.30)

dir. $(x),herhangi bir sabit fonksiyon ve
r=Ay+(1-A)9,A=A(x,r,1) (3.31)

olmak tizere

S+N=0"=3)A=(y=-3gx,r,r)A  + Ay + A=-D)F)A, + A, + g, (x,r,r)A)
(3.32)

ve
k() = " - g(x. 5, 5)]AR,,5) (3.33)
seklinde verilir.

3.7 Karakteristik Metot

Steudel (1962) ve Olver (1993) 'e gore ilk integrali karakteristik formda asagidaki gibi

ifade edebiliriz:

DI=Q°E, (3.34)

Burada (, karakteristikler veya carpanlardir. Bu carpanlar bulunduktan sonra ilk

integraller bulunabilir.
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3.8 Varyasyonel Yaklasim

Varyasyonel yaklagim Olver (1993) tarafindan gelistirilmistir. (3.34) denkleminin
varyasyonel tiirevinden, tiim carpanlan elde edebilir ve carpanlar kullanilarak (3.34)
denklemin bir yerel ilk integrali elde edilebilir. Carpanlarn belirleyen belirleyici denk-

lem
S e
5y7ﬁ(Q E,)=0 (3.35)
bicimindedir.
3.9 Diferansiyel Denklemin C6ziim Uzay Uzerinde Varyasyonel Yaklasim

Bu yaklasimda carpan belirleme denklemi, (3.34) denkleminin ¢dziim uzay:r iizerinde

varyasyonel tiirev alinarak elde edilir. Yani asagidaki gibi ifade edilir:

g

57 (@ Eah,., =0 (3.36)

(3.36) denklemi, (3.35) denkleminde daha az belirleyici denklemdir. Bazen (3.36) denk-
leminden elde edilen karakteristikler, bir ilk integrale degil de eslenik simetrilere karsi-

ik gelebilir.

14



4. PALET DENKLEMIi

[k 6nce palet denkleminin matematiksel modellemesini yapalim (Kim ve ark. 2007).
Kesit alan1 A, olan bir diizgiin palet diisiinelim. Cevresi ve uzunlugu sirasiyla P ve L
olsun. Palet materyali, sabit bir taban ylizeyinin 7, sicakligina ve 7, sicakligindaki bir

akigkanin yayilmasina bagimlidir. Ayrica sicaklik iletkenligi & ve 1s1 aktarim katsayist

h sadece sicakliga baghdir. Yani k =k(T),h=h(T) dir.

Bir boyutlu sabit durumlu sicaklik denge denklemi asagidaki gibi boyutsal formda yazi-
labilir:

d dT
A, — (k(T)—) - PK(T)T -T,)=0, 0<X<L
e o KD =) = PRIDYT = T,)

Yukaridaki denklem i¢in sinir deger kosullar asagidaki gibi yazilabilir:

dTr
T(L)=Tb,d—X|X:0:O

Boyutsuzluk degiskenleri

X T-T WT k(T Ph I?
w=X =t gy =MD gy KD e D

L T, -T h, k kA,

a a

olmak iizere enerji denklemi

» 1dK ,, H
VoG =
K dy K

ve sinir deger kosullari

y1)=1,y(0)=0
dir. Burada y = y(x) sicaklik fonksiyonu ve x, uzaysal boyut degiskendir.
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4.1 Lineer Olmayan Kendi-Eslenik Yaklasimin Palet Denklemine Uygulanmasi

y”+K(y)(y/)z_H(y):O

K(y) K(y)

4.1)

(4.1) numaral1 Palet denkleminde n# —1,n# 0,K(y)=ky", H(y)=cy"" +d alirsak

asagidaki denklem elde edilir:
ky" ¥ +kny™ ()" =" =d =0 4.2)

(4.2) denkleminin eslenik denklemi

5 ” n— 4 n+
5—y[V(ky"y +kny" (y)? —cy"™! —=d)]=0 (4.3)

olup, (4.3) denklemini acarsak

2 ..n-—2

v(kny"_ly” +kn(n— l)y"_2 (y')2 —c(n+1)y")— 2kn(y'y"_lvx +(n=D() y" v

n-1 n=2

+y" YV k(Y'Y Yy T+ Y (y" Y+ r(n =1y ) +ny"y"Y)
=A(y"y +kny" (¥’ —cy™ —d) (4.4)
elde edilir. Burada v, eslenik degiskendir. v=A(y) alirsak

7 W N2
Ve _yA} > Vi _yA}+(y) Ay}' (45)

olur.
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(4.5) ifadelerini (4.4) denkleminde yerine yazarsak
kny"™' y'A+kn(n—1)y" > (y) A—c(n+1)y"A—2kny"" (y")? A,
—2kn(n—1)(y)* y" 2 A—=2kny"" YA+ ky"y'A, +ky" (')’ A,
+kn(y)’y" A, +kn(y)? y" A +kn(n=1)(y)? y" P A+ knyy" A
= A" Y +kny" (y)* —cy™ —d) (4.6)
(4.6) denklemini y nin tiirevlerine gore ayirirsak
Y = ky"y'A, = A"y
) = k" (Y) A, = Ay ()’
vy > —c(n+D)y"A=-Acy"" +d) 4.7)
(4.7) denklem sistemi ¢oziiliirse

v=A(y)=cy™ +d (4.8)

bulunur. (3.16) ilk integral bulma formiilii ikinci mertebe denklemler i¢in diizenlenirse

kolayca

oL

’

D, W)L

I=¢L+W 5

4.9)

oldugu goriiliir.
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Burada

L=y +d)ky" y +kny"" (y")* —cy™ - d) (4.10)

formal Lagrangian ve

/’ — ’ &J
=—kcy™y + dkny"y’,

; —=k(cy"™ +d)y",\W=n-ye 4.11)
& &

varyasyonel tiirevlerdir. Asagida belirtilen X, ,.. X; vektor alanlar1 (4.2) denklemi tara-

findan kabul edilen Lie nokta iiretegleridir. Ornek olmasi bakimindan X, =< igin (4.2)

denkleminin ilk integralini bulalim. (4.10),(4.11) denklemlerini (4.9) denkleminde ya-

zarsak
I =kc(n+D)y* (y)’ —(cy™ +d)’.

_ (@"xd) 5
2= n dy

X icin benzer islemler yapilirsa

X,=y" cosh(% X) % icin benzer islemler yapilirsa,

I, :—kC(n+1)y"y'(:osh(\/;T NZHX)"'\/E\/;\/E(C))"H +d)Sinh(\/E\/_\/Z +1 X,

X, =y sinh(¥ret

X) % icin benzer islemler yapilirsa,

I, =—kc(n+l)y”y'sinh(\/zT HIZHX)+\/E\/Z /n+1(cy"“ _i_d)cosh(\/zT VZHX),
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NeAn+t

ol %x 5 e ieadae 5 .
X, =(cy"™" +d)e =+ i 3, lcin benzer islemler yapilirsa,

Je

mx
I,=d’e * WkAen+1y"y —ey™ = d),

e ewst —Jentl
_ n+l N Ve(ey" 2 +2dy)e vk 9 i .
Xs=(cy" +d)e == i 5, icin benzer islemler yapilirsa,

-J

‘mr ,
I,=-d’e "WkNedn+1y"y +ey™ +d),

2 n+l 72%m*‘
X =e¢ * ay@rrare a0 oo benzer islemler yapilirsa
7€ ox Tlidn o 1€ zer 1iglemier yapilirsa,

2fedmit , — )
L=e % “(ke(n+1)y*(y)? = 2Vk~en+1y"y (cy™ +d) + (cy™ +d)?)

—2enrl 2en+t
X.=e¢ ¢ ‘2_@ree ® o0 junpengerislemler yapihrsa
s T ekl o € s yapthrsa,
2eafutl , ,
Ii=e ™ " (ke(n+1)y™(y )2+2\/;\/;\/n+1y"y (cy™ +d)+(cy"™ +d)?).

4.2 Kismi Noether Yaklasimin Palet Denklemine Uygulanmasi

[k once (4.2) denklemin kismi Noether iireteclerini ve olgii fonksiyonlarini bulalim.

(4.2) denkleminin kismi Noether iireteci

d d
x=¢cZipZL
fax +778y (4.12)

olsun.
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(4.12) denklemi asagidaki denklemi saglamalidir:

X(L)+LDX(§)ZDX(B)+(77—)"§)% (4.13)

L= % denklemin bir kismi Lagrangian’dir. Gergekten,

"2 N2
Lk & ke d A

y_n’/
2 oy y yoooy

=ky’, (4.14)

oldugu goriilebilir. L. Lagrangiani 1.mertebeden oldugundan X iireteci 1 defa uzatil-

malidir:

0 0 , 0
X={—+n—+(D,(m~-yD, (&)~ (4.15)
ox ' dy dy
(4.14) ve (4.15) 1, (4.13) denkleminde yerine yazarsak
’ oy ’ ’ k(y/)z ’ _ ’
(77)(+y77y y(§x+y§y))ky+ 2 (§x+y§y)_Bx+yBy
s o kn(y")? d
r -y EHEOS oy (4.16)
y y
elde edilir. (4.16) denklemini y nin tiirevlerine gore ayirirsak
"3 2n 2n
() =&, -—¢=0,=a(x)y™,
y 4.17)
(s, -yt 77=M+b(x)y”
Tyl 270 24D ’ (4.18)
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y —kn, =By+cy§+in§
y

den

B ka”(x)y2n+2 N kb/(x)ynﬂ B C‘a(x)y2n+2 B d‘a(x)yn-*—l
4(n+1)* n+1 2(n+1) n+1

+c(x) 4.19)

olarak elde edilir. Sabit terim olan

¥ *Bx—cyn—y%n=0

den

k.a”(x)y** N kb"(x)y"™! B ca'(x)y™ _dd(x) y"

> +c'(x)
4(n+1) n+l 2(n+1) n+l
’ 2n+2 ’ n+l
_Ca QYT pyyt =AY =0 (4.20)
2An+1) 2n+1)
elde edilir. Buradan a(x), b(x) ve c(x) fonksiyonlar
24ntide | 2miie
a(x)=c,+ce " +ce " @21)
2«/,1771«/?)( —ZJFJ?X
i ST ) ; d. ;
b(x)=c,e " +ce T+ £2° s
\/n+1\/Ex/Z \/n+1\/2\/2 (4.22)
Vniiye —Antide 2niide 2niiye
c ke _C5x/ze o dc,e * dcye

(4.23)

= e dhaide 2l T 2ctmrn)

olarak hesaplanuir.

21



Dolayisiyla 6rnegin, ¢; = 1 icin (4.2) denkleminin kismi Noether iireteci ve olcii fonk-

siyonu

a —c. 2n+2 d. n+l
X =y p="5r &Y (4.24)
ox 2n+1)  n+l
seklinde olur.c2 = 1 i¢in benzer islemler yapilirsa,
fo 2n+1 2dn+14c .
X2:y2ne Jk a \/_y dy JEk 'i’
i Tnridedk dy
‘ 2n+2 d n+l d2 2@«/;)(
=+ Je (4.25)
2(n+1) n+1 2c(n+l)
c3 = 1 i¢in benzer islemler yapilirsa,
2miie 2n+l 4@5}(
X,=y¥e T \/_y 4y’ =
ox Vn Ik Anrive J_ dy
‘ 2n+2 d n+l d2 72\/*\/'
= cy L8y Ye (4.26)
T 2(m+l) n+l 2c(n+l)
c4 = 1 icin benzer iglemler yapilirsa,
n+l N
X, =y b9 34:(\/Ngy sk Je (4.27)
dy Jn+l n+1e
cs = 1 icin benzer islemler yapilirsa,
7@\/:){ n+l ,m\/:x
Xs=y"e * i , B, =—(\/E\/Ey + dJk Ye (4.28)
dy Jn+l Jn+1Je
elde edilir.
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(4.2) denkleminin ilk integrallerini bulma denklemi

> b,
5 s

I=B—¢L-W (4.29)

olup, hesaplamalart 6rnegin X iireteci i¢in verelim. (4.14) ve (4.24)i, (4.29) denkle-

minde yerine yazarsak

_ _cy2n+2 _ dyn+l N ](yZVl(y’)Z
2n+1) n+l 2

1

elde edilir. Benzer islemler diger iiretecler icin yapilirsa sirasiyla asagidaki ilk

integraller elde edilir:

”T}k‘ﬁx( oy’ +dy"“ N d’ +ky2"(y')2 _\/z\/zerHly/_ d\ky"y
20n+1) n+l 2c(n+) 2 o+l An+lde’

2wl 2n+2 n+l 2 2n o N2 2n+l 7 n_.’
I=e Y Lo 4 YD) +\/?x/5y y+dx/zyy
~ 2n+1) n+l 2c(n+1) 2 Jn+1 Jn+1de

),

njlﬁx

I,=e " (

ViAey™  dik .
Jn+1 +\/n+1\/z Y1),

,JTJ%J?X(\/;\/Zyn+I d\/z

I, =—e + +ky'y").
° Jn+1 \/n+1\/z
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4.3 Noether Yaklasimin Palet Denklemine Uygulanmasi

[k 6nce (4.2) denkleminin Noether iireteclerini ve dl¢ii fonksiyonlarin1 hesaplayalim.

(4.2) denkleminin iireteci

biciminde olsun. (4.30) iireteci asagidaki denklemi saglamalidir:

(3.13) denkleminden (4.2) denklemin bir standart Lagrangiam

bicimindedir. Ayrica bu Lagrangian’in varyasyonel tiireve gore 1. ve 2. tiirevleri

bicimindedir. Lagrangian 1. mertebeden oldugundan X iireteci 1 defa uzatilirsa

dir.

0 0
x=¢(241p 2
fax-H]ay

X(L)+LD (5)=D (B)

2 2n 2n+2 d n+l
y

=" oy

+
2 2k(n+1)  k(n+1)

éL 7. 2n

=

X :§§+ni+(Dx(77)— yD, ()
X  dy

24
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9y’

(4.30)

(4.31)

4.32)

(4.33)

(4.34)



(4.32) ve (4.34) i, (4.31) denkleminde yerine yazarsak

2n+l n
n— ’, d ’ ’ ’ 7 2n
n(ny? l(y)2+cyk + z )+ + Y1, =Y (E Y ENYY
(y’)Z y2n Cy2n+2 yn+1
i + )& +YE)=B,+yB, (4.35)

2 k(n+1) | k(n+D)

elde edilir. (4.35) denklemini y niin tiirevlerine gore ayirirsak

(y’)3—>—y S, =0,&=a(x) (4.36)
2 n__6 __d®y (4.37)
) —>77y+y77— > ,77——2(n+1)+b(x)y

2n

Cy2n+2€:y . dyn+1§y :B
2k(n+1) k(n+1) ’

y —=y'n +

bulunur. Buradan 6l¢ii fonksiyonu

” 2n+2 ’ n+l
p=9 Y " YT (4.38)
4(n+1) n+l

olarak elde edilir. Bu degerler sabit terimde yerine yazilirsa,

2n+l

zcy 77+dyn77+ Cy2n+2§x N dyn+14:x
ok k  2k(n+1) k(n+1)

y —B

elde edilir.
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Yukarnidaki denklemde gerekli islemler yapilirsa

” 2n+2 ” n+l ’ 2n+2 n+l
a’(x)y : b (x)y 4 () — ca(x)y™  cb(x)y
4(n+1) n+l 2k(n+1) k

_dd(x) y™H! _dbx) cd(x) ye? _dd(x) yoo

2k(n+1) k 2k(n+1) k(n+1)

bulunur. Buradan a(x), b(x) ve c(x) fonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilir:

2efnl 2enil

a(x)=c +c,e * T Hce O, (4.39)
Je Je do H do B
e \Jn+l —Jefn+l c.de VK c.de k
b(x)=ce * +ce * 42 : (4.40)

\/_\/_\/VH'I \/Z\/E\/IH‘I’

2ol ~2e/n+l

X X

d C4\/_€ " csfe # cde T cde Tt . (4.41)

\/;q/n+ Jen+1 2c(n+1) i 2c(n+1) )

c(x)=

¢, =1 i¢in (4.2) denkleminin Noether iireteci ve dl¢ii fonksiyonu

x,=2 B =0. (4.42)

Benzer sekilde Noether iiretecleri ve 6l¢ii fonksiyonlart agagidaki gibi elde edilir:

X _ezﬁ;/émx a \/_y dy_n Ni;émxi
’ J_ Jnil Jedk \/ﬁ ay’
2n+2 n+l 2 zﬁmx
B,=(2—+ 2dy” 4R (4.43)

k(n+1) k(n+1) 2kc(n+1)
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2edn+ —n 2enit
X,=e " i—( Jey + 4y e T i,
ox  Jkvn+1 Nedidn+1 dy
2n+2 2d n+l d2 ,zﬁmx
= Ty A (4.44)
k(n+1l) k(n+1) 2kc(n+1)

Ledwi g \/Z d N

X,=y"e * — B, =(———y""+ e * O, (4.45)
! dy ! \/E\/n+1 \/Z\/E\/n+1

e _ e

X.=y"e 7 , B, e d Ye . (4.46)

PR oy L S

Simdi ilk integraller elde edilecektir. (4.32),(4.33),(4.42) denklemlerini (4.29) denkle-

minde yazarsak

I B (y’)2 y2n _ Cy2n+2 _ dyn+l
! 2 2k(n+1) k(n+1)

ilk integrali elde edilir. Benzer sekilde diger Noether iiretegleri i¢in sirasiyla asagidaki

ilk integraller elde edilir:

_ezﬁ;/%mx Cy2n+2 N dyn+l N d2 . (y/)2y2n ~ \/;ylyzn_ﬂ ~ dy/yn )
2 2k(n+1)  k(n+1) 2kc(n+1) 2 Vidn+1 Jedkn+1"’

_efz%mx Cy2n+2 . dyn+l N dz +(y»)2 y2n N \/Z y’y2n+l s dy’y" )
3 2k(n+1)  k(n+1) 2ke(n+1) 2 Jkn+1 Jedidn+1"’
JoT Je d
L=e " "(—yy"+ ™4 ),
! 7Y \/E\/n+1y \/Z\/E\/n+l
L= &y - Je L
’ \/E\/n+l \/;\/Ex/n+l
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2 .
5. RIEMANN SIFIRLARINA KARSILIK GELEN H = y(p + %’) MODELI

Nucci (2014) de belirtildigi gibi Polya ve Hilbert, rieman hipotezini ispatlamak i¢in
kendi eslenik bir operator bulmak gerektigini 6nermislerdir. Bu operatoriin sipektrumu
asikar olmayan rieman sifirlarinin sanal kisimlarimi igerir. Berry (2008) de kuantum
versiyonu Polya-Hilbert konjektiiriinii gercekleyen klasik bir Hamiltonianin varligini
onerdi. Berry tarafindan onerilen ilk klasik Hamiltonian H,; = yp idi. Fakat daha sonra
Berry ve Keating (1999) bu Hamiltonian asal sayilarla iligkili ayrik periyodik yoriinge-
ler ve kaotik olmasi1 gereksinimlerini saglamadigini gosterdiler. Sierra ve ark. (2011) ile
Berry ve Keating (2011), Hamiltonionun sinirh klasik yoriingeler ve ayrik kuantum
spektrumuna sahip olmasi icin yp Hamiltonianin farkli bir modifikasyonunu 6nerdiler.

Bu tarzdaki ilk Hamiltonian

lp
H=y(p+—
y( p)

bigimindedir.(Sierra ve ark. 2011) Burada [,,, momentum boyutlarinin esleme sabitidir.

Yukandaki Hamiltoniana karsilik gelen Lagrangian

L= _le\/m

ile verilir. Bu takdirde yukaridaki Lagrangian’a karsilik gelen Euler- Lagrangian denk-

lemi

"o
y"+(y) -6y +4y=0

bicimindedir. Yukaridaki denklemin lineer olmamasindan 6tiirii tam ¢6ziimlerini bul-
mak kolay degildir. Bununla birlikte Nucci (2014), Jakobi son carpan metodu kullanila-
rak problem ele alimmustir. Denklemin Lie nokta simetrileri ve Lagrangianlar1 elde

edilmistir.
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Bu kisimda Ibragimov (2006)’un lineer olmayan kendi esleniklik tanimiyla beraber ye-
rel olmayan korunum metodu ile Steudel (1962) ve Olver (1993) 1n karakteristik meto-
du uygulandi. Daha sonra Anco ve Bluman (1998) nin integral carpam yaklasimiyla ilk

integralleri elde edildi.

5.1 Lineer Olmayan Kendi Eslenik Yaklagim

Modelleme sonucunda elde edilen

N2
y’+—(y) -6y +4y=0 (5.1)

denklemini g6z Oniine alalim. (5.1) denkleminin eslenik denklemi

O 4)— Dx[v(2_y'_ 6)]+D; (v)
y

2

-6y +4y)]=v(-

"2
£ =2+
Sy y

)? 2y’ , 2y , 2V
VAR S0 R e A S o A L4 P (5.2)
y y y y
bicimindedir. v = A(x, y) alirsak
v =A+YA v = A F2YA +YA +()A, (5.3)

elde edilir.
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(5.3) denklemini (5.2) denklemine yazarsak ve E* = AE lineer olmayan esleniklik ta-

nimint kullanarak

) ’
) +4)—[(A, + y'Ay)(ZTy—6)—

2

2(0)°A  2)"A ’ . ’
A(- 2OTA IR 4 2y, + VA, +(Y) A,

Ay +2 6y 4 ay) (5.4)

elde edilir. (5.4) denklemini y bilinmeyenin tiirevlerine gére ayirirsak

y”%ﬂ+Ay=/1,
y :

2A,
e Sy

2 ¥y
y

Y —- 24, +6A +2A =-64,
y

' = 4A+6A +A_ +4yd
bulunur. Yukaridaki denklem sistemi ¢oziiliirse

v=A(x,y)=y(c,y’e ™™ + C2y2€7% +ce ™ +ce ™) (5.5)

—2x

elde edilir. Ornegin ¢,=1 ve ¢,=¢,=¢,=0 iken v = A(x, y) = ye >* almabilir.
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(5.1) denkleminin ilk integral bulma formiilii (3.23) den

oL oL
[=8L+W—+D W)—, (5.6)
)
olarak yazilabilir. Burada
N
2x ” ’ &J 2x ’ &4 Iy
L=ye (7 + 20 6y 4ay), Loy —dy), Loy (5.7)
y &y d
olup X, = % iireteci i¢in (Nucci 2014), (5.1) denkleminin ilk integral bulalim. Bunun

icin (5.7) denklemini (5.6) denklemine yazarsak
I = (=2yy' +4y%)
elde edilir. X, =y % icin benzer islemler yapilirsa,
I=e 2y ~4y"),
X, = %a% i¢cin benzer iglemler yapilirsa,
X, = f—% icin benzer islemler yapilirsa,

N

oy 2y i .
Xs=e" 5+ 2ye”" 5 icin benzer islemler yapilirsa,
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X, =e?" 3+ ye ™ 2 icin benzer islemler yapilirsa,

I,=e "2y -2y,

X, =y%e 2 +2y’ " 2 icin benzer islemler yapilirsa,

I =™ (=2y(y') +8y"y = 8y"),

4x 3 4x 9 i .
Y3t yle 5 icin benzer islemler yapilirsa,

X =y’e
L= (=2y*(y)? +6y°y —4y")

elde edilir.

5.2 Karakteristik Metotun (5.1) Denklemine Uygulanmasi

(5.1) denkleminin karakteristikleri Q(x,y,y") ve ilk integralleri I(x,y,y") formunda

olmak iizere (5.1) denkleminin ilk integrali bulma denklemi
D 1I=QFE
bicimindedir. (5.8) denklemini acarsak

N2
I+, +Y1, =Q(y”+u—6y'+4y)
: y

elde edilir.
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(5.9)



(5.9) denklemini y” ne gore ayirirsak

"2
L, =)

-6y +4y) (5.10)

bulunur. (5.10) denklem sistemini diizenlersek

O

~6y +4y), =0 (5.11)

elde edilir. I(x, y, y’) ilk integrali icin asagidaki gibi bir varsayim yapalim:

()’
2

I=a(x,y) +b(x,y)y +c(x,y) (5.12)

(5.12) denklemini (5.11) denkleminde yazarsak
() )’

+yb, +e + y’(ayT+ Vb, +¢,) = (2~ 6y +4y)ay +b)=0

a,(y)’
2
elde edilir. Yukaridaki denklemi y nin tiirevlerine gore ayirirsak
a
() > 2 -L=0,a=yH(,
2y

43
) —>%+by —%+6a=0,b= y4HX ~3y’H + yK(x),

y —=b +c,+6b—4ya=0
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‘H, 9y'H ) ’
e Mo OYH, 22VH YK 5op G,
16 8 4 2

¥y’ —c,—4yb=0
bulunur. b(x,y) ve c(x,y) degerleri yukaridaki en son denklemde yerine yazilirsa

V'H. [ 9y'H, 22y°H, YK,
16 8 4 2

elde edilir. Bu denklemden H (x), K(x), G (x)
H(x)=ce™ +c,e® +c,e™
K(x)=c,e”™ +c,e™

G(x)=c

olarak hesaplanir. (5.13) denkleminde ¢, =1’¢ karsilik gelen ilk integral
2 N2
L=t U _2yy 2y,
c> = 1 i¢in benzer islemler yapilirsa,

. 2052 3y3y
Izzee(y(zy)_ y2y+y4)

>

c3 = 1 icin benzer iglemler yapilirsa,

2 N2
Lot O s Yy
3 ( 5 vy 2)
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-3y’K _+G, +y*'H, +12y*H-4y’K =0

(5.13)



c4 = 1 i¢in benzer islemler yapilirsa,

=e 7 (yy' -2y,

cs = 1 icin benzer iglemler yapilirsa,

L= (yy' =y,

cs = 1 icin benzer islemler yapilirsa,

elde edilir.

5.3 Integral Carpam Metotun (5.1) Denklemine Uygulanmasi

(5.1) denklemi i¢in (3.28) ve (3.29) denklemlerine karsilik gelen denklemler

N2 )
A +2YA, +2(- O) L6y - 4PN+ (), +2Y (- O) L6y - 4y)A,,
Y y
w0 gy mayn + AU 300N g agin, 430
y y y y
7\2 ’
+ L2 ipa=0 (5.14)

y y

ve
N2 4
AL +VA, +(_ﬂ+6y'_4y)/\v,y, +2(—2—y+6)Ay, +2A, “2A=0 5.15)
, " y : y y

bicimindedir.
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(5.14) ve (5.15) denklemlerini ortak ¢cozersek

3y 4 2 2,
1 E y2e, —Zeg—Zyyeye

Ay, ==771G 3973

3

elde edilir. ¢; = 1 igin

’ 3 ’ /N —6x
A(x,y,y) = (—%+ y2y)e™
olarak bulunur. (3.31) den
"2
glx,r,r)=- (r) +6r —4r
r

Jx) =0,r=Ay+(1-21).0 =21y
elde edilir. (3.32) den

3 N
S+ N = (=0t e = (=0 6 = dryre
r

’ 97"2 /N —6x 37"3 2.7\ —6x 2 ’
+ (Ay +(1—/1)O)(—7+2rr )e —6(—7+r e + (-

= e (=6y"y +2y° ()" +4y%),
ve (3.33) den

k(x)=0

bulunur.
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+§y(y—y)egcz+y(y——y)e6c1——e

3

3
L 6=t e
r 2

-2x

¢yl



(3.30) dan

1 1
B (x,y,y)= J-(S +N)dA = J.ﬂfe*éx =6y’ y +2y*(y")* +4y")dA
0 0

3.7 2 N2
3y°y i (y) ), (5.16)

— e—6x _
( 2 2

6,(0) = [k(x)dx =0 (5.17)

elde edilir. Ilk integral bulma formiilii olan
& (x, y,y") + ¢, (x) = sabit (5.18)

de (5.16) ve (5.17) degerlerini yazarsak

3.7 2 N2
Il :e_G)‘(_?,yTy_F%_F y4)

elde edilir. ¢, =1 ic¢in benzer islemler yapilirsa,

2 N2 4
y (y) L ),

L=e ™ (=y Y+t

¢, =1 igin benzer islemler yapilirsa,
2 N2
L= (-2y'y + 222 (Zy ) +2y%),
¢, =1 icin benzer islemler yapilirsa,

I, = (2y*+ ),
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c; =1 igin benzer islemler yapilirsa,

I;=e™" ("=,

elde edilir.
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6. YORUNGE DENKLEMI
Akiskanlar mekaniginde olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan minimum ¢atlak kuvvetini
tasvir eden yol denklemini goz oniine alinacagiz. S6z konusu denklem i¢in gerekli olan

modelleme yontemi ve teorik bilgiler i¢in Pakdemirli ve Aksoy (2010)’e bakilabilir.

GO0z Oniine alacagimiz ikinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklem

V- V)]

1+(y)*) =0
f(y)( +(y)) (6.1)

bigimindedir. Burada y = y(x) ve f(y) = p(¥)C,(¥)A(Y)U(y)? dir. p yogunlugu, C,
catlak katsayisini, A kesit alanini, U cismin hizin1 gostermekte olup bu degiskenler y
koornat1 yani irtifaya bagl birer fonksiyondurlar. Bu kisimda f(y) fonksiyonunun 4

0zel durumunu goz Sniine alacagiz.
6.1 Lineer Olmayan Kendi Eslenik Yaklasimin Yoriinge Denklemine Uygulanmasi
f(y)=ke® hali:
(6.1) denkleminde f(y)=ke® alirsak
Y —a(+(y)) =0 (6.2)

elde edilir. (6.2) denkleminin eslenik denklemi

O 1y — @+ (Y )] = =D, [n(=2ay)]+ DX(v) = 2a(y'v, + y') 4,

. 6.3
5 (6.3)

bicimindedir.
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Yerel olmayan kendi eslenikligi arastirilirsa, v= A(y) alirsak
v, =YA v, =yA +(V)A, (6.4)
olup, (6.4) denklemini (6.3) denkleminde yazarsak
200((Y)? A, + YA + YA, + () A, = A —a+()?) (6.5)
bulunur. (6.5) denklemini y nin tiirevlerine gore ayrirsak
Y = 20A+A =1
() =204, + A, =-ak
y' - -ad=0 (6.6)
elde edilir. (6.6) denklem sistemi ¢oziilirse v = A(y)=c,e® bulunur. Ozel olarak

¢, = 1 alinirsa, v = ¢7>® elde edilir. Daha 6nce belirtildigi gibi, (6.1) denkleminin ilk

integral bulma denklemi

oL oL
[=6L+W—+D.(W)— (6.7)
& &
bicimindedir. Burada (6.7) icin gerekli olan hesaplamalar
ey, , oL oL ,
L= (" —al+(")"), 5y’=0’ 5y,=e2”“, W=n-y¢ 6.8)

olarak elde edilir. Pakdemirli ve Aksoy (2010) ¢alismasinda (6.1) denkleminin Lie nok-
ta tiretecleri tic farkli durum igin elde edilmistir (f(y) = y™ hari¢). Bu iiretecler yardi-

miyla 6zel hallere karsilik gelen ilk integraller teskil edilecektir.
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X, =cos(ax)e ™ L +sin(ax)e™® % lireteci i¢in (6.6) denkleminin ilk integralini bulalim.

(6.8) denklemini (6.7) denkleminde yazarsak
1,=0

elde edilir. X, =sin(ax)e™™ 4 —cos(ax)e ™ & nokta lreteci i¢in i¢in benzer islemler

yapilirsa yine
1,=0

sifir ilk integrali elde edilir. X, = cos(2ax) 2 + sin(2ax)% icin benzer islemler yapilirsa,

I, = ae>® (cos(2ax) + 2y sin(2ax) — (y)’ cos(2ax))

X, =sin(2ax) 2 —cos(2ax) % icin benzer islemler yapilirsa,

I, = e (sinQQarx) — 2y’ cos2axx) — ()’ sin(2ax)) ,

X, = % icin benzer islemler yapilirsa,

I, =—ae”"(1+(y)),

X = % icin benzer islemler yapilirsa,
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X, =cos(ax)e™ % icin benzer islemler yapilirsa,

I, = o™ (—sin(ax) + y cos(ax)),

X, =sin(ax)e” % icin benzer islemler yapilirsa,

I, = ae™® (cos(ax) + y'sin(ax)),

elde edilir. Diger 6zel haller icin Ibragimov (2006)’un metodunu kullanarak elde ettigi-

miz sonuglar agagida her bir Lie nokta iireteci ve ona karsilik gelen ilk integraller ola-

rak vermekteyiz.

f(y) = k hali:

Uretecler
X, =xyZ+y’ %

Xzzyaa_x

9

X, =x3
F)
XS_E
_ 0
Xé_ya\
— .0
X, = x5
-9
8~ 9

42

Ik integraller
1,=0
1,=0

L=x"(y) =2xyy + y*

L=x(y) -y

I;=(y)
I,=0

I, :—xy'+ y
Iy :_y,



” kl N2
+ 1+ =0
y kly—i-kz( (y)")

L2 y* +kikyy +k2}2—%k12x4) P

—(x( kly +k2y)+1kx )8x+(4 kyy+ks 9y

I, = _kng - y'(k1y+k2)(—%k1y2 +%klx2 —k,y) = () x(k,y + k,) +klx(%k1y2 +k,y)
Xy = (Y k) (P 2
1,1, 3,, 3, o )
——kl(gkly +k2y)—zk1x —Eklxy (kyy +ky) = (y) (ky+k,)
X, =0y (Behhnihy ) 13:%(%k1y+k2)—%k1x2—%’(kly+k2)
X, =xL+(r2hn o I, = kyx+ (ky +ky) Y
X,=2, I,=k
—(%)%, I, =kx+(ky+k,)y
X, =(EoE. L=l
8 :(W)E’ ;=0

43



J(y)=y" hali:

Keyfi f(y) hali:

Bu durumda (6.1) genel denklemi g6z Oniine alinip denklemin iireteci
X=2

ve ilk integrali

> (f '(y)Z2 N
f

FACORCAC)
fo» fo»m

=-2(y) 6]

Burada f(y) fonksiyonu

") 5O A0
foy Fo' foy

kosulunu saglamalidir.
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6.2 Noether Yaklasimin Yoriinge Denklemine Uygulanmasi
Bu yontemin uygulanmasini oncelikle f(y)=ke® hali i¢cin géz Oniine alalim. Diger

durumlar icin elde edilen sonuglari tablo biciminde verecegiz. ilk énce (6.2) denklemin

Noether iireteclerini ve 6lcii fonksiyonlarini bulalim. Bu denkleminin iireteci

p) p)
X=(6—+n—
fax +7 % (6.9)

biciminde olsun. (6.9) denklemi asagidaki denklemini saglamalidir.
X(L)+LD,(&)=D,(B) (6.10)
(3.13) denkleminden (6.2) denkleminin bir standart Lagrangian

e (y')? . oL e?* L
L: —_ , — =—— - ’—=0 6.11
P ( > axy’) e (y —ax) 5 (6.11)

bicimindedir. Lagrangian 1.mertebeden oldugundan X {ireteci 1 defa uzatilmalidir:
0 0 , 0
X=¢——+n—+D,m~-yD.($)5 (6.12)
ox dy dy

(6.11),(6.12) denklemlerini (6.10) denkleminde yazarsak

e , 2a)e® 2oy
£’ -

e

((y) 3

"—ox
2 > (y )

axy)+ @, +y'n, =y +YE))

e (y)
+
R

—axy) ¢, +yE)=B +yB, (6.13)

elde edilir.
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(6.13) denklemini y nin tiirevlerine gore ayirirsak

() =&, =0,¢=a(x)

+b(x)e”

/2% —a :i, :_a,(x)
) —n,—on 5o >

Yy = —af+20°xn+n, —oxn, =k’e**B,
B=———(—Z —axd'(x) — aua(x))e @ — Lz b (x)+ &’ xb(x))e™® +c(x)
a ak

vy —-—oxn, =k’e**B,

bulunur.£ , n ve B degerleri yukaridaki son denklemde yerine yazilirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

a(x) = ¢y + ¢ cos(2ax) + c¢3 sin(2ax)
b(x) = c, cos(ax) + c5 sin(ax) , c(x) = ¢4

elde edilir. Yukaridaki denklemlerde ¢; = 1 alirsak

x =2 B - (6.14)

bulunur.
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¢, =1 icin benzer iglemler yapilirsa,

“2ay
X, =cos(2ax) i + sin(2mc)i, B, = _e_2 (cos(2ax) + 2axsin(2ax)) ,
ox dy 2k

¢, =1 i¢in benzer islemler yapilirsa,

—“2ay

RETER (sin(2ax) — 2ax cos(2aw)),

X, =sin(2ax) i - cos(2afx)i ,B, =
ox ay

¢, =1 icin benzer islemler yapilirsa,

-y

B, =-%

X, = cos(ax)e” J = (—sin(ax) + ax cos(ax)) ,

a_y’

c; =1 i¢in benzer islemler yapilirsa,

—ay

X, =sin(ax)e® ai,B5 =_¢ (cos(ax) + axsin(ax))

y k?
bulunur. (6.6) denkleminin ilk integral bulma denklemi olan

oL oL
;~D.W)—=
J &

[=B-&L-W

ifadesini kullanacagiz. (6.11),(6.14) denklemini (6.19) denkleminde yazarsak

2ay
ea}

[ ="
bk

1+

elde edilir.
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(6.16)
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(6.18)
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Benzer sekilde diger Noether iiretegleri icin sirasiyla asagidaki ilk integraller elde edilir:

e

I, =

I —

3 =

k2

y /N2
3 cos(22ax) _ ysin(2ax) + ) cos(20£x)) ’
~sin(ax) 4y cos(2ax) + )? si2n(20¢x)) ’

-y

e (sin(ax) — y"cos(aw)),

- (—cos(ax) — y"sin(axx))

elde edilir. Asagida dort durum i¢in Lagrangian, Noether iiretegleri, 6l¢ii fonksiyonlart

ve ilk integraller tablo halinde verilmistir.

f(y)=k hali:

Lagrangian: L = (y];)zz
Simetri
X, = x% J% aiy

Olcii fonksiyonlari Ik integraller
2 2 ’ 2 N2
Blzy2 Ilzyz_xyszrx(yz)
4k 4k= 2k 4k
B, =0 o x)
2k 2k
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X, =—, -
oo I 2%2
J y y—xy
X4—x$, B4_F I, = P
0 B.=0 y
By 5 =

f(») =15 hali:

” kl N2
+ 1+ =0
y k1y+k2( )7)
NV (k,y+k,)’ ,
Lagrangian:L=(y) ( 12)’ 2) +kxy (ky+k,)
X9 : (kly2 +k y—klxz)i
Y2 ox 2ky+k) 2 2 oy
1.1 kx* 1 3k’ x*
B =—(=ky +k,y)’ + - (=k,y* +k,y)——
lzﬁzly 2Y) 4(21y 2Y) 16

_ XD (ky +k,)?

I, "

xy’ 1 1 1.1
—7(k1y+k2)(5k1y2 +k2y_5k1x2)+z(5k1y2 +k2y)2

kx> 1., kix*
—ky +k,y)+———,
p (2 Y k) 16
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2 2 2.3
=xi+ 1 (kly +k2y—3k1x )i,Bzz—klx
x 2kyth) 2 2 'y 2

X,

Kxy® 1 KXy 1 3 x(Y) (kyy +k,)°
12 =1 _§k1k2xy+ 14 _?(kly—i_kz)(aklyz+k2y_5k1x2)+ é 2
0 1 1 Yk y+k,)?
X, =$,B3 :k1(5k1y2+k2y), I, =kl(§k1y2+k2y)+—(y) ( 12y )
_ _ 2.2
.y =Ai, 4=ﬂ(lkly2 +k2y)_3k1x
2(k,y +k,) dy 2 2 4

3k 1 1 ’
1, =71(—5k1y2 _k2y+5k1x2 +xy (k,y +k,))

~3k 9

3k
=——1 —— B,=0,I, =" (kx+y'(ky+k
2(k1y+k2) ay 5 5 2 ( 1x y( 1y 2))

5

F()=)" hali:

y_nﬁ+ooﬁ

=0
y

"2 ’
Lagrangian: L = & z - nf)il
2™ y”

"2

x=9 p=_L ;-1*0)

ox 2y™ 2y
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Keyfi f(y) hali:

P AC))

4+ =0
y f(y)(+(y))

O 0y
22y )

Lagrangian: L =

"2
0 1 I_1+(y)

B = 2 T 2
ox 2% () 2f7 ()
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7. SONUCLAR

Bu tezde, adi diferensiyel denklemlerin ilk integrallerini hesaplamada kullanilan farkl
yaklagimlar sunulmustur. Tezin ilk ii¢ boliimiinde gerekli operator, tanim ve metotlar
aciklanmistir. Tezin dordiincii, besinci ve altinci boliimlerinde ise yontemlerin uygula-
malar1 yapilmistir. Burada belirtilen ilk integraller, verilen denklemin mertebesi indir-

genmis formlarndir.

Noether yaklasimi bir standart Lagrangian'a baglidir. Denklem bir standart Lagrangian'a
sahipse uygulanabilir. Daha sonra denklemin Noether simetrileri ve bu simetrilere karsi-

lik gelen ilk integralleri bulunur.

Ele aldigimiz denklemin bir standart Lagrangian'1 yoksa ya da bulunmasi zor ise kismi
Noether yaklasimi kullanighdir. Bununla beraber kismi Noether yaklagimi, denklemin
bir standart Lagrangian'i olsa da olmasa da uygulanabilir. Ayrica bu yaklasim icin izle-

nen yol, Noether yaklagimda izlenen yol ile aynmidir.

Tezde karakteristik metot, integral carpan1 metodu ve Ibragimov’un lineer olmayan es-
lenik yaklasimi uygulamalarina da yer verilmistir. Bahsedilen bu yaklagimlar icin bir

standart Lagrangian'a ihtiyac yoktur.

Tezin dordiincii boliimiinde, palet denklemine lineer olmayan kendi eslenik yaklasim,
Noether yaklagimi ve kismi Noether yaklagimi uygulanarak denklemin ilk integralleri
bulunmustur. Noether ve kismi Noether yaklasimda bes tane ilk integral bulunurken,
lineer olmayan kendi eslenik yaklasimda sekiz tane ilk integral elde edilmistir. Elde
edilen ilk integraller karsilastirildiginda aymi veya belli bir kat1 olan ilk integraller ol-
makla beraber, farkli ilk integrallerde elde edilmistir.

Tezin besinci boliimiinde, Hamiltonian'a karsilik gelen Euler-Lagrangian denklemi ele
alimmgtir. Euler-Lagrangian denklemine Ibragimov'un, Steudel ve Olver'in ile Anco ve
Bluman'in metodlart uygulanmistir. Ibragimov'un metodu yardimiyla sekiz tane ilk
integral bulunup, Steudel ve Olver'in yaklasimiyla alt1 tane ilk integral elde edildi. Son
olarak Anco ve Bluman'in metoduyla bes tane ilk integral bulunmustur. Buldugumuz ilk
integralleri kiyasladigimizda birbirleri arasindaki benzerlikler ve farkliliklar kolay bir

sekilde goriilebilir.
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Tezin altinc1 boliimiinde, yoriinge denkleminin dort 6zel hali ele alinmistir. Yoriinge
denklemine Ibragimov'un lineer olmayan eslenik yaklagimi ile Noether yaklagimi uygu-
lanmustir. Ibragimov'un yaklagimiyla sekiz tane ilk integral bulmakla beraber, Noether
yaklagimiyla bes tane ilk integral elde edilmistir. Benze sekilde, elde edilen ilk

integraller arasinda kiyaslama yapilabilir.
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