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OZET

Bu calismanin amac “singiiler egriler” ve “eliptik boliinebilir diziler” gibi
matematigin iki dnemli kavramini sonlu cisimler {izerinde ¢alismak ve bu kavramlar
arasindaki iliskiyi ortaya koymaktir.

Calismanin birinci ana kisminda eliptik egriler teorisi ele alinmis ve teorinin

onemli ozellikleri verilmistir. Karakteristigi 2 ve 3 ten farkli olan bir F cismi tizerinde

taniml

E:y2=x*+Ax+B
esitligini gercekleyen sirali ikililerin kiimesi eliptik egri olarak adlandirilir. Eger
x® + Ax + B = 0 kiibik denkleminin katli kokleri bulunmasi halinde bu noktalarin
kiimesine singiiler egri ad1 verilir. Calismanin amaglarindan birisi de bu tip egrilerin
ozelliklerini sonlu cisimler {izerinde ortaya koymaktir.

Calismanin {igiincii boliimiinde, p > 3 bir asal say1 olmak tizere, [ sonlu cismi

tizerinde singiiler egriler ele alinmis bu egrilerin tizerindeki nokta sayilari, ikinci ve
tgtincli dereceden kalanlar yardimiyla belirlenmistir. Daha sonra bu egrilerin
tizerindeki (x, y) noktalarmin karakterleri, bu noktalarin apsis ve ordinatlar: toplamu ile
ilgili sonuglar verilmistir. Bu egriler tizerindeki noktalarin grup yapist ve biikiim

noktalar: belirlendikten sonra bu egrilerin tizerindeki nokta sayilari ile ilgili islemler F,

sonlu cisminden Fy" ye genellestirilmistir.

Calismanin ikinci ana kisminda bir eliptik egrinin bolim polinomu
kavramindan ortaya gikan eliptik boliinebilir diziler ele alinmistir. Eliptik boliinebilir
diziler ilk olarak 1948'de Morgan Ward’ in “Memoir on elliptic divisibility sequences” adli
makalesinde ele alinmistir.

Calismanin besinci boliimiinde, Morgan Ward'in yapmis oldugu calismalar
gelistirilmistir. Ik olarak sonlu cisimler {izerinde eliptik boliinebilir dizi kavrami
tanimlandiktan sonra, belli ranklara sahip olan eliptik boliinebilir dizilerin genel
terimleri ve periyotlar1 belirlenmistir. Daha sonra bu dizilerle eslesen eliptik egriler ve
singtiler egriler belirlenmistir, singiiler egrilerin ne zaman ortaya c¢iktif1 ile ilgili
sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu cisimler iizerinde singiiler egriler, rasyonel noktalar,
biikiim noktalari, sonlu cisimler tizerinde eliptik boliinebilir diziler, singiiler eliptik
boliinebilir diziler.
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ABSTRACT

The aim of this work is to combine two topics of mathematics, “singular
curves” and “elliptic divisibility sequences”.

In the first part, the elliptic curve theory is discussed and some important

properties of this theory are given. An elliptic curve is a curve E defined over F is given

by an equation
E:y2=x*+Ax+B
where F is a field of characteristic not equal to 2 or 3. If the cubic x* + Ax + B = 0 has

multiple roots, then the set of solution points form a singular curve.

In the third chapter, the rational points on singular curves over finite fields Iy

(where p > 3 is a prime) are considered. Some results concerning the number of the
points on the singular curves are given by means of quadratic residue character, and
the cubic residue character. Also some results are given on the sum of x and y
coordinates of the points (x, y) on these curves. Then the structure of the group of the
rational points and torsion points on these curves are determined and finally the

results concerning the number of points in [y is generalize to [Fp".

In the second part, the theory of elliptic divisibility sequences which arise from
elliptic curves and which contain a zero term is discussed. Elliptic divisibility
sequences are described in detail in Morgan Ward’s paper “Memoir on elliptic divisibility
sequences” published in 1948.

In the fifth chapter, the techniques studied by Morgan Ward to characterize to
sequences in certain ranks are developed. First of all, elliptic divisibility sequences
over finite fields are defined. After that, general terms of these sequences over finite
fields are given. Then elliptic curves and singular curves associated to this sequences
are given and some results concerning of singular curves and singular elliptic
divisibility sequences are given.

Key Words: Singular curves over finite fields, rational points on singular curves,
torsion points on singular curves, elliptic divisibility sequences over finite fields,
singular sequences.
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SIMGELER DiZiNi

halka

tam sayilar kiimesi

rasyonel sayilar kiimesi

cisim

F cisminin sifirdan farkli elemanlarinin olusturdugu ¢arpimsal
grup

p elemanli sonlu cisim

p elemanli sonlu cismin ¢arpimsal grubu
[F cisminin cebirsel kapanisi,

katsayilar1 Z de olan polinomlar halkas:
modiilo n de tamsayilarin halkas:

Zn deki birimlerin kiimesi

modyiilo p deikinci derece kalanlarin kiimesi
modyiilo p detigiincii derece kalanlarin kiimesi
modyiilo p de sifirdan farkl: tigiincii derece kalanlarin kiimesi

Euler Phi fonksiyonu
a nin modiilo p de Legendre sembolii (p > 2 asal)

a nin modulo # de Jacobi sembolii

Anin modiilo 7 de Kronecker sembolii

IF cismi tizerinde tanuml1 E eliptik egrisi tizerindeki noktalarin
kiimesi

E eliptik egrisinin j-degismezi

E eliptik egrisinin diskriminanti



E[n],

Eus(F),

E(Fy),

#E(F),

E(Fq"),
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E(Fy),
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Pu(x, y),
[1 72 ks ha],

o(z, L),
Pz, L),
p/

(hn),
A(h2, hs, hs),

(ha(p)),

(hu(p))s,

[, (P))],
[E((p))],

L1,

viii

E eliptik egrisi iizerindeki 7. mertebeden biikiim (torsiyon)
noktalarmn kiimesi

E eliptik egrisi iizerindeki singiiler olmayan noktalarin

olusturdugu kiime

[Fp sonlu cismi tizerinde tanumli E eliptik egrisi tizerindeki

noktalar kiimesi

F, cismi tizerinde tanimli E {izerindeki noktalar kitmesinin

eleman sayis1

Fq" cismi tizerinde tanamli E eliptik egrisi tizerindeki noktalar

kiimesi

Q cismi tizerinde tamiml E eliptik egrisi tizerindeki noktalar

kiimesi

[Fp sonlu cismi tizerinde tanuml1 E eliptik egrisi tizerindeki
noktalarin kiimesi

E eliptik egrisinin g-Frobenius endomorfizmi

E eliptik egrisinin n. boliim polinomu

baslangig terimleri 1, h2, hs, hs olan (hx) dizisi

L kafesi ile eslesmis olan Weierstrass o fonksiyonu

L kafesi ile eslesmis olan Weierstrass & fonksiyonu

(h») eliptik boltinebilir dizisinin ranki

(hn) eliptik boliinebilir dizisinin periyotu

[1 h2 hs ha] dizisinin determinanti

[Fp cismi tizerinde taniml eliptik boliinebilir dizi

[Fp cismi tizerinde tanimli singtiler dizilerin temsilci dizileri

denk dizilerin smaifi

E eliptik egrisini veren dizilerin olusturdugu denklik sinif1

tam deger (taban) fonksiyonu.
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GIRIS

Bu calisma “Singitiler Egriler” ve “Eliptik Boliinebilir Diziler” gibi iki kavram ve
bu iki kavram arasindaki iligkileri ele almaktadir. Bu nedenle calisma iki ana kisim
olarak disiiniilebilir; ¢calismanin birinci kisminda, tamamen, eliptik egriler teorisi ve
ozellikle de sonlu cisimler iizerinde tamumli singiiler egriler ele alinmus, bu egrilerin
temel Ozellikleri verilmistir. Ikinci kisminda ise, sonlu cisimler {izerinde eliptik
boliinebilir diziler ele alinmis, bu dizilerin temel 6zellikleri verilmis ve eliptik egriler

ile bu diziler arasindaki iligkiler incelenmistir.

Eliptik egriler, ¢ok uzun zamandir ¢Oziilemeyen problemlerin bile
¢oziilmesinde rol oynamus cebirin en modern kavramlarindan birisidir. Son 20 — 30 y1il
icinde eliptik egrilerin sayilar teorisi ve diger alanlarda onemli bir rol oynadig:
goriilmiistiir. Eliptik egriler, 1980 li yillarda kriptoloji alaninda kullanilmaya baslanmis
ve carpanlagtirma ve asallik testleri i¢in eliptik egri teknikleri gelistirilmistir (Koblitz
1994) ve (Mollin 2001)). 1990 I yillarda ise bu egriler, Ozellikle, Fermat'mn son
teoreminin ¢6ztimiindeki 6neminden dolay1 matematigin oldukca popiiler bir ¢alisma
alan1 haline gelmistir. Bunun ile birlikte eliptik egrilerin matematik diinyasina girisi ise
oldukga eskidir. Eliptik egriler ilk olarak, Diophantin Arithmetica’sinin dordiincii

kitabindaki yirmi dordiincti problemde goriilmektedir.

Eliptik egriler teorisi, calismanin ilk ana kisminda eliptik egriler teorisi ile ilgili
temel kavramlar ve gerekli teoremler verildikten sonra singiiler egri kavrami ele
almmustir. Singiiler egri kavrami tamimi ve ornekleri verildikten sonra sonlu bir cisim
tizerinde tanimli singiiler egri aileleri olusturulmustur. Daha sonra bu ailelerdeki
singtiler egrilerin iizerindeki rasyonel noktalarin karakterleri ve bu noktalarin sayilar

belirlenmis ve bu noktalarin olusturdugu kiimelerin grup yapilar: verilmistir.



Calismanin ikinci ana kisminda ele alinan eliptik boliinebilir diziler ilk olarak
1948'de Morgan Ward'in "Memoir on elliptic divisibility sequences" adli makalesinde
ortaya ¢ikmigtir. Ward, daha once E. Lucas tarafindan galisilan Lucas dizilerinin
ozelliklerini eliptik boliinebilir dizilere tasimistir. Dolayisiyla, eliptik boliinebilir diziler

Lucas dizilerinin bir genellestirilmesi olarak diistiniilebilirler.

Boliinebilir dizilerden en iyi bilinenleri Fibonacci dizileri ve Mersenne
dizileridir, bu diziler, sirasiyla,
Fun=F_ +F,_,
ve
M,=2""=3M,  -2M, ,
lineer indirgeme bagmtilarin1 gerceklerler. Eliptik boliinebilir diziler ise lineer olmayan

W, b, =h, h, h*—h

m+n'tm—n m+1""m—

n+1hn—1hr2n

indirgeme bagintisim gerceklerler. Eliptik boliinebilir diziler bu 6zellige sahip olan ve
calisilan ilk boliinebilir dizilerdir ve bu 6zellikleri nedeniyle de oldukga ilgingtirler.
Eliptik boliinebilir dizilerin gergekledigi bu bagmti aym1 zamanda bir eliptik egrinin
boliim polinomlar: tarafindan da gergeklenir. Ward (1948), her bir (h.) eliptik

boliinebilir dizisine karsilik bir E eliptik egrisinin var oldugunu ve tstelik P = (x1, y1)

noktas: E eliptik egrisi lizerinde bir rasyonel nokta ise her n € N igin (h:) eliptik

boliinebilir dizisinin boliim polinomlar: yardimiyla
hn=n (x1, Y1)
biciminde ifade edildigini gostermistir, burada ), E eliptik egrisinin n. bolim

polinomunu gostermektedir.

Ozellikle eliptik egriler teorisi ile olan yakin ilgisi nedeniyle eliptik béliinebilir
diziler matematigin bir¢ok dalimin inceleme konusu olmuslardir. 2000 li yillarin
basinda, kriptoloji ile olan iligkilerinin de ortaya ¢ikmasmndan sonra bu dizilerin

popiilerlikleri daha da artmis ve bu dizileri temel alan bir¢ok ¢alisma yapilmistir. R.



Shipsey (2000), eliptik boliinebilir dizilerin eliptik egrilerle olan iliskisini kullanarak

eliptik egri kriptolojisi ile ilgili onemli sonuglar elde etmistir.

Bunlarin disinda eliptik boliinebilir diziler teorisi ile ilgili bir¢ok ¢alisma
yapilmstir (Everest ve Ark. 2003, 2001, Ward 1948, Swart 2003, Shipsey 2000).
Chudnovsky & Chudnovsky (1986), eliptik boliinebilir dizilerdeki asal sayilarn ne
zaman ortaya giktiklarimi ve bunlarin dagilimlarini arastirmiglardir. G. Everest (2001),

bu calismalar gelistirmistir.

Calismanin diziler ile ilgili kisminda, eliptik boliinebilir diziler hakkinda genel
bilgiler verildikten sonra eliptik boliinebilir diziler ve eliptik egriler arasindaki iligkiler
yardimiyla singiiler eliptik boliinebilir diziler ile singiiler egriler arasindaki iligkiler
tizerinde durulmustur. Daha sonra sonlu bir cisim tizerinde taniml eliptik boltinebilir
diziler ele alinmis ve bu halde, bu dizilerin temel 6zellikleri verilmistir. Belli ranklara
sahip olan eliptik boliinebilir dizilerin genel terimleri verilmis, bu diziler iginde
singtiler diziler belirlenmis ve bu dizilerle eslesen eliptik egriler ve singiiler egriler

belirlenmistir.



1. BOLUM
ONBILGILER

Bu bolimde ¢alismada kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanimlanacak ve
bazi temel teoremler verilecektir, bu boliim diger boliimler igin bir taban
olusturacaktir. Kisim 1.1 de grup teori ile ilgili baz1 kavramlar ele alinacaktir. Kistm 1.2

de sonlu cisimlerin temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Daha sonraki kisimlarda ise

ozellikle sayilar teorisi ile ilgili kavramlarla ilgilenilecektir. Kissm 1.3 de bir Znx

halkasindaki ikinci dereceden kalan kavrami verildikten sonra sonlu cisimler tizerinde
ikinci dereceden kalanlarla ilgilenilecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.
Kisim 1.4 de ise sonlu cisimler iizerinde tiiglincii dereceden kalan kavrami ve temel

ozellikleri verilecektir.

1.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda calismada gerekli olacak grup teorisi ile ilgili baz1 kavramlarin
tanimlar1 ve Ornekleri verilecektir. Grup ve alt gruplarimin mertebeleri arasindaki
iliskiyi belirten Lagrange teoremi grup teorinin en iyi bilinen ve en ¢ok kullarilan

teoremlerinden biridir.

1.1.1 Teorem (Lagrange). G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Bu durumda H

nin mertebesi G nin mertebesini boler (Fraleigh 1982).

Bu teoremin 6nemli sonuglari ise asagidaki teoremlerde verilmektedir.

1.1.2 Teorem. Mertebesi asal olan her grup bir devirli gruptur, yani bu grup bir tek

eleman ile tiretilebilir (Fraleigh 1982).



1.1.3 Teorem. Sonlu mertebeli bir grubun her hangi bir elemanin mertebesi grubun

mertebesini boler (Fraleigh 1982).

1.1.4 Tanim. u, R halkasimin bir eleman1 olmak tlizere, u nin ¢arpmaya gore tersi,
uv=ou =1
olacak sekilde bir v € R elemanidir. R halkasinda carpmaya gore tersi olan bir elemana

birim (unit) denir ve R halkasindaki birimlerin kiimesi U(R) veya kisaca U ile gosterilir.

Ornegin Z tamsayilar halkasindaki birimler 1 ve -1 dir. Agsagidaki teorem, Zn

halkasindaki birimleri belirlemektedir.

1.1.5 Teorem. u € Zn nin bir birim olmasi icin gerek ve yeter sart (1, n) = 1 olmasidir

(Fraleigh 1982).

Ornegin, Zs daki birimler Us ={ 1, 5 } ve Zs deki birimler Us ={ 1, 3, 5, 7 }

dir.

1.1.6 Tanim. g € Zn, Ux yi Giretiyorsa g ye modiilo n de bir ilkel kik denir.

Eger g bir ilkel kok ise g nin 0 ile n — 1 arasindaki tiim kuvvetleri birbirinden

tarklidir ve bunlar U» yi olustururlar. (")rnegin, modiilo 5 de 2 ve 3 birer ilkel koktiir,

bu iki elemanin kuvvetleri Us i olusturur.

[lkel kék teoremi, her bir asal sayinin ilkel bir kékiiniin var oldugunu ve iistelik
modyiilo p de bunlarin sayisinin tam olarak @(p — 1) tane oldugunu soyler, burada
gm)y=#{al1<a<mve(a m)=1}
Euler Phi fonksiyonudur. Ornegin, modulo 11 de ¢(10) = 4 oldugundan 4 tane ilkel kok

vardir ve bunlar 2, 6, 7 ve 8 sayilaridur.



Halkalar teorisinde, R bir halka olmak tizere her a € R i¢in n - a = 0 olacak

bicimde bir n € N sayisinin varlifi oldukca onemlidir. Burada n - a4, n tane a nin

toplamini belirtmektedir, yania+a+... +a=n-adir.

1.1.7 Tanim. R bir halka olmak tizere her a € R i¢in n - a = 0 olacak bi¢cimde bir n € N

sayis1 varsa bu sekildeki sayilarin en kiiciigtine R halkasmin karakteristigi denir. Eger

boyle bir say1 yok ise R halkasinin karakteristigi 0 olarak almnir.

Ornegin, Z, R, Q ve C nin karakteristigi 0, Z» nin karakteristigi ise n dir.
Asagidaki teorem bir birimli halkanin karakteristiginin nasil belirlenecegini

gostermektedir.

1.1.8 Teorem. R bir birimli (birimi 1) halka olsun. R nin karakteristiginin n > 0
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart n sayisimin 7 - 1 = 0 olacak bigimdeki en kiigiik pozitif

tamsay1 olmasidir (Fraleigh 1982).

1.1.9 Tanim. F ve L, F c LL 6zelliginde iki cisim ve e L olsun. a0, ay, ..., ar1€ F ve

fX)=ao+m X+...+a X" +X"

olmak tizere f() = 0 olacak bigcimde bir f polinomu varsa & ya F cisminde bir cebirsel
sayr denir. Eger L. nin her eleman1 F de bir cebirsel say1 ise L. cismine F nin bir cisim
geniglemesi denir. IL, F nin bir cisim genislemesi olmak tizere

F = { ae L1 o, F de cebirsel say1 } ¢ L

kiimesine F nin bir kapanis: denir.



Ornegin, {1+3 sayist Q da bir cebirsel sayidir ve C, Q nun bir cisim

genislemesidir, Q ile C nin kapanisi ise C dir.

1.2 Sonlu Cisimler

p bir asal say1 olmak tizere modiilo p deki tamsayilar mertebesi p olan F, cismini

olustururlar. Her bir p asal sayis1 ve n € N i¢in mertebesi p" olan bir sonlu cisim vardir.

Bu cisim literatiirde mertebesi p" olan Galois cismi olarak bilinir ve GF(p") ile gosterilir.

E, IF cisminin n. dereceden bir cisim genislemesi ve [ cisminin eleman sayis1 p
ise [E cisminin p” tane eleman1 vardir. Bunun sonucu olarak, E, karakteristigi p olan bir

sonlu cisim ise belli bir n € N icin E nin p" tane elemani1 vardir.

1.2.1 Tanim. F sonlu bir cisim ve & € I olmak tlizere ¢ =1 ise aya F cisminin n. kokii

denir, eger n bu 6zellikteki en kiigilik pozitif tamsay1 ise aya birimin n. ilkel kokii denir.

Ornegin x3 = 11igin x® = 1= (x —= 1) - (x2 + x + 1) = 0 oldugundan birimin {igiincii

-1-43 ve x3 ~1+43 dir.

ilkel kokleri, x1=1, x2=
2 2

Birimin ilkel kokii tanimindan p" elemanli sonlu bir I cisminin sifirdan farkh

olan tiim elemanlar: birimin p" — 1. kokleridir.



1.3 ikinci Dereceden Kalanlar

Bu kisimda ilk olarak bir Z. halkasindaki ikinci dereceden kalanlar ele alinacak,

daha sonra p bir asal sayr olmak iizere F, sonlu cismi tizerinde ikinci dereceden

kalanlarla ilgilenilecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

1.3.1 Tanim.a € Z, n € Nve (g, n) =1 olmak tizere

x?=a (n) (1.1)

olacak bigimde bir x € Z varsa a € Z ye modiilo n de bir ikinci dereceden kalan denir.

Modiilo 7 de ikinci dereceden kalanlarin kiimesi Qrile gosterilir.

Eger (1.1) denkliginin bir ¢6ziimii yoksa bu durumda a € Z ye modyiilo n de bir

ikinci dereceden kalan degildir denir.

Ornegin modiilo 11 deki ve modiilo 8 deki ikinci dereceden kalanlarin kiimesi,

Calismada n = p asal say1 olmasi hali ile ilgileneceginden asagida bu durumla

ilgili baz1 teoremler verilmistir.

-1
1.3.2 Teorem. p > 2 asal say1 olmak tizere modiilo p de pT tane ikinci dereceden kalan

ve pT—l tane ikinci dereceden kalan olmayan eleman vardir (Silverman 2006).

1.3.3 Teorem (Carpim Teoremi). p bir tek asal say1 olmak iizere
i. Modulo p de iki tane ikinci dereceden kalan saymn c¢arpimu bir ikinci dereceden

kalan sayidir.



ii. Modulo p de bir ikinci dereceden kalan ve bir ikinci dereceden kalan olmayan
saymnin ¢arpimu bir ikinci dereceden kalan degildir.
iii. Modulo p de iki tane ikinci dereceden kalan olmayan saymin carpimi bir ikinci

dereceden kalan say1idir (Silverman 2006).

Verilen bir a € Z sayisimin bir ikinci dereceden kalan olup olmadigim

belirlemek icin adina Legendre sembolii denilen bir sembol kullanilir ve bu sembol

asagidaki gibi tanimlanur:

1.3.4 Tanim (Legendre Sembolii). 2 € Z ve bir p > 2 asal sayis1 icin 4 tamsayismin

Legendre sembolii

+1 x* =a(p)nin bir ¢dziimii var +1 abir ikinci dereceden kalan
(EJ =40 pla =<0 pla
P -1 x* =a(p)nin ¢dziimii yoktur —1 abir ikinci dereceden kalan degil

olarak tanimlanir.

Ornegin, p=111ise

+1, a=1,3,4,59(11)

(i} 0, 1la
11

-1, a=2,6,7,8,10 (11).

dir.

Asagidaki teorem, x2 = -1 (p) denkliginin hangi asal sayilar igin bir ¢oziimii

oldugunu gostermektedir.

1.3.5 Teorem. -1 sayisimin modyiilo p de ikinci dereceden bir kalan olmasi igin gerek ve

yeter sart p =1 (4) olmasidir (Silverman 2006 ve Mollin 2000).

1.3.6 Teorem. p > 2 asal say1 ve p { a olmak iizere a2 nin modiilo p de bir ikinci dereceden

-1
kalan olmasi i¢in gerekli ve yeter sart « 2 =1 (p) olmasidir (Silverman 2006).
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Jacob Jacobi, Legendre semboliinii bilesik modlar igin genellestirmis ve Jacobi

semboliinii asagidaki gibi tanimlamistir.

1.3.7 Tanim (Jacobi Sembolii). n € N bir tek say1, a € Z ve (a, n) = 1 olsun. p; ler asal

k
sayilar olmak tizere n = Hp ; olsun. Bu durumda 7 sayisi i¢in a tamsayisinin Jacobi
j=1

sembolii

Ol

olarak tanimlanir, bu esitliin sag tarafindaki sembol Legendre semboliinii

belirtmektedir.

Ornegin, n =105=3-5-7ise a =2 tamsayis1 igin,

BRI

dir.

Kronecker sembolii adi verilen sembol yukaridaki sembollerin en genelidir.
Dikkat edilirse, Jacobi sembolii n sayisimin bir tek say1 olmasi halinde tanimlidir,

Kronecker sembolii ise herhangi bir n dogal sayis1 igin tanamlidir.

1.3.8 Tanim (Kronecker Sembolii). 7 € N ve 4 € Z sayis1 4=0, 1 (4) 6zelliginde bir tam

kare olmayan say1 olsun. Bu durumda m tek say1 ve n = 29m 6zelliginde bir say1 olmak

luzere,

0 (An)>1
=l =AY A
(nj (Ej (Z) (An)=1
olarak tanimlanir, burada

-1 e
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ve (ﬁj, Jacobi semboliinii belirtmektedir. Ozel olarak, 4= 2 (d € Z tek) ve (1, 4) =1
m

olmak tizere

-3 ()™

olur, burada (%] , Jacobi semboliuinii belirtmektedir.

Ornegin, n =2831453 =1033 - 2741 ve A=-21484= —4-41-131=-4 - 5371 i¢in

(é) _ (g)z (2831453) (_1)5372‘“ B (2831453)
n n 5371 5371
ve 2831453 = 936 (5371) oldugundan
(2831453) =(936)=( 2 )3( 3 )2( 13 )
5371 5371) \5371) \5371) \5371
yazilabilir ve 5371 = 3 (8) oldugundan

_( 13 )z_(5371)= _( 2 )z .
5371 13 5371

olarak bulunur.

Ozellikle denkliklerin ¢6ziimlerinde kullamilan Fermat'in kiiciik teoremi sayilar

teorisinin en iyi bilinen teoremlerinden biridir.

1.3.8 Teorem (Fermat'in Kiiciik Teoremi). p bir asal say1 ve 4, modiilo p de sifirdan

tarkl bir say1 olsun. Bu durumda
a” =1 )
dir (Silverman 2006).

1.4 Ucgiincii Dereceden Kalanlar

Bu kisimda Fp sonlu cismi tizerinde tiglincti dereceden kalanlarla ilgilenilecek

ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.
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1.4.1 Tanim. p bir asal say1 olmak tizere

xX=a(p) (1.2)

olacak bicimde bir x € Z varsa a € Z ye modyiilo p de bir iigiincii dereceden kalan denir.

Modiilo p de tigiincii dereceden kalanlarin kiimesi K ile gosterilir.

Eger (1.2) denkliginin bir ¢6zlimii yoksa bu durumda a € Z ye modiilo p de bir

iiciincii dereceden kalan degildir denir.

Ky'= Ky — {0}, Zy" deki ¢carpma islemine gore bir gruptur, aslinda Z," 1n bir alt

grubudur. Ustelik p = 1 (3) bir asal say1 ve @ birimin 1 den farkli olan kiibik kdkii
-1++/-3
2

olmak iizere w= ve ®? sayilar1 Z," 1n birer elemanidur.

1.4.2 Tanim (Ugiincii Dereceden Kalan Karakteri). p tek asal say1 olmak {izere bir a

a

tam sayisinin modiilo p deki kiibik karakteri ( J ile gosterilir ve
3

p
0, pla
(EJ =41, ae K
p r
3 |wae*, ae K

biciminde tanimlanir.

1.4.3 Teorem. p =1 (3) bir asal say1 olmak tizere x* = a (p) denkliginin ¢oziilebilmesi igin

r-1
3

gerek ve yeter sart # 3 =1 (p) olmasidir (Naml1 2001).

1.4.4 Teorem. Modyiilo p de farkl tiglincii dereceden kalanlarin sayisi,
p=1(3) ise ’”—;2

p =2(3) ise p
dir (Namh 2001).



13

2. BOLUM
ELIPTIK EGRILER

Bu boliimde eliptik egriler hakkinda bazi 6n bilgiler verilecektir. Kistm 2. 1 de
eliptik egrilerin nasil ortaya c¢ktig tizerinde durulacak ve eliptik egri kavramu
tanimlanacaktir. Kisim 2. 2 de, bir cisim {izerinde tanimlanmis olan bir E eliptik
egrisinin noktalarinin olusturdugu kiime tizerinde toplama islemi tanimlanacak bu
kiimenin bir grup yapisina sahip oldugu gosterilecektir. Kissm 2. 3 de, eliptik egriler
tizerindeki sonlu mertebeli noktalarla ilgilenilecek ve bir E eliptik egrisi tizerinde
mertebesi iki ve ii¢ olan noktalarin grup yapisi verilecek ve n-mertebeli noktalarin
grup yapisi ile ilgili sonuglar ele alinacaktir. Kisim 2. 4, de iki eliptik egri arasindaki
birasyonel denklik kavrami ele alinacaktir. Kistm 2. 5 de, singiiler egri kavramu ile
ilgilenilecek ve singiiler egriler {izerinde bulunan singiiler olmayan noktalarin grup
yapist ile ilgilenilecektir. Kisim 2. 6 da, sonlu bir cisim tizerinde tamumli eliptik egriler
ele almacaktir. Kissm 2. 7 de, bir E eliptik egrisinin Frobenius endomorfizmi
tanimlanacak ve bu endomorfizmin izi yardimiyla da eliptik egriler {izerindeki

noktalarin sayisinin nasil bulunabilecegi ile ilgilenilecektir. Kistm 2. 8 de, bir E eliptik

egrisinin indirgemesi kavrami tizerinde durulacaktir. Kissm 2. 9 da, Fy* tizerinde

tanimli E eliptik egrisinin 6zellikleri belirtilecektir. Kistm 2.10 da ise bir eliptik egrinin
boliim polinomlarm kavrami tamimlanacak ve bu polinomlarin bazi ozellikleri

incelenecektir.

2.1 Eliptik Egriler

Eliptik egriler teorisi, Fermat'in son teoreminin ¢oziimiindeki roliintin
oneminden dolayr matematigin oldukca popiiler bir ¢alisma alami haline gelmistir.
Eliptik egriler, cok uzun zamandir ¢éziilemeyen problemlerin bile ¢6ziilmesinde rol
oynamis cebirin en modern kavramlarindan birisidir. Eliptik egrilerin, matematik

diinyasina girisi, ilk olarak Diophant’in Arithmetica’simin dordiincii kitabindaki yirmi
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dordiincii problemde goriiliir. Burada ki, problem su sekildedir; verilen bir a sayisini,
Oyle iki parcaya ayrilisin ki, bu iki par¢amin carpimu bagka bir saymn kiipii ile
kendisinin farkina esit olsun, yani

y@-y=¢-x 2.1)
ozelliginde x ve y sayilar1 bulunabilir mi? Diophant bu problemi, a = 6 igin k = 3 olmak
iizere, x = ky —1 alarak ¢ozmiistiir. Boylece (2.1) denklemi,

y©6-y)=Qy-10-3y+1

haline gelir ki, bu denklemin ¢oziimleri y = 0 katli kokii ve y = % bi¢imindedir. y = 0

katl1 kokii goz oniine alinmazsa, y = % icin x = %7 olarak bulunur.

Diophant’in probleminin ¢éziimiine modern bir yaklasim su sekildedir: (2.1)
esitliginin kath kokii olan 0 yardimyla egri tizerindeki (-1, 0) noktas: elde edilir. (-1, 0)
noktasindan bir teget dogru cizilirse bu dogru (2.1) esitliginin belirttigi egriyi (%7 , %)

noktasinda keser. Dolayisiyla, problemin ¢oziimii %, 136 6 = 2%,

27 27

% ) olup bu

sayilarin carpimi da
17, 17
(5 P-(5)
sayisina esittir. Asagidaki grafikte, (2.1) esitliginin belirttigi egri ve ele alinan esitligi

gercekleyen nokta goriilmektedir.

y(6=y)=x*—x

4

Sekil 2.1.1
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Eger (2.1) denkleminde a = 6 aliir, her iki taraftan 9 ¢ikarilir ve x — —x ve
y — y + 3 degisken degisimi uygulanirsa,
E:y*=x3-x+9
egrisi elde edilir. Dikkat edilirse, x* — x + 9 denkleminin farkli kokleri vardir. (-1, 0) ve

17 26
97" 27

(

) noktalart ise E: y? = x3 — x + 9 egrisi lizerinde sirasiyla, R = (1, -3) ve R * R =

(—1?7, —%) noktalarma karsilik gelir. R * R noktasinin x eksenine gore simetrigi

almarak E tizerinde, 2R = (—1?7, %) noktasi elde edilir. Asagidaki sekilde ise yeni egri

ve R, R * R noktalar goriilmektedir. Diophant bu islemleri yaparken ileride adina
eliptik egriler teorisi denilecek olan bir teorinin temellerini atmigtir. Yaptig1 bu islemler
ile egri tizerindeki noktalarin olusturdugu kiimenin toplamsal bir grup oldugu daha

sonra goriilmiistiir.

4
o P
/ PxQ
§=2R 2

W=x"—x+9

Sekil 2.1.2

2.1.1 Tanum. [ karakteristigi 2 ve 3 ten farkli bir cisim olsun. A, B € F olmak tizere

E:y2=x*+Ax+B
bicimindeki denklemin tiim ¢oziimlerinin olusturdugu siral ikililerin kiimesine bir
eliptik egri denir. Bu denkleme E eliptik egrisinin Weierstrass normal formu veya sadece

Weierstrass formu denir.
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Eger E, F cismi tizerinde tarmuml bir eliptik egri ise E iizerindeki rasyonel
noktalarin kiimesi E(F) ile belirtilir, yani
EF)={0}u{(x,y)e FxF | y2=x°+ Ax+ B}

dir.

Buradaki O = (e, =) noktasi sonsuzdaki nokta olarak adlandirilir ve bu

noktanin daha sonra olusturulacak grubun birim eleman1 oldugu gortilecektir.

Ustelik x® + Ax + B kiibik polinomu katli koke sahip olmamalidir, yani E bir
eliptik egri ise
4A%+27B>#0
dir. Ornegin; 12 = x3 + 1 ve y2 = x° — x birer eliptik egri belirttigi halde 12 = x® ve y? = x3 + x2

esitlikleri (x® ve x° + x2 katli koke sahip oldugundan) birer eliptik egri belirtmez.

Bununla birlikte x° + Ax + B kiibik polinomunun kathi kok bulunmas: hali de
oldukga ilging bir durumdur. Eger kiibik polinomun katli kokleri var ise y?=x3 + Ax + B
esitligi adina singtiler egriler denilen egrileri belirtir, calismanin énemli kisminda bu

tip egriler ele alinacak ve bu egrilerin 6zellikleri ile ilgili sonuglar verilecektir.

Bir eliptik egrinin Weierstrass uzun formu asagidaki gibi verilir.

2.1.2 Tanim. @, a2, as, a4, as, as € F olmak tizere

E:y*+mxy +asy = x5 + a2x> + qax + as

bicimindeki denkleme E eliptik egrisinin Weierstrass uzun formu denir.

Bu denklem igin Tate degerleri
bo= a; +4a

ba= a1 a3+ 2as
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be = a’ +4as
bs= alas—a1 as as +4a2 as + a2ai— a,
olarak tanimlanir. Bundan baska E eliptik egrisinin diskriminant: ve j degismezi
A(E) =— b3 bs —8b; — 27 + 92 ba bs

ve

~
Il
A

olarak tanimlanair.

2.2 Eliptik Egriler Uzerinde Toplama Islemi

Bu kisimda, bir cisim tizerinde tamimlanmus olan bir E eliptik egrisinin

noktalarmin olusturdugu kiime tizerinde toplama islemi tanimlanarak bu kiimenin bir

grup yapisina sahip oldugu gosterilecektir. Bu nokta kiimesi tizerindeki toplama islemi

asagidaki sekilde tanimlanir.

P ve Q, E eliptik egrisi tizerinde farkli iki nokta olsun. Bu durumda P ve Q

noktalarindan gegen I dogrusu E eliptik egrisini liglincii bir noktada keser, eger bu

nokta P * Q ile gosterilirse, P ve Q noktalarinin toplami olan P + Q, az 6nce elde edilen

P * Q noktasmin x eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir.

Sekil 2.2.1
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Bu toplama islemi analitik olarak soyle ifade edilebilir: P = (x1, y1) ve Q = (x2, 12), E
eliptik egrisi tizerinde farkl iki nokta ve bu iki noktadan gegen I dogrusunun denklemi
y=mx+bise

V¥=x3+Ax+Bvey=mx+b
denklemlerinden
xB-m?x2+(A-2mb)x+B-b>*=0 (2.2)
esitligi elde edilir. Bu kiibik polinomun kokleri x1, x2 ve P * Q = (x3, y3) noktasmin x
koordinat1 x3 olmak tizere, P * Q noktasinin x eksenine gore simetrigi olan nokta
P+Q = (x3 —ys)

noktasidir.

Yukarida tanimlanan toplama islemi Ornekler yardimiyla asagidaki sekilde

aciklanabilir; ilk olarak

Ei:y?=x%-2x
egrisi ve bu egri tizerindeki P = (0, 0) ve Q = (-1, 1) noktalan dikkate alimirsa P ve Q
noktalarindan gecen [ dogrusunun denklemi y = —x olur. O halde, bu egri ve I
dogrusunun kesistikleri noktalar

X —-x2-2x=0
denklemi yardimiyla (0, 0), (-1, 1) ve (2, -2) olarak bulunur. Dolayisiyla, P * Q = (2, -2)
ve bu noktanin x eksenine gore simetrigi olan nokta, yani P + Q = (2, 2) dir. Asagidaki

sekilde Ei egrisi tizerindeki P, Q, P * Q ve P + Q noktalar1 goriilmektedir.

ylixjf 2x
P+Q

PxQ

Sekil 2.2.2
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Yukarida farkli iki noktanmn toplamu ile ilgili bir 6rnek ele alinmustir, simdi
Ex:y2=x3+2
egrisi lizerindeki R = (-1, 1) noktasimin kendisi ile toplami dikkate alinacaktir. Bu

durumda E: e@risinin R noktasindaki tegeti olan / dogrusunun denklemi y = ? dir.

E:> egrisi ile | teget dogrusunun kesistikleri noktalar (x + 1)? (x — %7) = 0 esitligi

yardimiyla, (-1, 1) ve (%7/ %1) olarak bulunur. Dolayisiyla R * R = (%7, 7?1) ve

boylece R + R = (%7, —%1) olarak elde edilir. Asagidaki sekilde E: egrisi tizerindeki R,

R * R ve R + R noktalar1 goriilmektedir.

ke
i L
R
~— o
R+FR
Sekil 2.2.3

2.2.1 Teorem. E, F cismi iizerinde tamuml: bir eliptik egri olsun. Bu durumda E eliptik

egrisi tizerindeki noktalar asagidaki 6zellikleri gergeklerler:

i. P1, P> € E(FF) olmak tizere P1+ P2 = P2 + P1dir (degisme ozelligi),
ii. P € E(IF) olmak tizere P + O = P dir (birim eleman 6zelligi),

iii. P € E(F) ise P+ P’= O olacak bigcimde bir P’e E(F) vardir ve bu durumda P’= -P

dir (ters eleman ozelligi),

iv. P1, P>, Ps € E(F) olmak tizere (P1+ P2) + Ps = P1 + (P2 + Ps) dir (birlesme 6zelligi)

(Washington 2003).
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Yukarida verilen teorem, E eliptik egrisi tizerindeki noktalarin olusturdugu
kiimenin toplama iglemine gore bir degismeli grup oldugunu belirtmektedir. Daha

oncede belirtildigi gibi sonsuzdaki nokta “O” bu grubun birim elemanidir.
2.3 Eliptik Egriler Uzerindeki Sonlu Mertebeli Noktalar

Bu kisimda, E eliptik egriler tizerindeki sonlu mertebeli noktalar, yani biikiim
(torsiyon) noktalar ile ilgilenilecektir. flk olarak sonlu mertebeli nokta kavrami
acgiklanacak daha sonra bir E eliptik egrisi {izerinde mertebesi iki ve {i¢ olan noktalarin
grup yapisi verilecek ve son olarak n-mertebeli noktalarin grup yapisi ile ilgili sonuglar

ele alinacaktir.

2.3.1 Tanum. E, [F cismi tizerinde tamiml1 bir eliptik egri ve n € N olsun. Bu durumda

nP=0

olacak bi¢cimdeki P € E(IF) noktasina biikiim (torsiyon) noktas: ya da sonlu mertebeli nokta

denir. Bu sarti saglayan en kiiglik n sayisma P noktasinin mertebesi denir. Eger P

noktasi bir biikiim noktasi degilse bu nokta sonsuz mertebeli nokta olarak adlandirilir.

2.3.2 Tamim. E, FF cismi tizerinde tamiml bir eliptik egri ve n € N olmak iizere

E[n]={Pe E(F)InP=0}
kiimesine E eliptik egrisinin n. mertebeden noktalarinin kiimesi ya da n-biikiim noktalarinin

kiimesi denir.

Dikkat edilirse E[n] kiimesi E(ﬁ) tizerinde tanimlanmustir. Ayrica E[n] nin E nin

bir alt grubu oldugu agiktir. Burada her n € Nigin O € E[n] dir.

Bir eliptik egri tizerindeki iki mertebeli noktalarin olusturdugu grubun yapisi

asagidaki onermede belirtilmistir:
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2.3.3 Onerme. E, F cismi {izerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. Eger, F karakteristigi

ikiden farkli bir cisim ise

E[2]=Z2 ®Zo,
eger IF karakteristigi iki olan bir cisim ise
E[2] = O veya Z2

dir (Washington 2003).

Asagidaki teorem ise bir eliptik egri tizerindeki n mertebeli noktalarin

olusturdugu grubun yapisi belirtilmektedir:

2.3.4 Teorem. E, I cismi tizerinde taniml bir eliptik egri, n € N olmak tizere F nin

karakteristigi n yi bolmiiyor veya sifir ise

E[Vl] = I ® L
dir. Eger F nin karakteristigi p>0vep | nise p{ n’ olmak tizere n =p"n’ igin
E[n]=Zd ®Zx veya E[n]=Zn ®Z s

dir (Washington 2003).

2.3.5 Uyar1. Karakteristigi p olan bir cisim tizerinde taniml E eliptik egrisi i¢in E[p] = Zy

ise E eliptik egrisine siradan (ordinary) egri ve E[p] = O ise siipersingiiler egri denir.
2.4 Birasyonel Denk Eliptik Egriler
Bu kisimda iki eliptik egri arasindaki birasyonel denklik kavrami ele

almacaktir. Buna gore verilen bir E eliptik egrisi uygun birasyonel doniistimlerle E den

daha basit bir yapiya sahip bir E’ eliptik egrisine dontistiiriilebilir.
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2.4.1 Tanim. F cismi tizerinde tanimh

E:y*+ mxy +asy = x5 + a2x> + qax + as
ve
E:y?+axy +ay =x"+ax” +ax +a,
E ve E’ eliptik egrileri verilsin. Bu durumda E egrisini E” egrisine doniistiiren

x=u2 x'+r, y=udy +utsx’+t (u,r,s,te F,u#0) (2.3)

doniistimleri varsa E ve E” eliptik egrilerine F cismi {izerinde birasyonel denktir denir.

Bu dontistimlerin tersleri vardir ve tersleri

x'—i(x—r) = L
u’ Y u’(y —sx+sr—t)

bi¢imindedir. Bu donitistimlere kendisi ve tersi rasyonel doniisiimler denir. Bu durumda

(2.3) de verilen doniisiimler E ve E’ eliptik egrileri arasinda birebir-6rten bir doniistim

belirtir ve boylece F cismi tizerindeki birasyonel denklik iliskisi bir denklik bagintisi
olur. Bu egriler arasindaki bu birebir-6rten doniisiim E(F) ve E’(F) arasinda bir
izomorfizm olusturur. Bu durumun tersi dogru degildir. Yani, E ve E’egrileri F cismi

tizerinde birasyonel denk olmasalar bile E(F) ve E’(F) izomorf olabilir.

2.4.2 Teorem. E, F cismi tizerinde taruml1 bir eliptik egri (Kar(F) # 2, 3) olsun. Bu

durumda

E :yp=x3+Ax+B (A, Be )

Zimmer 2003).
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Bu teorem, karakteristigi 2 ve 3 den farkli olan herhangi bir cisim {izerinde
tamumhi  bir E eliptik egrisinin Weierstrass formunda ifade edilebilecegini

belirtmektedir.
2.5 Singiiler Egriler

x® + Ax + B = 0 kiibik denkleminin birbirinden farkli kokleri ya da katli kokleri
bulunabilir. Eger bu kiibik denklemin katli kokii var ise y?> = x® + Ax + B esitliginin
belirttigi egrini bir eliptik egri olmadig1 daha 6nce belirtilmisti. Acaba x* + Ax + B =0
kiibik denklemi kathi kok bulunduruyorsa ne olur? Toplama kurali bu durumda da

gecerli olur mu? Bu kisimda bu sorulara yanitlar aranacak, bu durumda eliptik egrinin

noktalarmin olusturdugu kiime {izerindeki toplama isleminin, F nin elemanlarinin

toplami, F* = F \ {0} m elemanlarinin ¢arpimi veya F nin bir genislemesindeki

elemanlarinin carpimina doniistiigii goriilecektir. Ilk olarak bu katli kokler yardinyla
elde edilen egri tizerindeki noktalar adlandirilacak ve bu noktalarin karakteri

belirlenecektir.

2.5.1 Tanim. C cebirsel egrisi flx, y) = 0 denklemiyle tanumlansin. Bu durumda

P = (xo, yo) € C noktasinin C egrisinin bir singiiler noktas: olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o _ove L _
o (o, yo) =0 ve oy (0, Yo) =0

olmasidir.

Eger P = (xo, yo) noktasinda birinci kismi tiirevler sifirsa singiiler nokta katli bir
noktadir. Bu katli nokta, iki farkli tegetinin olmasi halinde diigiim (node) noktas:, iki
tegetinin ¢akismasi halinde ¢ikint: (cusp) noktas: olarak adlandirilir. Singtiler noktalar:
olan egriye singiiler egri, singiiler noktalar1 olmayan bir egriye de singiiler olmayan egri

denir.
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2.5.2 Onerme. Weierstrass uzun formunda verilen eliptik egriler asagidaki gibi
simiflandirilabilir:

i. Egri singtiler degildir < A # 0. Diger durumda egri tek bir singtiler noktaya sahiptir,
ii. Egrinin bir diigiimii vardir < A=0ve cs #0 dir,

iti. Egrinin bir ¢ikintis: vardir & A= 0 ve ¢4 =0 dir (Silverman 1986).

Bu ¢alismada Ei: 2 = x3, E2: y? = x3 + ax? (a € F*) denklemleriyle verilen singiiler

egrilerle ilgilenilecektir. P = (0, 0) ve O noktasmin bu egriler tizerinde oldugu agiktir.
Ayrica 4; = 4, = 0 oldu§undan bu egrilerin j degismezleri tanimli degildir. Ustelik
¢y, =0 ve ¢, = 16a% oldugundan E: egrisinin gikintis1 ve E2 egrisinin diigiimi vardr.
Her iki halde de singiiler nokta P = (0, 0) noktasidir. Bu noktanin singiiler nokta oldugu
kismi tiirevler yardimiyla goriilebilir. Ornegin E1egrisi igin,

f )=y =0

fonksiyonun kismi tiirevleri

L -3x%, S
ox oy

dir. O halde
¥ -x3=0, —3x% =0, 2y=0
denklemleri birlikte diistintiliirse karakteristik ne olursa olsun bu {i¢ denklemin bir tek

¢Ozlimiiniin x =y = 0 oldugu gortiliir.
d /

{0, 0) \ '\ V|/09f

2 2 2 3 2
=z \\ ¥ =x taxr

P = (0, 0) noktasi bir ¢ikintidir. P = (0, 0) noktas1 bir diigtimdyir.
Sekil 2.5.1
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[k olarak Ei: 12 = x® denklemi ile verilen singiiler egri ele alinacak ve bu
singliler egrinin Ozellikleri tizerinde durulacaktir. Dikkat edilirse, P = (0, 0) noktas1 E:
tizerindeki tek singiiler noktadir. Bu noktadan gecen herhangi bir dogru E: egrisini bu
noktadan bagka en c¢ok bir noktada kesebileceginden P = (0, 0) noktas1 ile egrinin
herhangi bir noktasinin toplanmasi miimkiin degildir, yani bu singiiler nokta ile
egrinin singiiler olmayan noktalar1 toplanamaz. Bu nedenle egri {izerindeki singiiler

olmayan noktalar ve sonsuzdaki nokta olan O noktasinin olusturdugu noktalarin

kiimesi dikkate alinir, bu noktalarin kiimesi Eus(F) ile gosterilir. Bu kiimenin noktalar1

ile toplama islemi yapilir ve bu noktalar igin toplama islemi daha oOnceki gibi
tanimlidir. Bu durumda egrinin singiiler olmayan herhangi iki noktasindan gecen

dogru hig¢bir zaman P = (0, 0) noktasindan ge¢mez.

Asagidaki teorem bu singiiler egrinin {izerindeki singtiler olmayan noktalarmn

olusturdugu Ens(IF) kiimesinin bir toplamsal grup oldugunu gostermektedir:

2.5.3 Teorem. [F cismi tizerinde tanimli E1 : 12 = x3 egrisi verilsin. Ex(IF), O noktasi ile
birlikte E tizerindeki singiiler olamayan noktalarin kiimesi olsun. Bu durumda
Ex() > F, (x,y) > =, 00
y
doniistimii bir izomorfizmidir ve Eus(F) bir toplamsal gruptur (Washington 2003,

Silverman ve Tate 1992).

Benzer sekilde, Ez : 1?2 = x® + ax? denklemi ile verilen singiiler egri igin de

P = (0, 0) noktasi tek singiiler noktadir. a? = a olmak tizere E: egrisinin denklemi

2
3o
X

olarak da yazilabilir. x, 0 noktasina yaklastikca bu esitligin sag tarafi a ya yaklasir. O

halde x = 0 oldugunda egri
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2
LA Y-+
(xj aveya ~=*a

olur. Bu ise (0, 0) noktasindan gegen tegetlerin
y=axvey=-ax

oldugunu gosterir. Boylece, bu durumda E.s(F) kiimesinin grup yapisi asagidaki

teorem ile verilebilir.

2.5.4 Teorem. a € * olmak {izere E2: 12 = x3 + ax? egrisi verilsin. Bu durumda a? = a

olmak {lizere ¢ donlisimi

. y+ax
Lo y) L2 051
¢ (x, y) -

olarak tanimli olsun. Bu durumda,

i. a € F ise ¢ dontisimii Ens(F) ve F* arasinda bir izomorfizmdir,
ii.a ¢ F ise ¢ dontisimii Ens(F) ve { u + av | u, v € F, u?> — av? = 1} arasinda bir
izomorfizmdir, bu kiime ¢arpma islemi altinda bir gruptur (Washington 2003,

Silverman ve Tate 1992).

2.6 Sonlu Cisimler Uzerinde Taniml1 Eliptik Egriler

Bu kisimda sonlu bir cisim iizerinde tamimli eliptik egriler ele alinacaktir. Fy, p
bir asal say1 olmak tizere p elemanli sonlu bir cisim ve E eliptik egrisi I, cismi tizerinde
tanumli olsun. Bu durumda x, y € Fy olacak bigimdeki E tizerindeki (x, y) ikilileri sonlu

¢oklukta oldugundan E(Fy) mutlaka sonlu bir grup olusturur.

Sonlu cisimler tizerinde taniml eliptik egrilerle ilgili calismalarin biiytik bir
kismi bu egriler tizerindeki noktalarin sayisinin belirlenmesi ile ilgilidir. Sonlu bir

cisim tizerinde taniml bir eliptik egri tizerindeki noktalarin sayis1 igin soyle bir
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tahminde bulunulabilir; her bir x degeri i¢in, eliptik egrinin denklemini gercekleyen en

cok iki y degeri bulunacagindan E(FF») tizerindeki noktalarin sayisi igin bir iist sinir

2p + 1 olarak distiniilebilir, bu toplama sonsuzdaki O noktas: da dahildir. Diger
yandan egrinin bu denklemini gercekleyen sonlu bir cisimdeki elemanlarin ikinci

dereceden bir kalan olma olasilig1 yiizde elli oldugundan bu noktalarin sayis1 p tane

olacaktir. Boylece E(Fy) tizerindeki noktalarin sayisi i¢in bir tist sinir, O noktas: ile

birlikte p + 1 olur.

Asagida verilecek olan Hasse teoremi E(FFp) egrisi tizerindeki noktalarin

sayisinin yaklasik olarak p + 1 oldugunu belirtmektedir.

2.6.1 Hasse Teoremi. E, [F, sonlu cismi iizerinde taniml bir eliptik egri olsun. Bu

durumda
1#EFp) - (p+ 1)l < 2/p

dir (Silverman 1986).

Asagidaki teorem ise ikinci dereceden kalanlar yardimiyla bir eliptik egri

tizerindeki noktalarin sayisinin tam olarak ne oldugunu belirtmektedir.

2.6.2 Teorem. E : > = x3 + Ax + B eliptik egrisi F, sonlu cismi tizerinde taniml bir eliptik

egri olmak tizere

3
() =p+1+ Z[x +Ax+B]

xe Fp p

dir (Washington 2003).
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2.7 Frobenius Endomorfizmi

Bu kissmda (x, y), E eliptik egrisi lizerinde bir nokta olmak iizere (x¥, y)
noktasini veren bir endomorfizm tanimlanacak ve bu endomorfizmin izi yardimiyla da

eliptik egriler tizerindeki noktalarin sayismin nasil bulunabilecegi belirtilecektir.

2.7.1 Tanim. E, Fy sonlu cismi tizerinde taniml1 bir eliptik egri olsun. E eliptik egrisinin
p-Frobenius endomorfizmi
(12 E —-E
o, y) = y), ¢(0)=0

olarak tanimlanir.

2.7.2 Teorem. E, [, sonlu cismi lizerinde taniml bir eliptik egri olsun. Bu durumda ¢
Frobenius endomorfizmi olmak tizere
9, —agp+p=0
esitligini gercekleyen bir tek a tamsayis1 vardir. Diger bir ifade ile (x, y) € E(Fp) ise
9, y)—apx, y) +plx,y) =0

esitligini gercekleyen bir tek a tamsayisi vardir. Bu a tamsayisna p-Frobenius

endomorfizminin izi denir. Ustelik bu a tamsaysi (m, p) = 1 olmak iizere her m igin
a=iz((g,)n) (m)

denkligini gercekleyen tek tamsayidir (Washington 2003, Schmitt ve Zimmer 2003).

Asagidaki teorem endomorfizmin izi yardimiyla eliptik egri tizerindeki

noktalarin sayisin1 vermektedir.

2.7.3 Teorem. E, Fp sonlu cismi {izerinde tanimh bir eliptik egri olsun. p-Frobenius

endomorfizminin izi a olmak lizere



29

#EF)=p+l-a

dir (Schmitt ve Zimmer 2003).

2.7.4 Uyar1. X? — aX + p bicimindeki polinoma Frobenius endomorfizminin karakteristik

polinomu denir.

2.8 Bir Eliptik Egrinin Indirgemesi

E:y?>=x%+ Ax + B eliptik egrisi Q cismi tizerinde taniml bir egri ve p bir asal

say1 olsun. Bu durumda modiilo p de bir indirgeme doniisiimii vardir. Indirgeme

doniigtimii kullanilarak E egrisinden

eliptik egrisi elde edilir, burada A,B € F, dir. Bu egri igin asagidaki ti¢ halden biri s6z

konusudur ve dolayisiyla E eliptik egrisi asagidaki bicimde siniflandirilabilir:
i. E singiiler olmayan bir egri ise E iyi indirgemeye sahiptir,
ii. E egrisinin diigiimii (node) varsa E carpimsal indirgemeye sahiptir,

iii. E egrisinin ¢cikintisi (cusp) varsa E toplamsal indirgemeye sahiptir.

Son iki haldeki gibi bir indirgeme s6z konusu ise E eliptik egrisi kotii indirgemeye
sahiptir denir. Eger E carpimsal indirgemeye sahip ve diigiimden gecen tegetlerin

egimleri [, (ya da [F» de degilse) de ise bu indirgemeye dagilan carpimsal indirgeme (ya

da dagilmayan ¢arpimsal indirgeme) denir.

2.8.1 Ornek. Q cismi tizerinde tanumli

E:y*=x(x+35)(x - 55)
eliptik egrisi dikkate alinirsa, bu durumda

[Fs de E:y2=x°
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M

F7 de (P =x(x+1)

M

Fu de S =x(x +2)

indirgenmis egrileri elde edilir. Birinci durumda E egrisinin ¢ikintis1 vardir ve

dolayisiyla E, Fs de toplamsal indirgemeye sahiptir. Tkinci durumda E, F7 de dagilan
carpimsal indirgemeye sahiptir ve son durumda ise tegetin egimi a ¢ 11 oldugundan
E, Fu1 de dagilmayan carpimsal indirgemeye sahiptir. Eger p asal sayis1 13 ten biiyiikse

bu durumda kiibik polinomun F, de farkli kokleri olur ve dolayisiyla E egrisi Fp

tizerinde singiiler olmayan bir egri olur, yani E egrisi p > 13 igin iyi indirgemeye

sahiptir. Dikkat edilirse, E egrisi singiiler bir egri olamadig1 halde bu egrinin F,

tizerindeki indirgemeleri singiiler olabilir.

2.9 Fy» Uzerinde Taniml Eliptik Egriler

Bu kisimda, asagida verilecek olan teorem ile Fy sonlu cismi {izerinde tammli

eliptik egrilerin nokta sayilar1 yardimiyla Iy iizerinde tanimli olan eliptik egrilerin

uizerindeki noktalarin sayis1 belirlenecektir.

2.9.1 Teorem. p-Frobenius endomorfizminin izi a olmak iizere
#E(Fp)=p+1-a
olsun. Eger
X2 —aX+p=X-a)X - P
ise her n > 1 icin

HEE) =p'+ 1= (@ + )

dir (Washington 2003).
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2.9.2 Ornek. E : 12 + xy = 23 + 1 denklemi ile verilen E eliptik egrisi icin # E(F2) = 4 dir.
Bu durumda a =2 +1 -4 =-1 oldugundan karakteristik polinom
X2 4 X40= (X__HT HJ (X__I_T HJ

bi¢imindedir. O halde Teorem 2.9.1 geregi
2 2
#E(Fs)=4+1- (_HzﬁJ - (‘“ﬁJ =8

2

olarak bulunur. Benzer bi¢cimde

101 101
(_ 1+4-7 J + (‘1‘ 2‘/3 J = 2969292210605269

2

dir ve dolayisiyla

# E(IF2101) = 2101 + 1 — 2969292210605269 = 2535301200456455833701195805484

olarak bulunur (Washington 2003).

2.10 Boliim Polinomlar:

Bu kisimda bir eliptik egrinin boliim polinomlar: kavrami tanimlanacak ve bu
polinomlarin baz1 Ozellikleri incelenecektir. Daha sonra bir eliptik egrinin boliim

polinomlar1 yardimiyla eliptik boliinebilir diziler tanimlanacaktir.

2.10.1 Teorem. E, I cismi lizerinde tanimli

E:y=x*+Ax+B
denklemi ile verilmis bir eliptik egri olsun. Bu durumda E eliptik egrisinin

Yne Zx,y, A, B]

boliim polinomlar:
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P3=3x*+ 6Ax* + 12Bx — A?,
4 =4y(x® + 5Ax* + 20Bx® — 5A%x2 — 4ABx — 8B% — A3),

her n 22 i¢in,
Vo1 = ‘/’n+2‘/’3 - ‘/’ml‘/’ju

her n 2 3 i¢in,

2 2
‘/Izn — (‘/Iwrz‘//nl ‘//n—z‘//nﬂ J
v,

ve n <(0igin

l’b—n = - l,bn
bi¢imindedir (Washington 2003).

Asagidaki teoremde bir eliptik egrinin boliim polinomlarinin gercekledigi ve

eliptik boltinebilir dizilerin taniminda da kullanilacak bir bilineer baginti1 verilmistir.

2.10.2 Teorem. Bir eliptik egrinin boliim polinomlar1 her n, m € Z igin

VirsnWm—n = l//m+ll//m—ll//2 - l//n+ll//n—ll//r2n
esitligini gergeklerler (Charlap ve Robbins 1988).

2.10.3 Teorem. E, I cismi lizerinde tanimli

E:y*+mxy +asy = x5 + a2x> + qax + as

denklemi ile verilmis bir eliptik egri olsun. Bu durumda her n € Z icin ¢» boliim

polinomlarinin katsayilari R =Z [a1, a2, a3, a4, as] halkasindadir (Swart 2003).

2.10.4 Teorem. Bir eliptik egrinin boliim polinomlar: boliinebilirlik 6zelligine sahiptir,

yani nlm ise Pl ¢m dir (Ian Connel).
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3. BOLUM

F, UZERINDE TANIMLI SINGULER EGRILER

Calismanin bu boliimiinde p > 3 bir asal say1 olmak tizere, F, sonlu cismi

tizerinde tanuml1 E1 : 12 =x3 ve E2: y> = x° + ax?singiiler egrileri ele alinacaktir. Kisim 3.1
de E:1 : 12 = x® egrisi ele alinacak bu egri lizerindeki noktalarin sayis: literatiirdeki
yontemlerden farkli yontemlerle verilecek, E: egrisi lizerindeki singiiler olmayan
noktalarin karakterleri belirlenecektir. Daha sonra bu egriler iizerindeki noktalarin
apsis ve ordinatlariin toplamlariyla ilgili baz1 sonuglar elde edilecek ve E:i singiiler
egrisi tizerindeki singiiler olmayan noktalarin grup yapis: belirlenecektir. Son olarak Ei
singliler egrisi tizerindeki sonlu mertebeli noktalarin neler oldugu belirlenecektir.
Kisim 3.2 de E: singiiler egrisi igin yapilan bu iglemler Ez : y? = x* + ax?singiiler egrileri

icin yapilacaktir. Kisim 3.3 de ise [Fy" tizerinde tanimli Ei1 ve E: singiiler egrilerinin

mertebeleri belirlenecektir.

3.1 F, Uzerinde Taniml1 E1: y? = »° Egrisi Uzerindeki Rasyonel Noktalar

Bu kisimda ilk olarak Ei : y? = x3 egrisi tizerindeki rasyonel noktalarin sayisi
belirlenecektir. Daha sonra bu noktalarla ilgili bazi1 ozellikler verilecek, bu egri
tizerindeki biikiim noktalar belirlendikten sonra bu egri {izerindeki singiiler olmayan

noktalar kiimesinin grup yapisi belirlenecektir.

Asagidaki teorem E: egrisi izerindeki noktalarin sayisini belirtmektedir:

3.1.1 Teorem. F, sonlu cismi iizerinde tanuml1 Ei : y? = x° singiiler egrisi tizerindeki

noktalarin sayisi
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#EA(Fp)=p + 1

dir.
Ispat. (x, y) noktas1 E1 egrisi {izerinde P = (0, 0) ve O noktasindan farkli bir nokta olsun.
Bu durumda 32 = x8 esitliginden ¢ = x* € Qp olacak bi¢imde bir ¢ sayis1 vardir. O halde

bu bicimdeki t sayilarinin sayis1 Qp nin eleman sayisi olan pT—l tanedir. Ustelik 12 =

oldugundan her bir ¢ sayis1 icin iki tane y degeri vardir. Dolayisiyla bu bigimdeki (x, v)

noktalarmin sayisi 2-7)7_1= p — 1 tanedir. Son olarak P = (0, 0) singtiler noktas1 ve O

noktas1 dikkate alinarak E: singiiler egrisi {izerindeki noktalarin sayisinin p + 1 tane

oldugu goriliir.

3.1.2 Uyar1. Ei : y? = x® singiiler egrisi tizerinde P = (0, 0) singiiler noktas1 ve O noktasi
ile birlikte p + 1 tane nokta vardir. Dikkat edilirse bu egri bir siipersingiiler egri

degildir.
Bu teorem ikinci dereceden kalanlar yardimiyla asagidaki sekilde ifade edebilir:

3.1.3 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanimli Ei : 32 = x® singiiler egrisi tizerindeki

noktalarin sayisi

#E1(Fp) =2 +Zp(x)

xer

dir, burada

dir.

ispat. Eger x3=1y2=t e Qpise Up, [y deki birimlerin kiimesi olmak tizere y € Uy nin iki

degeri vardir. Eger x* = y2 =t ¢ Qp ise bu durumda ¢ bir ikinci dereceden kalan
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olmadigindan boyle bir y degeri yoktur. Son olarak P = (0, 0) singiiler noktas1 ve O

noktasi ile birlikte Ei : y? = x® singiiler egrisi tizerindeki noktalarin sayis1 2 + Z p(x) dir.

xer

3.1.4 Ornek. Fu iizerinde tanimli 32 = x® singiiler egrisi verilsin. Bu durumda bu egri

tizerindeki noktalarin sayis1 Qu=1{1, 3, 4, 5, 9 } oldugundan

#E1(Fp) =2+ Zp(x)

=2+p(0) +p(1) + p2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) + p(7) + p(8) + p(9) + p(10)
=2+0+2+0+2+2+2+0+0+0+2+0 =12

olarak bulunur.

Bu sonug, ikinci dereceden kalanlar yerine figiincii dereceden kalanlar

yardimiyla yeniden ifade edebilir:

3.1.5 Teorem. 1> = x5 = t olsun. Bu durumda F; tizerinde tarumli E: : y? = x3 egrisi

tizerindeki noktalarin sayis1

1+ f(t) p=1(6)

— yer
PEITL S0 p=se

ye Fp

dir, burada

0, teKk,
fity=31,  plt
3, te Kp

ve g(t) =1 dir.

Ispat. i. p =1 (6) olsun. Eger p!t ise x> = t (p) denkligi x> = 0 (p) haline gelir ve bu halde
tek ¢oztim x = 0 (p) dir ve bu ¢oziimden P = (0, 0) noktas: elde edilir. t ¢ K," = Kp ise t
tclincii dereceden kalan degildir ve x° = t (p) denkliginin ¢6ziimii yoktur. Eger t e K’

isep=1(6) ve(p—1,3)=3 oldugundan x* =t (p) denkligi ii¢ tane ¢oziime sahiptir.
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ii. p=5 (6) olsun. Eger pltise x* =t (p) denkligi x* = 0 (p) haline gelir ve bu halde
tek ¢oziim x = 0 (p) dir ve yukaridakine benzer bigimde bu ¢oziimden P = (0, 0) noktas1
elde edilir. p = 5 (6) oldugundan her bir t sayis1 bir {iglincii dereceden kalandir.
Dolayisiyla her bir t € K" igin p =5 (6) ve (p — 1, 3) = 1 oldugundan x® =t (p)

denkliginin bir tane ¢oziimii vardir.

3.1.6 Ornek. Fis iizerinde tanimhi 32 = x® singiiler egrisi verilsin. Bu durumda bu egri

tizerindeki noktalarin sayis1 y?=x*=t ve K13=1{0, 1, 5, 8, 12 } oldugundan

#E\(Fp)= 1+ ) f(1)

=1+f(0) + f(1) + f(4) + f9) + f3) + (12) + A10) + [(10) + f(12) + f(3) + fO)+ f(4) + f(1)
=1+1+3+0+0+0+3+0+0+3+0+0+0+0+3 =14

olarak bulunur.

Asagidaki teoremde Ei : 12 = x3 singiiler egrisi tizerindeki singiiler olmayan

noktalarin karakterleri belirlenmistir:

3.1.7 Teorem. F, sonlu cismi {lizerinde tanuml1 E: : y? = x° singiiler egrisi verilsin. Bu

durumda (x, y) noktasmin E: singiiler egrisi {izerinde singiiler olmayan bir nokta
olmasi icin gerek ve yeter sart x € Qp ve y € Kp olmasidir.

Ispat. (x, y) noktas1 E1 singiiler egrisi iizerinde singiiler olmayan bir nokta olsun. Bu
durumda (x, y) noktasi 12 = x* esitligini gerceklediginden bu esitlik 1> = x? x olarak
yeniden yazilirsa x2, y2 € Qp (x, y) oldugundan x € Q, dir. Tersine x € Qp ise x* € Qp

olacagindan x3 = 12 olacak bicimde bir y € F, noktas1 vardir. Ustelik x = # ise y = £ tiir.

Benzer bigimde 12 = x° esitliginden y? € K, ve dolayisiyla y € K; dir. Tersine y € Kp ise

2 € Kp olacagmdan x® = 12 olacak bigimde bir x € F, noktast vardir. Ustelik y = £ ise

x =2 dir.
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3.1.8 Ornek. Fi7 iizerinde tanimh 12 = x® singiiler egrisi verilsin. Bu durumda

Q={1,248913,1516}ve Kir=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 }
oldugu dikkate alinirsa

Ei(Frr) ={ (0, 0), (1, 1), (1, 16), (2, 5), (2, 12), (4, 8), (4, 9), (8, 6), (8, 11), (9, 7), (9, 10),

(13, 2), (13, 15), (15, 3), (15, 3), (15, 14), (16, 4), (16, 3), O }

bicimindedir ve egri tizerindeki bu noktalar igin x € Qp ve y € K, dir.

“(x, y) noktasi singiiler olmayan bir noktadir & x € Qy ve y € K, “ oldugu goz
oniine almarak E: : y? = x° singiiler egrisi lizerindeki noktalarin apsisleri ve ordinatlar

ile ilgili sonuglar verilebilir:

3.1.9 Teorem. [, sonlu cismi tizerinde tanimli E: : y2 = x° singiiler egrisi verilsin. Bu egri

uizerindeki noktalarin apsislerinin toplam

2. x=0(p)

(x,y)eE,

ve bu egri lizerindeki noktalarin ordinatlarimin toplami

>y =0(p)

(Ve

dir.

Ispat. (x, y) noktasi Fi iizerinde singiiler olmayan bir nokta ise x € Q, oldugundan E:
tizerindeki tiim singiiler olmayan (x, y) noktalarinin x- koordinatlarmin toplami Qp nin

elemanlariin toplamina esittir, yani,

dx=>t (3.1)

(yEE,  1€Q,
dir. Qp nin elemanlar1 {1, 4, ..., (pT_l)2 } dir, dolayisiyla, Qp nin elemanlarinin toplami
P—lj(iﬂ—l +1)(2P—1+ 1)
( 2 2 2 _rp-Dp+1 (32)
6 24 '

olarak bulunur. Boylece (3.1) ve (3.2) esitliklerinden
2. x=0(p)

(x,y)EE,
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oldugu goriliir.

Benzer bicimde (x, y) noktas1 Ei tizerinde singiiler olmayan bir nokta ise y € K,
oldugundan E: tizerindeki tiim singiiler olmayan (x, y) noktalarinin y-koordinatlarinin
toplam1 Ky nin elemanlarmin toplamina esittir. Bu durumda iki hal s6z konusudur.

i. p=1 (6) olsun. Bu durumda c # 0 olmak {izere bir c € K, vardir. Diger bir ifade

ile c = x3 (p) olacak bigimde bir c € Fpvardir. p —x # x oldugundan (p — x> =—x*=— (p)

ve dolayisiyla — € Ky dir. Dolayisiyla “c € Ky < —c € K" dir. Kp" 1n eleman sayis1 P ; L
oldugundan pT—l tane c ve p — c cifti vardir. Bu bigcimdeki her bir ¢iftin toplamu p tane
oldugundan

keK,
dir.

ii. p =5 (6) olsun. Bu durumda K, = Fy oldugundan

S k= p(p+1)
keK, 2
olur. Dolayisiyla her iki halde de
2.y =00
(¥, )k,

dir. Son olarak P = (0, 0) noktasi ile birlikte

2.8= 2y=0(

(x,y)eE, (x,y)eE,

olarak bulunur.

Simdi E: egrisi lizerindeki singiiler olmayan (x, y) noktalarmin ordinatlar: ile
ilgilenecektir. Asagidaki teoremde farkli ordinatlara sahip noktalarin sayisinin ne

oldugu belirlenmistir:
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3.1.10 Teorem. [, sonlu cismi tizerinde tanimli Ei : y? = x3 singiiler egrisi verilsin. Bu

durumda E: singiiler egrisi tizerindeki farkli ordinatlara sahip singiiler olmayan (x, y)
noktalarmin sayisi
P2 p=16)
p-1 p=5(6)
dir.
Ispat. 12 = (p) denkliginde 12 =t olarak alinirsa x° = t (p) olur. Bu denkligin ¢6ziimii
ise iki farkli y degeri verir. Dolayisiyla iki hal s6z konusudur.
[lk olarak p = 1 (6) olsun. Bu durumda, bu denkligin farkli ¢dziimlerinin sayis

p+2 p+2

= tanedir. Bu ¢oziimlerden bir tanesi 0 oldugundan = 1=p-1

¢Oziimiin iki

tarkli x degeri vardar.
Eger p =5 (6) ise bu durumda bu denkligin farkli ¢oziimlerinin sayis1 p dir, bu
¢ozlimlerden bir tanesi 0 oldugundan, bu halde de p — 1 ¢oztimiin iki farkli x degeri

vardir.

3.1.11 Ornek. F7 ve F iizerinde tamimli y2 = x° singiiler egrisi {izerindeki noktalar
Ex7) ={(0,0), (1, 1), (1, 6), (2, 5), (2, 1), (2, 6), (4, 1), (4,6), O},
Ei(F23) ={ (0, 0), (1, 1), (1, 22), (2, 10), (2, 13), (3, 2), (3, 21), (4, 8), (4, 15),
(6, 3), (6,20), (8 11), (8, 12), (9,4), (9, 19), (12, 7), (12, 16), (13, 9),
(13, 14), (16, 5), (16, 18), (18, 6), (18, 17), O }

bi¢imindedir. Burada farkli ordinatlar sirasiyla
1,6e Ki"vel, 2,3,4,56,738,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 € K>5"
dir.
Asagidaki teorem ile Ei singiiler egrisi tizerindeki singtiler olmayan noktalarin

grup yapisi belirlenmistir:
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3.1.12 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanuimli E1 : y> = x® singitiler e8risi verilsin. Bu

durumda,

Eus(Fy) = Zy

dir.

Ispat. Lagrange teoremi geregi, Exs(IFy) nin mertebesi p ve p bir asal say1 oldugundan

Ei : y? = x® singiiler egrisi tizerindeki O dan farkli her bir singiiler olmayan (x, v)

noktasinin mertebesi p dir. Dolayisiyla Exs(Fp) kiimesi Zp ye izomorftur.

Eliptik egri teorisinde biikiim noktalar, yani sonlu mertebeli noktalar énemli bir

yer tutar. Bu calisma da Fp sonlu cismi ile ilgilenildiginden [, de taniml1 eliptik egriler

tizerindeki tiim noktalar birer biikiim noktasidir. Asagidaki teoremde Ei : y? = x3
singtiler egrisi tizerindeki sonlu mertebeli noktalarin mertebelerinin sadece p

olabilecegi goriilecektir.

3.1.13 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanimli E1 : > = x® singiiler e8risi verilsin. Bu

durumda,
Elpl= 7,
ve m # pigin
E[ml={0O}
dir.
Ispat. m pozitif bir tamsay1 olmak iizere mertebesi 1 olan bir biikiim noktasimn
E[m]={Pe Es(F,)lmP=0)
oldugu hatirlanirsa her bir P = (x, y) € En(ﬁ p) noktasinin mertebesi p oldugundan

Elp]=Zp

olarak bulunur.
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3.2 F, Uzerinde Taniml1 Ez: y2 = &% + ax? Egrisi Uzerindeki Rasyonel Noktalar

Bu kisimda ilk olarak a € F," olmak tizere Ez : y? = x* + ax? egrileri lizerindeki

noktalarin sayis1 belirlenecektir. Daha sonra bu noktalarla ilgili bazi 6zellikler
verilecek, bu egriler tizerindeki biikiim noktalar1 belirlenecek ve bu egriler tizerindeki

singtiler olmayan noktalar kiimesinin grup yapis: belirlenecektir.

E: egrileri lizerindeki noktalarm sayisimi belirlemek igin asagidaki teoreme

ihtiya¢ duyulacaktir.

3.2.1 Teorem. p bir tek asal say1 ve f € Z[x] derecesi birden biiyiik bir polinom olsun.

Bu durumda y? = f(x) denkliginin (x, y) € Fy x Fp ¢oziimlerinin sayis1

Np(f)=p+5p(f)

dir, burada

p

dir (Lemmermeyer 2000).

3.2.2 Teorem. I, sonlu cismi tizerinde tanumli Ez: y? = x° + ax? (a € F}") singiiler egrileri

tizerindeki noktalarin sayis1

p aer

#Ex(Fp) = {p +2 2eQ,

dir.

Ispat. 12 = f (x) = x® + ax? oldugundan
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nfg-f
P P
dir. Dolayisiyla y? = f (x) denkliginin ¢6ziimlerinin sayis1

Nr(f)=l9+5r(f)=l9—{%]

olur. O halde Ez: y? = x3 + ax? singiiler egrileri {izerindeki noktalarin sayis1 [Ej =1lise O

noktasi ile birlikte

#Ex(Fp)=p-1+1=p
ve (EJ =—-1 ise O noktasi ile birlikte
p

#Ex(Fp)=p+1+1=p+2

dir.

Bu teorem ikinci dereceden kalanlar yardimiyla asagidaki sekilde yeniden ifade

edilebilir:

3.2.3 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde taniml Ez : y? = x° + ax? (a € F)") singiiler egrileri

tizerindeki noktalarin sayis1

#Ex(Fp) =3+ p(x)

xe Fp

dir, burada

dir .
Ispat. Eger x3 + ax2 =t € Qpise y € U, nin iki degeri vardir. Eger x° + ax2=t ¢ Qy ise bu
durumda t bir ikinci dereceden kalan olmadigindan bdyle bir y degeri yoktur. y = 0 ise

x1, x2 =0 ve x3 = p — a olmak {izere ii¢ nokta daha vardir. Dolayisiyla P = (0, 0) singiiler
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noktasi ve (p — a, 0) noktas1 da E: singiiler egrisi tizerindedir. Son olarak sonsuzdaki

nokta O noktast ile birlikte noktalarin sayis1 3+ )" p(x) dur.

xe Fp

3.2.4 Ornek. Fs; iizerinde tamimli 12 = 3 + 122 singiiler egrisi verilsin. Bu durumda

Qu1={1,349 10, 12} oldugundan bu egri tizerindeki noktalarin sayis1

FEAE) =3+ D p(x)

xe Fp

=p(0) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) + p(7) + p(8) + p(9) + p(10) + p(11) + p(12)
=3+0+2+0+2+2+0+0+0+0+2+2 =13

olarak bulunur.

Asagidaki teoremde E: : 12 = x® + ax? (a € F,") singililer egrileri tizerindeki

(p —a, 0) bicimindeki noktalarin karakterleri ile ilgili bir sonug verilmistir.

3.2.5 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanimli Ez : y? = x° + ax? (a € F)") singiiler egrileri

verilsin. Bu durumda E: egrileri tizerindeki (p — a, 0) noktasinin apsisi a € Qp ise

p-acQ, p=14)
p-aeQ, p=34)

veae Qp ise

p-aeQ, p=14)
p-acQ, p=34)

ozelligindedir.
Ispat. Tk olarak a € Q, olsun. Bu durumda p =1 (4) ise -1 € Qp olacagindan p —a e Qp
dir, eger p =3 (4) ise -1 ¢ Qp olacagindan p —a ¢ Qp olur. Benzer bicimde, a ¢ Qy ise,

p=1@)icinp—a¢ Qyvep=3(4)icinp—-ae Qpdir.

3.2.6 Ornek. Fs iizerinde tarimli 12 = x® + x2 singiiler egrisi iizerindeki (12, 0) noktast

igin, 12 € Qus dir. 12 = x® + 5x2 singiiler egrisi tizerindeki (8, 0) noktasi icin, 8 ¢ Qs dir.
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Benzer bigimde Fu tizerinde tanimli 12 = x3 + x2 singiiler egrisi tizerindeki (10, 0) noktas1

igin, 10 ¢ Qu ve y? = x® + 8x2 singiiler egrisi tizerindeki (3, 0) noktasi igin, 3 € Qu dir.

Asagida Ez : y? = x3 + ax? singliler egrileri tizerindeki (p — 4, 0) bicimindeki

noktalarin apsisleri toplamu ile ilgili bir sonug verilmistir.

3.2.7 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanuml E: : y?> = x3 + ax? singliler egrileri

tizerindeki (p — 4, 0) noktalarimin apsisleri toplami

2.x =0(p)

(p-a,0KE,
dur.
Ispat. a € Qp olsun. Bu durumda (p — 4, 0) noktas1 Es iizerinde bir nokta ise p = 1 (4) igin
p —a e Qpoldugundan E: egrileri tizerindeki tiim (p — a, 0) noktalarimin x- koordinatla-

rinin toplam1 Qp nin elemanlarinin toplamina esittir, yani

~(p+1
Zx _ th p(p 21(p+ ) =0(p)
(p-a,06E,  teQ,

dir. p=3 (4)ise p —a ¢ Qpoldugundan E: egrileri tizerindeki tiim (p — 4, 0) noktalarinin

x- koordinatlarinin toplami Fy'\ Qp nin elemanlarmin toplamina esittir, yani

ZxE Zt

(p-a.0kE,  teF,\Q,

dir. Dolayisiyla E: egrileri tizerindeki tiim (p —a, 0) noktalarinin toplami

p(p=1) plp-Dp+1) _plp-DA1-p)
2 24 24

olarak bulunur. a ¢ Qp olmasi hali ise benzer bigimde goriiliir.

Asagidaki teoremde E: : 12 = x® + ax? singiiler egrileri tizerindeki rasyonel

noktalarin apsisleri toplamu ile ilgili bir sonug verilmistir.

3.2.8 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanuml E: : y?> = x3 + ax? singliler egrileri

tizerindeki singiiler noktalarin apsisleri toplam
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bicimindedir.

Ispat. Tkinci dereceden kalan tanimi geregi

=40 plt

F
-1 x* =t(p)nin¢dziimii yoktur

+1  x* =t(p)nin bir ¢dziimii var
t
{ F’J

oldugundan 1 + (Fi]= 0,1lyada2dir. y=0 (p)ise x* +ax2 =0 (p) dir ve p | 0

P

3 2
oldugundan (x ;ax J= 0 dir. Dolayisiyla denklemin ¢6ziimii olan her bir (p — a, 0)

4

noktasi i¢in (1 + 0) x = x toplama eklenir. x> + ax? =t olsun. (Pi] =+ 1 ise ¢ozlim olan her
14

bir (x, y) noktas1 i¢in (x, =y ) noktasi da bir ¢6ziimdiir. Boylece her bir ¢ igin (1 + 1) x = 2x

+

toplama eklenir. Son olarak ( ]= —1ise x2 =t (p) nin hi¢ ¢6ziimii yoktur ve boyle (x, y)

P

noktalari igin (1 + (1)) x =0 dur.

Asagidaki teoremde E: : 12 = x® + ax? singiiler egrileri tizerindeki rasyonel

noktalarin ordinatlar1 toplamu ile ilgili bir sonug verilmistir:

3.2.9 Teorem. F, sonlu cismi tizerinde tanuml E: : y?> = x3 + ax? singliler egrileri

tizerindeki singiiler noktalarin ordinatlari toplami

3 y= P(Pz—l), acQ,

(x,y)eE,

3 y:P(P—3), aeQ,

(x,y)eE, 2

diger bir ifade ile her a € F," igin

>y =0(p)

(x,y)eE,

dir.
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Ispat. Eger y = 0 (p) ise x° + ax? = 0 (p) denkliginin x1, x2 = 0 ve x3= p — a (p) olmak iizere

3
li¢ ¢oziimii vardir. x3 + ax? ifadesini kare yapan diger x degerleri icin (x ;ax J= 1
P

oldugundan E: : 12 = x3 + ax? singiiler egrisi lizerinde iki nokta elde edilir. O halde

ae Qyise pT—3 tane ve a ¢ Qy ise pT—l tane x noktasi vardir. Herhangi bir t € F," i¢in

x® + ax? = £ olsun. Bu durumda 12 = # (p) < + y dir. Dolayisiyla bu bicimdeki y

degerleri toplamu ¢ + (p — t) = p olur.

Asagidaki teoremde E: : 12 = x® + ax? singiiler egrileri tizerindeki singiiler

olmayan rasyonel noktalarin olusturdugu grup yapis: verilmistir.

3.2.10 Teorem. [, sonlu cismi tizerinde taniml1 Ez : y? = x° + ax? singiiler egrileri verilsin.

Bu durumda

En(Fy) = Zp_l, aer
ns\Il'p) = Zp+1, IZEQP.

Ispat. Exs(Fy) nin grup yapisini belirlemek igin a € Qp ve a ¢ Qp olmak iizere iki hal s6z
konusudur. Buna gore Teorem 2.5.4 geregi a € F olmak tlizere a? =a ise

Euw(F) = F
oldugundan F cismi yerine Fp sonlu cismi alinirsa a € Qp olmasi halinde

Ens(Fp) = Fp"

ve dolayisiyla

Ens(Fp) = Zp—l
olarak bulunur. Yine Teorem 2.5.4 geregi a ¢ F ise
Es(F)={u+av|uve F,u?-ar*=1}

dir. Benzer bigimde F cismi yerine Fy sonlu cismi alinirsa a ¢ Qp olmasi halinde
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K={u+av!luvelF u2—avr=1}
kuadratik cisim geniglemesi Zy+1 e izomorf oldugundan

Ens(Fp) = Zp +1

olarak bulunur.

Bu cisim geniglemesinde u = 1€ Fj icin u2 — av? = 1 egitliginden v =0 yani 1 € K
etkisiz elemani elde edilir. 4 = 0 i¢in iki hal s6z konusudur.

i.p=1(4)ise 0 € Fp elemanina kargilik K da bir eleman yoktur. Bu halde
-1 € Qyvea¢ Qpoldugundan e Qp dir. Dolayisiyla da v? = —1(]9) denkliginin

a a

¢Ozlimii yoktur.

ii. p =3 (4) olsun. Bu durumda -1, 2 ¢ Qp oldugundan R Qp dir. Dolayisiyla

a
da v’ = 1 (p) denkligin iki ¢6ziimii vardir. Bu ¢oziimlerden elde edilen avi, av2 € K
a

elemanlarinin mertebeleri ise 4 tiir. Ger¢cektende
(av1)? =a?v;=-1
ve dolayistyla

(av)t=1

dir. Son olarak p-1 € Fpigin u? — av? = 1 esitlifinden v = 0 yani u = p — 1 elde edilir. Bu

elemanin mertebesinin 2 oldugu aciktir.

Asagidaki teoremde, bu grupta bu elemandan baska iki mertebeli bir eleman

olamayacagindan, E[2] = Z2 oldugu goriilecektir.

3.2.11 Teorem. [, sonlu cismi tizerinde taniml1 Ez : y? = x° + ax? singiiler egrileri verilsin.

Bu durumda,

E[2]= Z
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dir.

Ispat. F karakteristigi 2 ve 3 ten farkl bir cisim olsun. E : 12 = (x —e1) (x — 2) (x — e3) egrisi

F cismi tizerinde tanumli ise ey, e2, e3 € ' olmak tizere

E[2]1={ 0, (e, 0), (e, 0), (e 0) }
ve dolayistyla

E[2]27: ®Z>

dir. O halde y? = x° + ax? egrisi igin

Y2 =x (x2 + ax)

olugundan
E[2]={0O,(p—a,0)}
ve dolayistyla
E[2]=7Z-
dir.

Simdi F karakteristigi 2 ve 3 ten farkli bir cisim olmak tizere [F cismi tizerinde

tanimli Ez : y? = x8 + ax? singiiler egrileri tizerindeki E[3] kiimesi yani mertebesi 3 olan
noktalar belirlenecektir. “3P = O olmasi igin gerek ve yeter sart 2P = —P noktasmndan
gegen tegetin x-eksenine dik olmasidir”. Bir bagka ifade ile 2P noktasinin apsisi ile P

. - . 3x” + 2ax .
nin apsisi aynudir. Buna gore m = ———— olmak lizere m? — ax — 2x = x ve y?> = x> + ax?

2y
oldugundan
(3x2 + 2ax)? = 4(3x + a) (x® + ax?)
ve gerekli diizenlemeler yapilarak
3x* + 4ax® = x3 (3x + 4a)
olarak bulunur. Bu polinomun biri ti¢ katli olmak tizere dort kokii vardir. Singiiler

olmayan noktalarla ilgilenildiginden x = 0 kokii dikkate alinmaz. Diger kok olan
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= —4—; degeri igin ise iki tane y degeri ve dolayisiyla mertebesi {i¢ olan iki nokta

vardir. O noktasi da E[3] de oldugundan

E[3] = 0(—4”4/ (-2,

olarak bulunur. Bu kiime ise Zs e izomorftur.

Y

3.2.12 Uyar1. Ez: y2 = x® + ax? singiiler egrileri Fy cismi {izerinde tamiml1 olsun, bu egriler
{izerinde mertebesi iig olan noktalar bulunmak zorunda degildir. Ornegin Fis iizerinde

tanimli Ez : 32 = x® + 2x? singiiler egrisi icin #Eu(F13) = p + 1 = 14 dir ve 3, 14 ile

boliinmediginden Lagrange teoremi geregi egri tizerinde ti¢ mertebeli nokta yoktur.

Asagidaki teoremde F," sonlu cismi {izerinde tanumli Ez : y? = x® + ax? singiiler

egrilerinin ne zaman ti¢ mertebeli noktalara sahip oldugu belirtilmistir:

3.2.13 Teorem. [, sonlu cismi iizerinde tamimli E2 : y? = x® + ax? singiiler egrileri

verilsin. Bu durumda p =1 (3) ise

14 aer
Em:{{O} e

vep=2(3)ise

| Zs aeQ,
E[3]={{O} aeQ,

dir.
Ispat. p=1 (3) olsun. Bu durumda a € Qy ise

#EHS(FP) =p- 1
oldugundan p =1 (3) icin k € Z olmak iizere

#EHS(FP) =p- 1=3k
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dir. Dolayisiyla Lagrange teoremi geregi bu egriler tizerinde mertebesi {i¢ olan noktalar

vardir. Eger a ¢ Qp ise #Eus(Fp) =p +1 ve p + 1, 3 ile boliinmediginden mertebesi {i¢ olan

nokta yoktur.
Eger p=2(3) ise bu durumda a ¢ Qy ise

#EHS(FP) =p +1
ve p =2 (3) oldugundan k € Z olmak tizere
#EHS(FP) =p +1=3k+3

dir. Dolayisiyla Lagrange teoremi geregi bu egriler izerinde mertebesi {i¢ olan noktalar

vardir. Eger a € Qpise p — 1, 3 ile boliinmediginden mertebesi {i¢ olan nokta yoktur.

3.3 Fy" Uzerinde Taniml Singiiler Egriler

Bu kisimda I, tizerinde tamamli Ei : 12 = x5 ve Ez : 2 = x° + ax? singiiler egrilerinin

mertebeleri belirlenecektir.

3.3.1 Teorem. Fy" ilizerinde tanuml1 Ei : y? = x3 ve E2 : 2 = x® + ax? singiiler egrileri

verilsin. Bu durumda

#E1(Fpr) = p + 1

ve n 21 olmak tizere

Ea(Fpy=1 P €
pr+2 aeQ,

dir.
Ispat. Ei : 12 = 2 singiiler egrisi icin Frobenius endomorfizminin izi 0 dir. Bu durumda
Frobenius doniistimiiniin karakteristik polinomu

X2 +p=X: (p)

ve dolayisiyla @ = f=0 dir. O halde Teorem 2.9.1 geregi
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#EAFpry =pr + 1

olarak bulunur.
Ea: 12 =x%+ax? singiiler egrileri icin iki hal s6z konudur:

i. a € Qp ise #E(Fp) = p oldugundan Frobenius endomorfizminin izi 1 dir. O

halde Frobenius doniistimiiniin karakteristik polinomu
X2 - X+p=X2-X(p)

bicimindedir ve dolayistyla a = 0 ve f=1 dir. O halde Teorem 2.9.1 geregi
#EA(Fy)=p"+1-1=p"

olarak bulunur.

it. a ¢ Qpise #E(Fy) = p + 2 oldugundan Frobenius endomorfizminin izi -1 dir.

Dolayisiyla Frobenius doniistimiiniin karakteristik polinomu
X2 +X+p=X2+X(p)
ve dolayistyla a = 0 ve f=-1 dir. O halde Teorem 2.9.1 geregi

#EA(Fy)=p"+1+1=p"+2

olarak bulunur.
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4. BOLUM
ELIiPTIiK BOLUNEBILIR DiZILER

Bu béliimde eliptik boliinebilir diziler hakkinda bazi1 6n bilgiler verilecektir.
Kisim 4.1 de, boliinebilir dizi kavrami tanimlanacak daha sonra eliptik boliinebilir dizi
kavrami tizerinde durulacaktir. Kissm 4. 2 de, bu dizilerin bazi temel 6zellikleri ele
almacaktir. Buna gore, bir eliptik boliinebilir dizinin bir terimini bulmak igin
duplikasyon formiilleri ad1 verilen formiiller verilecek, bir eliptik boliinebilir dizinin
ranki ve periyodu kavramu tizerinde durulacaktir. Kisim 4. 3 de, denk dizi kavrami
tizerinde durulacaktir. Kisim 4. 4 de, 6zel bir eliptik dizi sinifi olan Lucas dizileri ve
singtiler dizi kavrami ele almacak bu dizilerin 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Kistm
4. 5 de, eliptik boliinebilir diziler ve eliptik egriler arasindaki iligkiler ele almacaktir.
Kisim 4. 6 ise singiiler eliptik boliinebilir diziler ve singiiler egriler arasindaki iligkiler

ele alinacaktir.

4.1 Eliptik Béliinebilir Diziler

4.1.1 Tanim. (h») tamsayilarin bir dizisi olsun. m, n € N olmak tiizere, m|n oldugunda

hm | hnise (hn) dizisine bir boliinebilir dizi ad1 verilir.

0,1,1,23,5,8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

olarak verilen Fibonacci dizisi bu dizilerin en iyi bilinen 6rnegidir.

Bu dizilerin bazilar1 dogrusal olmayan bir indirgeme bagintisin1 da gergeklerler,
bu bagintiy1 gercekleyen diziler eliptik boliinebilir dizilerdir. Bu dizilerin gercekledigi
dogrusal olmayan indirgeme bagintisi (asagida (4.1) de verilen), eliptik egriler ile
yakindan iligkisi olan, eliptik boliim polinomlarmin indirgeme bagmtilarindan baska

bir sey degildir.
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4.1.2 Tanim. (hx) bir boliinebilir dizi olsun. Eger (h:) dizisinin terimleri her m > n > 1
icin dogrusal olmayan
Wb, =h,  h h:=h  h B (4.1)

m+n'tm-n m+1""m— n+l'*n

indirgeme bagintisini gergekliyor ise (h») dizisine bir eliptik boliinebilir dizi (EBD) denir.

4.1.3 Uyar1. (h») dizisinin terimleri her m > n > 1 i¢in dogrusal olmayan (4.1) indirgeme
bagintisini gergekliyor fakat (h») dizisi bir boliinebilir dizi degil ise (hx) dizisine bir
eliptik dizi (ED) denir.

Morgan Ward (1948), eliptik boliinebilir dizilerin bir eliptik egrinin boliim

polinomlarindan ortaya ¢iktigini gostermistir. Buna gore, eger P = (x1, y1) noktasi Q

tizerinde tamuml bir E eliptik egri tizerindeki bir rasyonel nokta ise her n € N igin (hx)

eliptik boltinebilir dizisi boliim polinomlar: yardimiyla

hn=1u (x1, Y1)
olarak tanimlanir. Gergektende, P koordinatlar1 tamsay1 olan bir nokta ve E eliptik
egrisinin katsayilar1 olan a: ler birer tamsay1 iseler Teorem 2.10.3 geregi (hx) dizisinin
terimleri birer tamsayidir ve Teorem 2.10.4 geregi boliinebilirlik ozelligi (mIn

oldugunda hw|hn) gerceklenir, yani, (hn) bir eliptik boliinebilir dizidir.

Morgan Ward (1948) eliptik boliinebilir dizileri incelemis, ¢alismasinda eliptik
boliinebilir dizileri, Lucas dizilerinin bir genellestirilmesi olarak vermis ve Lucas

dizilerinin birgok 6zelliklerini eliptik boliinebilir dizilere tagimustir.

4.1.4 Ornek 1. (1) = n olmak iizere
1,2,345,...,n, ...

bir eliptik boliinebilir dizidir, bu diziye tamsayilar dizisi denir.

2. (Fn), baglangig terimleri Fo =0, F1 =1 olan ve n > 2 olmak tizere

Fn=Fn—1+Fn—2
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esitligini gercekleyen Fibonacci dizisi olsun. Bu durumda (F») boliinebilir bir dizidir.
Bu dizi yardimiyla genel terimi, her n > 0 icin

S n=1)-2)
I = (1) E, ve h_,=—h

olarak tanimlanan (/) dizisinin terimleri
. 3,2-1,-1,01,1,-2,-358,-13,-21, ...
bicimindedir ve bu durumda (k=) dizisi bir eliptik boliinebilir dizidir.
Bu ornekte oldugu gibi, bir eliptik boliinebilir dizinin ho teriminden onceki

terimleri de s6z konusu olabilir, ancak ¢alismada bu terimler dikkate alinmayacaktur.

3. Terimleri

/_2/ _1/ 0/ 1/ 0/ 1/ 2/ 1/ 1/ 7/ 2/ 5/ _@/ _@/ _ﬂ&/ _&63/
2 4 2 8 8

olarak verilen dizi bir eliptik dizidir, dikkat edilirse bu dizi eliptik boliinebilir dizi
degildir.

4. [—j Legendre sembolii olmak {izere, genel terimi

(3

...,0,1,-1,01,-1, ...

olarak verilen
dizisi bir eliptik boltinebilir dizidir.
5. (—j Kronecker semboliinii belirtmek {izere, genel terimi

n
0, ncift
_(_8)_ ;
' ( n) {(I)LJ,ntek

olarak tanimlanan (/) dizisi bir eliptik boliinebilir dizidir.

6. Baslangi¢ terimleri,
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Co=0C=1,C=1,GCG=-1,C=1
olan ve
Cm+2Cm—2 = Cm+1Cm—1 + Crzn

bagintisi ile elde edilen (Cx) dizisi de bir eliptik boliinebilir dizidir.

4.2 Eliptik Boliinebilir Dizilerin Temel Ozellikleri

Bir eliptik boliinebilir dizinin verilen bir teriminin bulunmas: i¢in duplikasyon

ve toplama formiilleri kullanilir, bu formiiller asagida verilmistir:

i. Eger
hm+nhm—n = hm+1hm—1h5 - hn+1hn—1hr2n
esitliginde n = 2 olarak alimirsa, her m € N igin
ol = hm+1hm—1h§ - h3h1hﬁ1 (4.2)
toplama formdilii elde edilir.
ii. Eger
hm+nhm—n = hm+1hm—1h5 - hn+1hn—1hr2n

esitliginde m =n + 1, n = n ve daha sonra m =n + 1, n = n — 1 olarak alinirsa asagidaki
duplikasyon formiilleri elde edilir:

h2n+1 = hn+2h2 - hn—1h3

n+l

houhy = By (Byolt =y by 4.3)

4.2.1 Uyant 1. Bu calismada dizilerin baslangi¢ terimleri ho = 0 ve h1 = 1 olarak

almacaktir. Bu secim dizilerin sayisinda bir azalmaya sebep degildir. (4.1) ile verilen
ooy hen, oo b2, e, ho, By, B, L By

eliptik boliinebilir dizileri ile baslangi¢ terimi ho = 0, h1 = 1, olan diziler arasinda birebir

bir esleme s6z konusudur.
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2. Eger (4.2) esitliginde m = 1 olarak alinirsa,
hsh , = hahoh3 — hyhh?
ve dolayistyla (ho =0, h1 =1 oldugundan)
hy=-1=-m
olur. (4.1) denkleminde de m = 0 olarak almir ve h_, = -1 = —hioldugu kullanilirsa
h., =—hn
esitligi elde edilir. Dolayisiyla, dizinin baslangi¢ terimlerini 1o = 0 ve h1 =1 olarak almak

bir kisitlama degildir.

3. Baslangig terimleri 1, h2, hs, ha olan (hx) dizisi kisaca [1 h2 hs ha] bigiminde gosterilir.

4. Eger ho=0, =1, h2h3# 0 ise (4.1) esitliginin bir ¢oziimiine has (proper) ¢iziim denir.
Bu sekildeki bir has (proper) ¢éziimiin eliptik boliinebilir dizi olmas: igin gerekli ve
yeterli sart h2 | hs olmak tizere hz, hs, hs terimlerinin birer tamsayi olmasidir. Bu
sartlardan bir ya da birkagini saglamayan dizilere ise has olmayan eliptik boliinebilir
diziler denir. Ustelik h2= 0 ve hs = 0 olarak alirursa elde edilecek diziler birer eliptik
boliinebilir dizi olamaz ve baslangig terimleri ile ifade edilemez. Bu halde dizi
0,1,0,0,00,00,0,0, ...
bicimindedir. O halde bir eliptik boliinebilir dizinin sadece ayn1 anda ikinci ve {igtincii

terimleri sifir olamadig gibi bundan bagka ardisik herhangi iki terimi de sifir olamaz.

5. ho=0, =1 olmak tizere ti¢iincii ve dordiincii terimleri sifirdan farkli olan dizilere

genel dizi denir.

6. (hn) bir eliptik boliinebilir dizi ise bu dizinin terimleri h2, hs, hs baslangig terimleri ile

bir tek sekilde belirlenir. Buna gore (h») dizisi, her n € Nigin h. # 0 6zelliginde bir dizi

ise (4.2) esitliginden (h») dizisinin baslangig terimleri ho= 0, h1 =1, hz, hs, hs olan bir tek
dizi oldugu goriiliir.
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7. Baglangig terimleri ho= 0, hi=1, h2 hs # 0 olan eliptik boliinebilir dizilerinin terimleri
eliptik fonksiyonlar yardimiyla parametrelendirilebilirler. Gergektende, (hx) bir eliptik
boliinebilir dizi ise her n > 1 igin

o(nz, L)
o(nz, L)”z

() =
olacak bicimde bir L < C kafesi ve z € C sayis1 vardir, burada o(z, L), L kafesi ile

eslesmis olan Weierstrass o fonksiyonudur (Ward 1948 ve Silverman 2006).

Ustelik L kafesi ile eglesmis g2(L), g3(L) modiiler degismez fonksiyonlar ve E(Q)
egrisi tizerindeki z noktast ile eglesmis olan #(z, L) ve & *(z, L) Weierstrass degerleri Q

cismindedir. Yani ¢2(L), g3(L), & (z, L) ve & ‘(z, L) degerleri bir (h) dizisinin terimleri

olacak bigimde ayni cisimde bulunurlar (Ward 1948 ve Silverman 2006).

8. Her bir ¢ifte periyodik eliptik fonksiyon, & ve & ‘ fonksiyonlarinin birer rasyonel

fonksiyonu oldugundan her bir ¢ifte periyodik fonksiyon da bir eliptik boliinebilir dizi
yardimiyla elde edebilir (Ward 1948 ve Silverman 2006).

4.2.2 Tanum. () bir eliptik boliinebilir dizi ve m € Z olsun. Eger m tamsayis1 dizinin

belli bir terimini boliiyor ise m tamsayisina (hs) dizisinin bir bileni denir. Eger m, hy
terimini boliiyor fakat 7| p oldugu halde m, k- yi bolmiiyor ise p ya (hx) dizisinde m nin

bir rank: denir.

Bu tanim, (/x) dizisinin terimlerinin modiilo m (m € N) ye gore diizenli olarak

siralandigini belirtmektedir.

4.2.3 Ornek. Baslangig terimleri 0, 1, 1, -1, 1 olan
01,1,-1,1,2, -1,-3,-5,-7, -4, -23, 29, ...

olarak verilen (hx) dizisinin modiilo 5 deki rank: p = 8 dir.
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Asagidaki iki teorem dizinin terimleri ile dizinin terimlerinin indisleri

arasmdaki iligkiyi belirtmektedir.

4.2.4 Teorem. p, (h») eliptik dizisinin bir asal boleni ve p bu dizinin ranki olsun. Eger
o1 % 0 (p)
ise
hn=0&mn=0/(p)
dir (Ward 1948).

4.2.5 Teorem. p, (hx) eliptik dizisinin bir asal boleni ve p bu dizinin ranki olsun. Eger
o120 (p)
ise p <3 ve belli bir n > p sayis1 igin
=0 (p)
dir (Ward 1948).

4.2.6 Uyar1. Bu iki teorem birlikte diistiniiliirse, (h») eliptik boltinebilir dizisi ve p asal

sayist i¢in asagidaki durumlar gergeklenir:

i. p, hs ve ha terimlerinin bir ortak kat1 degilse (h») eliptik boliinebilir dizisinin
modiilo p de bir tek p ranki vardir. Aksi durumda dizi modyiilo p de tiim terimleri sifir
olan bir dizi haline gelir ( h21hs oldugundan h2 ve hs {in ortak boleni ks ve hs tinde ortak

boleni olur).

it. (hs, ha) = 1 6zelligindeki bir (h») eliptik boltinebilir dizisi igin (hn, hm) = hm, » dir.

Asagidaki teorem, bir eliptik boliinebilir dizinin ranki igin bir st smur

belirtmektedir.
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4.2.7 Teorem. (h») bir eliptik boltinebilir dizi olsun. Bu durumda (k) dizisi modiilo p de
2p + 1 den daha kiiciik en az bir ranka sahiptir (Ward 1948).

4.2.8 Ornek. Asagida Fs de farkli ranklara sahip dizi 6rnekleri agagida verilmistir.

ho hih2hs ha hs he h7 hs ho hio i hi2 his hia has hie hizhis hio hoo ho1 oz h2s hoa hos hos 2z hos hoo hso hst

01040104010401040104010 401040104
01101104 404401101104404 401101104
01110444011104440111044 4011104 44
01212034340121203434012 12031434201
011224043241041321013344011 2 24204
0121121043 4434012112104 3443 401 21
012324320224333104222133032132 34
01112123203234344401112 12322032 34
01114324210134331141041 4422124204

Bu dizilerin ranklar sirasiyla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 ve 10 dur. Bu Ornekten de

gortildigii gibi Fs de ranki en fazla 10 olan dizi vardir.

R. Shipsey (2000), (h») dizisinin modiilo p deki ranki igin Ward tarafindan

verilen simirdan daha iyi bir siir elde etmistir. Buna gore (hs, hs) = 1 olmak tizere

pSZ\/; +p+1dir.

4.2.9 Tanim. (s») rasyonel sayilarin bir dizisi olsun. Eger yeterince biiytiik n ler icin

5,00 5, (1) (4.4)
olacak bicimde pozitif bir 7 sayis1 varsa (s:) modiilo m de periyodiktir denir. Eger (4.4)
esitligi tiim 7 ler igin gergekleniyorsa bu durumda (s») modiilo m de tamamen (purely)
periyodiktir denir. (4.4) esitligini gercekleyen bu sekildeki en kiigiik 7 sayisina (s») nin

modiilo m de bir periyotu denir.
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Ward’in agsagidaki teoremi rank ile periyot kavramlar1 arasindaki iligkiyi ortaya

koymaktadr:

4.2.10 Teorem. (/x) ranki ticten biiyiik olan bir eliptik boliinebilir dizi ve

h,
h

ar =

)

p-2

a2 = h,, (p) denkliklerinin modiilo p deki ¢6ztimlerinin mertebeleri sirasiyla e ve k

olsun. Bu durumda (/) dizisi modiilo p de periyodiktir ve 7=2%[¢, k] olmak tizere (hn)
dizisinin periyodu

ahn) = Tp
dur, burada [e, k], e ve k nin en kii¢lik ortak kat1 ve

1, e,k tek
a=<-1, e,k ift ve ikisi de ikinin bir kat1
0, diger hallerde

dir (Ward 1948).

4.3 Denk Eliptik Boliinebilir Diziler

Bu kisimda ilk olarak Ward (1948) tarafindan verilen denklik kavrami

tanimlanacak ve daha sonra denk dizilerin 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

4.3.1 Teorem. (hx) bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda herhangi bir 0 sayisi

ve her n € Nigin,

W= 6"" hn

olarak tamimlanan (/) dizisi de bir eliptik boltinebilir dizidir (Ward 1948).

Bu teoremin dogal bir sonucu olarak Ward denk dizi kavramimi asagidaki gibi

vermistir:
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4.3.2 Tamim. Her n € Nigin, i, = 8" I esitligini gercekleyen bir O sayisi varsa (/1)

ve (K) dizilerine denk diziler denir.

Tleride diziler icin baska bir denklik kavrami da tanimlanacagindan dizilerin bu

bicimdeki denkligine Ward anlaminda denklik denilecektir.
4.3.3 Uyar 1. Tanimda verilen dizilerin denkliginin bir denklik bagintis1 oldugu agiktir.

2. Ward'in denk dizi kavramina gore, () ve (1) dizilerinin birbirine denk olmasi igin
gerek ve yeter sart i/ = "' hu esitligini gercekleyen bir 0 # 0 sabitinin var olmasidur.

Bu say1 gergekte bir rasyonel sayidir, gercektende, hahs # 0 ise 0° = L} ve 08 = Ly

h, h,
(e°)
sayilar1 birer rasyonel say1 olacagindan e 0 sayisi da bir rasyonel sayidir.

3. h2 s # 0 olmak tizere her bir (hx) eliptik dizisi belli bir (%) eliptik boliinebilir dizisine
denktir. Gergektende, h2 # 0 ve hz, hs, ha terimlerinin paydalarmin en kiigiik ortak kati a

ise her n € Nigin,

W = (ha)" ™ h

olarak tanimlanan (%) dizisinin k), h;, h, baslangi¢ terimleri tamsayidir ve I} | i}

oldugundan (%) dizisi bir EBD dir. Benzer bigimde h2 = 0 ve hs teriminin paydasi 4 ise

hern e Nigin, i, = 4"’ I1x olarak tanimlanan () dizisi de bir EBD dir.

4.4 Lucas Dizileri ve Singiiler Diziler

Daha once de belirtildigi gibi eliptik boliinebilir diziler, Edouard Lucas
tarafindan galisilmis olan boliinebilir tamsay1 dizilerinin genellestirilmesidir. Morgan

Ward, Lucas dizileri igin verilen sonuglari eliptik boliinebilir dizilere genisletmistir. Bu
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kisimda ilk olarak Lucas dizileri ile boliinebilir diziler arasindaki iliski tizerinde

durulacaktir.

4.4.1 Tanim. c bir rasyonel say1 ve a, b sayilar1 x> — cx + 1 polinomunun birer kokii

olsun. Bu durumda her n € Nicina #b ise,

ln=a -b ,

a->b

a=Dbise,
In=na"

olarak tanimlanan (I») dizisine bir Lucas dizisi denir.

4.4.2 Uyar1 1. Terimleri
0,1,¢ ¢c2-1,c3-2¢, ...

olan (Ix) dizisi bir Lucas dizisidir (bu dizi ¢ parametresine baglh bir Lucas dizisidir) ve

bu dizinin terimleri, her n € N i¢in, 2. mertebeden

In=clna—ln2
dogrusal indirgeme formiilii ile elde edilir. Ustelik her bir I. terimi bir rasyonel say1

oldugundan (I») dizisi ayn1 zamanda bir eliptik boliinebilir dizidir.

2. E. Lucas, her bir (I) Lucas dizisinin (4.1) esitligini gercekledigini de gostermistir,
dolayisiyla her bir Lucas dizisi bir eliptik dizidir, fakat eliptik boliinebilir dizilerin
hepsi birer Lucas dizisi olmak zorunda degildir. Bir Lucas dizisinin bir eliptik

boliinebilir dizi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢ sayisinin bir tamsay1 olmasidur.

Calismanin bu kisminda, singiiler dizi kavram ele almacaktir. Burada h2hs # 0
ve ¢ # 0, 1 olmas1 halinde Lucas dizilerinin birer 6zel singiiler eliptik boliinebilir dizi

oldugu gortilecektir.
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4.4.3 Tanim. h2hs # 0 olmak tizere (hx) eliptik boltinebilir dizisinin diskiriminanti,
A(hz, b3, ha) = hyhy® —h3hy +3hihy —20h,h3hy +3hyhs + 16h5hs +8hihshs + hy

olarak tanimlanir.

Eger A(hz, hs, ha) = 0 ise (hx) dizisine singiiler dizi, aksi halde (h») dizisine singiiler
olmayan dizi denir. Ozel olarak, p bir asal say1 olmak {izere A(h, hs, hs) = 0 (p) ise diziye

modiilo p de singiiler dizi denir.

4.4.4 Uyan 1. (hx) ve (k) dizileri denk iki dizi ise her n € N igin,

H,=6"" hn
oldugundan
A(h2, b3, ha)= 02 A(h,, I, K,)
dir. Dolayisiyla (/) dizisinin singiiler olmasi igin gerek ve yeter sart (hx) dizisinin

singtiler bir dizi olmasidur.

2. Ward (1948) herhangi bir singiiler eliptik boliinebilir dizinin tamsay1 dizisine ya da

bir Lucas dizisine denk oldugunu gostermistir.

Asagidaki teoremde bir singiiler dizinin baglangi¢ terimlerinin neler olabilecegi

belirtilmektedir.

4.4.5 Teorem. h2hs # 0 olmak tizere bir (h:) eliptik boliinebilir dizisinin singtiler bir dizi
olmasi icin gerek ve yeter sart
ha=r, h3 =5(r?— s°), ha = rs3(r>— 2s°)

olacak bigcimde r ve s tamsayilarinin bulunmasidir (Ward 1948).

Asagidaki teorem h2hs # 0 olmak {izere tiim Lucas dizilerinin birer singiiler dizi

oldugunu gostermektedir.
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4.4.6 Teorem. /2hs # 0 olmak {izere bir (h») singiiler eliptik boliinebilir dizisinin c ile
parametrelendirilen bir Lucas dizisi olmasi icin gerek ve yeter sart r = ¢, s =1 olmasidir

(Ward 1948).

s # 1 olmasi halinde de singiiler eliptik boliinebilir diziler i¢in asagidaki sonug

verilebilir.

4.4.7 Teorem. (hx) bir singiiler eliptik boliinebilir dizi ve 7, s sayilar yukar1 da verilen

sayilar olmak iizere

c=——vel?=s

rs
s
olsun. (Ix) bir Lucas dizisi ise her n € N i¢in,

hn = 9”2_1 (ln)
dir (Ward 1948).

Bu teorem gosteriyor ki, her bir singtiler EBD bir Lucas dizisidir veya bir Lucas

dizisine denktir.
4.5 Eliptik Béliinebilir Diziler ve Eliptik Egriler

Bu kisimda eliptik egriler ve eliptik boliinebilir diziler arasindaki iliski

incelenecektir. Teorem 2.10.2 geregi Q tizerinde tanimh bir E eliptik egrisinin boliim

polinomlari her m, n € Nigin

lpernlpm—n = lperl lpm—l lpnz— ¢n+1 lpn—l lpmz

bagintisin1 gerceklediginden E tizerindeki herhangi bir P = (x1, y1) rasyonel noktas1 da

bu bagintiy1 gercekler. Dolayisiyla her n € N igin, hn = ¢u(x1, y1) olarak alinirsa (hx) bir

eliptik boltinebilir dizi olur. Bu durumun terside dogrudur, yani, h2hs # 0 olmak tizere

her (h») eliptik boliinebilir dizisi i¢in Q tizerinde tanumli bir E eliptik egrisi ve bu egri



65

tizerinde herhangi bir P = (x1, y1) rasyonel noktas: vardir. Asagidaki teorem verilen bir

EBD ye kargilik bir eliptik egrinin nasil bulunacagin belirtmektedir.

4.5.1 Teorem. h2h3 # 0 olmak tizere (hx) bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda g,

b € Q olmak tlizere

E:y2=x3+ax+b

eliptik egrisi ve 1», E nin n. boliim polinomunu gostermek tizere her n € N igin

¢n (Xl, yl) = hu
olacak bicimde E tizerinde bir P = (x1, y1) rasyonel noktas1 vardir. Ustelik [1 h2 hs hd
dizisi ile eslesen E eliptik egrisi icin,

a=- 2431118114 (2 +4h5h, —16h2h3 +6h°h2 —8hIh3h, +4hShS +16h2hS +8h2h3h2 +1t),
213

1

= —2533115211? (h° +6h°h, — 24h3°h; +15h2°h; — 60hy h3h, +20hy°h; +120h,*hS

—36hy2h3h3 + 150 k) — 48hohSh, + 1200 h3h; + 64hSh] + 6h3h; + 48hshShy +12h3h3h; +he),

2
hy +Hh3 hy 1
Pz(’“’yl):{( i J ey 5’12}
2143 2

dir (Ward 1948).

4.5.2 Uyar1t. Yukaridaki teorem h2 veya hs iin sifir olmasi halinde kullanilamaz.
Dolayisiyla eliptik egrinin a ve b katsayilari, daha genel olan, asagidaki esitlikler

yardimiyla da bulunabilir.

4.5.3 Teorem. [1 h2 hs cha] eliptik boltinebilir dizisi ile eslesen E : 2 = x® + ax + b eliptik
egrisinin katsayilar1 ve bu egri tizerindeki P noktasi
1 =3%(=h2 —4ch!? + (1613 — 6> )hS +(8chd —4c® )t —(16hS +8c*H3 +¢*)), (4.5)
b=2.3%(h2* +6ch2 — (24h3 —15¢*)1L — (60ch —20®Yh'2 + (120K —36¢%hS +15¢*)hS

+(—48ch$ +12¢°h] +6¢°)h, +(64h; +48c*hs +12c*h; +c°)), (4.6)
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P=(x1, y1) = (3 (hS +2ch +4h3 +c?), ~108 13K3) (4.7)
ve
A =283210h8 (chy? + (—=hic®)hd + (=20ch; + 3¢ )hy + (16hS +8c*h3 +c*))

esitlikleri ile verilir (Silverman 2006).

4.5.4 Uyar1 1. Ward, verilen (h:) dizisine karsilik gelen eliptik egriyi bulurken egrinin
E:yp=4x-px-g (32, $3€ Q)

biciminde oldugunu kabul ederek islemlerini yapmustir. Egrinin bu gosterimi ile
E:y2=x3+ax+b
gosterimi arasinda bir fark yoktur. Eger y? = 4x° — gox — g3 esitliginin her iki yar 4 ile

&2 &

boliiniir ve y, a, b olarak, sirasiyla —%y, ~ ve aliirsa egrinin denklemi

VP=x3+ax+b

haline dontistir.

2. (hn), h3= 0 6zelligindeki bir eliptik boltinebilir dizi olsun. Ward (1948), (k) dizisinin
E:y?=4x°— gx—g3 (g2, 3€ Q)

eliptik egrisinin belli bir P rasyonel noktasinda hesaplanan bdliim polinomlarmin

dizisi olmast i¢in gerek ve yeter sartin hs =—h; oldugunu gostermistir.

3. E bir singiiler egri olarak alinsa bile teoremde belirten P noktas: singiiler nokta

olamaz. Ciinkii E tizerindeki singiiler bir noktanin y-koordinat1 sifir olmalidir, ancak P

noktasmin y-koordinati, yukarida gortildiigii gibi, % h2 # 0 dur.

4.5.5 Tanim. P = (x1, y1) noktas: E iizerinde singiiler olmayan bir nokta olmak iizere Q

tizerinde tanuml E eliptik egrisi verilsin ve her n € N i¢in

lpn(Xl, yl) =hu

olsun. Bu durumda E eliptik egrisine (hx) eliptik dizisi ile eslesmis eliptik egri denir.
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4.5.6 Ornek 1. [1 2 3 4] dizisi ile eslesen egri yukaridaki teorem uygulanarak
E:yp=x°

olarak bulunur.

2. [11-11] dizisi ile eslesen egri de yukaridaki teorem uygulanarak
E:y?=x%-1296x + 11664

olarak bulunur.

4.5.7 Uyar1. Shipsey (2000), (hx) dizisinin terimleri yardimiyla, E eliptik egrisinin daha
kolay bir yoldan bulanabilecegi alternatif bir formiil vermistir. Bu formiilii elde
ederken yukaridaki tammmda herhangi bir P noktas: yerine singiiler olmayan P = (0, 0)
noktasinda hesaplanan (1»(0, 0)) bolim polinomlarini kullanmistir. Eger singiiler
olmayan P = (0, 0) noktas: E eliptik egrisi iizerinde degil ise herhangi bir singiiler

olmayan nokta (0, 0) noktasina kaydirilarak ayni yontem ile E eliptik egrisi bulunabilir.

Asagidaki teorem bir eliptik boliinebilir dizi verildiginde bu diziye karsilik
gelen Weierstrass uzun formunda verilmis bir eliptik egrinin katsayilarinin dizinin

baslangi¢ terimleri yardimiyla bulunabilecegini belirtmektedir.

4.5.8 Teorem. h2h3 # 0 olmak tizere (hs) bir EBD olsun. Bu durumda, [1 h2 hs ha] eliptik
boliinebilir dizisi ile eslesen
E:y?+axy +asy = x3 + a2x> + qax
eliptik egrisinin katsayilari,
a3=hz

_ hy+h=2hha,
hyh,

ai

h2h§ + (h4 + h25 )a4 — h2h3ai
a2 =
hh,

as keyfi
dir (Swart 2003).
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4.5.9 Ornek. [1 1 -5 -26] dizisi ile eslesen egri yukaridaki teorem uygulanarak
E:yp+xy+y=x3+x>+2x

olarak bulunur.

4.5.10 Uyar1. Daha once E : 12 + aixy + asy = x> + a2x? + aax bigiminde verilen bir E eliptik
egrisinin Tate degerleri,

ba = a}+ 4

bs =2as + mas

be =a3 + 4as

bs = al as+ 4aas — masas + @ a3 —a;
kullanilarak

= —b3bs —8b, —27b. + 9b2babs

bi¢iminde tanimlanmisti. Dolayisiyla bu degerler (h+) dizisinin terimleri yardimu ile de,

bs=hs
be=a;=h;
h,h,

I

biciminde ifade edilirler.

Asagidaki teorem Weierstrass uzun formda bir eliptik egri verildiginde eliptik
egrinin katsayilart yardimiyla eliptik boliinebilir dizinin baslangi¢ terimlerinin

bulunabilecegini gostermektedir.

4.5.11 Teorem. h2h3 # 0 olmak tizere (hx) bir EBD olsun. Bu durumda, (k) dizisi ile
eslesmis olan

E:y?+axy +asy = x3 + a2x> + qax
eliptik egrisinin a1, a2, a3, s katsayilar1 yardimuyla, (h+) dizisinin ilk {i¢ terimi

ha= a3
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hs = a2a3 — a — masas
— 2 5
ha = 2a3ashs + a,azh, —a;

dir (Shipshey 2000).

4.5.12 Ornek. E : 12 + xy + y = x° + x2 + 2x erisi igin m=1, a3=1, a2= 1, as= 2 oldugundan
bu egri ile eslesen eliptik boliinebilir dizinin baglangig¢ terimleri

h2=a3=1

hs=aa; —a,—maas=1-4-2=-5

ha=2asashs +a,a’h, —a;=2-1-2-(-5) -5=-26

dir. Dolayisiyla bu egri ile eslesen dizi [1 1 -5 —26] olarak bulunur.

4.5.13 Uyar1. Bu 6rnek ve yukaridaki teorem gosteriyor ki, verilen bir EBD ile
E:y?+axy +asy = x3 + a2x> + qax

formunda bir tek eliptik egri ve bu formda verilen bir eliptik egri ile bir tek EBD eglesir.

Ward bir eliptik boliinebilir dizinin diskriminanti ile bu diziyle eslesen eliptik

egrinin diskriminantinin ayni oldugunu gostermistir.

4.5.14 Teorem. hohs # 0 olmak {izere (hx) bir eliptik boliinebilir dizi ve E bu dizi ile
eslesen eliptik egri olsun. Bu durumda (h») eliptik boliinebilir dizisinin diskriminanti E

eliptik egrisinin diskriminantina esittir (Ward 1948).

4.6 Singiiler Diziler ve Singiiler Egriler

Ward eliptik boliinebilir dizilerle eliptik egriler arasindaki iligskiye benzer bir
durumun singiiler eliptik boliinebilir diziler ve singiiler egriler icin de gecerli
Teorem 4.45 deki r ve s tamsayilarn kullamilarak, E singiiler egrisinin a ve b

katsayilarinin bulunabilecegini gostermektedir.
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4.6.1 Teorem. r ve s tamsayilar1 Teorem 4.4.5 da belirtilen sayilar ve h2hs # 0 olmak
tizere (h») singiiler eliptik boliinebilir dizisi ile eslesen E singiiler egrisinin a ve b

katsayilar

3 (rP 487 ? 1 (*-4sY) ’
a=-—|"——a—|, b=—l"—7F
4 6s 4 6s
dir. x® + ax + b = 0 denkleminin kokleri e1, e2, 3 olmak tizere A =0 ve e1 = e2 ise
e3 =—2e1

ve

NG

dir (Ward 1948).

4.6.2 Teorem. h2hs # 0 olmak tizere (h:) singiiler eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu
durumda x° + ax + b = 0 denkleminin kokleri

_(r2—4s3) (r* —4s?) (r* —4s”)
6s> 122 7 12s*

dir ve tstelik a = b = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart 72 = 4s° olmasidir (Ward 1948).

4.6.3 Uyar1. (h) eliptik boliinebilir dizisi E eliptik egrisi ile eslemis bir dizi olsun. E nin
singliler egri olmasi icin gerek ve yeter sart (hx) nin bir singiiler dizi olmasidir. Bu

durum, Teorem 4.5.14 {in bir sonucu olarak gortiliir.

4.6.4 Ornek. (h:) =n olmak iizere
1,2,34,5,...,n, ..
eliptik boliinebilir dizisi bir singtiler dizidir ve bu dizi ile eglestirilmis E eliptik

egrisinin Tate degerleri
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_ D +4h, 6 +4-3_

b2 = >

12

bicimindedir. Dolayisiyla bu egrinin diskiriminant:
= —bybs —8b; —27b; +9bobabs=-122-3-8-63-27- 42+9-12-6-4=0
oldugundan E bir singiiler egridir. Daha 6nce bu dizinin eslestigi egrinin E : 12 = x3

oldugu goriilmiistii.

4.6.5 Teorem. h2h3 # 0 olmak tizere (hx) bir eliptik dizi ve E(Q) bu eliptik diziye karsilik

gelen eliptik egri olsun. Bu durumda
“E (modiilo p) bir singiiler egridir < (h:) modiilo p de bir singtiler dizidir”
(Swart 2003).
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5. BOLUM

F, UZERINDE TANIMLI ELiPTiK BOLUNEBILIR DIZiLER

Bu kisimda eliptik boliinebilir diziler, p > 3 bir asal say1 olmak {izere F, sonlu

cismi tizerinde incelenecektir. Bunun igin ilk olarak F, sonlu cismi {izerinde eliptik

diziler tanimlanacak daha sonra eliptik boliinebilir diziler tanimlanacaktir. Bu diziler

herhangi bir tamsay1 dizisinin modiilo p de bir indirgemesi degil, baslangi¢ terimleri F

sonlu cisminden alinarak elde edilen dizilerdir. Kissm 5. 1 de, ilk olarak eliptik

bolunebilir diziler sonlu cisimler tizerinde tanimlanacak daha sonra has ve has

olmayan eliptik boliinebilir dizilerin sayilar1 verilecektir. Kisim 5. 2 de, F, sonlu cismi

tizerinde tanimli singtiler eliptik boliinebilir dizilerin ozellikleri tizerinde durulacak ve

bu dizilerin neler oldugu belirlenecek, denk singiiler eliptik boliinebilir dizilerin

Ozellikler verilecektir. Kistm 5. 3 de, Fy sonlu cismi tizerinde tarumli ranklar: bilinen

dizilerin genel terimleri ve periyotlar: belirlenecektir ve daha sonra belli ranklara sahip

singliler dizilerin karakteri belirlenecektir. Kistm 5. 4 de, Fp sonlu cismi tizerinde

tanumli ranklar1 bilinen eliptik boliinebilir dizilerle eslesen eliptik ve singiiler egriler

belirlenecek ve bu egrilerin 6zellikleri tizerinde durulacaktur.

51F, Uzerinde Eliptik Béliinebilir Diziler

Bu kistmda daha 6nce tanimlanmus olan eliptik boliinebilir dizi kavrami sonlu

cisimler iizerinde tanimlanacak ve bu dizilerin genel 6zellikleri verilecektir.

5.1.1 Tanim. (hx) dizisinin Fy sonlu cisminden alinan terimleri dogrusal olmayan

hm+nhm—n = hm+lhm—lh5 - hn+1hn—lhr%1 (51)

indirgeme bagintisini gergekliyor ise (h.) dizisine Fy de bir eliptik dizi denir.
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Fy cisminin sifirdan farkl her bir elemar bir diger elemani boleceginden (h»), Fy
cismi lizerinde bir eliptik dizi ise (h») dizisi Fy cismi iizerinde bir eliptik boliinebilir dizidir

denir.

5.1.2 Uyan 1. Dikkat edilirse F, cismi {izerinde tanimlanan eliptik dizi ve eliptik

boliinebilir dizi kavramlar: aynidir.

2. Fp cismi tizerinde tanimli EBD ler (h.(p)) ile gosterilecektir.

3. Daha 6nce tamimlanan dizilerinde oldugu gibi bu diziler icinde ho = 0, h1 =1 dir ve

ardigik iki terim sifir olamaz.

Asagidaki onerme, eliptik boliinebilir dizilerin sonlu cisimler iizerinde taniml
olmasi halinde Teorem 4.2.4 e karsilik gelen dizilerin ranki ile ilgili bir sonug

verilmigtir.

5.1.3 Onerme. (hn), Fp cismi tizerinde bir eliptik boliinebilir dizi ve p bu dizinin rank:

olsun. Bu durumda

I’lpn =0 (]9)
dur.
Ispat. () eliptik boliinebilir dizisinin ranki p olmak iizere p, pn sayisini boldiigiinden

hp terimi hpn terimini boler, dolayisiyla istenilen elde edilir.

Calismanin bu kisminda, ilk olarak F, iizerinde tanimh eliptik boliinebilir

dizilerin sayis1 belirlenecek, daha sonra singiiler eliptik boliinebilir diziler

tanimlanarak bu dizilerin sayis1 belirlenecektir.
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5.1.4 Teorem. F, iizerinde tanumli tiim eliptik boltinebilir dizilerin sayist p* — p? + p

tanedir.

ispat. ho =0, 1 = 1 olmak tizere h2, hs, hs terimlerinin se¢imi i¢in F, de p alternatif s6z

konusu oldugundan p° tane dizi olacagi diistiniilebilir. Ancak hs, h2 nin bir kati
olacagindan ve h2 = 0 olmas:i halinde hs sadece 0 olabileceginden diisiiniilen dizi
sayisindan h2 = 0 olmasi halinde h4 # 0 olan dizilerin sayis: ¢ikarilirsa bu dizilerin sayisi

da p(p — 1) dir. Dolayisiyla bu dizilerin sayis1 p* —p (p — 1) = p> — p? + p dir.

5.1.5 Ornek. Fs iizerinde taniml1 tiim eliptik boliinebilir dizilerin sayis1 105 tanedir. Bu

diziler Ek-1 ve Ek-2 de verilmistir.

5.1.6 Teorem. [, lizerinde taniml1 has olmayan (improper) eliptik boliinebilir dizilerin

sayis1 p? tanedir.

ispat. h2 # 0 olarak secilmesi halinde /2 nin segimi i¢in p — 1 alternatif vardir. Bu halde

hs = 0 da olabileceginden h: # 0 olmak tizere her bir h2 i¢in p tane hs se¢imi sOz

konusudur. Dolayisiyla ha # 0, hs ikilileri i¢in p(p — 1) alternatif s6z konusudur. Diger

yandan hs # 0 ve h2 = 0 olmasi hali igin de p — 1 alternatif s6z konusudur. Son olarak

h2=0 ve h3 =0 halini de dikkate alirsak, has olmayan dizilerin say1s1
p-Dp+p-1+1=p

tanedir.

5.1.7 Ornek. Fs {izerinde has olmayan 25 tane dizi vardir ve bunlar Ek-1 de verilmistir.

5.1.8 Teorem. F, tizerinde tanimli has (proper) dizilerin sayis1 (p — 1)? p tanedir.

Ispat. Eger (h«(p)) bir has (proper) eliptik boliinebilir dizi ise h» # 0, hs # 0 dir.
Dolayisiyla h2 ve hs terimlerinin se¢imi icin p — 1 alternatif s6z konusudur. Boylece,

sadece h2 ve hs dikkate alindiginda (p — 1)? tane dizi elde edilir. h4 terimi h2 teriminin bir
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kat1 ve hs teriminin se¢imi i¢in de p tane alternatif oldugu dikkate alimirsa, proper

dizilerin sayisi (p — 1)? p tane olarak bulunur.

5.1.9 Ornek. Fs {izerinde has (proper) 80 tane dizi vardir ve bunlar Ek-2 de verilmistir.

5.2 F, Uzerinde Taniml1 Singiiler Eliptik Boliinebilir Diziler

Calismanin bu kisminda F tizerinde tamiml singiiler eliptik boliinebilir diziler

ve bu diziler arasindaki iliskiler ele alinacaktir.

(hn) eliptik boliinebilir dizisi verilsin. Bu durumda,
A(hn) = 0 = (hn) bir singtiler dizidir = E((h»)) bir singiiler egridir
ve listelik

(h») bir singtiler dizi = (h«(p)) bir singiiler dizidir = E((h«(p)) bir singtiler egridir.

Diger yandan (h») dizisi bir singtiler dizi olmasa da (h«(p)) dizisi bir singtiler
dizi olabilir, dolayisiyla da E((h«(p)) bir singiiler egri olur. Ornegin [1 2 6 4] dizisi

(A(hn) = —% # 0) bir singtiler dizi olmadig1 halde Fz de A(h«(p)) = 0 dir ve dolayisiyla

bu dizi F7 de bir singiiler dizidir, tstelik bu dizi F7 de E : y? = x® singiiler egrisi ile

eslesir.

Singiiler diziler, eslestikleri Ei1: y? = x3 ve Ea : y? = x® + ax + b singiiler egrileri
dikkate alinarak iki gruba ayirabilir. Buna gore bir singiiler dizi E: egrisi ile eslesiyorsa
bu tip dizilere birinci tip singiiler dizi, E» egrisi ile eslesiyorsa bu tip dizilere ikinci tip
singiiler dizi adi verilir. Bu dizilerin iki grupta incelenmesinin nedeni, daha once
belirtildigi gibi, bu dizilerle eslesen egrilerin bir cikintiya veya bir diigtime sahip

olmasidir.
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5.2.1 Teorem. Her p asal sayis1 icin [1 2 3 4] tamsayilar dizisi E1 : y? = x° egrisi ile eglegir
ve bu diziye denk olan tiim singiiler dizilerde bu singiiler egri ile eglesir. Ustelik bu
dizilerin sayis1 p — 1 tanedir.
Ispat. (1) dizisi baslangig terimleri [1 /2 hs 4] olan bir dizi ise bu diziye karsilik gelen
E:y?’=x*+ax+b

eliptik egrisinin katsayilari

a= 3°(=hy’ —4chy +(16h5 —6¢*)h5 +(8ch3 —4c’)h; —(16hS +8chj +c*))

b= 2-3%(h* +6ch’ — (24h —15c¢*)h)® —(60ch; —20c”)hs? +(120hS —36¢°h; +15¢*)hS
oldugundan bu esitliklerde h2 = 2, hs = 3, ha = 4 olarak alinirsa Ei : y? = x3 singiiler egrisi

elde edilir.

(1) dizisi, [1 2 3 4] dizisine denk bir dizi olsun. Her n € N icin, i/ = 6" hx

esitligi kullanularak bu diziye karsilik gelen egrinin de Ei : y? = x® egrisi oldugu goriiliir.
“(ha(p)) singiiler dizisi y* = x* egrisi ile eslesir & 12 = 453"
ve 4 € Qpoldugundan
“4s’e Qp = sPe Qpvese Qp “

dir. Dolayisiyla her s icin iki tane 7 degeri elde edileceginden bu dizilerin sayisi
20Q,1 =2 pT_l —p-1

tanedir.

Asagidaki teoremde Fy tizerinde tamimli has singiiler dizilerin sayis1 verilmistir.

5.2.2 Teorem. F) {izerinde tanuml1 tiim has singiiler dizilerin sayis: (p — 1)(p — 2) tanedir.

Ispat. (1:(p)) dizisi has singiiler dizi ve hahs # 0 oldugundan 7, s € F,* dir. Dolayistyla r

ve s sayilari igin p — 1 tane alternatif oldugundan (p — 1)? tane (r, s) ikilisi vardir. Diger
yandan hs = s(2 - s%) # 0 oldugundan 12 # s® dir. {lk olarak 72 = s> 6zelligindeki (7, s)

ikilileri dikkate aliirsa p =1 (6) ve p =5 (6) olmasina gore iki hal s6z konusudur.
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i. p=1 (6) olsun. Bu durumda 2= s* € K," oldugundan r sayilari i¢in PT_l tane

alternatif s6z konusudur. Diger yandan her bir r igin 72 = 5% esitligini gercekleyen s
sayilar1

2, 2@ r’a*
dir, burada @ birimin kiip kokiidiir. Dolayisiyla 2 = s° esitligini gercekleyen (r, s) say1

ciftlerinin sayis1 3 - PT—l =p -1 tanedir.

it. p =5 (6) olsun. Bu durumda 2= s € K," oldugundan r sayilar i¢in p — 1 tane
alternatif s6z konusudur. Diger yandan her bir 7 igin 72 = s® esitligini gercekleyen s
sayilar1 bir tane olup bu say1 s= 2 dir. Dolayisiyla 72 = s° esitligini gercekleyen (7, s) say1
ciftlerinin sayis1 bu halde p — 1 tanedir.
O halde her iki durumda da singiiler dizilerin sayis1 ayn1 olup
p-17-@-D=@p-DEp-2)

tanedir.

5.2.3 Sonug. Birinci tip singiiler dizilerin sayis1 (p — 1), ikinci tip singtiler dizilerin say1s1
(r — 1) - (p - 3) tanedir. Gercektende, tiim singiiler dizilerin sayis1 (p — 1) - (p — 2) oldu-
gundan bu dizilerden birinci tip singtiler dizilerin sayisin ¢ikarirsak ikinci tip singiiler

dizilerin sayis1 (p—-1)-(p-2)-(p—-1)=(@-1) - (p - 3) tane olarak bulunur.

Asagidaki teoremde singiiler dizilerin F, de Ward anlaminda denk olma

kosullar belirlenmisgtir:

5.2.4 Teorem. (x(p)) ve (K, (p)) iki singtiler dizi olsun. Bu iki dizinin Ward anlaminda
denk olmasi igin gerekli ve yeterli kosul s € Qp olmasidur.

Ispat. (.(p)) ve (%, (p)) EBD leri denktirler < her 1 € N igin,

Wo=0""h
olacak bicimde bir 6 tamsayis1 vardir. Eger bu iki dizi singtiler diziler ise Teorem 4.4.7

geregi,
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s

“(hu) ve (K, ) singiiler dizileri denktirler < ¢ = —> ve 62 =s olmak tizere her n € N i¢in,
s

he=60"" (I)

dir, yani s € Qp dir”.

5.2.5 Ornek 1. Fs de

[1124],[1223],[1322]ve[1421]
dizileri igin s tamsayilar sirasiyla 3, 2, 2 ve 3 dir ve bu degerler Qs de olmadiklarindan
bu diziler birbirlerine Ward anlaminda denk degillerdir. Ancak bu dort singiiler dizi
ayn1 E : y?2 = x® + 2x + 3 singiiler egrisi ile eslesir, dikkat edilirse bu egri ikinci tip

singtiler egridir.

2. F7de

[1310],[1320],[1340],[1410],[1420],[1440]
dizileri i¢in s tamsayilar sirasiyla 1, 2, 4, 1, 2, 4 dir ve bu degerler Q- dirler. Dolayisiyla
bu diziler Ward anlaminda birbirlerine denktirler. Ustelik bu diziler ikinci tip singiiler

E:y?=x%+2x +2 egrisi ile eglesir.

5.2.6 Tanim. h2hs # 0 olmak tizere bir (h«(p)) singtiler eliptik boliinebilir dizilerinin
terimleri
h2 =1, h3 =5(r?— s°), ha = rs3(r>— 2s°)
olmak tizere s =1 i¢in elde edilen ve baglangi¢ terimleri
h2=v,hs=1>—1, ha=r(r’*-2)
olan (h«(p))s singtiler dizisine (h.(p)) singtiler eliptik boliinebilir dizilerinin temsilci dizisi

denir.

5.2.7 Uyan1 1. Tanimda, s = 1 igin elde edilen (/:(p))s singiiler temsilci dizileri ya bir

tamsay1 dizisi ya da bir Lucas dizisidir.
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2. s € Qp olmasi halinde singiiler diziler mutlaka bir temsilci diziye denktirler ve
dolayisiyla singiiler diziler temsilcileri yardimiyla denk singiiler dizi smiflarina

ayrilirlar. Bu denk singtiler dizi siniflar [(h,(p))] ile gosterilecektir.

3. Baslangig terimleri h2 =, hs = v2— 1, ha = r(r> — 2) olan (hx(p))s dizisi temsilci dizi ise
baslangig terimleri
h2,= —r=-h, h3,= r2—1=hs, h4, =—1(r*—2)=—hs

olan (7 (p))s dizisi de diger temsilci dizidir.

5.2.8 Tanmim. (hx) bir EBD olsun. Bu durumda ((-1)"! hx) dizisi de bir EBD dir ve bu

diziye (h») dizisinin tersi denir.

(h) ve bu dizinin tersi olan ((-1)** h») dizilerinin denk olduklar1 asagidaki
teoremde belirtilmistir, bu nedenle bunlardan herhangi birisi temsilci dizi olarak

secilebilir.

5.2.9 Teorem. Baslangi¢ terimleri
h2=v,hs=1>—1, ha=r(r*-2)
olan (hx(p))s singliler EBDsi ile baglangig terimleri
h2,= —r=-ha, h3,= r’—1=hs, h4, =—r(r?-2)=-hs
olan (% (p))s singtiler EBDleri, yani (hx) ve ((-1)**hx) dizileri denk dizilerdir.
Ispat. Denklik tanimindan
he=6°(hy), h=6%(hy), hi=6(h,)
esitliklerini gercekleyen bir 0 sayisinin oldugu gosterilirse ispat tamamlamus olur.
Buna gore
ho= 6°(-h2), hs= 60° hs, ha= 6" (-ha),
esitliklerinden 6° =-1, ¢* =1 ve 6" =-1 olarak elde edilir. Dolayisiyla 6 = -1 veyap - 1

aranan sayidir.
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5.2.10 Ornek. F7 de [1 3 1 0] dizisi bir temsilci dizidir ve bu diziye denk olan diziler

[1320],[1340],[1410],[1420]ve[1440]
dizileridir. Dolayisiyla,
[1310]={[1310],[1320],[1340],[1410],[1420],[1440]}
dir. Bu dizi sinif1 i¢in temsilci dizi olarak [1 4 1 0] dizisi de alinabilirdi. Bu dizilerin her
birisi
E:y=x3+2x+2

singtliler egrisi ile eglesirler.

Asagidaki teorem singiiler bir dizinin tersinin de singiiler oldugunu

gostermektedir.

5.2.11 Teorem. Eger (hu(p)) bir singtiler dizi ise ((-1)** ha(p)) dizisi de bir singiiler
dizidir.
Ispat. (1) singiiler bir dizi oldugundan
A(h2, b3, ha) = hyhy = B3R +3h;hy —20h,h3h] +3hah; +16hShs +8hihih; +hi=0
dir, bu esitlikte h2 yerine —h2 ve hs yerine —hu dizisi yazilirsa
A(=h2, hs, —ha) =0

oldugu goriiliir. Bu ise ((-1)"!ha(p)) dizisinin de singiiler bir dizi oldugunu gosterir.

5.2.12 Uyar1. Eger (ha(p)) bir temsilci dizi ise ((-1)* hn(p)) dizisi de diger temsilci dizidir

ustelik bu dizilerden biri tamsay: dizisi ise digeri bir Lucas dizisidir.

5.2.13 Teorem. h2h3 # 0 olmak {izere F, lizerinde taniml singiiler diziler i¢in temsilci

dizi sayis1 ve dolayisiyla denk dizi smiflarmnm sayisi ]9;3 tanedir. Her bir denklik

siifinda ise p — 1 tane dizi vardir.
Ispat. s = 1 ozelligindeki diziler temsilci diziler oldugundan r sayist igin p tane

alternatif vardir. r = 0 olamaz, clinkii bu durumda h2=r =0 olur. Diger yandan, h2h3s # 0
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oldugundan 7 sayisi 1 ve p — 1 de olamaz, ¢iinkii bu durumda hs=72—1 =0 olur. Ustelik
(hn(p)) ve ((-1)"! hu(p)) dizileri denk diziler olduklarindan singiiler diziler igin temsilci

dizi sayis1 ve dolayisiyla denk dizi simifi sayisinin pT_?) tane oldugu goriliir. Eger

(ha(p)) ve (K. (p)) denk diziler ise O = +/s olmak iizere hu(p) = 8"~ (K. (p)) oldugundan
her bir denklik sinifinda Qp nin eleman sayisinin 2 kat1 kadar dizi yani p — 1 tane dizi

vardir.

5.2.14 Ornek. F7 de [1 2 3 4] ve [1 3 1 0] dizileri birer temsilci dizidirler. Bu dizilerin

denklik smaiflari ise, sirasiyla,
[1234]={[1234],[1254],[1264],[1533],[1553],[1563]}
ve
[1310]={[1310],[1320],[1340],[1410],[1420],[1440]}

dir.

5.2.15 Teorem. (h:(p)) singiiler dizisi ve bu dizinin tersi olan ((—1)" hx(p)) singtiler dizisi
ayni singtiler egri ile eglesirler.
Ispat. () dizisi baslangig terimleri h2 = 7, hs = 72— 1, ha = (12— 2) olmak tizere bu diziye
karsilik gelen E : y? = x3 + ax + b singiiler egrisinin katsayilar

a= 3°(=hy’ —4chy +(16h5 —6¢*)h5 +(8chs —4c’)h; —(16hS +8ch; +c*))

b= 2-3%(h* +6ch’ — (24h3 —15c¢*)h)® —(60ch; —20c”)hs? + (1208 —36¢°h; +15¢*)hS

+(—48ch$ +12¢°h] +6¢°)hy +(64h] +48c’hs +12c*h] +c°))

oldugundan bu esitlikte, h2 yerine —h2 ve hs yerine —hs alinirsa a ve b katsayilarinin

degismedigi goriiliir.

Simdi 6zel bir singiiler dizi simfi olan, y? = x3 singiiler egrisi ile eslesen dizileri

ele alinacaktir.
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5.2.16 Teorem. (h«(p)) singiiler dizisi y? = x° singiiler egrisi ile eslessin. Bu durumda
(hn(p)) singiiler dizisinin temsilci dizilerinden biri [1 2 3 4] tamsay: dizisi, digeri
[1 -2 3 —4] Lucas dizisidir.

Ispat. 12 = x° singiiler egrisine karsilik gelen diziler 72 = 4s® esitligini gerceklediginden
ve s = 1 ozelligindeki diziler temsilci diziler oldugundan, s = 1 icin r = + 2 olur ve

dolayisiyla istenilen temsilci diziler [1 2 3 4] ve [1 -2 3 —4] olarak elde edilir.

5.2.17 Uyar1. (h«(p)) ve (K, (p)) dizileri Ward anlaminda denk diziler olduklari halde

bunlarin ayn eliptik egri ile eglesmeleri gerekmemektedir. Ornegin Fu de [1 6 5 10] ve

[17 4 10] dizleri Ward anlaminda denk dizilerdir, fakat bu diziler sirasiyla
Ei:yp2=x3+7x+7 ve E:y?=x>+10x+6

eliptik egrileri ile eglesirler. Bu nedenle Ward anlaminda denklik tanimina alternatif bir

denklik tanimi yapilabilir. Bu tanim EBD lere karsilik gelen eliptik egrilerden

faydalanarak yapilacaktir.

5.2.18 Tanim. (hu(p)) ve (K, (p)) iki EBD olsun. Eger bu iki dizi aym E eliptik egrisi ile

eslesmis ise bu dizilere egrisel denk diziler denir. Aym E eliptik egrisini veren dizilerin
olusturdugu dizi ailesi egrisel denk dizilerin denklik sinifini1 olustururlar ve bu simf

[E(hn(p))] ile gosterilir.

Bu sekilde tanimlanan dizilerin egrisel denkliginin bir denklik bagintis1 oldugu

agiktir.

5.2.19 Ornek. (h:) ve (1) dizileri sirastyla F7 de [1 2 1 1] ve [1 3 3 1] olan diziler olsun.

Bu diziler Ward anlaminda denk degillerdir. Gergektende h2 = 2 ve h, = 3 dir,

dolaysiyla 2 = '3 dir, esitliginden 6°= 3 olarak bulunur. 3, Fr de bir tigiincii

dereceden kalan olmadigindan bu esitligi gercekleyen bir € sayisi yoktur. Diger

yandan bu iki dizi ayni
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E:yp2=x*+3x+4,

eliptik egrisi ile eslestiginden bu iki dizi egrisel denktir.

Bu ornegin de gosterdigi gibi Ward anlamindaki denklik kavrami ile egrisel
denklik kavramlari bir birlerinden farkli denklik kavramlaridir. Egrisel denklik
kavramindan faydalanarak elde edilen egrisel denklik sinuflar kullarilarak, kuadratik

formlar yardimiyla asal sayilarin gosterimleri elde edilebilir.

5.3F, Uzerinde Ranklar1 Bilinen Dizilerin Genel Terimleri

Bu kisimda ilk olarak F tizerinde tanimli belli ranklara sahip dizilerin genel

terimleri ve periyotlar1 belirlenecek, daha sonra belli ranklara sahip singiiler dizilerin

karakteri belirlenecektir.
Ranki iki Olan Diziler

Ranki iki olan diziler, yani h2 teriminin sifir olmas1 hali dikkate alindiginda,

Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin h2 = 0 oldugu agiktir. Bu dizilerin genel terimleri
asagidaki sekilde verilmistir. Buna gore, eger (h:) baslangic terimleri [1 0 13 0] (hs € Fy")

olan bir eliptik boliinebilir dizi ise bu dizinin genel terimi,

0, n gift
—(1)HJh3T . ntek

bi¢imindedir (Ward 1948).

5.3.1 Uyarn. Dikkat edilirse ranki iki olan, yani ikinci terimi sifir olan biitiin dizilerin

diskriminanti sifirdir, dolayisiyla ranki iki olan tiim diziler singiiler dizilerdir.
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Ranki Ug Olan Diziler

Bu kisimda ranki ii¢ olan diziler, yani hs teriminin sifir olan diziler ele

alinacaktir. Bu durumda da, Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin hsn= 0 oldugu agiktir.

Asagidaki teoremde bu bicimdeki dizilerin genel terimleri verilmistir.

5.3.2 Teorem. [1 h2 0 h4] (h2, ha € Tp") bir eliptik boltinebilir dizi olsun. Bu durumda bu

dizinin genel terimi,

k(k+l)  (k+2a-2)(k+2a-3)

ho=hswa=¢ b, 2 h, 2 (5.2)

bi¢cimindedir ve burada

[+l n=1,2,4,502)
121 1=7,810,11(12)

dir.
Ispat. Bu sonucun # = 4 icin dogru oldugu aciktir. O halde 1 > 4 olarak kabul edilir. Her

n, m € Nicin

hyity =h

m+n""m-n

2 2
m+1hm—1hn - hn+1hn—1hm

oldugundan bu esitlikte m = 2 olarak alinirsa,

ol =h hn—1h§ - h3h1h2

n+2 n+l

ve h3=0 oldugundan
h,.,h,,=h

n+2""'n—

il (5.3)
esitligi elde edilir.

(5.2) esitligine tiimevarim uygulayarak teoremin ispati tamamlanir. Ispati
tamamlamak icin 7 sayisimin 6zel degerlerini dikkate almak gerekir.

[k olarak 7 + 1 = 4 (12) olsun. O halde (5.2) esitliginin 7 + 1 igin dogru oldugu

varsayilir ve n + 2 igin bu esitligin dogru oldugu gosterilirse ispat bu hal igin

tamamlanmis olur. Bu durumda, n + 1 = 34r + 1) + 1 (r € N) olarak yazilabilir,

dolayistyla nn +2 = 3(4r + 1) + 2 olur. Boylece
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h

_ hSr2 +67+1 h8r2+10r+3
n+2 4 2

olarak bulunur. Benzer sekilde hareket edilerek

h

_ 1,877 +6r+1 1,877 +2r
wt = My h,

”ln=0

_ 1,877 +2r 71877 +6r+1
oy = RS

ve

_ 182 +2r 1872 -2r
by =h """ hy

olarak bulunur. Bu degerler (5.3) esitliginde yerine koyulursa

h

8r2+2r 1,82 =2r _ 1,8¢2+6r+1 1.8¢2+2r (1,872 4+2r 1,872 +6r+11 1.2
n+2 h4 hz - h4 hz (h4 hz )hz

esitliginden

h

_ hSr2 +67+1 h8r2+10r+3
n+2 4 2

olarak elde edilir. Boylece n + 1 = 4 (12) hali i¢in teorem ispatlanmis olur. Diger hallerde

benzer gekilde elde edilir.

5.3.3 Uyar1. () has eliptik boliinebilir dizi oldugundan h2|hs diir, dolayisiyla ¢ € Fp*

olmak tizere h4 = ch2 olarak yazilabilir. O halde ranki {i¢ olan dizilerin genel terimi ¢

parametresine bagl olarak asagidaki gibi de verilebilir.

5.3.4 Teorem. [1 h2 0 ha= chz] (h2, c € Fy") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda

bu dizinin genel terimi,

k(k+1)
hu=hsa=e c 2 h{HD

bi¢cimindedir ve burada

[+ n=1,2,4,512)
7121, 1=7,810,11(12)

dir.

Ispat. Teorem tiimevarim yontemiyle Teorem 5.3.2 deki gibi ispatlanr.
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5.3.5 Uyar1. Ranki iki olan diziler de oldugu gibi ranki ii¢ olan tiim dizilerin de

diskriminanti sifirdir, dolayisiyla ranki ti¢ olan tiim diziler de singiiler dizilerdir.
Ranki Dért Olan Diziler

Bu kissmda ranki dort olan diziler, yani hs teriminin sifir olan diziler ele

alinacaktir. Bu durumda da Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin han = 0 oldugu agiktir.

Asagidaki teoremde bu bicimdeki dizilerin genel terimleri verilmistir.

5.3.6 Teorem. [1 h2 h3 0] (h2, hs € Fy’) bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda bu

dizinin genel terimi,
hn = hakea= £ hf 2K+ (5.4)

bi¢cimindedir ve burada

+1, n=1,2,3(8
82{ ®) 1

, 3 1, ngift
, = — _— +1, =
1, n=s67@6) Y727 LA

0, ntek
dir.
Ispat. Bu sonucun n = 5 igin dogru oldugu aciktir. O halde n > 5 oldugunu kabul

edelim. Her n € Nigin

hoh, o =h

n+2" " 'n—

n+1hn—1h§ - h3h1h2 (5-5)

oldugundan (5.4) esitligine tiimevarim uygulayarak teoremin ispati tamamlanir. lk

olarak nn + 1 =2 (8) olsun. O halde (5.4) esitliginin 7 + 1 i¢in dogru oldugu varsayalim ve

n + 2 igin bu esitligin dogru oldugunu gosterelim. Bu durumdan+1=4-2r+2 (r € N)

ve dolayisityla nn + 2 =4 - 2r + 3 olur. Boylece

h

_ h8r2+6r+1
n+2 3

olarak bulunur. Benzer sekilde hareket edilerek
By = =3

”ln — hgr‘+2r
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olarak bulunur. Bu degerler (5.5) esitliginde yerine koyulursa
By (B 0) = BT
esitliginden

h

_ h8r2+6r+1
n+2 3

olarak elde edilir. Boylece n + 1 =2 (8) hali i¢in teorem ispatlanmis olur. Diger hallerde

benzer sekilde elde edilir.

Simdi /s teriminin sifir olmasi halinde dizinin periyotunun ne oldugunu

belirten asagidaki teorem verilebilir.

5.3.7 Teorem. [1 h2 h30] (h2, hs € F}") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda bu

dizinin periyotu,

1Y = 4p-1), hy,modpdebir ilkel kok
70 =gy, diger hallerde
dir ve burada
{q q tek
r=4q )
- ft
, 14

dir.
Ispat. Dizinin ranki 4 oldugundan p=4 dir. Bu durumda

h, h

2
h,

oldugundan a1 in mertebesi e = 1 dir, a2 = h,,_, = h; oldugundan a2 nin mertebesi, eger hs,

p-1
F» de bir ilkel kok ise k = p — 1 degilse k = g dur, burada g, p — 1 in bir asal bolenidir. O

halde hs bir ilkel kok ise a= 0 ve 7=2%[e, k] oldugundan 7=p — 1 dir ve dolayisiyla

mMhn) = Tp = 4(p — 1) olarak bulunur. Eger hs, F, de bir ilkel kok degilse, a2 = hs iin

mertebesi k = g dur. O halde o= 0 veya 1 olabilir. Dolayisiyla 7= 2% [¢, k] = q veya 2g
dur. z(hn) = T-p=4q veya 8q dur.
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Asagidaki teorem ranki 4 olan singiiler eliptik boliinebilir dizilerin ne zaman

ortaya ¢iktig1 verilmistir.

5.3.8 Teorem. [1 h2 h3 0] (h2, hs € Fp") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda (hx)

8
nin bir singiiler EBD olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart h; = I;—é olmasidir.

Ispat. A(hs, s, ha) = b’ — h3hd? +3h2hY — 20h,h3h] +3hihs + 16hShy +8h2hih3 + i
esitliginde /4= 0 olarak alinirsa

A(h2, b3, ha) = h3hy (—hS +16h3)
olarak bulunur. O halde

s

A(ha,hs, i) = 0 & hl = T

dir.
Ranki Bes Olan Diziler

Bu kisimda ranki bes olan diziler, yani besinci terimi sifir olan diziler ele

alinacaktir. Bu durumda, Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin hs» = 0 dir.

5.3.9 Teorem. [1 h2 h3 h4] (h2, hs, ha € Fy7), ranka bes olan bir eliptik boliinebilir dizi olsun.

Bu durumda bu dizinin genel terimi,

hn = hsiea= 8h;(5k2+2uk+ﬁ) h§k2+2uk+a (56)
dir ve burada
+1, n=1,2,3,4(10) 1, 3 i
‘ {—l, n=6,7,8900) =27 T2V B=a"—4a+3

dir.
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3
Ispat. (1) ranki bes olan bir dizi oldugundan ks = hahi3 — h3= 0 ve dolayistyla fa = (%J

2
dir. Diger yandan bu sonucun n = 6 i¢in dogru oldugu agiktir. O halde n > 6 oldugunu

kabul edilir. Her n € Nigin

hoh, o =h

n+2""'n—

n+lhn—lh§ - h3h1h5 (5.7)
oldugundan bu esitlige tiimevarim uygulayarak teoremin ispat: tamamlanur. Ilk olarak
n+1=2(10) olsun. (5.6) esitliginin n + 1 igin dogru oldugunu varsayilir ve n + 2 i¢in bu

esitligin dogru oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Bu durumda n + 1 =5 - 2r + 2

(r € N) ve dolayisiylan +2=5 - 2r + 3 olur. O halde

h

_ h20r2+12r+1h—(20r2+12r)
n+2 3 2

olarak bulunur ve bdylece esitligin dogru oldugunu goriilmiis olur. Benzer sekilde

hareket edilerek
h, , = —h§0r2_4rh;(20?’2—4r)
ve
hn = h320r2+4rh;(20r2+4r)
olarak bulunur. Bu degerler (5.7) esitliginde yerine koyulursa
Py (S B IGO0y = (00 e
esitliginden

h

_ h20r2+12r+1h—(20r2+12r)
n+2 3 2

olarak elde edilir. Boylece n + 1 =2 (10) hali i¢in teorem ispatlanmis olur. Diger hallerde

benzer sekilde elde edilir.

Simdi hs teriminin sifir olmasi halinde dizinin periyotunun ne oldugunu

belirten asagidaki teorem verilebilir.

5.3.10 Teorem. [1 h2 h3 ha] (h2, hs, ha € Fp") ranki bes olan bir eliptik boltinebilir dizi

olsun. Bu durumda g, h—2 iin mertebesi olmak iizere dizinin periyotu,
3
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7 (hn) = %(P ~1), % ,mod pdebir ilkel kok

3
10r, diger hallerde

dir ve burada

dir.
Ispat. Dizinin ranki 5 oldugundan p=5 dir. Bu durumda

hy _hy
hs

ve

3
a2=h,  =hs= [EJ
h,

oldugundan eger %, F» de bir ilkel kok ise a1 in mertebesi e = p — 1 ve a2 nin mertebesi
3

= p_—l/ eger h, F» de bir ilkel kok degilse, e = g ve k = q dir. O halde h bir ilkel

3 h 3 hy

kok ise a=-1ve 7= PT—l dir ve dolayisiyla #(hn) = p = %(p —1) olur. Eger %, Fy de

3

q

bir ilkel kok degilse, g tek ise av=1 ve g ¢ift ise o= — 1 dir. Dolayisiyla 7= 2g veya 1

olur. O halde #(h») = 7p=10g veya %q dur.

Asagidaki teoremde ranki 5 olan singiiler eliptik boliinebilir dizilerin ne zaman

ortaya ¢iktig1 gosterilmektedir.

5.3.11 Teorem. [1 h2 h3 ha ] (h2, h3, ha € Fp") ranki bes olan bir eliptik boltinebilir dizi

olsun. Bu durumda (h») nin bir singtiler eliptik boliinebilir dizi olabilmesi i¢in gerek ve

11455

yeter sart h; = > > h, olmasidur.
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3
Ispat. (/1:) rank1 bes olan bir dizi oldugundan /s = [%J dir. Eger

2

Ao, sy hs) = hyh!s — 1202 + 3020 — 200,130 + 31305 +16hSh + 8h2h3h2 + K

3
esitliginde hs = [%J yazilirsa

2

A(ha, hs, ha) = =W + 1113k, +h;

HESYS )
dur.

olarak bulunur. O halde A(hz, h3, ha)= 0 & h) = 5

5.3.12 Teorem. [1 h2 hs ha] (h2, hs, ha € Fy") olan bir dizi olsun. Bu dizinin ranki beg olan

bir singtiler eliptik boliinebilir dizi olabilmesi icin gerek ve yeter sart
p=>5veyap=1,9(10)
olmasidir.

11455
2h4

Ispat. (h:) nin bir singiiler EBD olabilmesi icin gerek ve yeter sart ) =

olmasidir. O halde, “(hx) nin bir singtiler dizidir < 5 bir ikinci dereceden kalandir veya

p =5 dir” ve dolayistyla “5 bir ikinci dereceden kalandir < p=1, 9 (10)” dur.
Ranki Alt1 Olan Diziler

Bu kisimda ranki alti olan diziler, yani altinci terimin sifir olan diziler dikkate

alinacaktir. Bu durumda, Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin hex = 0 dir.

5.3.13 Teorem. [1 h2 hs ha] (h2, hs, ha = chz2 € Fp") ranki alt1 olan bir eliptik boliinebilir dizi

olsun. Bu durumda bu dizinin genel terimi,
hin = hekva= € WSR3 +ik+r (5.8)

bicimindedir, burada

{+L n=1,2,3,4,5(12)
E =

-1, n=7,8,9,10,11(12)
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ve

e I, ngift . 3n [0, as<3
o, ntek"B_ 0, 3In r= a-3, a>3

dir.

Ispat. (h:) ranki alti olan bir dizi oldugundan hs = %(hS h;— h;) = 0 ve dolayisiyla

2

2
hs = (%J dir. Diger yandan bu sonucun n =7 igin dogru oldugu agiktir. O halde n >7

2

oldugunu kabul edilir. Her n € Nigin

ol > = hn+1hn—1h§ - h3h1h2 (5.9)
oldugundan bu esitlige tiimevarim uygulayarak teoremin ispat: tamamlanur. Ilk olarak
n+1=2 (12) olsun. (5.8) esitliginin n + 1 i¢in dogru oldugunu varsayalim ve n + 2 igin

bu esitligin dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda n + 1 =6 - 2r + 2 (r € N) ve

dolayisiylan +2 =6 - 2r + 3 olur. O halde
h

_ 12r2 +6r
w2 = hac

olarak bulunur. Simdi bunun dogru oldugunu gorelim. Benzer sekilde hareket edilerek
hoo=— C12r2—2r
n-2

ve

hn= 274
olarak bulunur. Bu degerler (5.9) esitliginde yerine koyulursa
Bypn (€77 ) = s
esitliginden

h

_ 12¢2 +6r
nr2 = hsC

olarak elde edilir. Boylece n + 1 =2 (12) hali i¢in teorem ispatlanmis olur. Diger hallerde

benzer sekilde elde edilir.

Simdi he teriminin sifir olmasi halinde dizinin periyotunun ne oldugunu

belirten asagidaki teorem verilebilir.
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5.3.14 Teorem. [1 h2 h3 ha] (h2, hs, ha € Fp') ranki alti olan bir eliptik boltinebilir dizi

olsun. Bu durumda g, h_2 iin mertebesi olmak iizere dizinin periyotu,
4

6(p—1), %,modpde bir ilkel kok

7[(”111) = 4
12r, diger hallerde

dir ve burada

q qtek
rz% q cift

dir.
Ispat. Dizinin ranki 6 oldugundan p=6 dir. Bu durumda

h, h

L3
h,

ve

oldugundan %, Fy de bir ilkel kok ise a1 in mertebesi e = p — 1 ve a2 nin mertebesi
4

k= PT—l dir, bu durumda a=0 ve 7=p — 1 dir. O halde #(h:) = 7p=6(p — 1) olur. Eger

% , Fp de bir ilkel kok degilse bu durumda iki hal s6z konusudur, buna gore eger g tek
4

ise e =g ve k=g dur. Dolayisiyla =1 ve 7= q olur ve bu durumda 7(h:) = 7-p = 64 olur.

q

Eger g ciftise e =g ve k = 5 dir. O halde =0 ve 7= 2g dir ve dolayisiyla 7(h.) = 7p =

12q dur.

Asagidaki teoremde ranki 6 olan singiiler eliptik boliinebilir dizilerin ne zaman

ortaya ¢iktigr verilmistir.
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5.3.15 Teorem. [1 h2 hs ha ] (h2, hs, ha € Fy’) ranki alt1 olan bir eliptik boltinebilir dizi

5
olsun. Bu durumda (h») nin bir singtiler EBD olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart hs = L

olmasidir.

2 5 12
Ispat. (i:) ranki alt1 olan bir dizi oldugundan hs = (%J ve dolayisiyla h3 =h4h;l—2h4
2

2
dir. Eger bu deger

A(hz, b3, ha) = hyhy® —h3hy +3hihy —20h,h3hs +3hyhs + 16h5hs +8hihshs + hy
esitliginde yazilirsa

A(ha, h3, ha) = =3k +9h;

5

olarak bulunur. O halde A(h2, hs, hs) = 0 & ha= % dir.

Ranki Yedi Olan Diziler

Bu kistmda rank: yedi olan diziler, yani yedinci terimin sifir olan diziler dikkate
almacaktir. Asagidaki teoremde yedinci terimi sifir olan eliptik boliinebilir dizilerin

baslangi¢ terimlerinin neler oldugu belirlenmistir.

5.3.16 Teorem. (h:) Fp tizerinde tanimh bir eliptik boliinebilir dizi olsun. (hx) dizisinin

yedinci teriminin sifir olmasi igin gerek ve yeter sart (h:) dizisinin baslangig

terimlerinin f =1 (3) olmak tizere

8t+1 8t+1

[12t2 3 -2 ]veya[l-2t23 2°]
olmasidir.
Ispat. iy =h,h3 —h,h} oldugundan bu esitlikte hs = i,k i ve ha = choyazilirsa
h7 = chyh —hyc® —h
olarak bulunur. O halde /7 =0 ise h3=— ch2 veya h; = > h; ve dolayisiyla c =-2h, dir.

Boylece, hi=2hS ve ha =21 olarak bulunur. Ustelik 4= 2% in bir kiip olmasi icin
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gerek ve yeter sart t =1 (3) olmak tizere h2 = £ 2! olmasidir. Dolayisiyla rank: yedi olan

8t+1 8t+1

bir dizinin baglangig terimleri [12t 2 3 -2°*"]veya[1-2! 2 3 2°*] dur.

Diger yandan (h») dizisinin baglangic terimleri

8t+1 8t+1

[12t2 3 —2"]veya[l-2t23 2°]

ise hs =% 2% ve dolayisiyla h7 = 0 dur.

Asagidaki teoremde ranki yedi olan dizilerin genel terimleri verilmistir. Bu

durumda, Onerme 5.1.3 geregi her n € N igin h7. =0 dir.

5.3.17 Teorem. (h:) baslangi¢ terimleri Teorem 5.3.16 da verilen F iizerinde tamimli ve

ranki yedi olan bir eliptik boltinebilir dizi olsun. Bu durumda bu dizinin genel terimi,
hn = hzkea= 820’1125 h%l

bicimindedir, burada

+1, n=1,2,3(7)
E =
-1, n=4,56(7)
ve
_ 1a°-3a+6)k* +(-3a* -2 a-6)k+(3a° - La+6), a=1,2,3
Lo -Ua+12)k® +(-2a* +2a-35k+(3a’ -2 a+36), a=4,5,6
- (2a% —10a+27)k* +(—10a* +52a—48)k + (11a> —48a+45), a=1,2,3
(2a* =22a+75)k* + (102> =112a+ 616)k +(—2a> —=7a+22), a=4,5,6
L 3ln
o, 31n
dir.

Ispat. Genel terim ile ilgili benzer teoremlerin ispatlarinda oldugu gibi tiimevarim ile

gortiliir.

Simdi h7 teriminin sifir olmasi halinde dizinin periyotunun ne oldugunu

belirten asagidaki teorem verilebilir.
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5.3.18 Teorem. [1 h2 hs ha] (h2, hs, ha € Fp") rank: yedi olan bir eliptik boliinebilir dizi

olsun. Bu durumda ¢, —* in mertebesi olmak tizere dizinin periyotu,

5

42e, etek
ip=l@isez() =121, 0.

2 7

14e, etek
ii.p=5(6)ise 7z (hn) = %e, ecift

dir.

Ispat. Rank1 yedi olan bir dizinin baslangig terimlerinin ¢ = 1 (3) olmak iizere
8t 8t
[1223 -2""]veya[l-2' 23 2°]
bi¢iminde oldugu daha 6nce belirtilmisti. Bu nedenle ispat iki hal igin verilecektir.

8t+1

1. Hal. Ik olarak dizinin baglangic terimleri [1 2/ 2 3

-2°*!1 olsun. Dizinin

ranki 7 oldugundan p =7 dir. Bu durumda

ve

35t+10

oldugundan a1 ve a2 nin mertebelerini p =1 (6) ve p =5 (6) olmak {lizere F, de ayr1 ayr1

incelemek gerektiginden asagidaki iki hal s6z konusudur.

i. p =1 (6) olsun. Bu durumda a1 in mertebesi e ise a2 nin mertebesi k = 3e dir. O
halde e tek ise k tek, e cift ise k da cifttir ve tistelik bu durumda e ve k ikinin aymn
kuvveti ile boliiniirler. O halde, e tek ise =1 ve 7=6 - ¢ dir, boylece

hn)=7-p=6-e-7=42
olur. Eger e ciftise a=-1 ve 7= %e dir, boylece

3 21
h=7-p==—¢-7="—"
7(hn) P 2e 2e

olur.
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ii. p =5 (6) olsun. Bu durumda a1 in mertebesi e ise a2 nin mertebesi de k = e dir.
O halde e tek ise =1 ve 7=2-¢ dir, boylece
ahn)=7-p=2-¢-7=14e

olur. Eger e ciftise a=-1ve 7= %e dir, boylece

1 7
hy=1-p=—--7=—e
M) =7 p= - 5
olur.
8t+1
2. Hal. Dizinin baglangig terimleri [1 -2/ 2 3 2°"*'] olarak alindiginda
a1 = hz :hz 2—7t—2
hp—z hS
ve

35t+10

a2=h, =hs=2 3

olur ve ispat 1. haldeki gibi goriiliir.

Asagidaki teoremde ranki 7 olan singiiler eliptik boliinebilir dizilerin ne zaman

ortaya ¢iktig1 verilmistir.

5.3.19 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ha € Fp") ranki yedi olan bir eliptik boliinebilir dizi

olsun. Bu durumda (k) nin bir singiiler EBD olabilmesi icin gerek ve yeter sart p = 13
olmasidir.

Ispat. Ranki yedi olan bir dizinin baglangig terimleri

8t+1 8t+1

[12023 -2 ]veya[l-2 23 2°]
oldugundan
A(h2, hs, ha) = hyhy> —h3hy +3hihy —20h,h3h) +3hihs +16h$hy +8hihihs + by
esitliginde bu degerler yazilirsa A(hz, hs, ha) =21 312 13 dir ve dolayisiyla
A(h2,h3, ha) =0 & p=13
dir.
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5.4 F, Uzerinde Ranklar1 Bilinen Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kisimda Fy tizerinde tamimli baglangig terimleri ve ranklar bilinen diziler ile

eslesen egriler belirlenecek ve bu egrilerin 6zellikleri incelenecektir.

Ranki iki Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kisimda ranki iki olan dizilerle eslesen egriler ele alinacaktir. Ranki iki olan

tiim diziler singiiler oldugundan bu dizilerle eslesen tiim egriler de singiilerdir.

5.4.1 Teorem. [1 0 hs ch2 = 0] (c € Fp ve hs € Fy") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu

durumda bu dizilerle eslesen egriler birer singiiler egridir ve bu egriler
E:y2=x>-27(4h +c*)’ x + 54(4h3 + %)’ (5.10)
esitligi ile belirtilir. Ustelik P = (x1, 11) noktas1 E egrisi {izerinde bir nokta olmak iizere
bu dizi
P = (x1, y1) = (3(4h; +¢*), 0)
noktasindan elde edilen bir dizidir.

Ispat. [1 12 1 cho] eliptik boliinebilir dizisi ile eglesen E: 12 = x3 + ax + b eliptik egrisi igin
A = 2% .32 nIh3(chy® +(=hj +3c*)hs +(=20ch3 +3c)h; +(16hS +8c°h3 +c*))
oldugundan h2 = 0 olarak alimirsa A = 0 olarak bulunur, bu ise ranki iki olan dizilerle

eslesen tiim egrilerin bir singiiler egri oldugunu gosterir.
a= 3°(=hy’ —4chy +(16h5 —6¢*)h5 +(8chs —4c’)h; —(16hS +8chj +c*))
b= 2-3%(h* +6ch’ — (24h3 —15c¢*)h)® — (60ch; —20c”)hs? +(120h —36¢°h; +15¢*)hs
+(—48ch$ +12¢°h +6¢°)hy +(64h] +48c’hs +12c*h +c°))
oldugundan bu esitliklerde /2 = 0 olarak alimirsa
= —27(16h +8c*h3 +c*) =-27(4h3 +c*)’
ve

b =54 (64h; +48c°hS +12¢*h] +c®) = 54(4h3 +c*)°
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olarak bulunur. Ustelik P = (x1, 11) E egrisi tizerinde bir nokta olmak iizere
P = (x1, y1) = B(hS +2chy + 4h3 +c*), —108h3h3)
oldugundan h2 = 0 igin bu diziler

P =(x1, y1)= (3(4h; +¢*), 0), (ce Fyp)

noktasindan elde edilir.

5.4.2 Uyar1. Bu singiiler egriler bir diiglime ya da ¢ikintiya sahiptir. Bu egrilerin hangi
durumlarda bir digiime ya da c¢kintiya sahip oldugu asagidaki teoremde

belirlenecektir.

5.4.3 Teorem. [1 0 /3 0] (hs € TFy") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda,

hyeQ,, p=14)

i. [1 0 hs 0] dizisi cakintiya sahip bir singtiler egri ile eslesir <
[ ] ckintty p guler eg sles {h3EQP, p=3(4),

hyeQ,, p=1(4)

1. [1 0 hs 0] dizisi dugiime sahip bir singiiler egri ile eslesir <
[ ] gu p gu g e {”l3 (S Qpl p = 3(4)
dir.

2
Ispat. (5.10) esitliginde h; = —% yazilirsa sonug elde edilir.

5.4.4 Uyar1 1. Teorem 5.4.1 de [1 0 hs ch2] (c € Fp) dizisinin

E:y2=x%-27 (4h; +c*)*x + 54(4h; + %)’
egrisi ile eglestigi gosterilmistir. Eger o= 4h3 + ¢* ve f=3aolarak alinursa
=-342 b=24°
olacagindan
E:yp2=x3-3f%x+2p33
ve

P=(50)

olur.
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2. [1 0 hs ch2] (hs € Fp* ve c € Fy) dizisi has olmayan bir dizidir, dolayisiyla dordiincii

terimi belirlerken ¢ sayis1 olarak F, nin tiim elemanlar1 segilebilir. Bu nedenle bu

ozellikteki her bir dizi birden fazla egri ile eslesebilir.

5.4.5 Ornek. Fs de [1010]dizisi, c=0, 1, 2, 3 ve 4 olarak secildiginde, sirasiyla,

yY=x3+3x+1, P=(2,0)
yr=x3 P=(0,0)
Y=x3+2x+3, P=(4,0)
Y=x3+2x+3, P=(2,0)
Y =x3 P=(2,0)

egrileri ile eslesirler. Benzer sekilde baslangi¢ terimleri [1 02 0], [1 03 0], [1 0 4 0] olan

dizilerle eslesen egriler, c=0, 1, 2, 3 ve 4 olarak segildiginde, sirasiyla,

Y=x3+2x+2 Y=x3+2x+3 Y=x*+3x+4
YP=x>+2x+3 Y=x>+3x+1 Y=x3+2x+2
Y=x3+3x+4 YP=x3+2x+2 yr=x3
Y=x3+3x+4 YP=x3+2x+2 yr=x3
YP=x>+2x+3 Y=x>+3x+1 Y=x3+2x+2

olarak bulunur.

Ranki Ug Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kisimda ranki ii¢ olan diziler, yani /s teriminin sifir olan dizilerle eslesen
egriler ele almacaktir. Ranki ti¢ olan tiim diziler singiiler oldugundan bu dizilerle

eslesen tiim egriler de singiilerdir.

5.4.6 Teorem. [1 h2 0 ch2] (h2, ¢ € F,") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda bu

dizilerle eslesen egriler birer singiiler egridir ve

E:y2=x>=27(h; +c)* x +54(h; +¢)° (5.11)
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denklemi ile belirtilir. Ustelik P = (x1, y1), E egrisi {izerinde bir nokta olmak iizere bu
dizi

P = (x1, y1) = 3(h; +¢)?, 0) (c € Fp)

noktasinda elde edilen bir dizidir.
Ispat. [1 12 his cho] eliptik boliinebilir dizisi ile eglesen E : y2 = x® + ax + b eliptik egrisi igin
A = 2% .32 nIh5(chy® +(=h +3c?)hs +(=20ch3 +3c)h; +(16hS +8c°h3 +c*))
A= 3%(=h1 —4ch? + (16103 — 6> S +(8ch —4c® )t —(16hS +8c2h2 +c*))
b= 2332 +6ch2 — (24h3 —15¢%)hL —(60ch —20® )12 + (120h8 —36¢%h3 +15¢*)hS
+(—48ch$ +12¢°h +6¢°)hy +(64h] +48c’hs +12c*h +c°))
P = (x1, y1) = (3 (hs +2chy +4h3 +c*), =108 h3h3 )
oldugundan birinci esitlikte i3 = 0 olarak alinirsa A = 0 olarak bulunur, bu ise ranki iig
olan dizilerle eslesen tiim egrilerin bir singiiler egri oldugunu gosterir. Eger ikinci ve
ugtlincii esitliklerde hs = 0 olarak alinirsa,
a=-33(h)® +4ch)’ +6c’hs +4c’h; +c*)y= =27 (h; +c)*
ve
b =54(h3* +6ch’ +15c°h)° +20c°h)* +15¢*hs +6c°h; +c°) = 54(h; +¢)°
olarak bulunur. O halde bu EBD lerle eslesen singiiler egriler
E:y2=x>=27 (hy +¢)* x + 54 (h; +¢)°
bigimindedirler. Ustelik P = (x1, y1) E egrisi tizerinde bir nokta olmak iizere
P = (x1, y1) = B(h +2chs + 4k +c*), =108 13h3 )
oldugundan hs =0 igin [1 h2 0 ch2] dizisi

P=(x1, y1) = (B(hE +2ch? +c?), 0) = B( K +0)%, 0), (c € Fy)

noktasindan elde edilir.

5.4.7 Sonug. P = (x1, y1) = (3(h; +¢)*, 0), (c € Fy") noktas1 igin

“xie Qp p=+1(12)
ve

‘g Qpeop E£1(12)
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dolayisiyla P noktasi igin her iki halde de PT_I tane alternatif s6z konusudur.

Ispat. “(hi +¢)>e Qyve3 e Qy & p=+1(12)” oldugundan
3(h; +c)’=x1€ Qp &p=t1(12)e Qp
oldugu gorilir. 1Qpl = PT_I oldugundan da her iki halde xi1 i¢in PT_I tane alternatif

s0z konusudur.

5.4.8 Uyar1. Teorem 5.4.6 da [1 h2 0 ch2] (c € Fy") dizisinin

E:yp=x°=27(h; +c)* x +54(h; +c)°

egrisi ile eglestigi gosterilmistir. Buna gore eSer &= h; +c ve f= 3¢ olarak alinirsa

=-342 b=2p°
olacagindan
E:yp2=x3-3f%x+2p33
ve
P=(50)
olur.

5.4.9 Ornek. Fs de bu &zellikteki diziler ve bunlarin eglestikleri egriler ile bu egrilerin

elde edildikleri P noktalar1 asagida verilmistir.

[1101] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1102] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1103] 2 =x0+3x +4, P= (3,0)
[1104] 2 =1, P= (0,0)
[1201] Y2 =x0+3x +4, P= (3,0)
[1202] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1203] 2 =1, P= (0,0)
[1204] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1301] PR=x0+3x+1, P=(2,0)

[1302] =2, P=(0,0)
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[1303] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1304] 2 =x0+3x +4, P= (3,0)
[1401] Y2 =1, P= (0,0)
[1402] Y2 =x0+3x +4, P= (3,0)
[1403] PR=x0+3x+1, P=(2,0)
[1404] PR=x0+3x+1, P=(2,0)

Simdi bu egrilerin hangi durumlarda bir cikintiya sahip oldugu belirlenecektir.

5.4.10 Teorem. [1 h2 0 ch2] (h2 € Fp* ve c € Fp") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu

durumda, (h») dizisinin E : y? = x3 singiiler egrisi ile eslemesi icin gerek ve yeter sart
ha=—h; olmasidir.

Ispat. Yukaridaki (5.11) esitliginde hj = —c yazilirsa teoremin ispat: tamamlanur.

Ranki Dért Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Simdi de ranki dort olan diziler, yani h4 teriminin sifir olan dizilerle eslesen
eliptik ve singiiler egriler ele belirlenecektir. Asagidaki teoremde bu dizilerle eslesen

eliptik egriler belirlenmistir.

5.4.11 Teorem. [1 h2 h3 0] (h2, hs € Fp") bir eliptik boliinebilir dizi olsun. Bu durumda bu

dizilerle eslesen eliptik egriler
E:y?2=x3+27(—hY° +16chihs —16h3 )x + 54 (h3* — 243hy° +120hSHS +64h3)
bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki
P = (x1,y1) = 3(H5 +4h3 ), ~108 h3hy )
noktasindan elde edilen bir dizidir.
Ispat. a = 3°(=h1° —4ch?® + (1613 — 62 )hS +(8ch —4c)hi —(16hS +8c2h3 +ct))

b= 2-33(h2* +6ch2 — (24h3 —15c)1* —(60ch? — 20> )12 + (12018 —36¢7h2 +15¢* )
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+(—48ch$ +12¢°h +6¢°)hy +(64h] +48c’hs +12¢*h +c°))
P = (x1, y1) = (3 (h5 +2ch; +4h3 +c*), =108 h3h;)

esitliklerinde ¢ = 0 olarak (hs =0 ve h2hs# 0 oldugundan ¢ = 0 olmalidir) aliirsa

a =27 (<hl® +16h3hS —16h) (5.12)
b =54 (h2* —24h3h1° +120nSKS + 64h)) (5.13)
P = (x1, y1) = (3(hS +4h3), -108 h3h3 ) (5.14)

olarak bulunur.

Asagidaki teoremde bu dizilerle eslesen singiiler egriler belirlenmistir.

5.4.12 Teorem. [1 h2 hs 0] (h2, hs € TFy") bir eliptik boliinebilir dizi ise bu dizilerle eslesen

singtiler egriler

27 54
E:p2=x3- =L ploxy — = g
Y 16 ° 64

bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki

8 12
P= ()= (15112 _27hy )

47 4

noktasindan elde edilen bir dizidir.

Ispat. Ranki dort olan bir eliptik boliinebilir dizi ile eslesen egrinin diskriminant:
A= 28312 1 hS (—hihd +16h3)

dir. Eger E bir singtiler egri ise A = 0 ve h2hs # 0 oldugundan —h3h5 +16h5 = 0 olmalidir.

8 8
hs # 0 oldugundan h; :111—2 olarak bulunur. (5.12), (5.13) ve (5.14) esitliklerinde & :111—2
yazilirsa
_ 27k
16
24 24 24 24
b= 5q [po 3 150 ') san
32 64 64
ve

8 8 8 12
P=(x1,11) = (3(h +4k3), ~108 K3n} ) = (3(113 +4?—é}—108?—éh3} _ (154112 -~ 2752 J
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olarak bulunur.

5.4.13 Uyar1 1. Teorem 5.4.12 geregi [1 h2 h3 0] dizisi

27 54
E:12=x3— =L ploy — == p*
Y 16 ° 64

egrisi ile eglesir. Buna gore a= % hS ve f=3a?olarak almirsa
a=-Bb=-2833
olacagindan
E: 2 =x3+fx +2p°

olur.

2. Bu haldeki tiim singtiler egrilerin bir diigiimii vardir. Gergektende, sadece h2= 0 igin
E : y? = x® singiiler egrisi elde edilir. Bu halde /2 # 0 oldugundan bu dizlere karsilik

gelen singiiler eliptik egrilerin ¢ikintilar1 olamaz, singtiler noktalar diigtimlerdir.

5.4.14 Ormek. Fs de bu ozellikteki diziler ve bunlarin eslestikleri egriler ve elde

edildikleri P noktalar1 asagida verilmistir.

[1110] 2 =x0+3x +4, P=(0,2)
[1120] P=x3+x+3, P=(0,2)
[1130] Y2 =% + 4, P=(0,2)
[1140] 2= x0+ dx + 4, P=(0,2)
[1210] 2 =x0+3x +4, P=(0,2)
[1220] P=x+x+3, P=(0,2)
[1230] Y2 = x0+ 4x, P=(0,2)
[1240] 2 =x0+4x +4, P=(0,2)
[1310] 2 =x0+3x +4, P=(0,2)
[1320] P=x3+x+3, P=(0,2)
[1330] Y2 =% + 4, P=(0,2)
[1340] 2 =x0+4x +4, P=(0,2)

[1410] y2=x3+3x +4, P=(0,2)
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[1420] P=x+x+3, P=(0,2)
[1430] 2 =20 +4x, P=(0,2)
[1440] =20 +4x +4, P=(0,2)

Ranki Bes Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kisimda ranki bes olan diziler, yani hs teriminin sifir olan dizilerle eslesen
eliptik ve singiiler egriler ele alinacaktir. Asagidaki teoremde bu dizilerle eslesen

eliptik egriler belirlenmistir.

5.4.15 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ha = chz2 € F}") ve ranki bes olan bir eliptik boliinebilir

dizi olsun. Bu durumda bu dizilerle eglesen eliptik egriler
E:y2=x3+27(-hY +12ch}* —14hjc® —c*)x
+54(h3* —18h3°c +75h°c +75h3c* +18h5c” +c°) (5.15)
bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki
P = (x1, y1) = (3(h3 +4h3 ), 108 h3h3 )
noktasindan elde edilen bir dizidir.
Ispat. Dizinin besinci terimi, yani #s = 0 oldugundan 3= hic dir. (4.5), (4.6) ve (4.7)

esitliklerinde 13 = hjc yazilirsa istenilen elde edilir.

5.4.16 Ornek. F; de ranki 5 olan diziler ve bunlarin eslestikleri egriler asagida

verilmigtir.
[1T111] Y =x3+2x +4,
[1121] Y =x3+2x +4,
[1136] Y=x3+2x+4,
[1141] Y =x3+2x +4,
[1156] Y=x3+2x+4,
[1166] Y=x3+2x+4,

[1211] 2 =20+ 3x +4,



[1221]
[1236]
[1241]
[125 6]
[1266]
[1316]
[1326]
[1331]
[1346]
[1351]
[1361]
[1411]
[1421]
[1436]
[1441]
[145 6]
[1466]
[1516]
[1526]
[1531]
[154 6]
[1551]
[1561]
[1616]
[1626]
[1631]
[164 6]
[1651]
[1661]
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Y=x3+3x+4,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+2x+1,
y2=x3+ 3x+4,
Y=x3+2x+1,
y=x3+3x+4,
Y =x +3x+4,
Y=x3+2x+1,
V=x +2x+1,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+3x+4,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+2x+1,
Y=x3+2x+4,
Y=x3+2x+4,
Y=x3+2x+4,
Y=x3+2x+4,
Y=x3+2x+4,
Y=x3+2x+4,
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F17 de ranki 5 olan bazi diziler ve bunlarin eglestikleri egriler asagida verilmistir.

[1T111] y?=x3+10x + 14,
[1221] y?=x3+5x+15,
[1331] P=x3+13x+1,
[1441] y?=x%+10x,
[1551] yY=x3+16x+3,
[1661] y*=x>+14x + 16,
[1771] P=x3+x+6,
[1881] y?=x3+12x +8,
[1991] ¥=x3+7x+15,
[110101] y=x>+4x+11,
[1T11111] y=x>+16x+2,
[112121] y=x>+4x+14,
[113131] y?=x%+9x,
[114141] P=x3+5x+8,
[115151] y¥=x3+10x+9,
[116161] y?=x%+10x + 14,

Asagidaki teorem singiiler egrilerin ne zaman ortaya ¢iktigini gostermektedir.

5.4.17 Teorem. [1 h2 hs ha] (h2, h3, ha= ch2 € )", p > 5) ranki bes olan bir singiiler eliptik
boliinebilir dizi olsun. Bu durumda (h») dizisinin bir singiiler E egrisi ile eslesmesi igin
gerek ve yeter sart p =1, 9 (10) olmasidur.

3
Ispat. (11:) ranki bes olan bir dizi oldugundan hs = cha = (%J dir. Bu deger

2
A= hhY —h3hy +3h;hY — 20h,h3h] +3hh; +16hShy +8hyhihs + Iy
esitliginde yazilirsa

A=—hP+11hc+Hhc* =0
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11+£5V5

ve dolayisiyla A = 0 & hj = 5 ¢ dir. O halde, “(hs) nin bir singtiler dizisi bir

singtiler E egrisi ile eslesir <« 5 bir ikinci dereceden kalandir veya p = 5 dir” ve

dolayisiyla “5 bir ikinci dereceden kalandir < p =1, 9 (10)” dur.

Asagidaki teoremde ranki 5 olan singtiler EBD ler ile eslesen singiiler egriler

belirlenmistir.

5.4.18 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ha = ch2 € Fy’, p > 5) ranki bes olan bir eliptik

11+£5V5
2

boliinebilir dizi ve h; = ¢ olsun. Bu durumda bu dizilerle eslesen singiiler

egriler

+
E: yz = x3 _ (16605_7425\/5

: Jc“x— (411750 + 1841405 )c® (5.16)

bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki

P=(x1, )= ({MJCZ (—6642+29704/5 )C3J

noktasindan elde edilen bir dizidir.

11£5V5

Ispat. (5.15) esitliginde hj = >

c olarak alimirsa istenilen gortiliir.

Asagidaki teorem ranki bes olan tiim dizilerin p = 5 olmas halinde 12 = x3 egrisi

ile eslestigini gostermektedir.

5.4.19 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ha = ch2 € F5") ranki bes olan Fs tizerinde tanuml1 bir

singtiler eliptik boliinebilir dizi ise bu diziler 12 = x° singtiler egrisi ile eglesirler.

Ispat. (5.16) esitligi Fs {izerinde diisiiniiliirse de bu dizilerin y? = x3 singiiler egrisi ile

eslestigi goriiliir.
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5.4.20 Ornek. Fu de ranki 5 olan ve singiiler egriler ile eglesen diziler ve bunlarin

eslestikleri egriler asagida verilmistir.

[1T111] Y =x>+8x+2,
[111010] Y =x>+8x+2,
[1221] y=x3+6x+10,
[12910] y=x3+6x+10,
[1331] P=x3+2x+38,
[13810] P=x3+2x+8,
[1441] y¥=x3+10x+6,
[14710] y¥=x3+10x+6,
[1551] Y=x3+7x+7,
[15610] YP=x3+7x+7,
[1661] Y=x3+7x+7,
[15510] YP=x>+7x+7,
[1771] 2 =x%+10x +6,
[17410] 2 =x%+10x +6,
[1881] P=x3+2x+38,
[18310] P=x3+2x+8,
[1991] y?=x3+6x+10,
[19210] y=x3+6x+10,
[110101] Y=x>+8x+2,
[110110] Y=x>+8x+2,

F31 de ranki 5 olan ve singiiler egriler ile eslesen diziler ve bunlarin eglestikleri

egriler asagida verilmistir.

[131630] y=x3+10x +15,
[131830] y=x3+10x +15,
[1 328 30] y=x3+10x +15,

[15630] Y2 = x3 + 20x + 23,



[152630]
[153030]
[16130]
[16530]
[162530]
[1771]
[1741]
[17201]
[19 17 30]
[19 22 30]
[192330]
[110 12 30]
[110 21 30]
[110 29 30]
[111111]
[111241]
[111271]
[112 2 30]
[112 10 30]
[112 19 30]
[113131]
[11331]
[113151]
[114 14 1]
[11481]
[11491]
[117 8 30]
[117 9 30]
[117 14 30]
[118330]
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y?P=x3+20x +23,
yP=x3+20x +23,
yP=x3+20x +23,
yP=x3+20x +23,
y?P=x3+20x +23,
y=x3+18x+29,
yP=x3+18x+29,
yP=x3+18x+29,
y?=x%+5x + 30,
y?=x%+5x + 30,
y?=x%+5x + 30,
Y=x3+9% +27,
Y=x3+9% +27,
Y=x3+9% +27,
y?=x3+18x +29,
yP=x3+18x+29,
y=x3+18x+29,
Y=x3+9% +27,
Y=x3+9% +27,
Y=x3+9% +27,
y?=x3+10x + 15,
y?=x3+10x + 15,
y=x3+10x +15,
y?=x%+5x + 30,
y?2=x%+5x+ 30,
y?2=x%+5x+ 30,
y?=x%+5x + 30,
y?=x%+5x + 30,
y?=x%+5x + 30,
y=x3+10x +15,
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[118 13 30] y2=x%+10x + 15,
[1181530] y2=x%+10x + 15,
[119191] y2=x3+9x +27,
[11921] y2=x3+9x +27,
[119101] y2=x3+9x +27,
[120 11 30] y2=x%+18x +29,
[120 24 30] y2=x%+18x +29,
(12027 30] v =x" + 18x + 29,
[121211] P=x3+9x+27,
[121121] P=x3+9x+27,
[121291] y2=x3+9x +27,
[122221] y2=x%+5x + 30,
[122171] y2=x%+5x + 30,
[122231] y2=x%+5x + 30,
[124430] y2=x%+18x +29,
[124730] y2=x%+18x +29,
[124 20 30] y2=x%+18x +29,
[125251] y? =%+ 20x + 23,
[12511] y2=x%+20x +23,
[12551] y?=x%+20x + 23,
[126261] y? =%+ 20x + 23,
[12661] y?=x%+20x + 23,
[126301] y2 =%+ 20x + 23,
[128281] y2=x3+10x +5,
[128161] y2=x3+10x +5,

[128181] y2=x3+10x +5,
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Ranki Alt1 Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kisimda ranki alt1 olan diziler, yani altinci terimi sifir olan dizilerle eslesen
eliptik ve singiiler egriler belirlenecektir. Asagidaki teoremde bu dizilerle eslesen

eliptik egriler belirlenmistir.

5.4.21 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ch2 = ha € Fy") ranki alt1 olan bir EBD ise bu dizilerle

eslesen eliptik egriler
E:y2=x%+27(-hy’ +12ch)* —30h5c* +12h5¢® —9c* )x
+ 54 (h3* —18h°c +99h)°c* —180hL c® +135hic* +54h5c® —27¢%) (5.17)
bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki
P = (x1, y1) = (3(hS +6¢h; —3c*), =108 ch —c*hy )
noktasindan elde edilen bir dizidir.
Ispat. Dizinin altinci terimi /i = 0 oldugundan hi= chj —c* dir. (4.5), (4.6) ve (4.7)

esitliklerinde 13 = ch; —c* yazilirsa istenilen elde edilir.
Asagidaki teorem singiiler egrilerin ne zaman ortaya ¢iktigini gostermektedir.

5.4.22 Teorem. [1 h2 hs chz2] (h2, hs, ha € Fp") ranki alt1 olan bir eliptik boliinebilir dizi

olsun. Bu durumda (h») dizisinin bir singtiler egri ile eslesebilmesi igin gerek ve yeter
sart h; =9c olmasidur.
2
Ispat. (1) ranki alt1 olan bir dizi oldugundan hs = (%J ve dolayistyla k3= ch; —c” dir.
2
Ustelik (1) dizisi bir singtiler dizi ise bu dizinin eslestigi egri de singiiler bir egridir. O
halde
A(ha, h3, ha) = hY°c—m3h? +3hi*c —20h3c® +16h%h; +8hic*hy + hic* =0
dir. Bu esitlikte /3= ch; —c* yazilirsa

A(ha, h3, h) =0 < 9c = h}



olarak bulunur.

5.4.23 Ornek. F7 de ranki 6 olan diziler ve bunlarin

verilmigtir.

[1113]
[1115]
[1123]
[1125]
[1143]
[1145]
[1212]
[1222]
[1231]
[1233]
[1242]
[1251]
[125 3]
[1261]
[1263]
[1515]
[1525]
[1534]
[1536]
[1545]
[155 4]
[1556]
[15 64]
[1566]
[1612]
[1614]
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Y=x3+3x+3,
y=x>+1,

Y=x3+3x+3,
y=x>+1,

yY=x3+3x+3,
y=x>+1,

Y=x3+4x+5,
Y=x3+4x+5,
Y=x3+3x+1,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+4x+5,
Y=x3+3x+1,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+3x+1,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+4x+5,
Y=x3+4x+5,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+3x+1,
Y=x3+4x+5,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+3x+1,
Y=x3+2x+3,
Y=x3+3x+1,
y=x>+1,

Y=x3+3x+3,

eslestikleri egriler asagida
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[1622] y=x>+1,
[1624] Y=x3+3x+3,
[1642] y=x>+1,
[1644] Y=x3+3x+3,

Asagidaki teoremde ranki alt1 olan dizilerle eslesen singiiler egriler

belirlenmistir.

5.4.24 Teorem. [1 ha hsch2] (h2, hs, ch2 = ha € F,") rank1 alti ve 15 = 9c olan bir EBD ise bu

dizilerle eslesen eliptik egriler

E:y*=x3—3888c*x —93312c® (5.18)
bigimindedir. Ustelik bu dizi E egrisi iizerindeki

P = (x1, y1) = (396¢2, =7776¢°)
noktasindan elde edilen bir dizidir.

Ispat. (5.17) esitliginde h; =9c yazilirsa istenilen elde edilir.

5.4.25 Ornek. Fu de ranki 6 olan ve singiiler egriler ile eglesen diziler ve bunlarin

eslestikleri egriler asagida verilmistir.

[1175] y¥=x3+10x +5,
[1286] Y=x3+2x+3,
[13105] P=x3+8x+9,
[1465] YV=x3+7x+4,
[1525] yP=x>+6x+1,
[1626] yP=x>+6x+1,
[1766] YV=x3+7x+4,
[18106] P=x3+8x+9,
[1985] P=x3+2x+3,

[11076] y2=x3+10x +5,
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Ranki Yedi Olan Dizilerle Eslesen Egriler

Bu kistmda rank: yedi olan diziler, yani yedinci terimi sifir olan dizilerle eslesen
eliptik ve singiiler egriler belirlenecektir. Asagidaki teoremde bu dizilerle eslesen

eliptik egriler belirlenmistir.

5.4.26 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ch2 = ha € F}") ranki yedi olan bir EBD ise bu dizilerle

eslesen eliptik egriler
E:y?=x3—3483.21% x + 121014-22% (5.19)
bi¢imindedir. Ustelik bu diziler E egrisi iizerindeki
P = (x1, y1) = (27-2%, -216-212")
noktasindan elde edilen bir dizidir.

Ispat. Ranki yedi olan bir dizinin baglangig terimleri

8t+1 8t+1

[12623 -2°]veya[l-2t 23 2°]

oldugundan esitliklerinde bu degerler yazilirsa istenilen elde edilir.

5.4.27 Ornek. Fr de ranki 7 olan diziler ve bunlarin eslestikleri egriler asagida

verilmigtir.
[1112] yY=x3+6x+5,
[1122] yY=x3+6x+5,
[1142] yY=x3+6x+5,
[1216] yY=x3+6x+5,
[1226] yY=x3+6x+5,
[1234] y2=x3
[1246] yY=x3+6x+5,
[1254] Y =x3
[1264] y2=x3
[1334] Y=x3+5x+5,

[1335] P2 =x3+5,
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[1354] Y=x3+5x+5,
[1364] Y=x3+5x+5,
[1365] yP=x3+5,
[1432] y=x3+5,
[1433] Y=x3+5x+5,
[1452] y=x3+5,
[1453] yY=x3+5x+5,
[1462] y?=x3+5,
[1463] Y=x3+5x+5,
[1511] yY=x3+6x+5,
[1521] yY=x3+6x+5,
[1533] Y =x3
[1541] Y=x3+6x+5,
[1553] Y =x3
[1563] Y =x3
[1615] yY=x3+6x+5,
[1625] yY=x3+6x+5,
[1645] yY=x3+6x+5,

Asagidaki teorem ile ranki yedi olan bir dizinin sadece F1 de singiiler egrilerle

eslestikleri gosterilmektedir.

5.4.28 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ha € Fp") ranki yedi olan bir eliptik boliinebilir dizi

olsun. Bu durumda (h») dizisinin bir singtiler egri ile eslesebilmesi igin gerek ve yeter
sart p =13 olmasidur.

Ispat. Ranki yedi olan bir dizinin baglangig terimleri

8t+1 8t+1

12023 -2""]veya[l-2' 23 2
y
oldugundan

A(ha, h3, ha) = hY°c—m3h? +3hic —20h3c® +16h%h; +8hic*h, + hyc* =0
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esitliinde bu degerler yazilirsa her iki halde de

A(h2, h3, ha) =219 31213 2!
dir ve dolayisiyla

A(h2,h3, ha) =0 & p=13
dir.

Asagidaki teoremde ranki yedi olan dizilerle eglesen singiiler egriler

belirlenmistir.

5.4.29 Teorem. [1 h2 hs ch2] (h2, hs, ch2 = ha € F}") ranki yedi olan bir EBD ise bu dizilerle

eslesen eliptik egriler
E:y*=x3+3x+10
bicimindedir. Ustelik bu diziler E egrisi iizerindeki
P =(x1, 1) = (9, 5)
noktasindan elde edilen bir dizidir.

Ispat. (5.19) esitliginde p = 13 olarak alinirsa istenilen elde edilir.

5.4.30 Ornek. Fi3 de ranki 7 olan

[11710],[11810],[111110],[1271],[1281],
[12111],[1378],[1388],[13118],[15711],
[15811],[151111],[1872],[1882],[18112],
[11075],[11085],[110115],[111712],[111812],
[1111112],[11273],[11283], [11211 3]
singtiler dizileri
E:y?*=x3+3x+10

singtliler egrisi ile eglesirler.
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