
 1 

 
 
 
 

T.C. 
ULUDAĞ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

HOMOJEN OLMAYAN, EKSENEL SİMETRİK DİELEKTRİK CİSİMDEN 
ELEKTROMANYETİK SAÇILMA 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ÖMER ZOR 
 
 
 
 
 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

ELEKTRONİK MÜHENDİSLİĞİ ANABİLİM DALI 
 
 
 
 
 
 
 

BURSA 2006 
 



 2 

 
 
 
 

T.C. 
ULUDAĞ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

HOMOJEN OLMAYAN, EKSENEL SİMETRİK DİELEKTRİK CİSİMDEN 
ELEKTROMANYETİK SAÇILMA 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ÖMER ZOR 
 
 
 
 
 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

ELEKTRONİK MÜHENDİSLİĞİ ANABİLİM DALI 
 
 
 
 
 
 
 

BURSA 2006 
 
 



 3 

 
 
 

T.C.  
ULUDAĞ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 
 
 
 
 
 
 
 

HOMOJEN OLMAYAN, EKSENEL SİMETRİK DİELEKTRİK CİSİMDEN 

ELEKTROMANYETİK SAÇILMA 

 
 
 
 
 
 
 
 

ÖMER ZOR 
 
 
 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

ELEKTRONİK MÜHENDİSLİĞİ ANABİLİM DALI 
 
 
 
 
 

Bu tez ................. tarihinde aşağıdaki jüri tarafından oybirliği/oy çokluğu ile kabul 
edilmiştir. 
 
Prof.Dr. Ali OKTAY                               ................                         ............... 
(Danışman) 
Prof.Dr. Burak POLAT                           ................                         ............... 
 
Prof.Dr. Naim DEREBAŞI                     ................                         ............... 



 4 

ÖZET 

 
 Bu çalışmada, homojen düzlemsel dalga uyarımı altındaki bir homojen olmayan, 
eksenel simetrik, dielektrik cismin içinde oluşan elektrik alan ifadeleri hesaplanmıştır. 
Hacim eşdeğer teoremi ile elde edilen eşdeğer akım yoğunluklarını içeren Maxwell 
denklemlerinden yola çıkarak cismin içindeki saçılan alanlar, dyadik Green 
fonksiyonları kullanılarak, ifade edilmiştir. Kullanılan dyadik Green fonksiyonlarında 
gözlem noktasının kaynak noktasına yakınsaması sonucu ortaya çıkan üçüncü 
dereceden tekil noktalar, hacim integralini uygun olmayan şekle sokar. Bu durum üç 
farklı temel teknik ile aşılmıştır. Bunlardan iki tanesi tekilliği içine alan çok küçük 
hacimsel bölgenin integrasyon hacminden çıkarıldığı asal hacim yöntemini (principle 
volume method) esas alır. Bu tekniklerden ilki, kaynakların oluşturduğu alan hesabının 
kullanıldığı teknik, ikincisi ise genelleştirilmiş fonksiyon açınımlarının kullanıldığı 
tekniktir. Bu iki yaklaşımın kullanılmasıyla oluşturulan ve dyadik Green fonksiyonlu 
hacim integrallerini içeren denklemler moment yöntemi ile çözülmüş ve aynı sonuçlar 
elde edilmiştir. Diğer teknik ise, integrasyon hacminden çok küçük hacim çıkarılmadan 
dyadik Green fonksiyonunun bulunduğu hacim integralinin hesaplanabildiği genel 
analitik tekniktir. Bu teknikde, ifadelerin sadece yüzey integralleri içermesinden dolayı 
dyadik Green fonksiyonunun herhangi bir tekilliği ile karşılaşılmaz. Yine cismin 
ayrıştırılması ile oluşan denklem sistemi moment yöntemi ile çözülmüştür. Bu formülle 
küre için elde edilen ifadeler asal hacim yöntemiyle elde edilenler ile aynı olduğu 
gösterilmiştir.  

 Saçıcı cismin eksenel simetrik olmasından dolayı çözümün sadece çeyrek bölge 
üzerinde gerçekleştirilmesinin yeterli olduğu görülmüştür. Cismin küplerle 
modellenmesi sonucu sabit dielektriğe ve iletkenliğe sahip alt bölgeler elde edilmiştir. 
Cismin elektriksel boyutları bir’e yakın olduğu durumda her bir alt bölgede elektrik alan 
da sabit kabul edilmiştir. Bu yaklaşımlar çözümü kolaylaştırmıştır.  
 Sonuç ifadelerinde ise, düşük frekanslarda cismin içindeki saçılan alanın 
frekansa bağımlılığının olmadığı görülür. Ortalama frekans bölgesinde modellemenin 
yapıldığı küp sayısı çözümün hassasiyetini yakından etkilemiştir.  
Anahtar kelimeler: Dyadik Green fonksiyonları, tekillik, hacim integral denklemi, 
genel analitik yöntem, moment metodu.  
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ABSTRACT 

 
Scattering by An Inhomogeneous Dielectric Body of Revolution 
 
 In this study, the electric field distribution is calculated in an axially symetric, 
inhomogeneous dielectric body illuminated by homogeneous plane waves. Starting with 
the Maxwell equations which has the term equivalent flux density obtained by using 
equivalent volume method, the electric field inside the body is derived by using volume 
integral equation. When the observation point converges the source point, dyadic 
Green’s functions have third order singularity. This singularities makes the volume 
integral improper. This situation can be overcome by three different main procedures. 
First two procedures are essentially the principal-volume method, in which an 
infinitesimal volume around the singularity is excluded from the integration volume. 
The first method is based on calculating the electromagnetic waves by source equations 
and the second method is based on generalized functions approach. The equations 
obtained under these two approaches involve volume integrals with dyadic Green’s 
functions. These integrals have been solved by the method of moments. Same results 
have been obtained from two approaches used here. The other is a general analytic 
technique to evulate the dyadic Green’s function in integral form without the need to 
specify an exclusion volume. In this procedure the expressions have only surface 
integrals so that there is no singularity of dyadic Green’s function. The integrals have 
solved by the method of moments. It is shown that the expression for a sphere obtained 
by this formula gives exactly the same solution as the principal volume method for the 
same cell. 

Because of the axial symetry, it has seen that it suffices to investigate the 
solution only in quarter of the body. By modeling with the cubes, the subregions with 
constant dielectric and constant conductivity have obtained. It is accepted that when the 
electrical dimensions of the cubes are around unity, the electric field inside each 
subregion is constant. This choice simplifies the solution.  
 In the numerical implementations final results, it is seen that at the low 
frequencies the scattering waves inside the body are insensitive to the frequency. 
However, when the electrical dimension of the body is unity; the numerical results 
converge to the analytical reference solitions with the increasing the number of cubes  
Keywords: Dyadic Green’s functions, singularity, volume integral equation, moment 
method. 
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1 GİRİŞ 

 

Elektromanyetik dalgaların dielektrik cisimlerden saçılması problemi, yağmur 

ve kar yağışı altında dalga yayılımı, tıbbi teşhis, biyolojik cisimlerde güç yutumu ve 

homojen olmayan dielektrik ortamdaki anten verimi gibi uygulama alanları itibariyle bir 

çok araştırmacı tarafından geniş bir şekilde incelenmiştir. Özellikle, dielektrik cismin 

boyutu dalga boyu mertebesinde olduğunda Maxwell denklemlerinin kesin çözümü 

problemi önem taşır. Bunun nedeni, rezonans durumu olarak isimlenen bu durumda 

elektriksel olarak çok büyük veya çok küçük cisimler için geliştirilen pratik asimptotik 

yöntemlerin geçerliliğini kaybetmesidir.  

 

Şekil 1.1 Düzlemsel dalgalar ile aydınlatılmış dielektrik cisim  

 

Rezonans durumunda, bir dielektrik cisim içerisindeki saçılan alan dyadik Green 

fonksiyonlarını içeren hacim integralleri ile ifade edilir. Eğer cisim homojen değilse, 

yani konumla değişen bünye parametrelerine sahip ise, cismin içindeki her bir farklı 

bünye parametresine sahip bölgedeki elektrik alan ifadesi için ayrık ifadeler 

tanımlanmalıdır. Bu durum moment yöntemiyle sağlanır. Her bir ayrık ifadede yer alan 

hacim integralinde gözlem noktasının kaynak noktasına yakınsamasıyla, dyadik Green 

fonksiyonlarından kaynaklanan üçüncü dereceden tekilllikler ortaya çıkar. Dyadik 

Green fonksiyonunda ortaya çıkan bu tekillikler hacim integralini doğrudan hesaba 

elverişli olmayan hale sokar.  

Bu çalışmada, ağırlıklı olarak, düzgün olmayan (improper) hacim integrallerinin 

tanımlı hale getirilmesi üzerinde durulacaktır. Doğrudan hesaba elverişli olmayan hacim 
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φ
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integralleri bu çalışmada üç farklı teknik ile tanımlı hale getirilmiştir. Bu tekniklerden 

iki tanesinde çözüm için hacim integral ifadeleri, birinde ise yüzey integral ifadeleri 

kullanılır. Hacim integral ifadelerinin kullanıldığı ilk iki teknik; tekilliğin etrafındaki 

çok küçük hacimsel bölgenin toplam integrasyon bölgesinden ayrıştırıldığı asal hacim 

yöntemidir. Bu tekniklerden ilkinde, asal değer integral ifadelerine eklenecek katkı 

toplam kaynakların oluşturduğu alan hesabı yardımıyla belirlenmiştir. Diğerinde ise; 

eklenecek katkı Hölder koşulu altındaki genelleştirilmiş fonksiyon yaklaşımı 

kullanılarak hesaplanmıştır. Bu iki teknikten farklı olarak, çözüm için yüzey 

integrallerinin kullanıldığı üçüncü yöntem ise, genel analitik yöntemdir. Bu yöntemde 

tekillik için herhangi bir ek işleme gerek kalmamıştır. Aşağıda bu üç teknik ile ilgili 

esaslar kısaca özetlenmiştir: 

i) Gecikmeli Potansiyellerin Kullanıldığı Teknik. Dielektrik cismin merkezindeki 

elektrik alan ilk olarak gecikmeli potansiyeller yöntemi ile hesaplanır. Daha 

sonra dyadik Green fonksiyonunu içeren hacim integrali, integralin tanımsız 

olduğu kaynak bölgesi çözüm hacminden çıkarılarak, çözülür. Elde edilen bu 

çözümün, çıkarılan hacmin boyutları sıfıra gider iken, limit değeri hesaplanır ve 

bu limit değerine integralin asal değeri denir. Bu iki yöntem ile elde edilen 

sonuçların eşit olması gerektiğinden yola çıkarak düzeltme terimi bulunur. Yani 

integralin tanımsız olduğu tekil noktaları içeren çok küçük bölgenin integral 

hacminden çıkarılması ile ortaya çıkan yeni integral ifadesine eklenecek katkı 

terimi hesaplanmıştır. 

ii) Genelleştirilmiş fonksiyon açınımlarının kullanıldığı teknik. ( )rJ ′
��
’nün ϑ  

içindeki bütün noktalarda Hölder şartını sağladığı farz edilerek saçılan alanların 

dyadik Green fonksiyonlu ifadesindeki skaler Green fonksiyonunun ikinci 

dereceden türevi terimi genelleştirilmiş fonksiyon olarak düşünülür ve eşdeğer 

ifadeleri kullanılır. Bu sayede tekil noktaların çıkarılması ile oluşan yeni 

integrale eklenecek katkı doğrudan durağan haldeki Green fonksiyonunun hacim 

integrasyonu ile elde edilmiş olur. Bölüm 3.2.3’te genelleştirilmiş fonksiyon 

tanımı ve ıspatı yapılmıştır.  

iii) Genel analitik teknik. Tekil noktayı içine alan çok küçük hacimsel bölge cismin 

toplam hacminden çıkarılmadan dyadik Green fonksiyonunun integralinin 

hesaplanabildiği tekniktir. Bu teknikte dyadik Green fonksiyonunu içeren hacim 
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integrali, uygun analitik ifadeler ve diverjans teoremi ile yüzey integraline 

dönüştürülür. Böylece dyadik Green fonksiyonunun hacim integralinde 

oluşturduğu tekillik problemi ortadan kaldırılmış olur. Yani cismi oluşturan her 

bir parçanın yüzeyleri ile merkez noktalarının kesişememesi sayesinde tekillik 

ortadan kalkar.  

Her bir teknikle elde edilen integrodiferansiyel denklemler moment yöntemi 

kullanılarak doğrusal deklem sisteminin çözümüne indirgenir.  

 

Şekil 1.2 Bir küresel dielektrik cismin yaklaşık kübik modeli 

 

 Saçıcı cisim, konuma bağlı olarak değişen dielektrik sabitine ve iletkenliğe 

sahiptir. Saçıcı cismin manyetik özelliği yoktur. Moment yöntemi ile eksenel simetrik 

cismin küplere ayrıştırılmasıyla cismin farklı elektriksel parametrelere sahip bölgeleri 

farklı küplerle modellenebilir. İfadelerin her bir bölgede ayrı tanımlanması ile cismin 

homojen olmamasından kaynaklanan problem çözülmüş olur. Alanların hesabı, moment 

yöntemi kullanılarak doğrusal denklem sisteminin çözümüne indirgenir. Cismin 

içindeki elektrik alan hesaplanırken, cismin eksenel simetrik olmasından dolayı, sadece 

çeyrek bölgede çözümün elde edilmesi yeterli olmaktadır. Bu durum, doğal olarak, 

bilinmeyen sayısını ve hesaplama süresini önemli ölçüde azaltır.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Üç boyutlu düzgün olmayan şekilli dielektrik cisimlerden saçılma olayı 

incelenirken dyadik Green fonksiyonu formülasyonu (Chen, 1971) çok önemlidir. Bu 

yöntem toplam saçılan alanı dielektrik cisim üzerindeki hacim integrasyonu ile tanımlar. 

Bu yöntemde karşılaşılan temel zorluk ise gözlem noktası saçıcı cismin kapladığı 

bölgeye düştüğü zaman hacim integralinde oluşan tekilliktir. Bu tür tekilliklerin 

aşılması için literatürde birçok teknik vardır. Örneğin, Bladel (1961) tekilliği içeren 

küçük bir hacmi ayrıştırarak tekil terim için Cauchy integrasyonu tanımlayarak analitik 

sonuçlar elde etmiştir. Yaghjian (1980) elektrik alanı kaynak bölgesinin içinde ve 

dışında genelleştirilmiş elektrik dyadik Green fonksiyonlarıyla ifade etmiştir. 

Genelleştirilmiş elektrik dyadik Green fonksiyonu, tekilliğin dışındaki bölgede tanımlı 

olan geleneksel dyadik  ve tekilliğin bulunduğu hacimde tanımlı olan kaynak dyadik 

olmak üzere iki parçadan oluşmaktadır. Gel’fand ve Shilov (1964) Green 

fonksiyonunun türevini genelleştirilmiş fonksiyon olarak tanımlar. Lee ve ark. (1980) bu 

genelleştirilmiş fonksiyon ifadelerini kullanarak kaynak bölgesindeki Green 

fonksiyonunun ikinci türevini genelleştirilmiş fonksiyon olarak tanımlıyorlar.  

Gao ve ark. (2005) tarafından hacim integrallerinin yüzey integrallerine 

dönüştürüldüğü genel analitik teknik geliştirilmiştir. Böylece gözlem noktasının kaynak 

bölgesine yakınsaması sonucu ortaya çıkan tekillikler ortadan kaldırılmış oluyor.  

Dielektrik cisimlerden saçılma probleminin sayısal çözümlenmesine ilk olarak 

Richmond’un (1965) çalışmalarında karşılaşılmıştır. Integrodiferansiyel denklemleri 

lineer denklem sistemine dönüştüren Moment Yöntemi (MoM) (Harrington, 1968), bu 

tür problemlerin çözümünde standart bir yöntem gibidir. MoM’de herhangi bir 

dielektrik cisim farklı geometrik elemanlar ile modellenebilir. Örneğin Livesay ve Chen 

(1974) MoM’de cismi modellemek için kübik elemanları kullanıyor buna karşı 

Schaubert ve ark. (1984) tetrahedral elemanları ve Sertel ve Volakis (2002) de 

hekzahedral elemanları kullanıyor. Eğri geometriler için tetrahedral elemanların kübik 

elemanlara göre daha uygun olduğu görülür. Buna karşın ince tabakalar üzerinde 

çalışılırken hekzahedral elemanlar daha uygundur.  

Ayrıca doğrudan hacim integral denklemleri (VIE) pek fazla etkin olamamıştır. 

Bunun nedeni bu denklemlerin çok yüksek mikroişlemci hızı ve hafıza gerektirmesidir. 
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Bunun yanında hızlı yöntemlerin ortaya çıkması hacim integral denklemlerinin 

çözümünü daha pratik hale sokmuştur.  

Bu çalışmada, hacim integral denkleminin doğrudan çözümü küpler kullanılarak 

yapılacaktır. Bladel’in (1961) tanımladığı asal hacim integrallerinin kullanılmasıyla elde 

edilen sonuçlar ile Lee ve ark.’nın (1980) Green fonksiyonunun ikinci dereceden 

türevini genelleştirilmiş fonksiyon olarak tanımladığı yöntemin uygulanması ile elde 

ettikleri aynıdır. Ayrıca, asal hacim teniğinden farklı olarak herhangi bir hacim 

ayrılmadan yüzey integralleri ile sonuca gidilmiştir. Bu teknik ile küresel hacim için 

elde edilen sonuçların asal hacim yöntemiyle elde edilenlerle aynı olduğu gösterilmiştir. 

Bu yeni teknik ilk kez bu çalışmada homojen olmayan dielektrik cisimlere 

uygulanmıştır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu çalışmada homojen olmayan, eksenel simetrik dielektrik cisimden homojen 

düzlemsel elektromanyetik dalgaların saçılma mekanizması incelenmektedir. Saçıcı 

cisim konuma bağlı olarak değişen dielektrik katsayısına ve iletkenliğe sahiptir. Saçıcı 

cismin manyetik özelliğinin boşluğun değerlerine eşit olduğu varsayılacaktır.  

Hacim eşdeğer teoremi ile oluşturulan eşdeğer akım yoğunluğunu içeren 

Maxwell denklemlerinden yola çıkarak cismin içindeki saçılan alanlar, dyadik Green 

fonksiyonlarının bulunduğu hacim integralleri ile ifade edilebilir. Kullanılan dyadik 

Green fonksiyonlarının, gözlem noktasının kaynak noktasına yakınsaması sonucu ortaya 

çıkan, üçüncü dereceden tekil noktaları hacim integralini doğrudan hesaba elverişli 

olmayan şekle sokar. Bu çalışmada doğrudan hesaba elverişli olmayan integrallerin 

tanımlı hale getirilmesi üzerinde durulacaktır. Bunun için üç farklı teknik uygulanır. Bu 

tekniklerden ilk ikisinde hacim integralleri ile diğerinde ise yüzey integralleri ile 

çözüme gidilir. Bu tekniklerden ilkinde, asal değer integral ifadelerine eklenecek katkı 

toplam kaynakların oluşturduğu alan hesabı yardımıyla belirlenmiştir. Diğerinde ise; 

eklenecek katkı Hölder koşulu altındaki genelleştirilmiş fonksiyon yaklaşımı 

kullanılarak hesaplanmıştır. Bu iki teknikten farklı olarak çözüm için yüzey 

integrallerinin kullanıldığı üçüncü teknik ise, genel analitik yöntemdir. Bu yöntemde 

tekillik için herhangi bir ek işleme gerek kalmamıştır. 

Bu üç teknikden elde edilen sonuçlar, moment yöntemi uygulanarak cismin 

küplerle modellenmesi ile herbir küpte ayrık olarak tanımlanır ve her bir küpten gelen 

katkı doğrusal denklem sistemini oluşturur. Cismin içindeki elektrik alan hesaplanırken 

cismin eksenel simetrik olmasından dolayı sadece çeyrek bölge üzerinde çözümün elde 

edilmesi yeterlidir.  

 

3.1. Materyal 

 

Bu kısımda içerisinden akım akan hacim elemanının oluşturduğu elektrik alanın 

ifadesi elde edilmiştir. Bu ifade, toplam saçılan alanın belirlenmesinde kullanılacaktır.  

İlk olarak hacim eşdeğer teoremi ile oluşturulan eşdeğer akım yoğunluğu 

vektörünü içeren Maxwell denklemlerinin elde edilmesi üzerinde durulmuştur. Maxwell 
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denklemleri, eşdeğer kaynakların bulunduğu ortamda saçılan alan ifadelerini tanımlar. 

Saçılan alana ilişkin Maxwell denklemlerinden yola çıkarak indüksiyon akımlarını 

içeren cismin oluşturduğu elektrik alanı belirten hacim integral denklem ifadesi elde 

edilmiştir. Hacim integrali, uygun yaklaşımların yapılması ile cismin içindeki ve 

dışındaki saçılan alanları ifade edebilir. Hacim integralindeki dyadik Green 

fonksiyonlarından kaynaklanan tekillikler Kısım 3.2.’de farklı üç teknik kullanılarak 

aşılacaktır.  

 

3.1.1. Hacim Eşdeğer Teoremi 

 

 Saçılan alanların belirlenmesinde eşdeğer akım kaynaklarının kullanıldığı hacim 

eşdeğer teoremi uygulanabilir. Bu teorem elektromanyetik dalganın dielektrik cisim 

içinde oluşturduğu toplam alanın indüksiyon akımı eşdeğerinin hesaplanması esasına 

dayanır ve kuramsal esasları aşağıda sunulmuştur.  

 Saçıcı cisim ( iE
�
, iH
�
) düzlemsel dalgaları ile aydınlanmış olsun. Ortamda 

kaynakların bulunmadığı halde ( iE
�
, iH
�
) alanlarının her noktada sağladığı Maxwell 

denklemleri  

( ) ( )0
i irotE r i H rωµ= −
� �� �

               (3.1.1a) 

( ) ( )0
i irotH r i E rωε=
� �� �

        (3.1.1b) 

şeklindedir. Bu çalışmanın tümünde zamana bağlılık i te ω  olarak esas alınmıştır. Cismin 

varlığı durumunda ise, aynı kaynaklar her noktada E
�
 ve H
�
 toplam alanlarını oluşturur 

ve bunların sağladığı Maxwell denklemleri  

( ) ( )0rotE r i H rωµ= −
� �� �

               (3.1.2a) 

( ) ( ) ( )crotH r i r E rωε=
� �� � �

        (3.1.2b) 

şeklindedir. Burada ( ) ( ) ( )c r r i rε ε σ ω= −
� � �

, 0µ  sırasıyla, cismin içindeki elektriksel 

ve manyetik parametreleri temsil eder. (3.1.2a,b)’de rotasyonel operatörünün 

doğrusallık özelliği göz önünde bulundurularak, (3.1.2a,b)’den (3.1.1a,b) taraf tarafa 

çıkarılırsa,  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
i irot E r E r i H r H rωµ− = − −

� � � �� � � �
  (3.1.3a) 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0
i i

crot H r H r i r E r E rω ε ε− = −
� � � �� � � � �

         (3.1.3b) 

elde edilir. Uzayda her noktada E
�
 ile iE
�
 ve H

�
 ile iH

�
 arasındaki farka saçılan alanlar 

denir ve sırasıyla sE
�
, sH
�
 ile gösterilir:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rErErErErErE siis ������������
−=⇒−=        (3.1.4a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rHrHrHrHrHrH siis ������������
−=⇒−=         (3.1.4b) 

Saçılan alanın sağladığı (3.14a, b) denklemleri kullanılırsa (3.13a,b) ifadeleri (3.1.5a,b) 

ile verilen şekli alır:  

( ) ( )0
s srotE r i H rωµ= −
� �� �

             (3.1.5a) 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
s s

crotH r i r E r i E rω ε ε ωε= − +
� � �� � �

          (3.1.5b) 

(3.1.5b)’nin sağ tarafındaki ilk terim, sadece cisim içinde sıfırdan farklı değerlere sahip 

olan hacimsel eşdeğer akımın yoğunluk vektörüdür.  

( ) ( )( ) ( )0
eş

cJ r i r E rω ε ε= −
� �� � �

     (3.1.6) 

Bu halde ( )rJ eş

��
 cisimden saçılan alana ilişkin son halini almış olur:  

( ) ( )0
s srotE r i H rωµ= −
� �� �

            (3.1.7a) 

( ) ( ) ( )0
s eş srotH r J r i E rωε= +
� � �� � �

   (3.1.7b) 

Bundan sonraki kısımlarda (3.1.7a,b) denklemlerindeki saçılan alan bileşenlerinin 

çözümü için literatürde mevcut olan üç farklı integral teknik kullanılacaktır.  

 

3.1.2. Saçılan Alanın İntegral İfadesi 

 

Bu kısımda (3.1.7a,b) denklemleri, Green fonksiyonu tekniğine dayanarak 

çözülecektir. Bu amaçla, elektromanyetik uzaya ilişkin vektör ve skaler 

potansiyellerden faydalanılacaktır. 

Lorentz koşulu altında ( )rE s ��  ve ( )rH s ��  alanları, ( )rA
��
 vektör potansiyeli 

cinsinden  

( ) ( )2
0

1
1sE r i grad grad A r

k
ω
 

= − + ⋅ 
 

�� � �
     (3.1.8a) 

( ) ( )
0

1sH r rotA r
µ

=
�� � �

        (3.1.8b) 
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şeklinde yazılır (Balanis 1989). Burada 00
2

0 εµω=k , boş uzaya ilişkin dalga sayısıdır.  

Bu şekilde ( )rE s ��  ve ( )rH s ��  alanlarının hesabı ( )rA
��
 vektör potansiyelinin bulunmasına 

indirgenmiş olur. ( )rA
��
 ise, Helmholtz denklemini sağlar (Balanis 1989). 

( ) ( ) ( )2
0 0 eşlapA r k A r J rµ+ = −

� � �� � �
   (3.1.9) 

(3.1.9) denkleminin Green fonksiyonu tekniği ile çözümü, kolaylıkla, 

( ) ( ) ( )0 , eşA r g r r J r d
ϑ

µ ϑ′ ′ ′= ∫
� �� � � �

   (3.1.10) 

olarak elde edilebilir. Burada ( )rrg ′
��
, , 

( )
0

,
4

ik r re
g r r

r rπ

′− −

′ =
′−

� �

� �
� �            (3.1.11) 

şeklinde tanımlanan boşluktaki skaler Green fonksiyonudur (Balanis 1989).  

Cismin içindeki bir r′  noktasında x doğrultulu birim, dirac eşdeğer akım 

kaynağının bulunduğu düşünülsün. 

( ) ( ) ˆeşJ r r r xδ ′= −
� � � �

,          (3.1.12) 

bu akımdan kaynaklanan vektör potansiyeli (3.1.10) ifadesinden, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0ˆ ˆ, ,A r g r r r r xd g r r x
ϑ

µ δ ϑ µ′ ′ ′ ′= − =∫
� � � � � � � �

     (3.1.13) 

şeklinde elde edilir. (3.1.13) ve (3.1.8a) ifadelerinden yola çıkarak, x doğrultulu birim 

kaynak tarafından oluşturulan elektrik alan boşluktaki vektör Green fonksiyonu olarak 

( ( )rrG x
′
���
,0 ) tanımlanır. Bu durumda ( )rrG x

′
���
,0 ,  

( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 ˆ, ,x xrotrotG r r k G r r i r r xσµ δ′ ′ ′− = − −
� �� � � � � �

      (3.1.14) 

dalga denklemini sağlar. Bu denklemin çözümü, 

( ) ( )0 0 2

1
ˆ, 1 ,xG r r i grad grad g r r x

k
ωµ  ′ ′= − + ⋅ 

 

� � � � �
    (3.1.15) 

şeklinde olduğu bilinir. Aynı şekilde y ve z doğrultulu birim kaynaklardan meydana 

gelen, sırası ile, y ve z doğrultulu boşluktaki vektör Green fonsiyonları ( ( )rrG y
′
���
,0  ve 

( )rrG z
′
���
,0 ) da türetilebilinir. Bu üç vektör Green fonksiyonunu içeren boşluktaki dyadik 

Green fonksiyonu 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0ˆ ˆ ˆ, , , ,x y zG r r G r r x G r r y G r r z′ ′ ′ ′= + +
� � �� � � � � � � �

         (3.1.16) 
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şeklinde tanımlanabilir. Ayrıca boşluktaki dyadik Green fonksiyonu aşağıdaki dalga 

denklemini sağlar. 

( ) ( ) ( )2
0 00, ,rotrotG r r k G r r I r rδ′ ′ ′− = −
� � � � � �

     (3.1.17) 

Burada ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆI xx yy zz= + +  şeklinde üç ortonormal vektör ile tanımlı birim dyadiktir. 

( )rrG ′
��
,0 ’nün fiziksel anlamı; r′  noktasındaki dirac akım kaynağının r ’de oluşturduğu 

elektrik alanıdır.  

(3.1.7) Maxwell denklemlerinden ve (3.1.17) ifadesinden saçılan alanın integral 

ifadesi  

( ) ( ) ( ),s eşE r J r G r r d
ϑ

ϑ′ ′ ′= ⋅∫
� �� � � �

     (3.1.18) 

şeklini alır ve burada  

( ) ( )0 2
0

1
, ,G r r i I grad grad g r r

k
ωµ

 
′ ′= − + 

 

� � � �
  (3.1.19) 

olmak üzere, şeklinde elde edilir. Bu ifadede ( )rrG ′
��
, ’nün üçüncü dereceden tekilliği 

söz konusudur. Bu integral cismin içindeki ϑ  hacminde (kaynak bölgesinde) bulunan r  

noktasında ıraksar. Bu çalışmada doğrudan hesaba elverişli olmayan bu integrallerin 

düzgün şekle getirilmesi üzerinde durulacaktır (Sadiku 2001).  

 

3.2. Yöntem 

 

 Bu kısımda, akım ihtiva eden cismin oluşturduğu elektrik alan üzerinde 

durulacaktır. Eğer gözlemlenen nokta kaynak noktasına yakınsar ise (3.1.18) hacim 

integralindeki dyadik Green fonksiyonunda üçüncü dereceden tekillikler ortaya çıkar. 

Bu tekillikler hacim integralini doğrudan hesaba elverişli olmayan şekle sokar. Eğer 

cismin iç bölgesindeki elektrik alan hesaplanmak isteniyorsa bu tekillikler ortadan 

kaldırılmalıdır. Bunun için bu kısımda, gecikmeli potansiyellerin kullanıldığı teknik, 

genelleştirilmiş fonksiyon açınımlarının kullanıldığı teknik ve genel analitik teknik 

olmak üzere üç farklı teknik açıklanmıştır.  
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3.2.1. Gecikmeli Potansiyellerin Kullanıldığı Teknik 

 

Bu yöntem, yansıyan alana ait asal değer integralinin de bulunduğu  toplam 

elektrik alan ifadesine moment yönteminin uygulanması ile elde edilen doğrusal 

denklem sisteminin çözümü esasına dayanır. Cismin içindeki elektrik alan 

hesaplanırken cismin eksenel simetrik olmasından dolayı sadece çeyrek bölgede 

çözümün elde edilmesi yeterli olmaktadır.  

Kısım 3.2.1.1.’de, asal değer integral ifadesinin elde edilmesi açıklanmıştır. 

Bunun için dielektrik cismin merkezindeki elektrik alan ilk olarak gecikmeli 

potansiyeller yöntemi ile hesaplanmaktadır. Daha sonra dyadik Green fonksiyonunu 

içeren hacim integrali, kaynak bölgesini kapsayan çok küçük bir hacimsel bölgenin 

integrasyon hacminden çıkarılması ile çözülür. Bu çözümün ayrılan hacmin boyutları 

sıfıra gider iken limit değeri hesaplanır. Bu iki yöntem ile elde edilen sonuçların eşit 

olması gerektiğinden yola çıkarak asal değer integral ifadesi tanımlanır. Bu ifadede tekil 

noktaların bulunduğu hacimsel bölgenin integral hacminden çıkarılmasından dolayı 

eklenecek olan katkı yer almaktadır.  

 

3.2.1.1. Asal Değer İntegral İfadesine Eklenecek Katkının Hesabı 

 

 Hacim integralinde ortaya çıkan tekil noktalar asal değer integral ifadesi 

tanımlanarak ortadan kaldırılacaktır.  

Şekil 3.2.1 İçerisinden akım akan hacim 

 

 Yük taşıyan hacmin dışındaki elektrik alan (3.1.18)’deki dyadik Green 

fonksiyonunu içeren hacim integrali ile rahatlıkla ifade edilir. Fakat r , r′ noktasına 

yakınsarken, yani gözlemlenen noktanın cismin içinde bulunması durumunda, Green 
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dyadiği tanımsız hal alır ve bunun sonucu olarak (3.1.18) integralinin doğrudan hesaba 

elverişli olamayacağı görülür. Bölüm 3.2.1.1’de bu düzgün olmayan integralin yapısı 

incelenecektir.  

Örnek olarak şekil 3.2.2’deki üzerinde akım dağılımı mevcut olan dairesel kesitli 

silindirik sütün yapı incelenmektedir. Akım yoğunluğu eşJϑ
�
 homojen ve  

ˆeşJ Jzϑ =
�

            (3.2.1) 

fazörü ile gösterilsin. Bu akım dağılımı teorik olarak (3.1.18) ifadesini sağladığı 

düşünülerek oluşturulmuştur. Dielektrik cisim “O” merkezindeki elektrik alanı 

hesaplanacaktır.  

Şekil 3.2.2 Silindirik akım kaynağı 

 

Lorentz koşulu altında elektrik alanın potansiyel terimleri cinsinden verilen  

( ) ( ) ( )eE r grad r i A rφ ω= − −
�� � � �

       (3.2.2) 

ifadesinde skaler ve vektörel potansiyellerin kaynaklar cinsinden ifadesi 

( ) ( )
0

4

ik r r
eş e

A r J r d
r rϑ

ϑ

µ
ϑ

π

′− −

′ ′=
′−∫

� �

� �� �
� �      (3.2.3a) 

( ) ( )
01

4

ik r r
eş e

r r d
r rϑ

ϑ
φ ρ ϑ

πε

′− −

′ ′=
′−∫

� �

� �
� �      (3.2.3b) 

yerlerine yazılırsa,  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0

0

1

4 4

ik r r ik r r ik r r
eş eş eş

S
S

e e i e
E r grad r d r dS J r d

r r r r r r
α α

ϑ ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ

ωµ
ρ ϑ ρ ϑ

πε π

′ ′ ′− − − − − −

− −

 −
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − 

′ ′ ′− − −  
∫ ∫ ∫

� � � � � �

� �� � � �
� � � � � �   (3.2.4) 
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şeklinde düzenlenebilir. (3.2.4)’te eş

ϑρ  ve eş
Sρ  sırasıyla eşdeğer hacimsel ve yüzeysel 

yük yoğunluklarına karşı düşmektedir. Bu ifadede εϑ  hacimsel bölgesi, r  merkezli ve 

ε  yarıçaplı bir küre olarak düşünülebilir. Bu integraller, aslında εϑ  hacminin 

boyutlarının sıfıra yaklaşması durumunda elde edilen limit değerleridir. Potansiyel 

teorisine göre bu limitler mevcuttur ve εϑ ’nin şekline bağlı değildir. Seçilen şekle göre 

az ±=  için 0eş

ϑρ = , eş
S J iρ ω= ±  olur ve burada J  sabittir. Bu ifadeler hesaplamayı 

basitleştirir ve bunun sonucu olarak ( )rE
��
, z doğrultusunda ve genliği 

( )
2 2

2 2
0

2 2
0

0 1
aika ik a b

ik b z ika
z

Ja e e J
E J e dz e

i a ia b

µ
ωε ε ωε

− − +
− + −

 −
 = + + + −   

 +  
∫

��������������������������

     (3.2.5) 

skaler potansiyelden gelen katkı           vektör potansiyelden gelen katkı 

olarak elde edilir (Bladel 1961).  

 Aynı cismin merkezindeki elektrik alan (3.1.18) ifadesi ile hesaplanırsa elektrik 

alan ifadelerinin eşit olması beklenir. Yine akım kaynağının homojen ve z 

doğrultusunda olduğu farz edilirse, ifade  

( )
0 0

0 0
24 4

ik r r ik r ri ie e
E r J d J grad d

r r k z r rϑ ϑ

ωµ ωµ
ϑ ϑ

π π

′ ′− − − − ∂
′ ′= − −  ′ ′− ∂ − 

∫ ∫
� � � �

� ��
� � � �       (3.2.6) 

şeklini alır. Bu ifadede ilk terimin herhangi bir ıraksaması söz konusu değildir ve 

çözümü (3.2.5) ifadesindeki vektör potansiyelden gelen katkıya eşit olur. Üzerinde 

durulması gereken ikinci terimdir. Bu ifadede r  sıfıra eşit iken simetriden dolayı z 

doğrultulu bir vektör elde edilir.  

02

2

ik Re
d

z Rϑ
ϑ

− ∂
′ ∂  

∫     (3.2.7) 

Burada rrR ′−=
��
 orjine olan uzaklık olmak üzere, (3.2.7) integrali incelenmelidir. Bu 

integralin 0=R  noktasında tanımsız olduğu açıktır. Bu integrali tanımlı hale getirmek 

için orijin bir εϑ  hacmi ile ayrılmalı ve integral εϑ ϑ−  hacmi boyunca tanımlanmalıdır. 

Buna karşı elde edilen integral yine de yakınsamaz. Bunun nedeni ayrılan hacmin sıfıra 

yakınsaması durumunda integralin değerinin ayrılan hacmin şekline bağlı olmasıdır. Bu 

durum bir örnek ile incelenirse; yarıçapı η  ve yüksekliği 2h olan bir yuvarlak silindir 

alınacak olursa integral, 
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2 2
02

2 2 2
2

ik r z

S I II III

e
I rdrdz

z r z
π

− +

= + +

 ∂
=  

∂  + 
∫           (3.2.8) 

şeklini alır ve birkaç işlemden sonra 

Şekil 3.2.3 Küçük silindir hacminin hariç tutulduğu silindirik hacmin kesiti 

 

2 2
0

2 2 2

2

1
4 1

1

ik a bik a
I e e

a b

h

π
η

− +−

 
 
 = − + −
 +

+ 
 

       (3.2.9) 

elde edilir (Bladel 1961). İfadenin εϑ  hacmi sıfıra yaklaşırken limiti silindirin hη  

oranına bağlıdır.  

 Bir başka örnek de orjinin η  yarıçaplı küçük küre ile sarıldığı durum olsun. η  

sıfıra yaklaşırken (3.2.8) integralinin değeri birkaç basit aşamadan sonra 

Şekil 3.2.4 Küçük küresel hacmin hariç tutulduğu hacim 

 

2 2
0 0

2 2

1
4

3
ik a b ik aa

I e e
a b

π − + − 
= − + 

+ 
   (3.2.10) 



 24 

olarak elde edilir. I burada küçük kürenin yarıçapı sıfıra yaklaşırken iyi tanımlanmıştır. 

Bu limit değeri integralin “asal değeri” (principle value-PV) olarak adlandırılır. Bu ifade 

(3.2.6)’da yerine yazılıp (3.2.5) ile kıyaslanırsa (3.1.18)’in sağ tarafının anlamı 

açıklanmış olur. 

Belirlenen geometri için ifade, 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,
3

s J r
PV J r G r r d E r

iϑ
ϑ

ωε
′ ′ ′⋅ = +∫

� �
� �� � � �

         (3.2.11) 

şeklini alır (Bladel 1961).  

 

3.2.1.2. Saçılan Alanın Belirlenmesi 

 

 Bu bölümde cismin içindeki toplam alan ifadesi elde edilecektir. (3.2.11) alan 

ifadesi  

( ) ( ) ( )rErErE si ������
+=      (3.2.12) 

toplam elektrik alanın gelen ve yansıyan alan terimlerinin toplamı şeklindeki ifadesinde 

yerine yazılır ve (3.1.6) ifadesi göz önünde bulundurulursa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ,
3

i r
E r E r PV r E r G r r d

i ϑ

τ
τ ϑ

ωε
 

′ ′ ′ ′= + − ⋅ 
 

∫
�

� � �� � � � � �
    (3.2.13) 

elde edilir. Burada ( ) ( )( )0cr i rτ ω ε ε= −
� �

, ( )rE i ��  cisme gelen, bilinen elektrik alan ve 

( )rE
��
 cismin içindeki bilinmeyen toplam alandır.  

Alanların hesabı için, (3.2.13) integrodiferansiyel denklemine moment yöntemi 

uygulanarak doğrusal denklem sistemi çözümüne indirgenir.  

( ) ( )rrGrE ′⋅′
����
,  iç çarpımı,  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
















′

′

′

















′′′

′′′

′′′

=′⋅

rE

rE

rE

rrGrrGrrG

rrGrrGrrG

rrGrrGrrG

rrGrE

z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

�

�

�

������

������

������

����

,,,

,,,

,,,

,       (3.2.14) 

şeklinde ifade edilebilir. Burada  

( ) ( )
2

0 2
0

1
, ,

p qx x pq

q p

G r r i g r r
k x x

ωµ δ
 ∂

′ ′= − +  ∂ ∂ 

� � � �
  p, q=1,2,3 (3.2.15a) 
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1

0

pq

pq

p q için

p q için

δ

δ

= =

= ≠
    (3.2.15b) 

olarak tanımlıdır (Livesay ve Chen 1974). (3.2.15a)’daki 1x , 2x , 3x  sırasıyla x, y, z 

olarak tanımlıdır. (3.2.14) matrisinin simetrik olmasından dolayı (3.2.13) ifadesinin 

herbir skaler bileşeni  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

10

1 ,
3 p p q q p

i
x x x x x

q

r
E r PV r G r r E r d E r

i ϑ

τ
τ ϑ

ωε =

  
′ ′ ′ ′+ − =  

   
∑∫

�
� � � � � �

      p=1,2,3 

(3.2.16) 

şeklinde yazılabilinir. Moment metodu kullanılarak (3.2.13) ifadesi doğrusal denklem 

sistemine dönüşürülebilir. Bunun için cisim N tane parçaya ayrılıyor ve her bir parçada 

( )rE
�
 ve ( )r�τ ’ nin sabit olduğu farz ediliyor. m. hacim elemanı mϑ  ile ve merkezi de mr  

ile gösterilecektir. (3.2.16) ifadesinin her bir mr  noktasında sağlandığı düşünülerek,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 10

1 ,
3 p p q q p

N
m i

x m n x x m x n x m
q n n

r
E r r PV G r r d E r E r

i ϑ

τ
τ ϑ

ωε = =

  
′ ′+ − =  

    
∑∑ ∫

�
� � � � � �

 

p=1,2,3, m=1,2...N    (3.2.17) 

doğrusal denklem sistemi elde edilir. 

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m

n

r PV G r r d
ϑ

τ ϑ′ ′Ω = ∫
� � �

          (3.2.18) 

olarak tanımlanırsa (3.2.17) ifadesi  

( ) ( ) ( )
3

1 1 0

1 1,2,..., , 1, 2,3
3p q q p

N
mmn i

x x pq mn x n x m
q n

r
E r E r m N p

i

τ
δ δ

ωε= =

  
Ω − + = − = =  
   

∑∑
�

� �
  (3.2.19) 

şeklinde toparlanabilir. ][
qpxxS  NN ×  matris olsun ve elemanları, 

( )
0

1
3p q p q

mmn mn
x x x x pq mn

r
S

i

τ
δ δ

ωε
 

= Ω − + 
 

�

         (3.2.20) 

olarak tanımlansın. ][
px

E  ve ][ i
xp

E ,  

[ ]

( )

( )

[ ]

( )

( )

3,2,1,
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N boyutlu vektörler olarak tanımlanırsa ve (3.2.19) ifadesi olası bütün m  ve p 

değerlerini alırsa 
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zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

E

E

E

E

E

E

SSS

SSS

SSS

            (3.2.22) 

şeklindeki matris denklemi elde edilir. Bu ifade sembolik olarak , 

][]][[ iEES −=      (3.2.23) 

şeklinde yazılabilinir. Burada [E] ve [ iE ], N3  boyutlu vektörler iken [S] NN 33 ×  

matristir. N tane seçilen noktanın herbirindeki toplam elektrik alan [S]’ nin tersi alınarak 

bulunabilir.  

 (3.2.18) ve (3.2.20) denklemleri [
qpxxS ] matrisinin elemanlarını tanımlar ve  

( ) ( ) ( )
0

, 1
3p q p q

mmn
x x n x x m pq mn

n

r
S r PV G r r d

iϑ

τ
τ ϑ δ δ

ωε
 

′ ′= − + 
 

∫
�

� �
          (3.2.24) 

şeklinde elde edilir.  

İlk olarak ][
qpxxS ’nün asal köşegen üzerinde bulunmayan elemanları inceleniyor. 

Bu durumda m nr ϑ∉
�

 olduğundan ( )rrG mxx qp
′
��
,  nϑ  boyunca süreklidir. Bunun sonucu 

olarak hesaplamalardan asal değer işlemleri çıkartılır. Böylece (3.2.24) ifadesi, 

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m

n

S r G r r d
ϑ

τ ϑ′ ′= ∫
� �

, nm ≠    (3.2.25) 

şeklini alır. Yaklaşıklık olarak (3.2.25) ifadesi,  

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m n nS r G r rτ ϑ= ∆

� �
,  nm ≠    (3.2.26) 

şeklinde yazılabilinir. Burada n

n

d
ϑ

ϑ ϑ′∆ = ∫  yaklaşımı yapılıyor. ][
qpxxS ’nün 

hesaplanması için (3.2.15) ifadesinin kullanılması ile ( )m n≠  durumu için, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2

3

exp
1 cos cos 3 3

4p q p q

n n mnmn mn mn
x x mn mn pq x x mn mn

mn

i k r i
S i i

ωµ τ ϑ γ
γ γ δ θ θ γ γ

πγ
− ∆ −  = − − + − + 

�

  

(3.2.27) 

elde edilir. Burada, 0mn mnk Rγ = , nmmn rrR −= , ( ) mn
n
p

m
p

mn
x Rxx
p

−=θcos , 

( ) mn
n
q

m
q

mn
xq Rxx −=θcos , olarak tanımlıdır. mr  ve nr  sırasıyla, ( )mmm

m xxxr 321 ,,=  ve 

( )nnn
n xxxr 321 ,,=  şeklindedir.  
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Eğer N değerleri yeterince büyük seçilirse (3.2.26) ve (3.2.27)’de verilen 

yaklaşımlardan uygun sonuçlar elde edilebilinir. Daha fazla uygunluk için (3.2.25) 

integrali sayısal olarak hesaplanabilir. 10 >>ak  durumunda (3.2.25)’teki integrasyon 

ifadesinde Green fonksiyonunun frekansa bağımlılığından ötürü etkin bir değişimi 

ortaya çıkar. Bundan dolayı nϑ  hacmi boyunca Green fonksiyonunun değeri olarak alt 

hacmin merkezindeki değerinin alınması çözümü olumsuz etkiler.  

Eğer cismin kesitinin uzun boyutu gelen ( )rE i ��  alanına, Şekil (3.2.5a)’daki gibi, 

paralel ise (3.2.25)’nin sayısal integrasyonu çözümün doğruluğunu oldukça arttırır. 

1120 <<Rk  durumunda Şekil 3.2.5a’daki 2ϑ  alt hacminin içindeki paralel birim akım 

tarafından oluşturulan 1ϑ  içindeki saçılan alanın genliği Şekil 3.2.5b’dekinin genliğinin  

iki katı kadardır. Genel olarak da Şekil 3.2.5a’daki durum ile daha fazla karşılaşılır.  

Şekil 3.2.5 (a) Cismin gelen alana paralel, (b) dik olması 

 

[
qpxxS ]’nün diyagonal elemanları için (3.2.24) ifadesi 

( ) ( ) ( )
0

, 1
3p q p q

nmn
x x n x x n pq

n

r
S r PV G r r d

iϑ

τ
τ ϑ δ

ωε
 

′ ′= − + 
 

∫
�

� � �
    (3.2.28) 

şeklini alır. nϑ  hacminin, nr  merkezli eşdeğer hacim ile, yaklaşımı yapılabilir. Bu 

sahede (3.2.28) integrali hesaplanabilir. Asal değer integrallerinin hesaplarının yapıldığı 

Ek 1’deki (E.7) ifadesinde çözümü gerçekleştirilen bu integralin ifadesi yerine yazılırsa, 
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( ) ( )( ) ( )0
0 02

0 0

2
exp 1 1 1

3 3p q

n nnn
x x pq n n

i r r
S ik a ik a

k i

ωµ τ τ
δ

ωε

 −  
=  − + −  − +   

   

� �

  (3.2.29) 

şeklinde elde edilir. Burada 
1 3

3

4
na

ϑ
π
∆ =  

 
 olarak tanımlıdır. Not olarak; eğer nϑ ’nin 

gerçek boyutu küreden oldukça farklı ise yapılan yaklaşım zayıf sonuçlara neden olur. 

Böylece [
qpxxS ] matrisinin elemanları hesaplanmış olur (Livesay ve Chen 1974).  

 

3.2.2. Genelleştirilmiş Fonksiyon Açılımlarının Kullanıldığı Teknik 

 

Kısım 3.2.2.1.’de, dyadik Green fonksiyonlarını içeren hacim integrallerinde 

karşılaşılan tekillikler genelleştirilmiş fonksiyon ifadeleri kullanılarak ortadan kaldırılır. 

Bu yöntemde ( )rJ ′
��
’nün ϑ  içindeki bütün noktalarda Hölder şartını sağladığı kabul 

edilerek hacim integralindeki dyadik Green fonksiyonu ifadesindeki skaler Green 

fonksiyonunun ikinci genelleştirilmiş fonksiyon olarak düşünülür ve eşdeğer ifadeleri 

kullanılır. Bu kısımda genelleştirilmiş fonksiyon tanımı ve ispatı yapılmıştır. Saçılan 

alan ifadeleri hesabı için, Kısım 3.2.1.’e benzer şekilde eksenel simetrik cisim moment 

yöntemi kullanılarak küplere ayrıştırılıyor ve çeyrek bölge üzerinde çözüm elde 

ediliyor.  

 

3.2.2.1. Genelleştirilmiş Fonksiyonların Tanımlanması 

 

(3.1.18) ifadesinde dyadik Green fonksiyonunun açık şekli yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 ,
, 1,2,3pq

p q

g r r
I r J r d p q için

x xϑ
ϑ

′∂
′ ′= =

′ ′∂ ∂∫
� �

� �
        (3.2.30) 

şeklinde integrallerle karşılaşılır. Boşluktaki skaler Green fonksiyonu ( )rrg ′
��
, ’nün 

ikinci türevinin üçüncü dereceden tekilliği mevcuttur. Bu tekil noktalar hacim 

integralini doğrudan hesaba elverişli olmayan şekle sokar.  

(3.2.30) ifadesindeki ( )rJ ′
�
’nün Hölder şartını sağlaması durumunda ( )rrg ′

��
,  

fonksiyonunun ikinci türevinin genelleştirilmiş fonksiyon tanımı yakınsak ifadelere 

dönüşür. 
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( )rJ ′
�
’nün r ’de Hölder şartını sağlaması için, cR ≤  koşulunu sağlayan bütün 

r′  noktalarında 

( ) ( ) αARrJrJ ≤′−
��

       (3.2.31) 

olacak şekilde üç tane pozitif katsayının (c, A, ve α ) bulunması gerekir. Bu çalışmada 

( )rJ ′
�
’nün ϑ  içindeki bütün noktalarda Hölder şartını sağladığı kabul edilecektir.  

 Skaler Green fonksiyonunun ikinci türevi  

( ) ( ) ( )2 2 2, , ,

p q p q p qR S

g r r g r r g r r

x x x x x x

     ′ ′ ′∂ ∂ ∂     
= +     ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          

� � � � � �

  (3.2.32) 

olarak tanımlansın. Burada (3.2.32) ifadesinin sağındaki ilk terim, skaler Green 

fonksiyonunun ikinci türevinin εϑ  hacminin dışındaki bölgedeki ifadesi (regüler kısmı), 

ikinci terim ise εϑ  hacmi içerisindeki bölgedeki ifadesidir (tekil kısmı).  

( ) ( ) ( )2 ,
, 1, 2,3pq

p q

g r r
I r J r d p q

x xϑ
ϑ

 ′∂ ′ ′= = ′ ′∂ ∂  
∫

� �
� �

      (3.2.33a) 

pqpqpq CBA ++=                     (3.2.33b) 

Burada 

( ) ( )2 ,
pq

p q

g r r
A J r d

x x
αϑ ϑ

ϑ
−

′∂
′ ′=

′ ′∂ ∂∫
� �

�
              (3.2.33c) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0, ,

pq

p q p q

g r r g r r
B J r J r d

x x x x
αϑ

ϑ
 ′ ′∂ ∂

′ ′= − 
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂  

∫
� � � �

� �
            (3.2.33d) 

( )
( )( )

( )
2

2

ˆˆ ˆ ˆ1 1

4 4

p q

pq

p q

x n x R
C J r dS J r d

R x x R
α αϑ ϑ

ϑ
π π∂

⋅ ⋅− ∂′ ′ ′ ′= =
∂ ∂∫ ∫

� �
           (3.2.33e) 

olmak üzere, şeklinde tanımlanır. (3.2.33d) ifadesindeki ( )rrg ′
��
,0  statik Green 

fonksiyonu olarak isimlendirilir ve  

( )
R

rrg
π4
1

,0 =′
��

      (3.2.34) 

olarak tanımlanır. (3.1.11)’deki (zamana bağlı haldeki) Green fonksiyonunda 00 =k  

yazılarak elde edilir (Lee ve ark. 1980). (3.2.33) ifadelerindeki diğer terimler Şekil 3.2.6 

yardımıyla açıklanacaktır. 
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Şekil 3.2.6 r  gözlem noktasını içeren αϑ  hacmi 

 

Şekil 3.2.7 Yüzey parametreleri  

 

αϑ  hacmi ϑ ’nin içinde gelişigüzel bir hacimdir ve r  gözlem noktasını içerir. 

Burada vurgulanması gereken iki nokta vardır:  

i) αϑ ’nın sonsuz küçük olmasına gerek yoktur. 

ii) ( )rI pq

�
’nün değeri αϑ ’nın seçimine bağlı değildir.  

 (3.2.33c)’deki pqA  terimi yakınsaktır çünkü αϑ  bölgesi integrasyon hacminden 

çıkarılmıştır. Ayrıca belirtilmelidir ki ( )rrg ′
��
,  ve ( )rrg ′

��
,0 ’nün R=0’da 1−R  tekillikleri 

vardır. Bu durum ve (3.2.31)’deki Hölder şartı (3.2.33d)’deki pqB  teriminin 

yakınsamasını sağlar. (3.2.33e)’deki pqC  terimi içinde, αϑ∂  (Şekil 3.2.7) ile gösterilen, 

αϑ  hacmini sınırlayan sınır yüzeyi boyunca olan yüzey integrali mevcuttur. n̂  vektörü 

αϑ∂  yüzeyi üzerindeki r′  noktasından dışarı doğru olan birim normaldir ve R̂ , 

rrR
���

−′=  doğrultulu birim vektördür. pqC  için alternatif ifade hacim integralli ifade ile 

verilmiştir.  

 Bu aşamada (3.2.33) formüllerinin türetilmesi üzerinde durulacaktır. Gel’fand ve 

Shilov (1964) Green fonksiyonunun türevini  
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( ) ( )0 ,

q

g r r
f r

x

 ′∂ ′ =  ′∂  

� �
�

     (3.2.35) 

şeklinde genelleştirilmiş fonksiyon olarak tanımlamışlardır. Bu (-2)’nci dereceden 

homojen fonksiyondur. (3.2.35)’in türevini Muller (1969) tanımlamıştır ve bu ifade; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0, , ,

pq

p q p q p q

g r r g r r g r r
J r d J r d J r J r d C

x x x x x x
α αϑ ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ
−

 ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′= +  −  +   ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
∫ ∫ ∫

� � � � � �
� � � �

 

(3.2.36) 

şeklindedir. (3.2.36)’daki pqC , 

( ) ( )0 ,
,pq s t

q

g r r
C J r dx dx s t p için

x
αϑ∂

′∂
′ ′= ≠

′∂∫
� �

�
   (3.2.37) 

olarak tanımlıdır. pqC ’yü basitleştirmek için (Şekil 3.2.7’den) 

( )0

2 2

ˆˆcos,

4 4
q q

q

x Rg r r

x R R

θ

π π

′ − − ⋅∂
= =

′∂

� �

           (3.2.38a) 

( )ˆ ˆs t pdx dx x n dS′ ′ ′= ⋅      (3.2.38b) 

yazılır ve (3.2.38a,b)’nin (3.2.37)’de yerine konmasıyla pqC ’nün (3.2.33e)’deki son hali 

elde edilir.  

( )rrg ′
��
,0 ’nün türevi ile ( )rrg ′

��
, ’nün türevi arasında ilişki kurmak için, 

( ) ( ) ( )( ) ( )22 2
0 0

, ,, ,

p q p q p q

g r r g r rg r r g r r

x x x x x x

′ ′   ∂ −′ ′∂ ∂   
= +   ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

� � � �� � � �

       (3.2.39) 

ayrışımı göz önünde bulundurulur. (3.2.39)’un sağ tarafındaki ilk terim iyi tanımlıdır 

çünkü 0=R  komşuluğunda  

( ) ( ) ( ) ( )20 0 0

1 1
, ,

4 2
g r r g r r ik R ik R

Rπ
 ′ ′− = − + − + ⋅⋅⋅  

� � � �
   (3.2.40) 

şeklinde seri açılımı mevcuttur. (3.2.39) ifadesinin (3.2.33a)’da yerine yazılması ve 

(3.2.36)’nın kullanılması sonucu (3.2.33b)’deki istenen formül elde edilir.  
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3.2.2.2. Sonuçların Değerlendirilmesi 

 

 (3.2.30)’daki pqI  ıraksak integrallari herhangi bir αϑ  hacmi için (3.2.33) 

ifadeleri ile tanımlı hale getirilmiştir. Bu kısımda (3.2.33)’teki sonuç ifadeleri 

yorumlanacaktır.  

a) pqC ’nün açık ifadeleri 

 (3.2.33e)’de tanımlanan pqC  terimi birkaç özel αϑ  için hesaplanabilir.  

i) αϑ  hacmi, a yarçaplı ve içindeki herhangi bir nokta r  ile belirlenen bir küre 

olduğunda; 

( ) pqpq rJC δ
�

3

1
−=       (3.2.48) 

şeklinde elde edilir. 

ii) αϑ  hacmi r  mekezli fakat gelişigüzel yerleştirilmiş (kübün yüzlerinin 1x , 2x , 3x  

eksenlerine dik olmasına gerek yok) olduğunda; 

( ) pqpq rJC δ
�

3

1
−=       (3.2.49) 

şeklinde elde edilir.  

iii) αϑ  hacmi r  mekezli, a yarıçaplı, 2b yükseklikli ve ayrıca ekseni 3x  ekseni ile 

çakışan silindir olduğu durumda; 

( )rJ
ba

b
CC

�

22
2211

2 +
−==    (3.2.50a) 

( )rJ
ba

b
C

�











−

+
= 1
2 22

33     (3.2.50b) 

içinqpC pq ≠= 0     (3.2.50c) 

şeklinde elde edilir. Gelişigüzel αϑ  hacmi için pqC  ifadesi, 

( ) ( ) ( )11 22 33C C C J r lap r J rψ+ + = = −
� � �

        (3.2.51) 

şeklindedir. Buradaki ψ , 

( ) 1

4
r d

R
αϑ

ψ ϑ
π

′= ∫
�

    (3.2.52) 
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şeklinde tanımlıdır ve αϑ  üzerindeki birim yük dağılımından kaynaklanan elektrostatik 

potansiyeldir. Bu özellik ilk olarak Yaghjian (1978) tarafından bulunmuştur.  

b) Genelleştirilmiş fonksiyonlar kullanılmadan (3.2.33)’deki sonuçlar klasik analizler 

ile de elde edilebilir.  

 (3.2.30) ifadesinin, 

( ) ( ) ( )
2

, , 1,2,3pq

p q

I r J r g r r d p q için
x x ϑ

ϑ
∂

′ ′ ′= =
′ ′∂ ∂ ∫

� � � �
        (3.2.53) 

ifadesine eşit olduğu rahatlıkla gösterilebilir. (3.2.53) ifadesi,  

pqpqpq EAI +=         (3.2.54) 

şeklinde tekrar yazılıyor. Burada  

( ) ( )
2

,pq

p q

E J r g r r d
x x

αϑ
ϑ

∂
′ ′ ′=

∂ ∂ ∫
� � �

    (3.2.55) 

şeklinde tanımlıdır. İlk olarak, (3.2.55)’teki integralin birinci dereceden türevinin 

alınması ile, 

( ) ( ) ( ) ( ),
,

q q

g r r
J r g r r d J r d

x x
α αϑ ϑ

ϑ ϑ
′∂∂

′ ′ ′ ′ ′= −
′∂ ∂∫ ∫
� �

� � � �
      

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, ,q

q

J r
J r g r r x n dS g r r d

x
α αϑ ϑ

ϑ
∂

′∂
′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ +

′∂∫ ∫
�

� � � � �
 (3.2.56) 

ifadesi elde edilir. Burada son ifade elde edilirken Green teoremi uygulanır. (3.2.56) 

ifadesinin ikinci türevi alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, ,
ˆ ˆ

pq q

p q p

g r r g r r
E J r x n dS J r J r d

x x x
α αϑ ϑ

ϑ
∂

′ ′∂ ∂∂
′ ′ ′= ⋅ − −  ′ ′ ′∂ ∂ ∂∫ ∫

� � � �
� � �

    (3.2.57) 

elde edilir. Bu ifade elde edilirken ( ) 0=′∂∂ qxrJ
�

 durumu kullanılmıştır. (3.2.57)’deki 

son integrale Green teoremi uygulanırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, ,
ˆ ˆ

pq q

p p q

g r r g r r
E J r x n dS J r J r d

x x x
α αϑ ϑ

ϑ
∂

′ ′∂ ∂
′ ′ ′= ⋅ + −  ′ ′ ′∂ ∂ ∂∫ ∫

� � � �
� � �

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0, , ,

ˆ ˆq

p q p qp

g r r g r r g r r
J r x n dS J r J r d

x x x xxα αϑ ϑ
ϑ

∂

 ′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′= ⋅ + − ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂∂   

∫ ∫
� � � � � �

� � �
 

( )
( ) ( )( )2

0, ,

p q

g r r g r r
J r d

x x
αϑ

ϑ
′ ′∂ −

′−
′ ′∂ ∂∫

� � � �
�

      (3.2.58) 
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ve son integrale tekrar Green teoremi uygulanırsa 

pqpqpq CBE +=        (3.2.59) 

elde edilir. (3.2.59)’un (3.2.54)’te yerine konmasıyla (3.2.33)’teki istenen formül elde 

edilir. Böylece klasik analiz ile elde edilen ıspat tamamlanmış olur.  

c) Boşluktaki bir ( )rJ ′
��
 akım yoğunluğundan kaynaklanan ( )rE ′

��
 elektrik alanı ( )rJ ′

��
 ve 

( ),G r r′
� �

, dyadik Green fonksiyonunun konvolüsyonundan elde edilebilir. Bu ifadeler 

kısım 3.1.’de açıklanmıştır.  

Iraksak integrallerden sakınmak ve ( )rE
��
’yi doğru bir şekilde hesaplamak için 

(3.2.15a)’daki skaler Green fonksiyonunun ikinci dereceden türev ifadeleri (3.2.33)’teki 

gibi, genelleştirilmiş fonksiyon olarak kabul edilerek, çözülür. Bu durum seçilen bir 

akım kaynağı ile irdelenecektir.  

Akım değerininin sabit ve homojen olduğu ve sadece x doğrultusunda 

bileşeninin olduğu ( ˆJ Jx=
�

) kabul edilirse akım matrisi, 

[ ]
















=

0

0

J

J             (3.2.60) 

olarak ifade edilir. (3.1.18) ifadesi kullanılarak içerisinden akım akan hacmin içindeki 

elektrik alan ( xeJJ ˆ=
�

 Hölder koşulunu sağlıyor) elde edilir.  

( ) ( ) ( )2

1 0 2
0 1

,1
,

g r r
E r i J g r r d

k xϑ
ωµ ϑ

′ ∂
′ ′= − + ′∂ 

∫
� �

� � �
   (3.2.61) 

( ) ( ) ( )2

1 0

0 1

,
,

g r rJ
E r i J g r r d d

i xϑ ϑ
ωµ ϑ ϑ

ωε

′∂
′ ′ ′= − +

′∂∫ ∫
� �

� � �
  (3.2.62) 

(3.2.62) ifadesindeki ilk integral ifadesi yakınsaktır ve ikinci integral ifadesi ise 3−R  

tekilliği olan ıraksak integraldir. Bunun için ikinci integraldeki skaler Green 

fonksiyonunun ikinci türevi genelleştirilmiş olarak kabul ediliyor ve (3.2.33) gibi ifade 

ediliyor.  

( ) ( ) ( )2

1 0

0 1

,
,

g r rJ
E r i J g r r d d

i xϑ ϑ
ωµ ϑ ϑ

ωε

′ ∂ ′ ′ ′= − +  ′∂  
∫ ∫

� �
� � �

  (3.2.63) 

Böylece sağ taraftaki ikinci integral yerine (3.2.33) ifadesi yazılırsa, 
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( ) ( ) ( )1 0 11

0

1
,E r i J g r r d I r

iϑ
ωµ ϑ

ωε
′ ′= − +∫

� � � �
             (3.2.64a) 

olarak elde edilir. Aynı şekilde diğer alan bileşenleri de  

( ) ( )2 21

0

1
E r I r

iωε
=

� �
             (3.2.64b) 

( ) ( )3 31

0

1
E r I r

iωε
=

� �
             (3.2.64c) 

şeklinde elde edilir. Burada ( )rI pq

�
 (3.2.33)’te verilmiştir. (3.2.33) ifadelerinde Vα  

hacminin sıfıra yakınsaması durumunda alan ifadeleri elde edilir (Lee ve ark. 1980).  

 r′ , αϑ  hacmini kaplayan yüzey üzerinde bir nokta olsun ve bu yüzey (Şekil 

3.2.7’den);  

αϑ∂  yüzeyi:       ( ),r r f u vα′ = +
�� �

,   (3.2.65) 

şeklinde tanımlanıyor. Burada ( )vu,  yüzeyin parametreleridir. Örnek olarak ( )vu, , r  

merkezli ( )φθ ,  küresel koordinatları olabilir. 0α →  iken αϑ  şekli, hacmi sıfıra düşene 

kadar kalır. Bu durumda (3.2.33)’teki ( )rI pq

�
 ifadesi, 

( )
0

lim[ ]pq pq pqI r A C
α→

= +
�

          (3.2.66) 

şeklini alır. Burada pqB  terimi yok çünkü (3.2.32)’deki Hölder koşulu gereği α  sıfıra 

giderken o da sıfıra gidiyor. (3.2.66)’daki integral asal değer integralidir.  

- pqA ’nün limit değerinin elde edilmesi; 

( )2

0

,
lim

p q

g r r
J d

x xα
α

ϑ
ϑ ϑ

ϑ
→

−

′∂
′

′ ′∂ ∂∫
� �

           (3.2.67) 

p=q durumunda pqA ’nün limit değeri Ek.1’ deki (E.5) denkleminden 

( ) 0 0

0 0
0

lim 1 1
3

ik a
pq pq

J
A ik a e

α
δ −

→
 = − + +           (3.2.68) 

olarak belirlenir. Burada 
1 3

0

3

4
na

ϑ
π

 =  
 

 olarak tanımlıdır.  

- pqC  için; 

0
lim

3pq pq

J
C

α
δ

→

−
=        (3.2.69) 
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ifadesi yazılabilinir. Buradan 

( ) ( ) 0

0 0
0

lim 1
3

ikR
mn pq pq pq

J
I r A C ik R e

α
δ−

→
 = + = − + 

�
    (3.2.70) 

elde edilir. 

 

3.2.2.3. Saçılan Alanların Belirlenmesi 

 

 Saçılan alanların belirlenmesinde eşdeğer akım kaynaklarının kullanıldığı hacim 

eşdeğer teoremi kullanılacaktır. Hacim eşdeğer teoremi ile elde edilen dyadik Green 

fonksiyonlu hacim integral ifadesi, (3.1.18) ve (3.1.6) ifadesi göz önünde 

bulundurularak,  

( ) ( ) ( ) ( ),sE r r E r G r r d
ϑ
τ ϑ′ ′ ′ ′= ⋅∫

� �� � � � �
        (3.2.71) 

şeklinde yazılabilir. ( )rrG ′
��
, ’nün üçüncü dereceden tekilliği söz konusudur. Bu integral 

cismin içindeki ϑ  hacminde (kaynak bölgesinde) bulunan r  noktasında ıraksar. Bu 

problem genelleştirilmiş fonksiyonlar kullanılarak çözülecektir.  

 (3.2.71)’deki alan ifadesi (3.2.12)’deki toplam elektrik alanın gelen ve yansıyan 

alan terimlerinin toplamı şeklindeki ifadesinde yerine yazılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),iE r E r r E r G r r d
ϑ
τ ϑ′ ′ ′ ′= − ⋅∫

� � �� � � � � �
           (3.2.72) 

şeklinde elde edilir. ( )rE
��
 toplam elektrik alanı moment yöntemi kullanılarak 

bulunabilir.  

(3.2.72) ifadesindeki ( ) ( )rrGrE ′⋅′
����
,  iç çarpımı (3.2.14,15a,b) denklemleri ile 

tanımlanmıştır. 

Böylece (3.2.72) ifadesinin herbir skaler bileşeni.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1

,
p p q q p

i
x x x x x

q

E r r G r r E r d E r
ϑ
τ ϑ

=

 
′ ′ ′ ′− = 
 
∑∫

� � � � � �
      p=1,2,3   (3.2.73) 

şeklinde yazılabilinir. Moment metodu kullanılarak (3.2.72) ifadesi lineer denklem 

sistemine dönüşürülebilir. Bunun için cisim N tane parçaya ayrılıyor ve herbir parçada 

( )rE
�
 ve ( )r�τ ’nin sabit olduğu kabul ediliyor. m’ninci hacim mϑ  ile gösterilecek ve bu 
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hacmin merkezi mr  ile gösterilecektir. (3.2.73) ifadesinin herbir mr ’de sağlandığı 

düşünülerek,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1

,
p p q q p

N
i

x m n x x m x n x m
q n n

E r r G r r d E r E r
ϑ

τ ϑ
= =

 
′ ′− = 

  
∑∑ ∫

� � � � � �
      (3.2.74) 

elde edilir. Burada p=1,2,3, m=1,2...N’dir.  

( ) ( ),
p q p q

n

mn
x x n x x mr G r r d

ϑ
τ ϑ′ ′Ω = ∫

� �
   (3.2.75) 

olarak tanımlanırsa (3.2.74) ifadesi  

[ ] ( ) ( ) 3,2,1,,...,2,1
3

1 1

==−=−Ω∑∑
= =

pNmrErE m
i
xnx

q

N

n
mnpq

mn
xx pqqp

��
δδ   (3.2.76) 

şekline dönüşür. ][
qpxxS  NN ×  matris olsun ve elemanları, 

mnpq
mn

xx
mn

xx qpqp
S δδ−Ω=       (3.2.77) 

olarak tanımlansın. ][
px

E  ve ][ i
xp

E , (3.2.21) ifadeleriyle tanımlanan N boyutlu 

vektörlerdir. (3.2.76) ifadesi olası bütün m  ve n değerlerini alırsa (3.2.22) şeklindeki 

matris denklemi elde edilir. Bu ifade sembolik olarak (3.2.23)’e benzer şekilde 

yazılabilinir. Burada [E] ve [ iE ] nin N3  boyutu var iken [S] NN 33 ×  matristir. N’tane 

seçilen noktanın herbirindeki toplam elektrik alan [S]’nin tersi alınarak bulunabilir.  

 (3.2.75) ve (3.2.77) denklemleri ][
qpxxS  matrisinin elemanlarını tanımlar. Bu 

denklemlerden, 

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m pq mn

n

S r G r r d
ϑ

τ ϑ δ δ′ ′= −∫
� �

   (3.2.78) 

şeklinde elde edilir.  

İlk olarak ][
qpxxS ’nün asal köşegen üzerinde bulunmayan elemanlar inceleniyor. 

Bu durumda m nr ϑ∉  olduğundan ( )rrG mxx qp
′
��
,  nϑ  boyunca süreklidir. Bunun sonucu 

olarak hesaplamalarda herhangi bir tekil nokta ile karşılaşılmaz. Böylece (3.2.78) 

ifadesi, 

( ) ( ),
p q p q

n

mn
x x n x x mS r G r r d

ϑ

τ ϑ′ ′= ∫
� �

   (3.2.79) 

şeklini alır. Yaklaşık olarak (3.2.79) ifadesi,  

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m n nS r G r rτ ϑ= ∆

� �
    (3.2.80) 
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şeklinde yazılabilinir. Burada n

n

d
ϑ

ϑ ϑ′∆ = ∫  yaklaşımı yapılıyor. ][
qpxxS ’nün 

hesaplanması için (3.2.15a) ifadesinin kullanılması ile )( nm ≠  durumu için, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2

3

exp
1 cos cos 3 3

4p q p q

n n mnmn mn mn
x x mn mn pq x x mn mn

mn

i k r j
S i i

ωµ τ ϑ α
γ γ δ θ θ γ γ

πα
− ∆ −  = − − + − + 

�

 

(3.2.81) 

elde edilir. Burada, 0mn mnk Rγ = , nmmn rrR −= , ( ) mn
n
p

m
p

mn
x Rxx
p

−=θcos , 

( ) mn
n
q

m
q

mn
xq Rxx −=θcos , olarak tanımlıdır. mr  ve nr  noktaları sırasıyla, 

( )mmm
m xxxr 321 ,,=  ve ( )nnn

n xxxr 321 ,,=  olarak belirlenmiştir.  

Eğer N değerleri yeterince büyük seçilirse (3.2.80) ve (3.2.81)’de verilen 

yaklaşımlardan uygun sonuçlar elde edilebilinir. Daha fazla uygunluk için (3.2.79) 

sayısal olarak integrallenebilir.  

][
qpxxS ’nün asal köşegen üzerindeki elemanları için (3.2.78) ifadesi  

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x n pq

n

S r G r r d
ϑ

τ ϑ δ′ ′= −∫
� � �

   (3.2.82) 

şeklini alır. nϑ  hacminin, nr  merkezli eşdeğer hacim ile, yaklaşımı yapılabilir. Bu 

ifadede (3.2.15) dyadik Green ifadesi yerine yazılırsa, 

         ( ) ( )
2

0 2
0

1
,

p q pq

q p

mn
x x n pq

n

i g r r d
k x x

S r
ϑ

ωµ δ ϑτ δ
 ∂

′ ′− +  ∂ ∂ 
= −∫

� ��
    

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

0

, ,
p q

nmn
x x n pq pq

q pn n

r
S i r g r r d g r r d

i x xϑ ϑ

τ
ωµ τ δ ϑ ϑ δ

ωε
∂

′ ′ ′ ′= − − −
∂ ∂∫ ∫

�
� � � � �

    (3.2.83) 

elde edilir. İkinci integraldeki skaler Green fonksiyonunu genelleştirilmiş fonksiyon 

ifadeleri yazılırsa (Lee ve ark. 1980) ve  

( ) ( ) ( ) ( )2

0

0

,
,

p q

nmn
x x n pq pq

q pn n

r g r r
S i r g r r d d

i x xϑ ϑ

τ
ωµ τ δ ϑ ϑ δ

ωε

 ′∂ ′ ′ ′= − − − 
∂ ∂  

∫ ∫
� � �

� � �
        (3.2.84) 

şeklinde yazılır. (3.2.84) ifadesinin birinci teriminin integral ifadesinin çözümü için (Ek 

1)’ deki (E.1) ifadesi kullanılarak  

( ) ( ) 0

02
0

1
, 1 1nik a

n

n

g r r d ik a e
kϑ

ϑ −′ ′  = + − ∫
� �

    (3.2.85) 

elde edilir. İkinci terim için ise (3.2.33) ifadeleri kullanılır.  
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( ) ( )2 ,
, 1, 2,3pq

p qn

g r r
I r d p q

x xϑ
ϑ

 ′∂  ′= = ′ ′∂ ∂  
∫

� �
�

       (3.2.86a) 

pqpqpq CBA ++=           (3.2.86b) 

burada 

( )2 ,
pq

p qn

g r r
A d

x x
αϑ ϑ

ϑ
−

′∂
′=

′ ′∂ ∂∫
� �

     (3.2.86c) 

( ) ( )2 2
0, ,

pq

p q p q

g r r g r r
B d

x x x x
αϑ

ϑ
 ′ ′∂ ∂

′= − 
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂  

∫
� � � �

   (3.2.86d) 

( )( ) 2

2

ˆˆ ˆ ˆ1 1

4 4

p q

pq

p q

x n x R
C dS d

R x x R
α αϑ ϑ

ϑ
π π∂

⋅ ⋅− ∂  ′ ′= =  ∂ ∂  ∫ ∫   (3.2.86e) 

olarak tanımlanır. İfadelerdeki integraller 0αϑ →  iken limit değerlerinde hesaplanırsa,  

( ) 0

0
0

lim 1 1
3

npq ik a
pq nA ik a e

αϑ

δ −

→
 = − + +     (3.2.87) 

olarak belirlenir. Burada 
1 3

3

4
n

na
ϑ
π

 =  
 

 olarak tanımlıdır. Diğer ifadeler, 

0
lim 0pqB
αϑ →

=        (3.2.88) 

0
lim

3
pq

pqC
αϑ

δ
→

= −                 (3.2.89) 

olarak hesaplanır. Tüm bu ifadeler (3.2.84)’te yerine yazılırsa 

        
( )

( )
( )

( )0 0

0 0

0 0

1 1 1
3

n n

p q

n pq n pqik a ik amn
x x n n pq

r r
S ik a e ik a e

i i

τ δ τ δ
δ

ωε ωε
− − = + − − + − 

� �

 

( ) ( )( ) ( )0
0 02

0 0

2
exp 1 1 1

3 3p q

n nnn
x x pq n n

i r r
S ik a ik a

k i

ωµ τ τ
δ

ωε

 −  
= − + − − +    

   

� �

    (3.2.90) 

elde edilir. (3.2.90) ifadesi Kısım 3.2.1.’de elde edilen (3.2.29) ifadesiyle aynıdır. 

Böylece genelleştirilmiş fonksiyon ifadelerinin kullanılmasıyla ( )rrg ′
��
, ’nin ikinci 

türevinin hacim üzerinde integrallenemeyen 3−R  tekilliği kaldırılmış oldu.  

 Eğer nϑ ’nin gerçek boyutu küreden oldukça farklı ise yapılan yaklaşım zayıf 

sonuçlara neden olur.  
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3.2.3. Genel Analitik Teknik 

 
Bu kısımda çok küçük hacim cisimden çıkarılmadan dyadik Green 

fonksiyonunun integralinin hesaplanabildiği genel analitik teknik üzerinde durulacaktır. 

Bu yöntemde dyadik Green fonksiyonunu içeren hacim integrali, uygun analitik ifadeler 

ve gradyant teoremi ile yüzey integraline dönüştürülür. Böylece dyadik Green 

fonksiyonunun hacim integralinde oluşturduğu tekillik problemi ortadan kaldırılmış 

olur. Yani cismi oluşturan her bir parçanın yüzeyleri ile merkez noktalarının 

kesişememesinden ötürü tekillik ortadan kalkar. Yine bu bölümde moment yöntemi ile 

integrodiferansiyel denklem lineer denklem sistemine dönüştürülerek çeyrek bölge 

üzerinde çözülmüştür.  

 Dyadik Green fonksiyonu genel olarak genelleştirilmiş veya dağılım fonksiyonu 

olarak tanımlanır. Genel olarak hacim integralini hesaplamak için kullanılan prosedür; 

tekilliğin etrafındaki çok küçük hacmin integrasyon hacminden çıkarıldığı asal hacim 

yöntemidir. Bu bölümde hacim çıkarılmadan dyadik Green fonksiyonunun integralinin 

hesaplanabildiği genel analitik teknik üzerinde durulacaktır.  

 Genel analitik teknik farklı şekildeki hacimler boyunca olan integraller için 

kullanılabilir. Burada dyadik Green fonksiyonunun küre ve küp boyunca olan 

integralleri için açık ifadeler türetilecektir. Ayrıca küresel hacimler için açıklanan 

integrasyon tekniğinin kullanılması ile basit analitik ifadelerin türetilebildiği ve bu 

ifadelerin asal hacim yöntemi ile elde edilenlerle aynı olduğu gösterilecektir. Bu 

integraller için olan analitik ifadeler, gözlem noktasının cismin içinde veya dışında 

olmasına bakılmadan mevcuttur. Bunun nedeni ifadelerin sadece yüzey integralleri 

içermesidir. Ayrıca bunların hesabı oldukça yüksek doğruluk oranında yapılabilir.  

 Dyadik Green fonksiyonunun kaynak bölgesindeki tekilliği geniş bir şekilde 

Bladel (1961) ve Yaghjian (1980) tarafından araştırılmıştır. Bunların çalışmaları, dyadik 

Green fonksiyonunu sadece delta dirac fonksiyonu tekilliğini içeren genelleştirilmiş 

fonksiyon olarak ve dağılım fonksiyonu olarak göstermiştir. Bunun hesabı da asal 

hacim metodu denen ve tekilliğin etrafındaki hacmin ayrıştırıldığı yaklaşım ile yapılır. 

Asal hacim integrasyonunda ayrıştırma hacimlerinin farklı şekilleri için sıkça eşdeğer 

hacim (3D de küre) yaklaşımı yapılmaktadır.  

 Asal hacim metodu şu ana kadar kaynak bölgesindeki dyadik Green 

fonksiyonunun integralini sağlayan yaklaşık tek yöntem olmuştur. Bu kısımda asal 
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hacmin aslında gerekmediği gösterilecek ve alternatif bir yöntem üzerinde durulacaktır. 

Bu bölümdeki ifadeler herhangi bir şekildeki ayrıştırma hacmi ve uzaydaki herhangi bir 

konum için geçerlidir.  

 

3.2.3.1. Genel İntegral Türetme Tekniği 

 

 Asal hacim metodu, kaynak bölgesindeki dyadik Green fonksiyonunun neden 

olduğu tekilliği çok küçük bir hacmin hariç tutulması ile aşar. Buna karşı hariç tutulan 

hacmin gerekmediği ve  

( ) ( ),r G r r dr
ϑ

′ ′Ω = ∫
� � � �

        (3.2.91) 

ifadesinin doğrudan hesaplanabileceği gösterilebilinir. (3.1.19) ifadesi (3.2.91)’de 
yerine yazılırsa,  

( ) ( )0 2
0

1
r i I grad grad f r

k
ωµ

 
Ω = − + 

 

� �
     (3.2.92) 

elde edilir. Burada , 

( ) ( ),f r g r r dr
ϑ

′ ′= ∫
� � � �

      (3.2.93) 

şeklinde tanımlıdır.  

( ) ( ) ( )2
0, ,lapg r r k g r r r rδ′ ′ ′+ = − −

� � � � � �
, 

ifadesinden; 

( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1
, ,g r r r r lapg r r

k k
δ′ ′ ′= − − −

� � � � � �
         (3.2.94) 

elde edilir. (3.2.94), (3.2.93)’de yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1
,f r lapg r r dr r r dr

k kϑ ϑ
δ′ ′ ′ ′= − − −∫ ∫

� � � � � � �
  (3.2.95) 

elde edilir. Boşluktaki skaler Green fonksiyonun gradyantları arasındaki grad grad ′= −  

bağıntısının (burada gradyantın üssü kaynak koordinatlarına bağlı diferansiyeli 

belirtmek için konulmuştur) kullanılmasıyla;  

( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1
,f r div grad g r r dr D r

k kϑ

′ ′ ′= −∫
� � � � �

   (3.2.96) 

elde edilir. Burada, 

( )
1

0

r
D r

r

ϑ
ϑ

∈
= 

∉

�
    (3.2.97) 

olarak tanımlıdır. Gradyant teoremi kullanılarak, 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1
ˆ,f r div g r r n r dS D r

k kϑ∂
′ ′ ′= −∫

� � � � �
�   (3.2.98) 

ifadesi yazılabilir. Burada ϑ∂ , ϑ  integrasyon hacmini kaplayan kapalı yüzey ve n̂ , ϑ∂  

yüzey sınırındaki dışa doğru olan birim normal vektörüdür. Benzer işlemler 

uygulanarak,  

( ) ( ) ( )ˆ,
V

grad gradf r grad g r r n r dS
∂

′ ′ ′= − ∫
� � � �

�    (3.2.99) 

elde edilir. (3.2.98) ve (3.2.99) (3.2.92)’de yerlerine yazılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
ˆ ˆ, , ,r r D r I Idiv g r r n r dS grad g r r n r dS

i ϑ ϑωε ∂ ∂

 
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Ω = − + − 

 
∫ ∫

� � � � � � � � �
� � (3.2.100) 

elde edilir. Böylece hacim integrali yüzey integraline dönüştürülmüş oldu. Sınırlı 

sayıdaki hücreler için hacim sınırı ile hücre merkezi arasındaki uzaklık hiçbir zaman 

sıfır olamaz. Bu durum (3.2.100) ifadesinin kullanılması ile tekilliğin tamamen 

kaldırıldığını gösterir. (3.2.100) denkleminin bir diğer avantajı da uzaydaki herhangi bir 

noktadaki integralin hesabında kullanılabilmesidir. Bu formüller diğer nümerik 

yöntemlere nazaran daha düşük hesaplama vakti sağlarlar. Bunun nedeni yüzey 

integrallerinin hesabı hacim integrallerine göre daha etkili olmasıdır.  

 (3.2.100) denklemi herhangi bir şekildeki hücre için evrenseldir. Hücre şekline 

bağlı olarak, ϑ∂  farklı yüzeyleri temsil eder, böylece farklı ifadeler elde edilebilir. 

(3.2.100)’deki ifadenin küpe ve küreye uygulanması sonraki kısımlarda yapılacaktır.  

 

3.2.3.2. Küp Boyunca İntegrasyon 

 

Dyadik Green fonksiyonunun küp üzerindeki integrasyonu incelenecektir. 

Bloğun merkezinin ( )nnn zyx ,, ’de bulunduğu, gözlem noktasının ( )zyx ,, ’de bulunduğu 

ve küpün kenar uzunluklarının her birinin 2a olduğu farz edilerek bir kartezyen 

koordinat sistemi düşünülsün. (3.2.100) denklemi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

x y z x y z
r D r I Idiv I r x I r y I r z grad I r x I r y I r z

iωε
Ω = − + + + − + + 

 
� � � � � � � �

 

(3.2.101) 

şeklinde yazılabilir. Burada  
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( )
0 1 0 2

1 2

1

4

n n x x

n n

y a z a ik R ik R

x

x xy a z a

e e
I r dz dy

R Rπ

+ + − −

− −

 
′ ′= − 

 
∫ ∫

�
   (3.2.102) 

( )
0 1 0 2

1 2

1

4

n n y y

n n

x a z a ik R ik R

y

y yx a z a

e e
I r dz dx

R Rπ

+ + − −

− −

 
′ ′= −  

 
∫ ∫

�
   (3.2.103) 

( )
0 1 0 2

1 2

1

4

n n z z

n n

x a y a ik R ik R

z

z zx a y a

e e
I r dy dx

R Rπ

+ + − −

− −

 
′ ′= − 

 
∫ ∫

�
   (3.2.104) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

1 zzyyaxxR nx
′−+′−+−−=               (3.2.105) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

2 zzyyaxxR nx
′−+′−++−=                (3.2.106) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

1 zzayyxxR ny
′−+−−+′−=                (3.2.107) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

2 zzayyxxR ny
′−++−+′−=                 (3.2.108) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

1 azzyyxxR nz −−+′−+′−=                (3.2.109) 

( ) ( ) ( )[ ] 21222

2 azzyyxxR nz +−+′−+′−=                (3.2.110) 

olarak tanımlıdır. 

 Gradyant ve diverjansın genel ifadelerinin kullanılmasıyla (3.2.101) ifadesi 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

xx yy zz

xx xy xz yx

yy yz zx zy zz

D r v r v r v r I

r v r xx v r xy v r xz v yx
i

v yy v yz v zx v zy v zz
ωε

  − + + + −   
Ω = − − − − 

 − − − −  

� � � �

� � � �
  (3.2.111) 

şeklinde yazılabilir. (3.2.111)’de birim dyadiğin üç ortonormal vektörlü ifadesi yerine 

yazılmasıyla  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ ˆˆ
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ

yy zz xy

xz yx xx zz

yz zx zy xx yy

D r v r v r xx v r xy

r v r xz v yx D r v r v r yy
i

v yz v zx v zy D r v r v r zz
ωε

  − + + −   Ω = − − + − + +   
 

 − − − + − + +   

� � � �

� � � � �

� � �

 (3.2.112) 

şeklini alır. Matris ifadesinin kullanılmasıyla, 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1
yy zz xy xz

yx xx zz yz

zx zy xx yy

D r v r v r v r v r

r v r D r v r v r v r
i

v r v r D r v r v r
ωε

− + + − −

Ω = − − + + −

− − − + +

 
 
 
  

� � � � �

� � � � � �

� � � � �
 

(3.2.113) 

elde edilir. Burada,  
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( ) ( )[ ]rI
x

rv xxx

��

∂
∂

=  

          
( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n x

n n

y a z a ik R
n x

xy a z a

x x a e ik R

Rπ

+ + −

− −

  − + +
=   

∫ ∫  

( ) ( )0 1

0 1

3
1

1xik R
n x

x

x x a e ik R
dz dy

R

− − − +
′ ′−   

       (3.2.114) 

( ) ( )[ ]rI
y

rv yyy

��

∂
∂

=  

          
( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

yn n

n n

ik Rx a z a
n y

yx a z a

y y a e ik R

Rπ

−+ +

− −

  − + +
 =

 
∫ ∫  

( ) ( )0 1

0 1

3
1

1yik R

n y

y

y y a e ik R
dz dx

R

− − − +
 ′ ′−

  
       (3.2.115) 

( ) ( )[ ]rI
z

rv zzz

��

∂
∂

=  

          
( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n z

n n

x a y a ik R
n z

zx a y a

z z a e ik R

Rπ

+ + −

− −

  − + +
=   

∫ ∫  

( ) ( )0 1

0 1

3
1

1zik R
n z

z

z z a e ik R
dy dx

R

− − − +
′ ′−   

       (3.2.116) 

( ) ( )[ ]rI
y

rv xyx

��

∂
∂

=  

          ( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n x

n n

y a z a ik R
x

xy a z a

e ik R
y y

Rπ

+ + −

− −

  +
′= −  

∫ ∫  

( )0 1

0 1

3
1

1xik R
x

x

e ik R
dz dy

R

− +
′ ′−   

         (3.2.117) 

( ) ( )[ ]rI
z

rv xzx

��

∂
∂

=  

          ( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n x

n n

y a z a ik R
x

xy a z a

e ik R
z z

Rπ

+ + −

− −

  +
′= −  

∫ ∫  
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( )0 1

0 1

3
1

1xik R
x

x

e ik R
dz dy

R

− +
′ ′−   

         (3.2.118) 

( ) ( )[ ]rI
x

rv yxy

��

∂
∂

=  

          ( )
( )0 2

0 2

3
2

11

4

yn n

n n

ik Rx a z a
y

yx a z a

e ik R
x x

Rπ

−+ +

− −

  +
 ′= −

 
∫ ∫  

( )0 1

0 1

3
1

1yik R

y

y

e ik R
dz dx

R

− +
 ′ ′−

  
         (3.2.119) 

( ) ( )[ ]rI
z

rv yzy

��

∂
∂

=  

          ( )
( )0 2

0 2

3
2

11

4

yn n

n n

ik Rx a z a
y

yx a z a

e ik R
z z

Rπ

−+ +

− −

  +
 ′= −

 
∫ ∫  

( )0 1

0 1

3
1

1yik R

y

y

e ik R
dz dx

R

− +
 ′ ′−

  
         (3.2.120) 

( ) ( )[ ]rI
x

rv zxz

��

∂
∂

=  

          ( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n z

n n

x a y a ik R
z

zx a y a

e ik R
x x

Rπ

+ + −

− −

  +
′= −  

∫ ∫  

( )0 1

0 1

3
1

1zik R
z

z

e ik R
dy dx

R

− +
′ ′−   

         (3.2.121) 

( ) ( )[ ]rI
y

rv zyz

��

∂
∂

=  

          ( ) ( )0 2

0 2

3
2

11

4

n n z

n n

x a y a ik R
z

zx a y a

e ik R
y y

Rπ

+ + −

− −

  +
′= −  

∫ ∫  

( )0 1

0 1

3
1

1zik R
z

z

e ik R
dy dx

R

− +
′ ′−   

         (3.2.122) 

şeklinde ifade edilir. Bu ifadelerde  

yxxy vv =  
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zxxz vv =          (3.2.123) 

zyyz vv =  

olduğu kolaylıkla gösterilebilir. r r′=  için  

0=== yzxzxy vvv     (3.2.124) 

olduğu görülür. Bu durumda tekil hacim için; 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )0

1 0 0
1

0 1 0

0 0 1

s s
yy zz

s s
xx zz

s s
xx yy

v r v r

r v r v r
i

v r v r
ωε

 − + +
 Ω = − + + 
 − + + 

� �

� � �

� �
  

(3.2.125) 

matrisi elde edilir. Burada  

( ) ( )0

0

2

1

4

xik Ra a
xs

xx

xa a

e ik Ra
v r dz dy

Rπ

−+ +

− −

 +
′ ′=   

 
∫ ∫

�
        (3.2.126) 

( )
( )0

0

2

1

2

yik Ra a
ys

yy

ya a

e ik Ra
v r dz dx

Rπ

−+ +

− −

 +
  ′ ′=
 
 

∫ ∫
�

        (3.2.127) 

( ) ( )0

0

2

1

2

zik Ra a
zs

zz

za a

e ik Ra
v r dy dx

Rπ

−+ +

− −

 +
′ ′=   

 
∫ ∫

�
        (3.2.128) 

[ ] 21222 zyaRx
′+′+=        (3.2.129) 

[ ] 21222 zaxRy
′++′=        (3.2.130) 

[ ] 21222 ayxRz +′+′=        (3.2.131) 

olarak tanımlıdır. Görüldüğü gibi hacim içindeki tekillik için herhangi bir ek işlem 

yapılmamıştır. Bunun nedeni işlem yapılan yüzey integralleri ile cismin içindeki tekil 

noktaların kesişmesinin mümkün olmayışıdır.  

Bu bölümdeki matris ifadesi cismi oluşturan tek bir parça hacim için elde 

edilmiştir. Cismin tamamı için gereken ifade, her biri küp şeklindeki hacimlerin 

oluşturduğu katkının moment metodu ile birleştirilmesi ile elde edilecektir. Bir sonraki 

kısımda bu konu üzerine durulacaktır.  
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3.2.3.3. Saçılan Alanların Belirlenmesi 

 

 Saçılan alanların belirlenmesinde eşdeğer akım kaynaklarının kullanıldığı hacim 

eşdeğer teoremi kullanılacaktır. (3.2.71)’deki hacim eşdeğer teoremi ile elde edilen 

dyadik Green fonksiyonlu hacim integral ifadesinde ( )rrG ′
��
, ’nün üçüncü dereceden 

tekilliği söz konusudur. Bu integral cismin içindeki ϑ  hacminde (kaynak bölgesinde) 

bulunan r  noktasında ıraksar.  

 Kısım 3.2.2.3’te uygulanan yol izlenerek moment matrisi ifadesi 

( ) ( ),
p q p q

mn
x x n x x m pq mn

n

S r G r r d
ϑ

τ ϑ δ δ′ ′= −∫
� �

          (3.2.132) 

şeklinde elde edilir. (3.2.113) göz önünde bulundurularak ve cismin N tane küpten 

meydana geldiği düşünülerek, 

( )
0

1
,mn

m nr r
iωε

Ω = ⋅
� �

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

m n yy m n zz m n xy m n xz m n

yx m n m n xx m n zz m n yz m n

zx m n zy m n m n xx m n yy m n

D r r v r r v r r v r r v r r

v r r D r r v r r v r r v r r

v r r v r r D r r v r r v r r

 − + + − −
 − − + + − 
 − − − + + 

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
 

 (3.2.133) 

ifadesi yazılabilir. Matrisin elemanları kısım 3.2.3.2.’de tanımlanmıştır. Bu matristen 

yola çıkarak moment matrisi oluşturulabilir.  

(3.2.91) ifadesi de göz önünde bulundurularak, 

( ) mnpq
mn

xxn
mn

xx qpqp
rS δδτ −Ω=             (3.2.134) 

şeklinde yazılabilir. Buradan ][
qpxxS  matrisinin elemanları hesaplanacaktır. Bu 

hesaplamalarda dört farklı durum ortaya çıkar.  

İlk olarak asal köşegen üzerinde bulunmayan elemanları inceleniyor. nm ≠  ve 

qp ≠  durumunda (3.2.132) ifadesinin  

( ) mn
xxn

mn
xx qpqp

rS Ω= τ      (3.2.135) 

şeklini aldığı görülür. (3.2.133) ifadesinden 

( ) ( )( )
0

,
p q p q

nmn
x x x x m n

r
S v r r

i

τ
ωε

= −
� �

    (3.2.136) 
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yazılır. Ayrıca mn
xx

mn
xx pqqp

SS =  olduğu belirtilmelidir. nm ≠  ve qp =  durumunda 

(3.2.132) ifadesi  

( ) mn
xxn

mn
xx pppp

rS Ω= τ             (3.2.137) 

şeklini alır ve (3.2.133) ifadesinden 

( ) ( ) ( )( )
1 1 2 2 3 3

0

, ,nmn
x x x x m n x x m n

r
S v r r v r r

i

τ
ωε

= +
� � � �

        (3.2.138) 

( ) ( ) ( )( )
2 2 1 1 3 3

0

, ,nmn
x x x x m n x x m n

r
S v r r v r r

i

τ
ωε

= +
� � � �

        (3.2.139) 

( ) ( ) ( )( )
3 3 1 1 2 2

0

, ,nmn
x x x x m n x x m n

r
S v r r v r r

i

τ
ωε

= +
� � � �

        (3.2.140) 

şeklinde yazılır. 

Diyagonal elemanlar için; nm =  ve qp =  durumunda (3.2.132) ifadesinin, 

( ) 1−Ω= mm
xxn

mm
xx pppp

rS τ                     (3.2.141) 

şeklini aldığı görülür. (3.2.125) ifadesinden; 

( ) ( )
1 1 2 2 3 3

0

1 1nmm s s
x x x x x x

r
S v v

i

τ
ωε

= − + + −       (3.2.142) 

( ) ( )
2 2 1 1 3 3

0

1 1nmm s s
x x x x x x

r
S v v

i

τ
ωε

= − + + −       (3.2.143) 

( ) ( )
3 3 1 1 2 2

0

1 1nmm s s
x x x x x x

r
S v v

i

τ
ωε

= − + + −       (3.2.144) 

yazılılır. İfadelerdeki s
xx pp

v  terimleri (3.2.126-131) denklemlerinde tanımlanmıştır. 

nm =  ve qp ≠  durumunda (3.2.132) ifadesi 

( ) mm
xxn

mm
xx qpqp

rS Ω= τ           (3.2.145) 

şeklini alır. (3.2.125) ifadesinden; 

0=mm
xx qp

S      (3.2.146) 

yazılır.  

 Moment matrisinin oluşturulması ile elde edilen her bir elemanın değeri nümerik 

integrasyon ile hesaplanabilir.  
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3.2.3.4. Küresel Hacim Boyunca İntegrasyon 

 

 Kürenin yarıçapının a olduğu farz edilsin. (3.2.125) denklemine uygun olarak 

sadece s
xxv , s

yyv , s
zzv  ifadeleri hesaplanmalıdır. Küresel hacim için bütün diyagonal 

olmayan elemanlar sıfırdır. Simetriden dolayı s
xxv , s

yyv , s
zzv  için aşağıdaki bağıntı 

mevcuttur.  

s
zz

s
yy

s
xx vvv ==      (3.2.147) 

(3.2.100) denklemine bağlı olarak  

( ) ( )ˆ,s s s
xx yy zzv v v div g r r n r dS

ϑ∂
′ ′ ′+ + = ∫

� � �
�          (3.2.148) 

yazılabilir. Böylece (3.2.147) ile (3.2.148) ifadelerinden  

( ) ( )1
ˆ,

3
s s s
xx yy zzv v v div g r r n r dS

ϑ∂
′ ′ ′= = = ∫

� � �
�         (3.2.149) 

elde edilir. (3.2.149) denklemi 

( ) ( )1
ˆ,

3
s s s
xx yy zzv v v div g r r n r dS

ϑ∂
′ ′ ′ ′= = = − ∫
� � �

�         (3.2.150) 

şeklinde de yazılabilir. Kartezyen koordinatlarda, 

ˆ ˆ ˆgrad x y z
x y z

∂ ∂ ∂
′ = + +

′ ′ ′∂ ∂ ∂
    (3.2.151) 

şeklinde tanımlıdır. Kartezyen koordinatlardaki ve küresel koordinatlardaki ortonormal 

vektörler arasındaki bağıntılardan bir tanesi 

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cosr x y zθ φ θ φ θ′ ′ ′ ′ ′ ′= + +   (3.2.152a) 

şeklindedir ve buradan 

zyxr ∂
∂

′+
∂
∂

′′+
∂
∂

′′=
′∂

∂
θφθφθ cossinsincossin   (3.2.152b) 

yazılabilir. (3.2.152a) ve (3.2.152b) denklemlerinin kullanılması ile  

( ) ( ) ( )( )ˆ, ,
V

grad g r r n r dS g r r dS
rϑ ∂∂

∂
′ ′ ′ ′ ′ ′=

′∂∫ ∫
� � � � �

� �         (3.2.153) 

kolaylıkla elde edilir. Burada (3.1.11) ifadesinde 0r′ =  yazılarak 

( ) ( )
0

,
4

ik re
g r r g r

rπ

′−

′ ′= =
′

� � �
            (3.2.154) 

elde edilir. Bu ifadenin kullanılması ile 
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( ) ( ) ( )0

2

1
,

4

ikrik r e
g r r g r

r r rπ

′−′ +∂ ∂′ ′= = −      ′ ′ ′∂ ∂
� � �

       (3.2.155) 

elde edilir. (3.2.155)’in (3.2.153)’de yerine yazılması ile 

( ) ( ) ( ) ( )0
02

1
ˆ, 1

4

ika
ikaik a e

grad g r r n r dS dS ik a e
aϑ ϑπ

−
−

∂ ∂

+
′ ′ ′ ′ ′= − = − +∫ ∫
� � �

� �      (3.2.156) 

elde edilir. (3.2.156)’nın (3.2.149)’da yerine yazılması ile 

( )0

1
1

3
s s s ika
xx yy zzv v v ik a e−= = = +         (3.2.157) 

elde edilir. (3.2.157)’nin (3.2.125)’te yerine yazılması ile  

( ) ( )0

0

1 2
1 1

3
ikar ik a e I

iωε
− Ω = − + +  

�
   (3.2.157) 

elde edilir. Bu dyadik denklemin açık şekli daha önce elde edilen (3.2.29) ve (3.2.93) 

ifadeleri ile aynıdır.  
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 
 

Bu çalışmada düzlemsel dalgaların homojen olmayan, eksenel simetrik 

dielektrik cismin içinde oluşturduğu alan ifadeleri hesaplanmıştır. Rezonans 

durumunda, bir dielektrik cisim içerisindeki saçılan alan dyadik Green fonksiyonlarını 

içeren hacim integralleri ile ifade edilir. Eğer cisim homojen değilse, yani konumla 

değişen bünye parametrelerine sahip ise, cismin içindeki her bir farklı bünye 

parametresine sahip bölgedeki elektrik alan ifadesi için ayrık ifadeler tanımlanmalıdır. 

Bu ifadeler moment yöntemiyle sağlanır. Her bir ayrık ifadede yer alan hacim 

integralinde gözlem noktasının kaynak noktasına yakınsamasıyla, dyadik Green 

fonksiyonlarından kaynaklanan üçüncü dereceden tekillikler ortaya çıkar. Dyadik Green 

fonksiyonunda ortaya çıkan bu tekillikler hacim integralini doğrudan hesaba elverişli 

olmayan şekle sokar.  

Doğrudan hesaba elverişli olmayan hacim integralleri bu çalışmada üç farklı 

teknik ile tanımlı hale getirilmiştir. Bu tekniklerden iki tanesinde çözüm için hacim 

integral ifadeleri, birinde ise yüzey integral ifadeleri kullanılır. Hacim integral 

ifadelerinin kullanıldığı ilk iki teknik; tekilliğin etrafındaki çok küçük hacimsel 

bölgenin toplam integrasyon bölgesinden ayrıştırılması esasına dayanan asal hacim 

yöntemidir. Bu tekniklerden ilkinde, asal değer integral ifadelerine eklenecek katkı 

toplam kaynakların oluşturduğu alan hesabı yardımıyla belirlenmiştir. Diğerinde ise; 

eklenecek katkı Hölder koşulu altındaki genelleştirilmiş fonksiyon yaklaşımı 

kullanılarak hesaplanmıştır. Bu iki teknikten farklı olarak, çözüm için yüzey 

integrallerinin kullanıldığı üçüncü teknik ise, genel analitik teknikdir. Bu teknikde 

tekillik için herhangi bir ek işleme gerek kalmamaktadır.  

Asal hacim tekniğini esas alan iki teknikten de aynı sonuçlar elde edilmiştir. Bu 

kısımda elde edilen sonuçların analitik sonuçlarla kıyaslanması yapılacaktır.  

 Cismin küplerle modellenmesi sonucu sabit dielektriğe ve iletkenliğe sahip alt 

bölgeler elde edilmiştir. Rezonans bölgesinde her bir alt bölgede elektrik alan da sabit 

kabul edilmiştir. Bu yaklaşımlar çözümü kolaylaştırmıştır. 

Düşük ve rezonans frekans bölgelerinde hesaplamalar yapılmıştır. 

Hesaplamaların tümünde Şekil 1.1’deki doğrultular seçilmiştir.  

Teorik olarak düşük frekanslarda kürenin merkezindeki elektrik alanın genliği 

gelen alanın genliğinin ( )23 +rε  katı kadardır. Sonuç ifadelerinde de düşük 
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frekanslarda cismin içindeki saçılan alanın frekansa bağımlılığının olmadığı görülür ve 

bu ifadeler farklı rε  bağıl dielektrik sabitleri için hesaplanmış ve Tablo 4.1’de 

verilmiştir. Bu değerlerden Asal Hacim tekniği ve Genel Analitik teknik ile hesaplanan 

değerlerin analitik sonuca yakınsadığı görülür. 

 

Çizelge 4.1 Homojen olmayan dielektrik kürenin içinde düşük frekanslarda oluşan 

elektrik alan ifadeleri 

f 

[Hz] 

0λ  

[cm] 
rε  

ελ  

[cm] 

3

2rε +
 

AHT merkezdeki 

E
�
 [V/m] 

GAT merkezdeki 

E
�
 [V/m] 

710  
33 10⋅  5.0 31.342 10⋅  0.4286 0.4172 0.4120 

610  
43 10⋅  5.0 41.342 10⋅  0.4286 0.4172 0.4120 

310  
73 10⋅  5.0 71.342 10⋅  0.4286 0.4172 0.4120 

310  
73 10⋅  20.0 66.708 10⋅  0.1364 0.112 0.1398 

310  
73 10⋅  51.7 64.172 10⋅  0.0559 0.0503 0.0589 

 

Şekil 4.1’de görülen 1 [V/m] genlikli düzlemsel dalga ile aydınlatılmış dielektrik 

kürenin içindeki toplam elektrik alanın farklı 0k r  değerleri için aldığı değerler Şekil 

4.2’de görülmektedir. Görüldüğü gibi farklı 0k r  değerlerinde sabit genlikli düzlemsel 

dalganın dielektrik küre içinde oluşturduğu toplam alan ifadeleri değişmektedir. 0k r  

değeri arttıkça küreyi aydınlatan düzlemsel dalganın kürenin içinde oluşturduğu toplam 

alan değerlerinin genliği de artmaktadır. Bu durum elde edilen ifadelerden de 

anlaşılmaktadır. Şekil 4.2’de toplam alan ifadesi bir yarıçap için hesaplanmıştır ve 

çiziminde normalize yarıçap kullanılmıştır. 

 

Şekil 4.1 Düzlemsel dalgalar ile aydınlatılmış homojen küre 
 

iE
�

iH
�

r
rε
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 Şekil 4.2’deki analitik referans çözüm, bir düzlemsel dalganın homojen 

dielektrik küreden saçılmasının analitik yollarla incelendiği Ek.2’de elde edilen (E.60-

63) katsayılarının kullanıldığı Mie Serisi çözümü ile hesaplanmıştır.  

 Düzlemsel dalga ile aydınlatılmış homojen kürenin içindeki toplam alan iki 

farklı sayısal teknik ile hesaplanmıştır. Bunlardan ilki, Asal Hacim Tekniği, diğeri ise 

Genel Analitik Tekniktir. Kürenin bağıl dielektrik katsayısı 5rε =  ve 0 0.1257k r =  

olduğu durumda bu iki teknik ile elde edilen sonuçlar Şekil 4.3’te Mie Serisi çözümü ile 

kıyaslanmıştır. Her bir sayısal tekniğin analitik sonuca yakınsadığı görülür.  

 Şekil 4.3’teki sonuçlar elde edilirken sayısal yöntemlerde kürenin modellenmesi 

için bir yarıçap boyunca dört küp örnek alınmıştır. Bu durumda asal hacim tekniğinin 

genel analitik tekniğe göre analitik çözüme yakınsamasının daha fazla olduğu 

gözlemlenmektedir.  

Şekil 4.2 Farklı 0k r değerleri için kürenin içindeki alan değerleri 

 
Burada belirtilmesi gereken noktalardan bir tanesi, asal hacim tekniğinde 

hesaplama yapılırken (3.2.26) yaklaşımının kullanılması ve bir diğeri ise genel analitik 

teknikte de kürenin küplerle modellenmiş olması ve bunların yüzey integralleri ile 

sonuca gidilmesidir. Ayrıca her bir sayısal yöntemde cismin eksenel simetrik 
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olmasından çeyrek cisim üzerindeki çözüm yeterli olmuştur. Bu hesaplama süresi için 

önemli bir faktördür.  

Genel analitik teknikte tekillik için herhangi bir ek işleme gerek olmadığı 

görülmüştür. Bu durum doğal olarak bir takım sonuçlar doğurmuştur. Örneğin, 

dielektrik cismin modellenmesinde kullanılan geometrik hacimler daha uygun olarak, 

yani modelleme oranı daha yüksek şekilde seçilerek doğrudan eleman sayısı 

değişmeden, sadece modelleyici hacim uygun seçilerek analitik çözümlere bir 

yakınsama elde edilebilinir.  

Modelleme için seçilen uygun geometrik hacimlerin yüzey integrasyonu 

kolaylıkla elde edilebilinir. Bu integrasyonların elde edilmesi için herhangi bir 

yaklaşıma da gerek yoktur. Burada belirtilmesi gereken bir durum da bu çalışmada 

küplerle yapılan modellemenin sonucunda asal hacim tekniğinde hacim integrallerinin 

hesaplanmasında iki farklı yaklaşım yapılmıştır. Bunlardan ilki, küplerin kürelere 

benzetilmesi, ikincisi ise kürelerin merkezindeki çok küçük hacmin ayrıştırılması ve bu 

ayrık hacmin sıfıra yaklaşması durumundaki limit değerinde hesaplama yapılmasıdır. 

Ayrıca moment yöntemi uygulanmasında her bir kübün içindeki elektrik alan ifadesi 

sabit kabul edilmiştir. 

z/r  
Şekil 4.3 Homojen kürenin içindeki alan ifadeleri 

 
Şekil 4.1’deki sistemde yine aynı genlikli düzlemsel dalga ile aydınlatılmış homojen 

kürenin bağıl dielektrik katsayısı 5rε =  ve 0 0.1257k r =  olduğu durumda küp sayısının 
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artması durumunda her iki yöntem için ortaya çıkan bağıl hata değerleri kıyaslanmıştır. 

Her bir yöntemin kendi içinde bağıl hata oluşma mekanizması farklıdır. Şekil 4.4’te 

görüldüğü gibi asal hacim tekniğinin bağıl hatası daha düşüktür. Bunun anlamı sayısal 

hesaplamalarda uygulanan yöntemlerin yaklaşıklık oranları daha yüksektir. Yani sayısal 

yöntemlerdeki hesaplamalar yapılırken uygulanan yaklaşıklıklar daha az hataya neden 

olur. Daha önce bahsedildiği gibi asal hacim tekniğinde bu hatanının kaynağı (3.2.26) 

denkleminin kullanılması, hacim integralleri hesaplanırken bir takım yaklaşıklıkların 

yapılması ve moment yöntemidir. Bağıl hata oranı (3.2.25) integral ifadesinin 

yaklaşıklık yapılmadan sayısal integrasyon ile çözülmesi ve küp sayısının arttırılması ile 

düşürülebilir. Aynı şekilde genel analitik teknikte küp sayısının arttırılması ile bağıl 

hata oranı düşürülebilir. 

 
Şekil 4.4 Bağıl hata 

 

0 0.1257k r =  frekans bölgesinde Şekil 4.1 deki sistemdeki homojen kürenin 

elektriksel parametreleri 5rε =  ve 0.39σ =  şeklinde tanımlı ve manyetik özelliği 

bulunmamaktadır ( 0µ µ= ). 1 [V/m] genlikli düzlemsel dalga ile aydınlatılmış kürenin 

içindeki yutulan güç ( ) 2
2P Eσ=  ile ifade edilmektedir. Yutulan gücün mW’lar 

civarında olduğu Şekil 4.5’te görülmektedir. Böylece homojen kürenin iletkenliğinden 

kaynaklanan güç kaybı belirlenmiş olmaktadır.  
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Biyolojik yapılar düşünüldüğünde iletkenlik kayıplarının en büyük nedeni 

yapılarında içerdikleri su molekülleridir. Bu kayıpların ortaya çıkardığı yük hareketleri 

gözlemlenebilir ve böylece pratik sonuçlar elde edilebilir.  

Bu çalışmada ortaya konulan temel durum, cismin homojen olmaması 

durumunda saçılma mekanizmasının belirlenmesidir. Bu durumda saçılan alanın 

belirlenmesini sağlayan hacim integral denkleminin doğrudan hesabı mümkün olmaz. 

Bu durum tabakalı küre için ve homojen küre için iki sayısal teknik ile ve sınır 

koşullarının kullanıldığı analitik yöntem ile aşılmıştır. 

z/r  
Şekil 4.5 İletken homojen kürede yutulan güç 

 
Literatürde homojen olmayan saçıcı cisim olarak en çok incelenen örnek tabakalı küre 

olarak karşımıza çıkıyor. Bu yüzden bu çalışmada da homojen olmayan cisim olarak 

tabakali küre seçilmiştir. Bu durumda yine bir eksenel olarak homojenlik söz 

konusudur.  

Şekil 4.6’daki tabakalı küre düzlemsel dalga ile aydınlatılıyor. 0 1 0.1257k r =  ve 

0 2 0.2322k r =  olduğu durumda ve kürenin elektriksel parametreleri 
1
5rε =  ve 

2
16rε =  

ve manyetik özelliği bulunmadığı durumda ( 0µ µ= ) homojen düzlemsel dalgalar ile 

aydınlatılan kürenin içinde oluşan elektrik alan ifadeleri iki sayısal yöntem ile ve Ek 

3.’te açıklanan analitik yöntem ile ayrı ayrı hesaplanmıştır. Hesaplanan bu değerler 

Şekil 4.7’de görülmektedir.  
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Şekil 4.6 Düzlemsel dalgalar ile aydınlatılmış homojen olmayan küre 
 

Şekil 4.7’de asal hacim tekniğinin yakınsaklığının genel analitik tekniğine göre daha 

fazla olduğu görülmektedir. Kürenin homojen olmamasından dolayı her bir farklı 

dielektrik sabitine sahip bölge elektriksel yapısına göre moment matrisine farklı katkı 

sağlayacaktır. Bu ayrık elektriksel yapı gösteren cismin içindeki elektrik alan moment  

z/r  
Şekil 4.7 Tabakalı kürenin içindeki alan ifadeleri 

 
yöntemi ile hesaplanabilir. Burada kullanılan her bir sayısal yöntemin bir hata 

doğurduğu unutulmamalıdır. 

Bu çalışmadaki saçıcı cisim, tabakalı kürenin saçıcılık özellliğini belirlemek için farklı 

elektriksel parametrelere sahip iken içinde oluşan toplam elektrik alan ifadesi analitik 

tekniklerle elde ediliyor.  

iE
�

iH
�

1rε

2r
2rε

1r
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 Şekil 4.8, 4.9 ve 4.10’da düzlemsel dalgalar ile aydınlatılan homojen olmayan 

kürenin içinde oluşan toplam alan ifadeleri, farklı tabaka genişliklerinde tabakaların 

iletkenlikleri değiştiği durumda çizilmiştir. 

Şekil 4.8 Tabakalı kürenin içindeki alan ifadeleri 
 

Tabakalı küreleri aydınlatan homojen düzlemsel dalgaların frekansı 811.2 10f = ⋅  [Hz] 

ve tabakaların bağıl dielektrik sabitleri 
1
5rε =  ve 

2
16rε =  olduğu durumda farklı 

tabakalara ait farklı iletkenlik değerleri için grafikler elde edilmiştir.  

Şekil 4.8 1 0.02r = , 2 0.002r =  durumunda tabakalı kürenin iletkenlik özellikleri 

1,2 0.39σ =  olduğunda ve manyetik özelliği bulunmadığı durumda tabakalı kürenin 

içinde oluşan toplam elektrik alan ifadesi çizilmiştir.  

 Şekilde görüldüğü gibi kürenin merkezindeki bölgenin iletkenliği merkezinin 

etrafındaki elektrik alan ifadelerini etkiliyor. Yani kürenin merkezindeki bölgenin 

iletkenliği bu bölgenin saçıcılığını arttırır.  

 Kürenin iletkenliğe sahip olmasından dolayı küre içinde yutulan bir güç oluştuğu 

hatırlatılmalıdır. Ayrıca biyolojik yapıların da bir elektriksel iletkenlige sahip olduğu 

bilinmektedir.  
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 Kürenin merkezindeki iletken bölgede bu iletkenlikten dolayı toplam saçılan 

elektrik alan değeri düşer. Bu durum aynı elektriksel yapıdaki tabakalı kürelerde farklı 

1r , 2r  değerleri için incelenmiştir. 

Şekil 4.9 Tabakalı kürenin z ekseni boyunca elektrik alanlar 
 

 
Şekil 4.9’da 1 0.02r =  cm ve 2 0.01r =  cm olduğu durumda ve Şekil 4.10’da 1 0.18r =  

cm ve 2 0.02r =  cm olduğu durumda tabakalı kürenin içindeki toplam elektrik alan 

incelenmiştir. Her iki durumda da tabakalı küre için sabit frekanslarda farklı elektriksel 

iletkenliğe sahip küre örnekleri incelenmektedir. Bu iki durumda kürenin içinde ortaya 

çıkan toplam alan ifadeleri cismin iletken bölgesinden kaynaklanan saçıcılık ve bu 

bölgenin genişliğinin artması durumunda nasıl değiştiği gözlemlenmektedir.  

 Bu elde edilen grafikler kürenin elektriksel iletkenliği ile içinde oluşan saçılan 

toplam elektrik alan arasında ilişki kurulmasını sağlar. Bu şekilde modellenen cismin 

iletkenliğinin, tabaka genişliğinin ve dielektrik katsayısının saçılma mekanızmasında 

önemli rol oynadığı görülür. 

 Elde edilen bu sayısal sonuçlar ile bu çalışmada yapılan hesaplamaların analitik 

sonuçlara yakınsadığı görülür. Bu yakınsamalar ve hesaplama süreleri sayısal 

yöntemlerin işlevselliğini belirten etkenlerdir. Her bir yöntemin kendi hata mekanizması 
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farklıdır ve bu mekanizmaların azaltılabilmesi tek başına yeterli değil aynı zamanda 

hesaplama süresi de oldukça önemlidir.  

Şekil 4.10 Tabakalı kürenin z ekseni boyunca elektrik alanlar 
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EKLER 

 

Ek-1 : 

 

Asal değer integrallerinin hesabı 

 Bu bölümde skaler Green fonksiyonunun ve türevlerinin tekil noktalarının 

bulunduğu hacimdeki integrasyonları yaklaşık olarak elde edilecektir. Burada ilk olarak 

belirlenmesi gereken boşluktaki skaler Green fonksiyonunun tekil noktalarının 

bulunduğu hacimdeki integrasyonudur.  

0 22 2 2
2

0 0 0
2 2 2

sin
4 4

z y x RikR ikR

z y x

e e
dx dy dz R d d dR

R R

π π

θ θ φ
π π

∆ ∆ ∆
+ + +

− −

∆ ∆ ∆
− − −

′ ′ ′ ≅∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     

               
0

0

Re
R

ikR dR−= ∫  

( ) 0

02

1
1 1ikRikR e

k
− = + −            (E.1) 

(Hohmann 1975) şeklinde elde edilir. Bu ifadedeki 
1 3

0

3

4
R

ϑ
π
∆ =  

 
 ve 

( ) ( ) ( )222 zzyyxxrrR ′−+′−+′−=′−=
��

 olarak tanımlıdır. Burada görülmektedir ki 

integrasyon alınırken kartezyen koordinatlarda tanımlanan 0ϑ  hacminin küresel 

koordinatlardaki bir küreye yaklaşımı yapılıyor ve böylece boşluktaki skaler Green 

fonksiyonunun tekilliği kaldırılmış oluyor.  

Bir diğer ifade ise boşluktaki skaler Green fonksiyonunun ikinci dereceden 

differansiyellerinin integralleridir.  

22 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

0
4 4

z y x z y xikR ikR

xz y x z y

e e
dx dy dz dy dz

x y R y Rπ π

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆+ + + + + +− −

∆∆ ∆ ∆ ∆ ∆ −− − − − −

 ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= = ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (E.2) 

Burada görülmektedir ki eğer ikinci dereceden differansiyel tek parametreye bağlı 

değilse sonuç sıfır olur. Bunun nedeni Green fonksiyonunun tek bir eksen boyunca 

türevinin bu eksen boyunca tek fonksiyon olmasıdır. 

Tek parametreli differansiyelli ifade de 
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0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

1

4 3 4

ikR ikRe e
dx dy dz dx dy dz

x R x y z Rϑϑ π π

− − ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫  

0

1

3 4

ikRe
lap dx dy dz

Rϑ π

−

′ ′ ′= ∫           (E.3) 

şeklinde belirlenmesi ile  

0 22 2 2
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20
0 0

2 2 2

1
lim sin

4 4

z y x RikR ikR

z y x

e e
lap dx dy dz R R d d dR

R R R R R
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α
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→
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0
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R dR

R R Rα
α

π
π

−

→

  ∂ ∂
=   ∂ ∂   

∫  

( ) 0

0
lim 1

RikRikR e
αα

−

→
 = − +   

                        ( ) ( )
0

lim 1 1ikR ikikR e ik e α

α
α− −

→
 = − + + − +   

( ) 0

0 1 1ikRikR e−= − + +     (E.4) 

elde edilir. Bu ifade yine yaklaşık olarak hacmin, küresel hacme dönüştürülmesi ile elde 

edilen integrasyonun çözümü ve daha sonra da limit değerinin alınması ile elde edilir. 

(E.4) ifadesinden her eksen için ikinci dereceden differansiyel ifadeleri, 

0 0

2 2

2 24 4

ikR ikRe e
dr dr

x R y Rϑ ϑπ π

− −∂ ∂′ ′=
∂ ∂∫ ∫  

                        
0

2

2 4

ikRe
dr

z Rϑ π

−∂ ′=
∂∫  

( ) 0

0

1
1 1

3
ikRikR e− = − + +         (E.5) 

şeklinde elde edilir.  

Böylece bu ifadelerden diyadik Green fonksiyonunun integrasyonu hesaplanabilir. 

Örnek olarak; 

0

0

2

0 2
0 0

1
p q

ikR
n

x x pq

q p

e
I i

k x x Rϑ
ωµ δ

− ∂
= − +  ∂ ∂ 
∫        p, q=1,2,3 

(E.6) ifadesindeki integral ayrıştırılırsa 
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0 0

0 0

2

0

0 0

1
p q

ikR ikR
n

x x pq

q p

e e
I i d d

R i x x Rϑ ϑ
ωµ δ ϑ ϑ

ωε

− −∂′ ′= − +
∂ ∂∫ ∫       (E.6) 

birinci terimdeki integral cözümü için (E.1) ve ikincisi için de (E.5) yerine yazılırsa, 

( ) ( )0 0

0 0

1 1
1 1 1 1

3p q

ikR ikRn
x x pqI ikR e ikR e

i i
δ

ωε ωε
− −    = + − + − + +     

 

( ) 0

0

2
1 1

3
pq ikRikR e

i

δ

ωε
− = + −         (E.7) 

şeklinde elde edilir. Burada belirtilmesi gereken husus, (E.5) çözümünün sadece 

qp xx =  durumu için mevcut olduğu (E.2)’den anlaşılıyor bu yüzden (E.6)’nın ikinci 

teriminin çözüm ifadesine pqδ  ekleniyor. (E.7) ifadesinden, 

( ) ( ) 0

0

0

2
, 1 1

3
ikRG r r dr ikR e I

iϑ ωε
−′ ′  = + − ∫

� �
            (E.8) 

olarak elde edilir. Burada I  birim dyadiktir.  

 Ayrıca not olarak belirtilmelidir ki, 

( ) ( )rrg
xx

rrg
xx pqpq

′
′∂′∂

∂
=′

∂∂
∂ ����

,,
22

    (E.9) 

olmasından 

( ) ( )
2

0 2
0

1
, ,

p qx x pq

q p

G r r i g r r
k x x

ωµ δ
 ∂′ ′= − +  ∂ ∂ 

� � � �
  p, q=1,2,3 (E.10) 

ifadesinin yerine, 

( ) ( )
2

0 2
0

1
, ,

p qx x pq

q p

G r r i g r r
k x x

ωµ δ
 ∂′ ′= − +  ′ ′∂ ∂ 

� � � �
  p, q=1,2,3 (E.11) 

yazılabilir. Bu çalışmada matris elemanları hesaplanırken (E.11)’deki Green 

fonksiyonunun üslü koordinatlardaki diferansiyelleri kullanılıyor. Fakat ekteki 

hesaplamalar üssüz koordinatlara göre yapılmıştır. (E.10)’un yerine (E.11)’in 

yazılabilecek olması bu hesaplamaların her iki durum için de kullanılabileceğini 

gösterir.  
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Ek-2 : 

 

Bir düzlemsel dalganın homojen dielektrik küreden saçılması 

 

- Gelen Alanın Küresel Harmonikler Türünden İfadesi: 

 Küresel cisimlerden saçılma olayı incelenirken gelen düzlemsel dalganın küresel  

koordinatlardaki ifadesi gereklidir. Bu durumda, ( )rE
��
 vektör alanı küresel vektör dalga 

denklemlerinin doğrusal bileşimi olarak ifade edilebilir. ( ˆ ˆˆ, ,r θ φ ), küresel 

koordinatlarında herhangi iki küresel vektör fonksiyonu M
�
 ve N
�
,  

2
1 0lapM k M+ =

� �
     (E.12) 

2
1 0lapN k N+ =

� �
     (E.13) 

Helmholtz denklemlerini sağlıyor olsun. Bu türden alanlar üç türden öz fonksiyonun 

bileşiminden oluşurlar. Bu öz fonksiyonlardan bir tanesi,  

( ) ( ) ( ){ }
1

1
,pn pn nL r grad Y z kr

k
θ φ=

� �
    (E.14) 

şeklinde bir irrotasyonel vektör alanı, diğer ikisi ise 

( ) ( ) ( ){ }1

1 1

1 1
,pn pn n pnM r rot r Y z k r rotN

k k
θ φ= =

� �� �
   (E.15) 

1

1
pn pnN rotM

k
=

� �
     (E.16) 

şeklinde selonoidal alanlardır. Burada pnY  küresel harmonik fonksiyon ve nz , genel 

küresel Bessel fonksiyonudur. ( )rE
��
 ve ( )rH

��
 elektromanyetik alanları birbirlerine 

rotasyonel operasyonu ile bağlı ve manyetik alanın diverjansı sıfıra eşit olduğundan 

( )rE
��
 ve ( )rH

��
’nin küresel vektör dalgaları açılımında pnL

�
 şeklindeki fonksiyonlar yer 

almazlar (Morita ve ark. 1990). 

 Bu durumda M
�
 ve N
�
 alanlarının açık ifadeleri  
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n
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1 ∂

∂
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1 ∂
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şekline indirgenmiş olur. (E.17) ve (E.18) ifadelerinde σ , “e” veya “o”, sırasıyla tek 

veya çift anlamında kullanılmıştır. 

 (E.17) ve (E.18) çözümleri uyarınca elektrik alanın M
�
 ve N
�
 alanları cinsinden 

genel gösterilimi, 

( ) ( )∑∑ ∑
=

+=
n p e

pnpnpnpn NbMarE
0,σ

σσσσ

����
               (E.19) 

şeklinde olur ve buna bağlı olarak, H
�
 alanı Faraday denklemi ve (E.15), (E.16) 

bağıntıları göz önüne alınarak, 

( ) ( )
,01

pn pn pn pn
n p e

i
H r a N b M

Z σ σ σ σ
σ =

= +∑∑ ∑
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   (E:20) 

şeklinde yazılır. (E.20)’de 
1

1
1 ε

µ
=Z , dalga empedansı olarak tanımlıdır.  

 z+  yönünde ilerleyen düzlemsel dalganın elektrik alanı,  

( ) 1 1 cos
0 0ˆ ˆik z ik riE r xA e xA e θ− −= =

� �
   (E.21) 

şeklinde varsayılmaktadır. Bu alan ifadesindeki x̂  birim vektörü, küresel 

koordinatlardaki bileşenleri cinsinden yazılırsa (E21), 

( ) ( ) 1 cos
0

ˆ ˆˆsin cos cos cos sin ik riE r A r e θθ φ θ θ φ φ φ −= + −
� �

 (E.22) 

şeklini alır. (E.22) ifadesindeki φ ’nin değişimi, (E.17) ve (E.18) ifadelerdeki φ ’nin 

değişimleri ile kıyaslanırsa (E.19) ve (E.20) açılımlarında sadece ( noM 1

�
, neN 1

�
, 

	,2,1=n ) şeklindeki harmoniklerin yeterli (sıfırdan farklı) olacağı görülür.  

r a≥  için (I bölgesinde), (E.19) alanı sınırlı olmak zorundadır ve bundan dolayı 

(E.17) ve (E.18)’de görülen ( )1nz k r  genel küresel Bessel fonksiyonu, ( )krjn  olarak yer 

almalıdır. Küresel harmoniklerin I bölgesindeki gösterilimi ( )1
1o nM
�

, ( )1
1e nN
�

 ile belirtilsin. 

Bu terimlerin açık ifadeleri  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1 1 1
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( ) ( )1
1 0erM k a =         (E.23) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
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( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1cose n nM k a P j rk aφ φ θ= − ∂ ∂     (E.32) 
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rk aφ φ θ
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ile verilir (Morita ve ark. 1990). (E.25) ifadesindeki 1
nP , n. dereceden ve 1. tür assosiye 

Legendre fonksiyonudur.  
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Gelen alan I bölgesinde,  

( ) ( )
( )

( ) ( )(1) (1)
0 1 1 1 1

1
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o n e n

n

n
E r A i M k a iN k a

n n
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       (E.36) 

şeklinde gösterime sahiptir. 

 
1i iH rotE

iωµ
=

� �
 şeklindeki Maxwell denklemi nedeniyle (E.36) elektrik alan 

ifadesi ile ilintili manyetik alan, 
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      (E.37) 

şeklinde hesaplanır.  

Kürenin merkezi referans alındığı durumda r a≥  için (I Bölgesinde) ışıma 

koşulu uyarınca ( )krzn  n. dereceden 1. tür küresel Hankel fonksiyonu ( ) ( )krhn
1  olarak 

yer almalıdır. Böylece küresel harmonik ifadeleri, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11
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ile verilir. Bu harmonik ifadeler, küreden saçılma probleminin çözümünün elde 

edilmesine büyük katkı sağlar. 

 

- Homojen Dielektrik Küreden Saçılan Alanların Hesabı: 

Gelen alanın I bölgesindeki ifadesi (E.36) ve (E.37) ile verildiği göz önünde 

bulundurularak ışıma koşulu uyarınca küreden uzaklaşan (saçılan) dalgalar, 

( ) ( )
( )

( ) ( )(2) (2)
0 1 1 1 1

1

2 1

1

ns
I n o n n e n

n

n
E r A i a M k a ib N k a

n n

∞

=

+  = − +∑
� � ��

        (E.54) 

( ) ( )
( )

( ) ( )(3) (3)0
1 1 1 1

11

2 1

1

ns
I n e n n o n

n

A n
H r i b M k a ia N k a

Z n n

∞

=

− +  = + +∑
� � ��

        (E.55) 

şeklinde harmonik fonksiyonlar ile ifade edilirler.  

Şekil 5.1 Düzlemsel dalgalar alanında küre 
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Kürenin içindeki toplam alan ifadeleri  

( ) ( )
( )

( ) ( )(1) (1)
0 1 2 1 2

1

2 1

1

nT
II n o n n e n

n

n
E r A i c M k a id N k a

n n

∞

=

+  = − +∑
� � ��

       (E.56) 

( ) ( )
( )

( ) ( )(1) (1)0
1 2 1 2

12

2 1

1

nT
II n e n n o n

n

A n
H r i d M k a ic N k a

Z n n

∞

=

− +  = + +∑
� � ��

      (E.57) 

olarak yazılabilir. Kürenin yüzeyindeki sınır koşulları,  

( ) ( ) ( )1 1 2ˆ ˆ ˆT s
I I IIn E k a n E k a n E k a× + × = ×
� � �

   (E.58) 

( ) ( ) ( )1 1 2ˆ ˆ ˆi s
I I IIn H k a n H k a n H k a× + × = ×
� � �

   (E.59) 

şeklinde tanımlıdır. Bu koşullardan, dört tane denklem elde edilir. Bu dört bilinmeyenli 

dört denklemden bilinmeyen katsayılar,  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1 2 1 2 2

2 (1) (1)
1 2 1 1 2 1 2 2

n n n n

n

n n n n

m j k a k a j k a j k a k a j k a
a

m j k a k a h k a h k a k a j k a

µ µ

µ µ

′ ′
−      = ′ ′

  −    

  (E.60) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1 1 1 2 2

(1) (1)
2 2 1 1 1 1 2 2

n n n n

n

n n n n

j k a k a j k a j k a k a j k a
b

j k a k a h k a h k a k a j k a

µ µ

µ µ

′ ′
−      = ′ ′

  −    

  (E.61) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(1)
2 1 1 1 2 1 1 1

(1) (1)
2 2 1 1 1 1 2 2

n n n n

n

n n n n

j k a k a j k a h k a k a j k a
c

j k a k a h k a h k a k a j k a

µ µ

µ µ

′ ′
−      = ′ ′

  −    

  (E.62) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1)
2 2 1 1 2 1 1 2

2 (1) (1)
1 2 1 1 2 1 2 2

n n n n

n

n n n n

mj k a k a h k a mh k a k a j k a
d

m j k a k a h k a h k a k a j k a

µ µ

µ µ

′ ′
  −    = ′ ′
  −    

  (E.63) 

şeklinde elde edilir. (E.54) ifadesinde 2 2

1 1

m
µ ε
µ ε

= ’ dir.  
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Ek_ 3 

 

Bir Düzlemsel Dalganın İki Tabakalı Homojen Küreden Saçılması: 

İki tabakalı küre halinde uzayda üç farklı bölge oluşmaktadır. Bu bölgeler şekil 

4.7’de gösterildiği şekilde numaralandırılsın. Bu halde I bölgesi için Ek 2.1’de verilen 

(E.36), (E.37) gelen alan ifadeleri ve (E.54), (E.55) saçılan alan ifadeleri gösterilimlerini 

korurlar.  

 

Şekil 5.2 Düzlemsel dalgalar alanında küre 

 

 II bölgesindeki toplam alan;  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2)
0 1 2 1 2 1 2 1 2

1

2 1

1

n

II n o n n e n n o n n e n
n

n
E r A i c M k a id N k a e M k a i f N k a

n n

∞

=

+  = − + − +∑
� � � � ��

 

(E.64) 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2)0
1 2 1 2 1 2 1 2

12

2 1

1

n

II n e n n o n n e n n o n
n

A n
H r i d M k a ic N k a f M k a ie N k a

Z n n

∞

=

− +  = + + + +∑
� � � � ��

(E.65) 

şeklinde yazılabilir. III bölgesindeki toplam alan ise, 

( ) ( )
( )

( ) ( )(1) (1)
0 1 3 1 3

1

2 1

1

n

III n o n n e n
n

n
E r A i g M k a ih N k a

n n

∞

=

+  = − +∑
� � ��

       (E.66) 

( ) ( )
( )

( ) ( )(1) (1)0
1 3 1 3

13

2 1

1

n

III n e n n o n
n

A n
H r i h M k a ig N k a

Z n n

∞

=

− +  = + +∑
� � ��

      (E.67) 

şeklinde yazılabilir r=a ve r=b arayüzeylerindeki süreklilik koşulları,  

( ) ( )3 2ˆ ˆIII IIn E k b n E k b× = ×
� �

    (E.68) 
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( ) ( )3 2ˆ ˆIII IIn H k b n H k b× = ×
� �

    (E.69) 

( ) ( )2 1ˆ ˆII In E k a n E k a× = ×
�

    (E.70) 

( ) ( )2 1ˆ ˆII In H k a n H k a× = ×
� �

    (E.71) 

şeklinde ifade edilir. Bu bağıntılardan sekiz bilinmeyenin çözümünü sağlayabilecek 

sekiz tane denklem elde edilir. (E.68) ifadesinde ˆ ˆn r=  yerine yazılırsa ve işlem 

kolaylığı için 

( )0

2 1

1
n n

R A i
n n

+
=

+
, 

i

i
Z

RP
1−

=  

yazılırsa,  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

3 3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆn o o n er e er Rg M k b M k b iRh N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ × + − + + =   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆn o o n er e er Rc M k b M k b iRd N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ× + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3 3 3

2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆRen o o n er e eM k b M k b iRf N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ + + − + +  (E.72) 

şeklinde ifade edilir. Vektörel çarpım işleminin toplama üzerindeki dağılma özelliği 

uygulanarak, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
3 3

ˆ ˆˆ ˆn o n oRg M k b r Rg M k b rθ φθ φ× + ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

3 3
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eiRh N k b r iRh N k b rθ φθ φ− × − × =  

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1

2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

n o n o n eRc M k b r Rc M k b r iRd N k b rθ φ θθ φ θ× + × − ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 3 3

2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆRe Ren e n o n oiRd N k b r M k b r M k b rφ θ φφ θ φ− × + × + ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3

2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eiRf N k b r iRf N k b rθ φθ φ− × − ×                              (E.73) 

yöndeş vektörlerin bileşenlerinin toplamsallığı ilkesi kullanılarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 3 3 3

ˆ ˆˆ ˆn o n e n o n eRg M k b iRh N k b r Rg M k b iRh N k b rθ θ φ φθ φ   − × + − × =     

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

2 2 2 2
ˆˆRen o n e n o n eRc M k b iRd N k b M k b iRf N k b rθ θ θ θ θ − + − ×   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

2 2 2 2
ˆˆRen o n e n o n eRc M k b iRd N k b M k b iRf N k b rφ φ φ φ φ − + − ×    (E.74) 

şeklinde elde edilir. (E. 74) denkleminin iki yanındaki vektörlerin bileşenlerinin eşit 

olması gerektiğinden  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 3 3
3 3 2 2 2 2n o n e n o n e n o n eg M k b ih N k b c M k b id N k b e M k b if N k bθ θ θ θ θ θ− = − + −  

(E.75) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 3 3
3 3 2 2 2 2n o n e n o n e n o n eg M k b ih N k b c M k b id N k b e M k b if N k bφ φ φ φ φ φ− = − + −  

(E.76) 

skaler denklemleri elde edilir. 

(E.69) denkleminden, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆn e e n or o or Ph M k b M k b iP g N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ × + + + + =   

        ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆn e e n or o or P d M k b M k b iP c N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ× + + + +  

        ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆn e e n or o oP f M k b M k b iP e N k b r N k b N k bθ φ θ φθ φ θ φ + + + + +   

(E.77) 

şeklinde ifade edilir. Vektörel çarpım işleminin toplama üzerindeki dağılma özelliği 

uygulanarak, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

n e n e n o n oPh M k b r Ph M k b r iP g N k b r iP g N k b rθ φ θ φθ φ θ φ× + × + × + × =           

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eP d M k b r P d M k b rθ φθ φ× + ×  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 3

2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

n o n o n eiP c N k b r iP c N k b r P f M k b rθ φ θθ φ θ+ × + × + ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3 3

2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

n e n o n oP f M k b r iP e N k b r iP e N k b rφ θ φφ θ φ+ × + × + × (E.78) 

yöndeş vektörlerin bileşenlerinin toplamsallığı ilkesi kullanılarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3
ˆ ˆˆ ˆ

n e n o n e n oPh M k b iP g N k b r Ph M k b iP g N k b rθ θ φ φθ φ   + × + + × =     

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
ˆˆ

n e n o n e n oP d M k b iP c N k b P f M k b iP e N k b rθ θ θ θ θ + + + ×   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
ˆˆ

n e n o n e n oP d M k b iP c N k b P f M k b iP e N k b rφ φ φ φ φ + + + + ×  (E.79) 

şeklinde elde edilir. (E. 79) denkleminin iki yanındaki vektörlerin bileşenlerinin eşit 

olması gerektiğinden  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 3 3 3 2 2 2 2n e n o n e n oPh M k b iP g N k b P d M k b iP c N k bθ θ θ θ+ = +  

( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 2 2 2n e n oP f M k b iP e N k bθ θ+ +           (E.80) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
3 3 3 3 2 2 2 2n e n o n e n oPh M k b iP g N k b P d M k b iP c N k bφ φ φ φ+ = +  
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( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 2 2 2n e n oP f M k b iP e N k bφ φ+ +           (E.81) 

uygun sadeleştirmeler yapılarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12
3 3 2 2

3

n e n o n e n o

k
h M k b ig N k b d M k b ic N k b

k θ θ θ θ
 + = +    

( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 2n e n of M k b ie N k bθ θ+ +           (E.82) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12
3 3 2 2

3

n e n o n e n o

k
h M k b ig N k b d M k b ic N k b

k φ φ φ φ
 + = +   

( ) ( ) ( ) ( )3 3
2 2n e n of M k b ie N k bφ φ+ +          (E.83) 

skaler denklemleri elde edilir. 

(E.70) denkleminden, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆn o o n er e er Rc M k a M k a iRd N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ× + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆRen o o n er e eM k a M k a iRf N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ φ + + − + + =  

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆo o er e er R M k a M k a iR N k a r N k a N k aθ φ θ φθ θ× + − + +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆn o o n er e eRa M k a M k a iRb N k a r N k a N k aθ φ θ φθ θ φ + + − + +    (E.84) 

şeklinde ifade edilir. Vektörel çarpım işleminin toplama üzerindeki dağılma özelliği 

uygulanarak, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2 2

ˆ ˆˆ ˆn o n oRc M k a r Rc M k a rθ φθ φ× + ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eiRd N k a r iRd N k a rθ φθ φ− × − ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2
ˆ ˆˆ ˆRe Ren o n oM k a r M k a rθ φθ φ+ × + ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eiRf N k a r iRf N k a rθ φθ φ− × − × =  

                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 1
ˆ ˆˆ ˆ

o oRM k a r RM k a rθ φθ φ× + ×  

                                        ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 1
ˆ ˆˆ ˆ

e eiRN k a r iRN k a rθ φθ φ− × − ×  

                                                ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3

1 1
ˆ ˆˆ ˆ

n o n oRa M k a r Ra M k a rθ φθ φ+ × + ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3

1 1
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eiRb N k a r iRb N k a rθ φθ φ− × − ×  (E.85) 

yöndeş vektörlerin bileşenlerinin toplamsallığı ilkesi kullanılarak, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3
2 2 2 2

ˆˆRen o n e n o n eRc M k a Rd N k a M k a iRf N k a rθ θ θ θ θ − + − ×   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

2 2 2 2
ˆˆRen o n e n o n eRc M k a iRd N k a M k a iRf N k a rφ φ φ φ φ + − + − × =   

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

1 1 1 1
ˆˆ

o e n o n eRM k a iRN k a Ra M k a iRb N k a rθ θ θ θ θ − + − ×   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3

1 1 1 1
ˆˆ

o e n o n eRM k a iRN k a Ra M k a iRb N k a rφ φ φ φ φ + − + − ×     (E.86) 

şeklinde elde edilir. (E. 86) denkleminin iki yanındaki vektörlerin bileşenlerinin eşit 

olması gerektiğinden  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2n o n e n o n ec M k a id N k a e M k a if N k aθ θ θ θ− + − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3
1 1 1 1o e n o n eM k a iN k a a M k a ib N k aθ θ θ θ− + −  (E.87) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2n o n e n o n ec M k a id N k a e M k a if N k aφ φ φ φ− + − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3
1 1 1 1o e n o n eM k a iN k a a M k a ib N k aφ φ φ φ− + −  (E.88) 

skaler denklemleri elde edilir. 

(E.71) denkleminden, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆn e e n or o or P d M k a M k a iP c N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ× + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆn e e n or o oP f M k a M k a iP e N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ + + + + + =  

        ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆe e or o or P M k a M k a iP N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ φ× + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆn e e n or o oPb M k a M k a iPa N k a r N k a N k aθ φ θ φθ φ θ φ + + + + +   

(E.89) 

şeklinde ifade edilir. Vektörel çarpım işleminin toplama üzerindeki dağılma özelliği 

uygulanarak, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eP d M k a r P d M k a rθ φθ φ× + ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n o n oiP c N k a r iP c N k a rθ φθ φ+ × + ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2

2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n e n eP f M k a r P f M k a rθ φθ φ+ × + ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ

n o n oiP e N k a r iP e N k a rθ φθ φ+ × + × =  

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ

e ePM k a r PM k a rθ φθ φ× + ×  
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                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ

o oiPN k a r iPN k a rθ φθ φ+ × + ×  

                                             ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2
1 1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ
n e n ePb M k a r Pb M k a rθ φθ φ+ × + ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ

n o n oiPa N k a r iPa N k a rθ φθ φ+ × + ×  (E.90) 

şeklinde elde edilir. (E. 89) denkleminde uygun sadeleştirmeler yapılarak,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22
2 2 2 2

1

n e n o n e n o

k
d M k a ic N k a f M k a ie N k a

k θ θ θ θ
 + + + =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 2e o n e n oM k a iN k a b M k a ia N k aθ θ θ θ+ + +   (E.91) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22
2 2 2 2

1

n e n o n e n o

k
d M k a ic N k a f M k a ie N k a

k φ φ φ φ
 + + + =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1e o n e n oM k a iN k a b M k a ia N k aφ φ φ φ+ + +   (E.92) 

skaler denklemleri elde edilir. 

(E.75), (E.76), (E.82), (E.83), (E.87), (E.88), (E.91), (E.92) denklemlerinden 

oluşan doğrusal denklem sisteminin çözülmesi ile  
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şeklinde katsayılar hesaplanır. Bu ifadelerdeki sabitler, 
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olarak tanımlıdır. (E.99-108) ifadelerinde 1 1 2m k k=  ve 1 2 3m k k=  olarak tanımlıdır.  
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