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OZET

Bu ¢alismada, homojen diizlemsel dalga uyarimi altindaki bir homojen olmayan,
eksenel simetrik, dielektrik cismin i¢inde olusan elektrik alan ifadeleri hesaplanmistir.
Hacim esdeger teoremi ile elde edilen esdeger akim yogunluklarini igeren Maxwell
denklemlerinden yola ¢ikarak cismin igindeki sagilan alanlar, dyadik Green
fonksiyonlar1 kullanilarak, ifade edilmistir. Kullanilan dyadik Green fonksiyonlarinda
gozlem noktasinin kaynak noktasina yakinsamasi sonucu ortaya c¢ikan iiglincii
dereceden tekil noktalar, hacim integralini uygun olmayan sekle sokar. Bu durum {i¢
farkli temel teknik ile asilmistir. Bunlardan iki tanesi tekilligi i¢ine alan ¢ok kiiclik
hacimsel bolgenin integrasyon hacminden ¢ikarildigr asal hacim yontemini (principle
volume method) esas alir. Bu tekniklerden ilki, kaynaklarin olusturdugu alan hesabinin
kullanildig1 teknik, ikincisi ise genellestirilmis fonksiyon a¢inimlarinin kullanildigi
tekniktir. Bu iki yaklasimin kullanilmasiyla olusturulan ve dyadik Green fonksiyonlu
hacim integrallerini igeren denklemler moment yontemi ile ¢éziilmiis ve ayn1 sonuglar
elde edilmistir. Diger teknik ise, integrasyon hacminden ¢ok kii¢iik hacim ¢ikarilmadan
dyadik Green fonksiyonunun bulundugu hacim integralinin hesaplanabildigi genel
analitik tekniktir. Bu teknikde, ifadelerin sadece yiizey integralleri icermesinden dolay1
dyadik Green fonksiyonunun herhangi bir tekilligi ile karsilasilmaz. Yine cismin
ayristirilmasi ile olusan denklem sistemi moment yontemi ile ¢éziilmiistiir. Bu formiille
kiire i¢in elde edilen ifadeler asal hacim yontemiyle elde edilenler ile ayni1 oldugu
gosterilmistir.

Sacici cismin eksenel simetrik olmasindan dolay1 ¢oziimiin sadece ¢eyrek bolge
tizerinde gerceklestirilmesinin  yeterli oldugu goriilmiistiir. Cismin kiiplerle
modellenmesi sonucu sabit dielektrige ve iletkenlige sahip alt bolgeler elde edilmistir.
Cismin elektriksel boyutlar1 bir’e yakin oldugu durumda her bir alt bolgede elektrik alan
da sabit kabul edilmistir. Bu yaklagimlar ¢6ziimii kolaylastirmistir.

Sonu¢ ifadelerinde ise, diisiik frekanslarda cismin icindeki sagilan alanin
frekansa bagimliliginin olmadig goriiliir. Ortalama frekans bolgesinde modellemenin
yapildig1 kiip sayis1 ¢oziimiin hassasiyetini yakindan etkilemistir.

Anahtar kelimeler: Dyadik Green fonksiyonlari, tekillik, hacim integral denklemi,
genel analitik yontem, moment metodu.



ABSTRACT

Scattering by An Inhomogeneous Dielectric Body of Revolution

In this study, the electric field distribution is calculated in an axially symetric,
inhomogeneous dielectric body illuminated by homogeneous plane waves. Starting with
the Maxwell equations which has the term equivalent flux density obtained by using
equivalent volume method, the electric field inside the body is derived by using volume
integral equation. When the observation point converges the source point, dyadic
Green’s functions have third order singularity. This singularities makes the volume
integral improper. This situation can be overcome by three different main procedures.
First two procedures are essentially the principal-volume method, in which an
infinitesimal volume around the singularity is excluded from the integration volume.
The first method is based on calculating the electromagnetic waves by source equations
and the second method is based on generalized functions approach. The equations
obtained under these two approaches involve volume integrals with dyadic Green’s
functions. These integrals have been solved by the method of moments. Same results
have been obtained from two approaches used here. The other is a general analytic
technique to evulate the dyadic Green’s function in integral form without the need to
specify an exclusion volume. In this procedure the expressions have only surface
integrals so that there is no singularity of dyadic Green’s function. The integrals have
solved by the method of moments. It is shown that the expression for a sphere obtained
by this formula gives exactly the same solution as the principal volume method for the
same cell.

Because of the axial symetry, it has seen that it suffices to investigate the
solution only in quarter of the body. By modeling with the cubes, the subregions with
constant dielectric and constant conductivity have obtained. It is accepted that when the
electrical dimensions of the cubes are around unity, the electric field inside each
subregion is constant. This choice simplifies the solution.

In the numerical implementations final results, it is seen that at the low
frequencies the scattering waves inside the body are insensitive to the frequency.
However, when the electrical dimension of the body is unity; the numerical results
converge to the analytical reference solitions with the increasing the number of cubes
Keywords: Dyadic Green’s functions, singularity, volume integral equation, moment
method.
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1 GIRiS

Elektromanyetik dalgalarin dielektrik cisimlerden sacilmasi problemi, yagmur
ve kar yagis1 altinda dalga yayilimi, tibbi teshis, biyolojik cisimlerde gii¢ yutumu ve
homojen olmayan dielektrik ortamdaki anten verimi gibi uygulama alanlari itibariyle bir
cok arastirmaci tarafindan genis bir sekilde incelenmistir. Ozellikle, dielektrik cismin
boyutu dalga boyu mertebesinde oldugunda Maxwell denklemlerinin kesin ¢6ziimii
problemi 6nem tasir. Bunun nedeni, rezonans durumu olarak isimlenen bu durumda
elektriksel olarak ¢ok biiyiik veya ¢ok kiiclik cisimler i¢in gelistirilen pratik asimptotik

yontemlerin gecerliligini kaybetmesidir.

X
1 (r,0.9)
Ei
R r
e(7) 0
Hy
()2 Z

T

Y
Sekil 1.1 Diizlemsel dalgalar ile aydinlatilmis dielektrik cisim

Rezonans durumunda, bir dielektrik cisim igerisindeki sa¢ilan alan dyadik Green
fonksiyonlarini igeren hacim integralleri ile ifade edilir. Eger cisim homojen degilse,
yani konumla degisen biinye parametrelerine sahip ise, cismin i¢indeki her bir farkl
blinye parametresine sahip bolgedeki elektrik alan ifadesi icin ayrik ifadeler
tanimlanmalidir. Bu durum moment yontemiyle saglanir. Her bir ayrik ifadede yer alan
hacim integralinde gozlem noktasinin kaynak noktasina yakinsamasiyla, dyadik Green
fonksiyonlarindan kaynaklanan tigiincii dereceden tekilllikler ortaya ¢ikar. Dyadik
Green fonksiyonunda ortaya c¢ikan bu tekillikler hacim integralini dogrudan hesaba
elverisli olmayan hale sokar.

Bu calismada, agirlikli olarak, diizgiin olmayan (improper) hacim integrallerinin

taniml1 hale getirilmesi iizerinde durulacaktir. Dogrudan hesaba elverisli olmayan hacim
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integralleri bu ¢alismada {i¢ farkli teknik ile tanimli hale getirilmistir. Bu tekniklerden
iki tanesinde ¢ozlim i¢in hacim integral ifadeleri, birinde ise yilizey integral ifadeleri
kullanilir. Hacim integral ifadelerinin kullanildig: ilk iki teknik; tekilligin etrafindaki
cok kiiciik hacimsel bolgenin toplam integrasyon bdlgesinden ayristirildig: asal hacim
yontemidir. Bu tekniklerden ilkinde, asal deger integral ifadelerine eklenecek katki
toplam kaynaklarin olusturdugu alan hesab1 yardimiyla belirlenmistir. Digerinde ise;
eklenecek katki Holder kosulu altindaki genellestirilmis fonksiyon yaklasimi
kullanilarak hesaplanmistir. Bu iki teknikten farkli olarak, ¢6ziim igin ylizey
integrallerinin kullanildig1 liglincli yontem ise, genel analitik yontemdir. Bu yontemde
tekillik i¢in herhangi bir ek isleme gerek kalmamistir. Asagida bu ¢ teknik ile ilgili
esaslar kisaca 0zetlenmistir:

i) Gecikmeli Potansiyellerin Kullanildigi Teknik. Dielektrik cismin merkezindeki
elektrik alan ilk olarak gecikmeli potansiyeller yontemi ile hesaplanir. Daha
sonra dyadik Green fonksiyonunu igeren hacim integrali, integralin tanimsiz
oldugu kaynak bolgesi ¢6ziim hacminden ¢ikarilarak, ¢oziiliir. Elde edilen bu
¢Ozilimiin, ¢ikarilan hacmin boyutlar sifira gider iken, limit degeri hesaplanir ve
bu limit degerine integralin asal degeri denir. Bu iki yontem ile elde edilen
sonuglarin esit olmasi gerektiginden yola ¢ikarak diizeltme terimi bulunur. Yani
integralin tanimsiz oldugu tekil noktalar1 iceren ¢ok kiigiik bdlgenin integral
hacminden ¢ikarilmasi ile ortaya ¢ikan yeni integral ifadesine eklenecek katki

terimi hesaplanmustir.
ii) Genellestirilmis fonksiyon a¢umimlarimin  kullamldigi  teknik. j(?')’nﬁn 9

icindeki biitiin noktalarda Holder sartin1 sagladig: farz edilerek sagilan alanlarin
dyadik Green fonksiyonlu ifadesindeki skaler Green fonksiyonunun ikinci
dereceden tiirevi terimi genellestirilmis fonksiyon olarak diisiiniiliir ve esdeger
ifadeleri kullanilir. Bu sayede tekil noktalarin c¢ikarilmasi ile olusan yeni
integrale eklenecek katki dogrudan duragan haldeki Green fonksiyonunun hacim
integrasyonu ile elde edilmis olur. Boliim 3.2.3°te genellestirilmis fonksiyon
tanimi1 ve 1spat1 yapilmistir.

iii) Genel analitik teknik. Tekil noktay1 i¢ine alan ¢ok kiiciik hacimsel bdlge cismin
toplam hacminden c¢ikarilmadan dyadik Green fonksiyonunun integralinin

hesaplanabildigi tekniktir. Bu teknikte dyadik Green fonksiyonunu igeren hacim
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integrali, uygun analitik ifadeler ve diverjans teoremi ile yiizey integraline
doniistiiriilir. Boylece dyadik Green fonksiyonunun hacim integralinde
olusturdugu tekillik problemi ortadan kaldirilmis olur. Yani cismi olusturan her
bir parcanin yiizeyleri ile merkez noktalarinin kesisememesi sayesinde tekillik
ortadan kalkar.

Her bir teknikle elde edilen integrodiferansiyel denklemler moment ydntemi

kullanilarak dogrusal deklem sisteminin ¢oziimiine indirgenir.

Z

,.‘~i~i’

i

Sekil 1.2 Bir kiiresel dielektrik cismin yaklasik kiibik modeli

Sacgict cisim, konuma bagli olarak degisen dielektrik sabitine ve iletkenlige
sahiptir. Sagic1 cismin manyetik 6zelligi yoktur. Moment yontemi ile eksenel simetrik
cismin kiiplere ayristirilmasiyla cismin farkli elektriksel parametrelere sahip bolgeleri
farkli kiiplerle modellenebilir. Ifadelerin her bir bolgede ayri tanimlanmasi ile cismin
homojen olmamasindan kaynaklanan problem ¢oziilmiis olur. Alanlarin hesabi, moment
yontemi kullanilarak dogrusal denklem sisteminin ¢6ziimiine indirgenir. Cismin
icindeki elektrik alan hesaplanirken, cismin eksenel simetrik olmasindan dolay1, sadece
ceyrek bolgede ¢oziimiin elde edilmesi yeterli olmaktadir. Bu durum, dogal olarak,

bilinmeyen sayisini ve hesaplama siiresini 6nemli dl¢lide azaltir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Uc boyutlu diizgiin olmayan sekilli dielektrik cisimlerden sacilma olay
incelenirken dyadik Green fonksiyonu formiilasyonu (Chen, 1971) ¢ok onemlidir. Bu
yontem toplam sacilan alani dielektrik cisim iizerindeki hacim integrasyonu ile tanimlar.
Bu yontemde karsilagilan temel zorluk ise gdzlem noktasi sagici cismin kapladigi
bolgeye diistiigii zaman hacim integralinde olusan tekilliktir. Bu tiir tekilliklerin
asilmas1 icin literatiirde birgok teknik vardir. Ornegin, Bladel (1961) tekilligi igeren
kiiclik bir hacmi ayrigtirarak tekil terim i¢in Cauchy integrasyonu tanimlayarak analitik
sonuclar elde etmistir. Yaghjian (1980) elektrik alan1 kaynak bolgesinin iginde ve
disinda genellestirilmis elektrik dyadik Green fonksiyonlariyla ifade etmistir.
Genellestirilmis elektrik dyadik Green fonksiyonu, tekilligin disindaki bolgede tanimli
olan geleneksel dyadik ve tekilligin bulundugu hacimde tanimli olan kaynak dyadik
olmak tiizere iki parcadan olusmaktadir. Gel’fand ve Shilov (1964) Green
fonksiyonunun tlirevini genellestirilmis fonksiyon olarak tanimlar. Lee ve ark. (1980) bu
genellestirilmis  fonksiyon ifadelerini kullanarak kaynak bolgesindeki Green
fonksiyonunun ikinci tiirevini genellestirilmis fonksiyon olarak tanimliyorlar.

Gao ve ark. (2005) tarafindan hacim integrallerinin yiizey integrallerine
doniistiiriildiigli genel analitik teknik gelistirilmistir. Boylece gdzlem noktasinin kaynak
bolgesine yakinsamasi sonucu ortaya ¢ikan tekillikler ortadan kaldirilmis oluyor.

Dielektrik cisimlerden sagilma probleminin sayisal ¢éziimlenmesine ilk olarak
Richmond’un (1965) c¢alismalarinda karsilagilmistir. Integrodiferansiyel denklemleri
lineer denklem sistemine doniistiiren Moment Yontemi (MoM) (Harrington, 1968), bu
tiir problemlerin ¢oziimiinde standart bir yontem gibidir. MoM’de herhangi bir
dielektrik cisim farkl1 geometrik elemanlar ile modellenebilir. Ornegin Livesay ve Chen
(1974) MoM’de cismi modellemek i¢in kiibik elemanlar1 kullaniyor buna karsi
Schaubert ve ark. (1984) tetrahedral elemanlar1 ve Sertel ve Volakis (2002) de
hekzahedral elemanlar1 kullaniyor. Egri geometriler i¢in tetrahedral elemanlarin kiibik
elemanlara gére daha uygun oldugu goriiliir. Buna karsin ince tabakalar iizerinde
calisilirken hekzahedral elemanlar daha uygundur.

Ayrica dogrudan hacim integral denklemleri (VIE) pek fazla etkin olamamuistir.

Bunun nedeni bu denklemlerin ¢ok yiiksek mikroislemci hiz1 ve hafiza gerektirmesidir.



14

Bunun yaninda hizli yontemlerin ortaya c¢ikmasi hacim integral denklemlerinin
¢ozlimiinii daha pratik hale sokmustur.

Bu ¢alismada, hacim integral denkleminin dogrudan ¢6ziimii kiipler kullanilarak
yapilacaktir. Bladel’in (1961) tanimladigi asal hacim integrallerinin kullanilmasiyla elde
edilen sonuglar ile Lee ve ark.’nin (1980) Green fonksiyonunun ikinci dereceden
tirevini genellestirilmis fonksiyon olarak tanimladigr yontemin uygulanmasi ile elde
ettikleri aynmidir. Ayrica, asal hacim teniginden farkli olarak herhangi bir hacim
ayrilmadan ylizey integralleri ile sonuca gidilmistir. Bu teknik ile kiiresel hacim i¢in
elde edilen sonuglarin asal hacim yontemiyle elde edilenlerle ayni oldugu gosterilmistir.
Bu yeni teknik ilk kez bu calismada homojen olmayan dielektrik cisimlere

uygulanmustir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu ¢alismada homojen olmayan, eksenel simetrik dielektrik cisimden homojen
diizlemsel elektromanyetik dalgalarin sag¢ilma mekanizmasi incelenmektedir. Sagici
cisim konuma bagl olarak degisen dielektrik katsayisina ve iletkenlige sahiptir. Sagici
cismin manyetik 6zelliginin boslugun degerlerine esit oldugu varsayilacaktir.

Hacim esdeger teoremi ile olusturulan esdeger akim yogunlugunu igeren
Maxwell denklemlerinden yola ¢ikarak cismin i¢indeki sagilan alanlar, dyadik Green
fonksiyonlarmin bulundugu hacim integralleri ile ifade edilebilir. Kullanilan dyadik
Green fonksiyonlarinin, gézlem noktasinin kaynak noktasina yakinsamasi sonucu ortaya
cikan, Uciincli dereceden tekil noktalar1 hacim integralini dogrudan hesaba elverisli
olmayan sekle sokar. Bu c¢alismada dogrudan hesaba elverisli olmayan integrallerin
tanimli hale getirilmesi {izerinde durulacaktir. Bunun i¢in ti¢ farkli teknik uygulanir. Bu
tekniklerden ilk ikisinde hacim integralleri ile digerinde ise yiizey integralleri ile
coziime gidilir. Bu tekniklerden ilkinde, asal deger integral ifadelerine eklenecek katki
toplam kaynaklarin olusturdugu alan hesabi yardimiyla belirlenmistir. Digerinde ise;
eklenecek katki Holder kosulu altindaki genellestirilmis fonksiyon yaklasimi
kullanilarak hesaplanmistir. Bu iki teknikten farkli olarak ¢o6ziim ic¢in ylizey
integrallerinin kullanildig1 {igiincii teknik ise, genel analitik yontemdir. Bu yontemde
tekillik i¢in herhangi bir ek isleme gerek kalmamaistir.

Bu ¢ teknikden elde edilen sonuglar, moment yontemi uygulanarak cismin
kiiplerle modellenmesi ile herbir kiipte ayrik olarak tanimlanir ve her bir kiipten gelen
katki dogrusal denklem sistemini olusturur. Cismin i¢indeki elektrik alan hesaplanirken
cismin eksenel simetrik olmasindan dolay1 sadece ¢eyrek bolge ilizerinde ¢6ziimiin elde

edilmesi yeterlidir.

3.1. Materyal

Bu kisimda igerisinden akim akan hacim elemaninin olusturdugu elektrik alanin
ifadesi elde edilmistir. Bu ifade, toplam sagilan alanin belirlenmesinde kullanilacaktir.
[lk olarak hacim esdeger teoremi ile olusturulan esdeger akim yogunlugu

vektoriinii iceren Maxwell denklemlerinin elde edilmesi lizerinde durulmustur. Maxwell
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denklemleri, esdeger kaynaklarin bulundugu ortamda sagilan alan ifadelerini tanimlar.
Sagilan alana iligkin Maxwell denklemlerinden yola ¢ikarak indiiksiyon akimlarini
iceren cismin olusturdugu elektrik alanmi belirten hacim integral denklem ifadesi elde
edilmistir. Hacim integrali, uygun yaklagimlarin yapilmasi ile cismin i¢indeki ve
disindaki sagilan alanlar1 ifade edebilir. Hacim integralindeki dyadik Green
fonksiyonlarindan kaynaklanan tekillikler Kisim 3.2.°de farkli ii¢ teknik kullanilarak

asilacaktir.
3.1.1. Hacim Esdeger Teoremi

Sagilan alanlarin belirlenmesinde esdeger akim kaynaklarinin kullanildigi hacim
esdeger teoremi uygulanabilir. Bu teorem elektromanyetik dalganin dielektrik cisim
icinde olusturdugu toplam alanin indiiksiyon akimi esdegerinin hesaplanmasi esasina

dayanir ve kuramsal esaslar1 agagida sunulmustur.
Sagic1 cisim (E', H') diizlemsel dalgalar ile aydinlanmus olsun. Ortamda

kaynaklarin bulunmadigr halde (E', H') alanlarinin her noktada sagladigi Maxwell
denklemleri

i

rotE' (¥) = —iou,H' (7) (3.1.1a)

rotH' (7) = iwe,E' (F) (3.1.1b)

t

seklindedir. Bu ¢alismanin tiimiinde zamana baglilik e olarak esas alimmustir. Cismin

varligi durumunda ise, ayni kaynaklar her noktada £ ve H toplam alanlarini olusturur

ve bunlarin sagladigi Maxwell denklemleri
rotE (7) = —icu,H (¥) (3.1.2a)
rotH (7 ) = iwe, (F) E (F) (3.1.2b)
seklindedir. Burada &, (7)=¢(F)-io(7)/w, u, swrastyla, cismin igindeki elektriksel

ve manyetik parametreleri temsil eder. (3.1.2a,b)’de rotasyonel operatoriiniin
dogrusallik 6zelligi goz oniinde bulundurularak, (3.1.2a,b)’den (3.1.1a,b) taraf tarafa

cikarilirsa,

rot (3.1.3a)

oot}
—
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A —
|
=
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N—
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rot(H (F)-H' (7)) =io(s, (F)E(F)-&E' (F)) (3.1.3b)

elde edilir. Uzayda her noktada E ile E' ve H ile H' arasindaki farka sagilan alanlar
denir ve sirasiyla E°, H* ile gosterilir:
E'(F)= E(F)- E'(F)= E'(F)= E(F)- E*(¥) (3.1.4a)
H'(F)=H(F)-H'(F)= H'(F)= HF)- H* (¥) (3.1.4b)
Sagilan alanin sagladigi (3.14a, b) denklemleri kullanilirsa (3.13a,b) ifadeleri (3.1.5a,b)

ile verilen sekli alir:
rotE’ (i) = —iou,H* (F) (3.1.52)
rotl* (7)) =io(e,(r)-&,) E () +ioe,E’ (F) (3.1.5b)

(3.1.5b)’nin sag tarafindaki ilk terim, sadece cisim i¢inde sifirdan farkli degerlere sahip

olan hacimsel esdeger akimin yogunluk vektoriidiir.

JO(F)=io(e, (F)-&)E(F) (3.1.6)

Bu halde J, (¥) cisimden sagilan alana iliskin son halini almus olur:
rotE* (7) = —icop,H"* (7) (3.1.7a)
rotH* (7)=J (F)+iwe,E* (F) (3.1.7b)

Bundan sonraki kisimlarda (3.1.7a,b) denklemlerindeki sagilan alan bilesenlerinin

¢Oziimii i¢in literatiirde mevcut olan ii¢ farkli integral teknik kullanilacaktir.
3.1.2. Sacilan Alanin Integral Ifadesi

Bu kisimda (3.1.7a,b) denklemleri, Green fonksiyonu teknigine dayanarak
coziilecektir. Bu amacgla, elektromanyetik uzaya iliskin vektor ve skaler

potansiyellerden faydalanilacaktir.

Lorentz kosulu altinda E* (17 ) ve H° (77) alanlari, 2[(17 ) vektor potansiyeli

cinsinden
ES(77)=—iw{l+%gradgmd};1(?) (3.1.8a)
0
' (7) :imm?(f) (3.1.8b)
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seklinde yazilir (Balanis 1989). Burada k, = @” i, &, , bos uzaya iliskin dalga sayisidir.
Bu sekilde £°(F) ve H*(F) alanlarmin hesabi A(7) vektor potansiyelinin bulunmasina
indirgenmis olur. 2[(17 ) ise, Helmholtz denklemini saglar (Balanis 1989).

lapA(F)+ks A(F) =—pJ , (F) (3.1.9)
(3.1.9) denkleminin Green fonksiyonu teknigi ile ¢6zlimii, kolaylikla,

A(F)= o | g (F,7) T (F)d S (3.1.10)
3

olarak elde edilebilir. Burada g(F N '),

e—iko‘F—F"

g(F.F)=——— (3.1.11)

" azlF -7
seklinde tanimlanan bosluktaki skaler Green fonksiyonudur (Balanis 1989).

Cismin i¢indeki bir »' noktasinda x dogrultulu birim, dirac esdeger akim

kaynaginin bulundugu diisiiniilsiin.
Jo(F)=5(F-7)%, (3.1.12)
bu akimdan kaynaklanan vektor potansiyeli (3.1.10) ifadesinden,

A(F) = yojg(f, 7)o (F—7)id ¥ = pyg (F,F)% (3.1.13)
9

seklinde elde edilir. (3.1.13) ve (3.1.8a) ifadelerinden yola ¢ikarak, x dogrultulu birim

kaynak tarafindan olusturulan elektrik alan bosluktaki vektér Green fonksiyonu olarak

(G,,(7,7")) tanimlanir. Bu durumda G, (7,7"),
rotrotG,, (F, 7' )= ki G, (¥F,F") = —iou,d (F —7') % (3.1.14)
dalga denklemini saglar. Bu denklemin ¢6ziimii,
=, , 1 A
G, (r,r ) =—iwu, (1+Fgradgmd -jg(r,r )x (3.1.15)
seklinde oldugu bilinir. Ayn1 sekilde y ve z dogrultulu birim kaynaklardan meydana
gelen, sirast ile, y ve z dogrultulu bosluktaki vektor Green fonsiyonlar (éoy (77,77 ’) ve

GOZ (F N ')) da tiiretilebilinir. Bu ii¢ vektor Green fonksiyonunu igeren bosluktaki dyadik

Green fonksiyonu

Go (F.F') = Gy (F.F) &+ Gy, (7. 7) 9+ G, (7.7) 2 (3.1.16)
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seklinde tanimlanabilir. Ayrica bosluktaki dyadik Green fonksiyonu asagidaki dalga

denklemini saglar.

rotrotGo (¥,7') — k2 Go (F,7') = 16 (7 - 7') (3.1.17)
Burada 7= xx+ yp+zz seklinde li¢ ortonormal vektor ile tanimli birim dyadiktir.

EO(F v ’)’m’in fiziksel anlami; 7' noktasindaki dirac akim kaynagmin r ’de olusturdugu

elektrik alanidir.
(3.1.7) Maxwell denklemlerinden ve (3.1.17) ifadesinden sagilan alanin integral

ifadesi

B (7)= ijes (7)-G(7.7)dd (3.1.18)

seklini alir ve burada

Qll

(F,F") = —iou, [7+%gradgmdjg(f,f’) (3.1.19)

0

olmak fiizere, seklinde elde edilir. Bu ifadede E(F,F ") niin tigiincii dereceden tekilligi

s0z konusudur. Bu integral cismin i¢indeki ¢ hacminde (kaynak bolgesinde) bulunan »
noktasinda iraksar. Bu calismada dogrudan hesaba elverigli olmayan bu integrallerin

diizgiin sekle getirilmesi iizerinde durulacaktir (Sadiku 2001).
3.2. Yontem

Bu kisimda, akim ihtiva eden cismin olusturdugu elektrik alan {izerinde
durulacaktir. Eger gozlemlenen nokta kaynak noktasina yakinsar ise (3.1.18) hacim
integralindeki dyadik Green fonksiyonunda {igiincii dereceden tekillikler ortaya ¢ikar.
Bu tekillikler hacim integralini dogrudan hesaba elverisli olmayan sekle sokar. Eger
cismin i¢ bolgesindeki elektrik alan hesaplanmak isteniyorsa bu tekillikler ortadan
kaldirilmalidir. Bunun icin bu kisimda, gecikmeli potansiyellerin kullanildig: teknik,
genellestirilmis fonksiyon agimimlarinin kullanildigi teknik ve genel analitik teknik

olmak tizere ti¢ farkli teknik agiklanmustir.
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3.2.1. Gecikmeli Potansiyellerin Kullanildig1 Teknik

Bu yontem, yansiyan alana ait asal deger integralinin de bulundugu toplam
elektrik alan ifadesine moment yOnteminin uygulanmasi ile elde edilen dogrusal
denklem sisteminin ¢Ooziimii esasmna dayanir. Cismin ic¢indeki elektrik alan
hesaplanirken cismin eksenel simetrik olmasindan dolayr sadece c¢eyrek bolgede
¢Ozlimiin elde edilmesi yeterli olmaktadir.

Kisim 3.2.1.1.°de, asal deger integral ifadesinin elde edilmesi agiklanmustir.
Bunun icin dielektrik cismin merkezindeki elektrik alan ilk olarak gecikmeli
potansiyeller yontemi ile hesaplanmaktadir. Daha sonra dyadik Green fonksiyonunu
iceren hacim integrali, kaynak bolgesini kapsayan ¢ok kiiciik bir hacimsel bolgenin
integrasyon hacminden ¢ikarilmasi ile ¢oziiliir. Bu ¢6ziimiin ayrilan hacmin boyutlar
sifira gider iken limit degeri hesaplanir. Bu iki yontem ile elde edilen sonuglarin esit
olmas1 gerektiginden yola ¢ikarak asal deger integral ifadesi tanimlanir. Bu ifadede tekil
noktalarin bulundugu hacimsel bdlgenin integral hacminden c¢ikarilmasindan dolay1

eklenecek olan katki yer almaktadir.

3.2.1.1. Asal Deger Integral ifadesine Eklenecek Katkinin Hesab1

Hacim integralinde ortaya c¢ikan tekil noktalar asal deger integral ifadesi

tanimlanarak ortadan kaldirilacaktir.

B4

Sekil 3.2.1 icerisinden akim akan hacim

Yiik tastyan hacmin disindaki elektrik alan (3.1.18)’deki dyadik Green
fonksiyonunu igeren hacim integrali ile rahatlikla ifade edilir. Fakat », r'noktasina

yakinsarken, yani goézlemlenen noktanin cismin ig¢inde bulunmasi durumunda, Green
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dyadigi tanimsiz hal alir ve bunun sonucu olarak (3.1.18) integralinin dogrudan hesaba
elverisli olamayacag goriiliir. Bolim 3.2.1.1°de bu diizgiin olmayan integralin yapisi
incelenecektir.

Ornek olarak sekil 3.2.2°deki iizerinde akim dagilimi mevcut olan dairesel kesitli
silindirik siitiin yap1 incelenmektedir. Akim yogunlugu J g homojen ve
Jg =Jz (3.2.1)

fazorii ile gosterilsin. Bu akim dagilimi teorik olarak (3.1.18) ifadesini sagladigi

diistiniilerek olusturulmustur. Dielektrik cisim “O” merkezindeki elektrik alani

hesaplanacaktir.
Z 4
T
i i B I,
51 @
Za & _.;V
R
e [ .
/ je" 5, »
9 |
- :
x \h-“—l—l_l—l"-#’
S . .
b

Sekil 3.2.2 Silindirik akim kaynagi

Lorentz kosulu altinda elektrik alanin potansiyel terimleri cinsinden verilen

E(F)=-gradg, (F)-ioA(F) (3.2.2)
ifadesinde skaler ve vektorel potansiyellerin kaynaklar cinsinden ifadesi
—iko|F—F
- H Fes =1\ € 4
A(r)=—|J3 —d3 323
(F)=42175 )V 6230
1 ) e_iko"’_”‘ dlg b
F)=—1/|pa(F)——d¥ 323
)= [ 73 F) 323b)

yerlerine yazilirsa,

- -1 e_"]‘u‘r_r‘ ] e—ik‘,‘r—r‘ la)ﬂ - e
E(r)= d g (7 dg + [ ps (7 ds'|-=20 [ J8(7)——rdd (3.2.4
(7) 47T€ogm 3_Igap9 (") |7 -7 +£ps (7) |7 -7 ] J3(7) ( )
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seklinde dizenlenebilir. (3.2.4)’te pg ve pg sirasiyla esdeger hacimsel ve ylizeysel
yik yogunluklarina kars1 diismektedir. Bu ifadede &, hacimsel bolgesi, » merkezli ve
¢ yarigapli bir kiire olarak diisiiniilebilir. Bu integraller, aslinda & hacminin

boyutlarinin sifira yaklagsmasi durumunda elde edilen limit degerleridir. Potansiyel

teorisine gore bu limitler mevcuttur ve . ’nin sekline baglh degildir. Segilen sekle gore
z=ta i¢in pg =0, pg =+J/iw olur ve burada J sabittir. Bu ifadeler hesaplamay:

basitlestirir ve bunun sonucu olarak E (17 ) , z dogrultusunda ve genligi

Ja | —e7@ ok a?+b* P e )
E (0)= Do e™r =gz e ™ —1 3.2.5
0) ia)g{ a +m} \ ¢ J. +za)5[ } 6.25)

skaler potansiyelden gelen katk vektor potansiyelden gelen katki

olarak elde edilir (Bladel 1961).

Ayni cismin merkezindeki elektrik alan (3.1.18) ifadesi ile hesaplanirsa elektrik

alan ifadelerinin esit olmasi beklenir. Yine akim kaynaginin homojen ve z

dogrultusunda oldugu farz edilirse, ifade
zko‘r r‘

= 1) R 11)
E(F)=- z,uo I|r 7 S—LE’ZgJIaZ{gde

—zko‘r r‘

}m (3.2.6)
F -7

seklini alir. Bu ifadede ilk terimin herhangi bir iraksamasi s6z konusu degildir ve
¢oziimii (3.2.5) ifadesindeki vektdr potansiyelden gelen katkiya esit olur. Uzerinde
durulmasi gereken ikinci terimdir. Bu ifadede r sifira esit iken simetriden dolay1 z

dogrultulu bir vektor elde edilir.

2 —ikyR
[ Tle g (3.2.7)
90z R
Burada R = |17 -7 '| orjine olan uzaklik olmak iizere, (3.2.7) integrali incelenmelidir. Bu
integralin R = 0 noktasinda tanimsiz oldugu aciktir. Bu integrali tanimli hale getirmek

icin orijin bir ¢, hacmi ile ayrilmali ve integral $—&, hacmi boyunca tanimlanmalidir.

Buna kars1 elde edilen integral yine de yakinsamaz. Bunun nedeni ayrilan hacmin sifira
yakinsamasi1 durumunda integralin degerinin ayrilan hacmin sekline bagli olmasidir. Bu

durum bir 6rnek ile incelenirse; yarigapt 7 ve yiiksekligi 2h olan bir yuvarlak silindir

alinacak olursa integral,
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pe e—ikom
1=2x j ——| ——|rdrdz (3.2.8)
serimim OF 4z’

seklini alir ve birka¢ islemden sonra

T

a

I
| I |
T

L __{-an Zh

T

Sekil 3.2.3 Kiigiik silindir hacminin hari¢ tutuldugu silindirik hacmin kesiti

e 1 (3.2.9)

I=4r|1-¢* - -
n
"

a
+——0c
\Ja® +b?

1+

elde edilir (Bladel 1961). ifadenin ¢, hacmi sifira yaklagirken limiti silindirin 7/

oranina baglidir.

Bir bagka 6rnek de orjinin 7 yarigapl kiigiik kiire ile sarildig1 durum olsun. 7

sifira yaklagirken (3.2.8) integralinin degeri birkag basit asgamadan sonra

Sekil 3.2.4 Kiigiik kiiresel hacmin hari¢ tutuldugu hacim

e—ikox/a2+bl _ o ke _}_%} (3.2.10)

1:4,{L
Va'+b’
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olarak elde edilir. / burada kiiciik kiirenin yarigapi sifira yaklagirken iyi tanimlanmistir.
Bu limit degeri integralin “asal degeri” (principle value-PV) olarak adlandirilir. Bu ifade
(3.2.6)’da yerine yazilip (3.2.5) ile kiyaslanirsa (3.1.18)’in sag tarafinin anlami
agiklanmis olur.

Belirlenen geometri i¢in ifade,
J(7)
Jiwe,

PV [J(7)-G(7.7)d9 = E* (F)+ (3.2.11)
3

seklini alir (Bladel 1961).
3.2.1.2. Sacilan Alanin Belirlenmesi

Bu boéliimde cismin i¢indeki toplam alan ifadesi elde edilecektir. (3.2.11) alan

ifadesi
E(F)= E'(F)+ E*(¥) (3.2.12)
toplam elektrik alanin gelen ve yansiyan alan terimlerinin toplami seklindeki ifadesinde

yerine yazilir ve (3.1.6) ifadesi gdz oniinde bulundurulursa,

E'(F)= {1+3:£0—2}E(F)—PVgr(F')E(F’)E(F,F’)d&' (3.2.13)

elde edilir. Burada 7(7)= ia)(gC (F )—50) , E'(F) cisme gelen, bilinen elektrik alan ve

—

E (17 ) cismin i¢indeki bilinmeyen toplam alandir.

Alanlarin hesab1 icin, (3.2.13) integrodiferansiyel denklemine moment yontemi

uygulanarak dogrusal denklem sistemi ¢oziimiine indirgenir.
E(?’)-E(F,F’) i¢ carpimi,

EF)-GF.7)=| 677 6,77 6. FF)|EF)| (214

seklinde ifade edilebilir. Burada

1 o
G. (FF)=—iop,| 5 +— 77 =123  (32.15a
o, (F7) /Jo( n e axqang( ) p.q ( )
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o, =1 p=gq igin

o (3.2.15b)
=0 p#q igin

rq

olarak tanimhidir (Livesay ve Chen 1974). (3.2.15a)’daki x,, x,, x, swrasiyla x, y, z

olarak tanimlidir. (3.2.14) matrisinin simetrik olmasindan dolayr (3.2.13) ifadesinin

herbir skaler bileseni

) p=123

1
—
+
N
—
N
~
L 1
;‘m
—~
N
~—
~
~
—
N
—
~
~—
1
M w
Q
_’;(
Qk
—
N
L
~
je!
—
U
~—
| I
QU
K
Il
—~~
N

(3.2.16)
seklinde yazilabilinir. Moment metodu kullanilarak (3.2.13) ifadesi dogrusal denklem
sistemine doniisiiriilebilir. Bunun i¢in cisim N tane parcaya ayriliyor ve her bir pargada

E(#) ve 7(7)’ nin sabit oldugu farz ediliyor. m. hacim eleman1 §, ile ve merkezi de 7,

ile gosterilecektir. (3.2.16) ifadesinin her bir 7, noktasinda saglandig: diisiiniilerek,

{Hf(—ﬂap(;)—ii[r(;)fwj prm')d&}Exq<fn>—E;<fm>

Jiwe, 3,

=123, m=12..N (3.2.17)
dogrusal denklem sistemi elde edilir.

Q =t(7)PV |G

(7,79 (3.2.18)

olarak tanimlanirsa (3.2.17) ifadesi

3 N T(f) - o
22| =68,6,, |1+~ |[E, (7)=-E. () m=12,.,N,p=1,23 (3.2.19)

o Jiwe,

seklinde toparlanabilir. [S_ ] N x N matris olsun ve elemanlari,

rq

mn mn T(Fm)
Smo=Q =8 5, [ 1+ (3.2.20)
v R Jiwe,

olarak tanimlansin. [Exp] ve [E i,, 1,

£, (7) ] E, (7)

[Ex,,]= : [E"p]= : . p=123 (3.2.21)

X

E. (Fy) El (7y)
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N boyutlu vektorler olarak tanimlanirsa ve (3.2.19) ifadesi olasi biitin m ve p

degerlerini alirsa

[S.1i08,1:18.1 [IE]  |IE]

.............................................

[S,1:0S,]1 S,.1 |[E,1|=—][E,'] (3.2.22)

.................................................

[S.1:[S.,1iS..] |[E.] [E.']
seklindeki matris denklemi elde edilir. Bu ifade sembolik olarak ,
[SI[E]=-E"] (3.2.23)

seklinde yazilabilinir. Burada [E] ve [E'], 3N boyutlu vektdrler iken [S] 3N x3N
matristir. N tane secilen noktanin herbirindeki toplam elektrik alan [S]’ nin tersi alinarak
bulunabilir.

(3.2.18) ve (3.2.20) denklemleri [Sxpxq ] matrisinin elemanlarini tanimlar ve

(7, 7)dd ~8,6 (1+@j (3.2.24)

PO Biwe,

seklinde elde edilir.

[k olarak [S, . ]'niin asal kdsegen tizerinde bulunmayan elemanlari inceleniyor.
Bu durumda 7, ¢, oldugundan G, (7,,7') 9, boyunca siireklidir. Bunun sonucu

olarak hesaplamalardan asal deger islemleri ¢ikartilir. Boylece (3.2.24) ifadesi,

smo=t(n) [ G, . (%.7)dg,  m=n (3.2.25)
S
seklini alir. Yaklasiklik olarak (3.2.25) ifadesi,
seo=1(r,)G, , (7.7,)AS,, mn (3.2.26)

seklinde yazilabilinir. Burada A8, = de' yaklasimi  yapiliyor. [Sxpxq]’nijn
9

n

hesaplanmasi i¢in (3.2.15) ifadesinin kullanilmasi ile (m # n) durumu igin,

Smn _ _ia)ﬂOkOT(i/; )Algn exp(_ij/mn)

o ppy [( y. —l—iy, )6 g T 080" cosd" (3 -yl +3iy, )]

(3.2.27)
L eos0r = () - x) /R,

R =r —r

mn 2 mn | m n

elde edilir. Burada, py, =kR
mn __ m n _ m m m
cos@/ —(xq - X, )/Rmn , olarak tanimhidir. 7, ve r, sirasiyla, 7, —(x1 , Xy 5 Xy ) ve

r, = (xr,x2,x!) seklindedir.
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Eger N degerleri yeterince biiylik segilirse (3.2.26) ve (3.2.27)’de verilen
yaklagimlardan uygun sonuglar elde edilebilinir. Daha fazla uygunluk i¢in (3.2.25)
integrali sayisal olarak hesaplanabilir. kja >>1 durumunda (3.2.25)’teki integrasyon
ifadesinde Green fonksiyonunun frekansa bagimliligindan 6tiirii etkin bir degisimi
ortaya ¢ikar. Bundan dolayr &, hacmi boyunca Green fonksiyonunun degeri olarak alt
hacmin merkezindeki degerinin alinmasi ¢6ziimii olumsuz etkiler.

Eger cismin kesitinin uzun boyutu gelen E i(F ) alanina, Sekil (3.2.5a)’daki gibi,
paralel ise (3.2.25)’nin sayisal integrasyonu c¢oziimiin dogrulugunu oldukga arttirir.
k,R,, <<1 durumunda $ekil 3.2.5a’daki $, alt hacminin igindeki paralel birim akim
tarafindan olusturulan 9 i¢indeki sa¢ilan alanin genligi Sekil 3.2.5b’dekinin genliginin

iki kat1 kadardir. Genel olarak da Sekil 3.2.5a’daki durum ile daha fazla karsilasilir.

Sekil 3.2.5 (a) Cismin gelen alana paralel, (b) dik olmas1
[SXM ]’nilin diyagonal elemanlar1 i¢in (3.2.24) ifadesi

pq

sm =c(7)PV [ G, (F.7)dd -5, (1+ﬂj (3.2.28)

K ! 5 3iwe,
seklini alir. 8, hacminin, r, merkezli esdeger hacim ile, yaklasimi yapilabilir. Bu

sahede (3.2.28) integrali hesaplanabilir. Asal deger integrallerinin hesaplarinin yapildigi

Ek 1°deki (E.7) ifadesinde ¢oziimii gergeklestirilen bu integralin ifadesi yerine yazilirsa,
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s, =0 2 B s k) )- (1052 | 220

r 3k; 3iwe,

13
seklinde elde edilir. Burada a, :(ﬁj olarak tanimlidir. Not olarak; eger 4, ’nin

A

gercek boyutu kiireden oldukga farkli ise yapilan yaklasim zayif sonuglara neden olur.

Boylece [Sxpxq ] matrisinin elemanlar1 hesaplanmis olur (Livesay ve Chen 1974).

3.2.2. Genellestirilmis Fonksiyon Acilimlarinin Kullanildigr Teknik

Kisim 3.2.2.1.°de, dyadik Green fonksiyonlarini igeren hacim integrallerinde
karsilasilan tekillikler genellestirilmis fonksiyon ifadeleri kullanilarak ortadan kaldirilir.
Bu yéntemde J (77 ')’m'in 4 icindeki biitiin noktalarda Holder sartini sagladigi kabul
edilerek hacim integralindeki dyadik Green fonksiyonu ifadesindeki skaler Green
fonksiyonunun ikinci genellestirilmis fonksiyon olarak diisliniilir ve esdeger ifadeleri
kullanilir. Bu kisimda genellestirilmis fonksiyon tanimi ve ispati yapilmistir. Sagilan
alan ifadeleri hesabi i¢in, Kisim 3.2.1.’e benzer sekilde eksenel simetrik cisim moment
yontemi kullanilarak kiiplere ayristiriliyor ve ceyrek bolge lizerinde ¢oziim elde

ediliyor.
3.2.2.1. Genellestirilmis Fonksiyonlarin Tanimlanmasi
(3.1.18) ifadesinde dyadik Green fonksiyonunun agik sekli yerine yazilirsa

1,,(7)=[J(7)

9 prﬁxq

Mdlg' p.q=1,2,3icin (3.2.30)
seklinde integrallerle karsilasilir. Bosluktaki skaler Green fonksiyonu g(?,?')’niin
ikinci tiirevinin tclincii dereceden tekilligi mevcuttur. Bu tekil noktalar hacim
integralini dogrudan hesaba elverisli olmayan sekle sokar.

(3.2.30) ifadesindeki J(#')’niin Holder sartim saglamasi durumunda g(7,7")
fonksiyonunun ikinci tiirevinin genellestirilmis fonksiyon tanimi yakinsak ifadelere

doniisir.
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J (F ') ‘niin 7 ’de Holder sartim1 saglamasi i¢in, R <c¢ kosulunu saglayan biitiin
r" noktalarinda
J(7)-J(F") < AR“ (3.2.31)
olacak sekilde ii¢ tane pozitif katsaymin (c, A, ve «) bulunmasi gerekir. Bu ¢aligmada
J (77 ') ‘niin 9 i¢indeki biitiin noktalarda Holder sartin1 sagladig: kabul edilecektir.

Skaler Green fonksiyonunun ikinci tiirevi

{azg(F,F')}_{azg(F,F')} +{82g(7,f')} (3232)
Ox!,0x; Ox!,0x; . Ox’,0x; E

olarak tanimlansin. Burada (3.2.32) ifadesinin sagindaki ilk terim, skaler Green

fonksiyonunun ikinci tiirevinin &, hacminin disindaki bolgedeki ifadesi (regiiler kismi),

ikinci terim ise 9, hacmi icerisindeki bolgedeki ifadesidir (tekil kism).

; (P )| o
[pq(r):£J(r ){#}d& p.q=1,2,3 (3.2.33a)
P~
=4, +B, +C, (3.2.33b)
Burada
2 = =
4,= | ()28 g (3.2.33¢)
9-39, axpaxq
2 = = 2 =
B, = | {J(F,)_a g,(r’,r )—J(f)—a g°,(r’,r )}m (3.2.33d)
3, Ox,0x, Ox,0x,
_ %, -n)(%, R 2
c. =J(F)L | MdS’:J(F') o (1 gg (3.2.33¢)
P AT oy R Ox,0x, 3 47R

olmak {izere, seklinde tanimlanir. (3.2.33d) ifadesindeki g, (17,17 ') statik Green

fonksiyonu olarak isimlendirilir ve

g,(7,7")= i (3.2.34)

olarak tanimlanir. (3.1.11)’deki (zamana bagli haldeki) Green fonksiyonunda k, =0
yazilarak elde edilir (Lee ve ark. 1980). (3.2.33) ifadelerindeki diger terimler Sekil 3.2.6

yardimiyla agiklanacaktir.
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Sekil 3.2.6 r gozlem noktasini iceren ¥, hacmi

P8 hacwi

T 98, yizeyi
Sekil 3.2.7 Yiizey parametreleri

&, hacmi $’nin i¢inde gelisigiizel bir hacimdir ve » gdzlem noktasini igerir.

Burada vurgulanmasi gereken iki nokta vardir:

i) &, 'nin sonsuz kii¢lik olmasma gerek yoktur.

ii) 1, () niin degeri 9, "nin secimine bagh degildir.

(3.2.33c)’deki 4, terimi yakinsaktir ¢linkii 8, bolgesi integrasyon hacminden
¢ikarilmistir. Ayrica belirtilmelidir ki g(7,7") ve g,(7,7’)’niin R=0’da R~ tekillikleri
vardir. Bu durum ve (3.2.31)’deki Holder sarti (3.2.33d)’deki B, teriminin
yakinsamasini saglar. (3.2.33e)’deki €, terimi iginde, 09, (Sekil 3.2.7) ile gosterilen,
&, hacmini smirlayan smir yiizeyi boyunca olan yiizey integrali mevcuttur. 7 vektorii
09, yiizeyi lizerindeki ' noktasindan disari dogru olan birim normaldir ve R,
R =7'—7 dogrultulu birim vektordiir. C ,, 1¢in alternatif ifade hacim integralli ifade ile
verilmigtir.

Bu asamada (3.2.33) formiillerinin tiiretilmesi lizerinde durulacaktir. Gel’fand ve

Shilov (1964) Green fonksiyonunun tiirevini
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7(7)= {—a‘% ('7”7')} (3.2.35)

ox,
seklinde genellestirilmis fonksiyon olarak tanimlamislardir. Bu (-2)’nci dereceden

homojen fonksiyondur. (3.2.35)’in tiirevini Muller (1969) tanimlamistir ve bu ifade;

!} J(f'){w}w:g [ )28l g, | () -0 (7)) 25 ) ggr o

x,,0x, 9, 0x,,0x, 0x,,0x,
(3.2.36)
seklindedir. (3.2.36)’daki C,,
b = =
C, =J(7) I %dx;dxt’ S,t # pigin (3.2.37)
09, q
olarak tammhidir. C,, "yl basitlestirmek i¢in (Sekil 3.2.7°den)
og, (7,7") —cos —% -R
gO(r, r)_ Je T (3.2.382)
Ox, 4z R 4z R
dx!dx| = (%, -i)dS’ (3.2.38b)

yazilir ve (3.2.38a,b)’nin (3.2.37)’de yerine konmasiyla C,, ’niin (3.2.33¢)’deki son hali

elde edilir.

g, (7, 7") niin tiirevi ile g(7,7") niin tiirevi arasinda iliski kurmak igin,

{azg(F,F')}: 82(g(fi’)—go(ff'))+{52go(7’7)} (32.39)

’ 1 ’ 1 ! ’
8xp8xq 8xp8xq 8xp8xq

ayristmi goz Oniinde bulundurulur. (3.2.39)’un sag tarafindaki ilk terim iyi tanimlidir
clinkii R =0 komsulugunda
1 1 2
P )—g, (P, 7)) =——]| (—ik,R)+—(—ik,R) +--- 3.2.40
8(77)~ 0 (7.7) =g | (R} 5 (kR - (6240
seklinde seri acilimi mevcuttur. (3.2.39) ifadesinin (3.2.33a)’da yerine yazilmasi ve

(3.2.36)’nin kullanilmasi sonucu (3.2.33b)’deki istenen formiil elde edilir.
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3.2.2.2. Sonuc¢larin Degerlendirilmesi

(3.2.30)’daki 1, 1raksak integrallari herhangi bir §, hacmi i¢in (3.2.33)

ifadeleri ile tanimli hale getirilmistir. Bu kisimda (3.2.33)’teki sonug ifadeleri
yorumlanacaktir.

a) C, ’'niin agik ifadeleri
(3.2.33¢)’de tanimlanan C,, terimi birkag 6zel 9, igin hesaplanabilir.

i) &, hacmi, a yarcapli ve igindeki herhangi bir nokta r ile belirlenen bir kiire

oldugunda;
(3.2.48)

seklinde elde edilir.
ii) 4, hacmi r mekezli fakat gelisigiizel yerlestirilmis (kiibiin yiizlerinin x,,x,,x,
eksenlerine dik olmasina gerek yok) oldugunda;

C = —%J(f)apq (3.2.49)

Prq
seklinde elde edilir.
iii) ¢, hacmi r mekezli, a yaricapli, 2b yiikseklikli ve ayrica ekseni x; ekseni ile

cakisan silindir oldugu durumda;

C,=C, = —mm) (3.2.50a)
b .
Cy, = (— - l]J(r) (3.2.50D)
2\a® +b?
C,=0 p#q icn (3.2.50¢)

seklinde elde edilir. Gelisigiizel ¢, hacmi i¢in C, ifadesi,
C11+C22+C33=J(F)lapy/(F):—J(F) (3.2.51)

seklindedir. Buradaki v,

w(F)= [ —d9 (3.2.52)
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seklinde tanimlidir ve §, iizerindeki birim yiik dagilimindan kaynaklanan elektrostatik

potansiyeldir. Bu 6zellik ilk olarak Yaghjian (1978) tarafindan bulunmustur.
b) Genellestirilmis fonksiyonlar kullanilmadan (3.2.33)’deki sonuclar klasik analizler
ile de elde edilebilir.

(3.2.30) ifadesinin,

” 82 ! = = ' ..
’Pq(’”):ax;,ax;£‘](”)g(”ﬂ’)dl9 p-q=1.23 icin (3:2.53)

ifadesine esit oldugu rahatlikla gosterilebilir. (3.2.53) ifadesi,
l,=4,+E, (3.2.54)

seklinde tekrar yaziliyor. Burada

62
= J(7 F, i) d9 3.2.55
Pq axpaxq g'; (V)g(l" l") ( )

seklinde tanimlidir. Ilk olarak, (3.2.55)’teki integralin birinci dereceden tiirevinin

alinmasi ile,

o o . og(7,7)
— J(r')g(r,r’)d&'z— J(r’)—,dlﬁl’
8xq 3, 9'[{ 8xq
=— [ J(7)g(7.7)(%,-7)dS + jmg(af’)ds' (3.2.56)
09, Gy 0 q

ifadesi elde edilir. Burada son ifade elde edilirken Green teoremi uygulanir. (3.2.56)

ifadesinin ikinci tiirevi alinirsa

=

E, = | J(f)M(fc -ﬁ)dS'—ji,[J(f')—J(F)]Mdg' (3.2.57)
09, p Gy Xy axp

elde edilir. Bu ifade elde edilirken 6J(F )/ ox; =0 durumu kullanilmustir. (3.2.57) deki

son integrale Green teoremi uygulanirsa,
’g (7,7

E, =J(7)a£a—aggi’w)(>-ﬁ)dS'+IJQ[J(f')—J(f)] o ) ag

=J(F) J' M(Aq-ﬁ)db‘#g’ J(F')M_J(F)M d9

’ ! ! 1
axpﬁxq 8xp8xq

& (g(7.7)~ g, (7.7
~J(7) | ) a(r) (3.2.58)
3, ox,,0x,
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ve son integrale tekrar Green teoremi uygulanirsa
E, =B, +C, (3.2.59)
elde edilir. (3.2.59)’un (3.2.54)’te yerine konmasiyla (3.2.33)’teki istenen formiil elde

edilir. Boylece klasik analiz ile elde edilen 1spat tamamlanmis olur.

¢) Bosluktaki bir J (F') akim yogunlugundan kaynaklanan E (77 ’) elektrik alan1 J (F') ve

G(F , F') , dyadik Green fonksiyonunun konvoliisyonundan elde edilebilir. Bu ifadeler
kisim 3.1.’de agiklanmistir.
Iraksak integrallerden sakinmak ve E (77 ) ’yi dogru bir sekilde hesaplamak i¢in

(3.2.15a)’daki skaler Green fonksiyonunun ikinci dereceden tiirev ifadeleri (3.2.33)’teki
gibi, genellestirilmis fonksiyon olarak kabul edilerek, ¢oziiliir. Bu durum segilen bir
akim kaynagi ile irdelenecektir.

Akim degerininin sabit ve homojen oldugu ve sadece x dogrultusunda

bileseninin oldugu (J = J% ) kabul edilirse akim matrisi,

J
/1=l o (3.2.60)
0

olarak ifade edilir. (3.1.18) ifadesi kullanilarak icerisinden akim akan hacmin i¢indeki

elektrik alan (J = e, Holder kosulunu sagliyor) elde edilir.

N 1 0g(FF ,
El(r):_la):qu£ g(f’ﬂ’)ﬂg% d9 (3.2.61)
_ . g Og(RF)
El(”)=—lawoJ£g(r,r )d g ol e d9 (3.2.62)

(3.2.62) ifadesindeki ilk integral ifadesi yakinsaktir ve ikinci integral ifadesi ise R~
tekilligi olan 1raksak integraldir. Bunun i¢in ikinci integraldeki skaler Green
fonksiyonunun ikinci tiirevi genellestirilmis olarak kabul ediliyor ve (3.2.33) gibi ifade

ediliyor.

- . = = ’ J azg(F’F’) ’
El(r)z—la)qugg(r,r )d9 *iog J}{ o d9 (3.2.63)

Boylece sag taraftaki ikinci integral yerine (3.2.33) ifadesi yazilirsa,
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N I B
El(r):—zwyoJ£g(r,r )d9 +%1“(r) (3.2.64a)

olarak elde edilir. Ayn1 sekilde diger alan bilesenleri de

Ez(l_;):%]zl(?) (3.2.64b)
I
E, (r) = iwe, I (”) (3.2.64c¢)

seklinde elde edilir. Burada 7 pq(?) (3.2.33)’te verilmistir. (3.2.33) ifadelerinde V,
hacminin sifira yakinsamasi durumunda alan ifadeleri elde edilir (Lee ve ark. 1980).
r", 8, hacmini kaplayan yiizey iizerinde bir nokta olsun ve bu yiizey (Sekil
3.2.7°den);
08, yizeyi: ' =F+af(u,v), (3.2.65)
seklinde tamimlaniyor. Burada (u,v) yiizeyin parametreleridir. Ornek olarak (u,v), r
merkezli (6’, ¢) kiiresel koordinatlari olabilir. ¢ — 0 iken 8, sekli, hacmi sifira diisene

kadar kalir. Bu durumda (3.2.33)’teki 7, (¥) ifadesi,
1, (’7):1}23[‘4% +C,, ] (3.2.606)
seklini alir. Burada B, terimi yok ¢iinkii (3.2.32)’deki Holder kosulu geregi o sifira

giderken o da sifira gidiyor. (3.2.66)’daki integral asal deger integralidir.

- 4,,’niin limit degerinin elde edilmesi;

62 = =
lim | sT8ET) g (3.2.67)
‘90( -0 Ig_lga axpaxq

p=q durumunda A, 'niin limit degeri Ek.1” deki (E.5) denkleminden

a0 P4

lim A :éa‘m [ —(ikya, +1)e o +1] (3.2.68)

13
olarak belirlenir. Burada a, = (’1&) olarak tanimlidur.
71
- C,, i¢in;
. -J
limC, =—6 (3.2.69)

a0 P4 3 M
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ifadesi yazilabilinir. Buradan

L, (F)=lim[4, +C, |= %(ikoRo+l)e_ikR°5pq (3.2.70)

a—0

elde edilir.
3.2.2.3. Sacilan Alanlarin Belirlenmesi

Sacilan alanlarin belirlenmesinde esdeger akim kaynaklarinin kullanildigi hacim
esdeger teoremi kullanilacaktir. Hacim esdeger teoremi ile elde edilen dyadik Green
fonksiyonlu hacim integral ifadesi, (3.1.18) ve (3.1.6) ifadesi gboz Oniinde

bulundurularak,

E*(7)=[2(7)E(7)-G(7.7)d9 (3.2.71)

seklinde yazilabilir. E(F N ') ‘niin ti¢ilincii dereceden tekilligi s6z konusudur. Bu integral
cismin ic¢indeki ¢ hacminde (kaynak bolgesinde) bulunan r noktasinda iraksar. Bu
problem genellestirilmis fonksiyonlar kullanilarak ¢oziilecektir.

(3.2.71)’deki alan ifadesi (3.2.12)’deki toplam elektrik alanin gelen ve yansiyan

alan terimlerinin toplami seklindeki ifadesinde yerine yazilirsa,

E'(F)=E(7)-[«(¥)E(F)-G(7.7)d& (32.72)
9
seklinde elde edilir. E(?) toplam elektrik alan1 moment yontemi kullanilarak

bulunabilir.
(3.2.72) ifadesindeki E(F')-E(?,?’) i¢c ¢arpimi (3.2.14,15a,b) denklemleri ile

tanimlanmaistir.

Boylece (3.2.72) ifadesinin herbir skaler bileseni.
E, (7) j (7 ZG E, (7 )}w' L(F) p=123 (32.73)

seklinde yazilabilinir. Moment metodu kullanilarak (3.2.72) ifadesi lineer denklem
sistemine doniisiiriilebilir. Bunun i¢in cisim N tane pargaya ayriliyor ve herbir pargada

E(¥) ve z(F)nin sabit oldugu kabul ediliyor. m’ninci hacim 3, ile gosterilecek ve bu
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hacmin merkezi 7, ile gosterilecektir. (3.2.73) ifadesinin herbir r, ’de saglandig

diistiniilerek,

Exp(?m)ii{r(”ﬂ)]prxq(?m,F’)dQ’}Exq( )=E. (%) (3.274)

elde edilir. Burada p=1,2,3, m=1,2...Ndir.
Q" =z( j G, . (7,7)d¥ (3.2.75)

olarak tanimlanirsa (3.2.74) ifadesi

3
22[@”’” S5, m]E (7,) m=12,.,N, p=123 (3.2.76)
g=1 n=1
sekline dontistir. [Sxpxq ] N x N matris olsun ve elemanlari,
S;Z’;q = pr”xq =00 (3.2.77)

olarak tanimlansin. [Exp] ve [E;p], (3.2.21) ifadeleriyle tanimlanan N boyutlu

vektorlerdir. (3.2.76) ifadesi olas1 biitiin m ve n degerlerini alirsa (3.2.22) seklindeki
matris denklemi elde edilir. Bu ifade sembolik olarak (3.2.23)’e benzer sekilde

yazilabilinir. Burada [E] ve [ £'] nin 3N boyutu var iken [S] 3N x3N matristir. N’tane
secilen noktanin herbirindeki toplam elektrik alan [S]’nin tersi alinarak bulunabilir.

(3.2.75) ve (3.2.77) denklemleri [S, ] matrisinin elemanlarini tamimlar. Bu
denklemlerden,

si=z(r,) [ G, (7.7)d9 =5, (3.2.78)

seklinde elde edilir.

[k olarak [S, . ]'niin asal kosegen tizerinde bulunmayan elemanlar inceleniyor.
Bu durumda 7, ¢ 8, oldugundan G, (7,,7') 9, boyunca siireklidir. Bunun sonucu

olarak hesaplamalarda herhangi bir tekil nokta ile karsilasilmaz. Boylece (3.2.78)

ifadesi,

st o=2(r) |G, (7.7)d9 (3.2.79)

xpxq

seklini alir. Yaklasik olarak (3.2.79) ifadesi,
S;’:’jcq = r(rn)G ’ (17 .7 )A9 (3.2.80)
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seklinde yazilabilinir. Burada AS, = jdg' yaklasimi  yapiliyor. [Sxpxq]’m'in

h

hesaplanmasi i¢in (3.2.15a) ifadesinin kullanilmasi ile (m #n) durumu igin,

w Ok, (7, ) A, exp(—ja

XXy 3
dra;,

) [(%fm -1-iy,, )5pq +cos 0" cos 0" (3 —y2 +3iy,. )}

(3.2.81)

elde edilir. Burada, p, =k,R R, = |r =7, 086" = (le - X, )/ R, .,

mn ? mn m n

cos & =(x;” - X, )/ R, , olarak tanimhdir. 7, ~ve r, noktalar1 sirasiyla,
r, = (x{”,xf,xg”) ve r, = (xl”,x,f,x;’ ) olarak belirlenmistir.

Eger N degerleri yeterince biiylik segilirse (3.2.80) ve (3.2.81)’de verilen
yaklagimlardan uygun sonuglar elde edilebilinir. Daha fazla uygunluk i¢in (3.2.79)
sayisal olarak integrallenebilir.

[S. . ]’niin asal kdsegen lizerindeki elemanlart i¢in (3.2.78) ifadesi

smo=t(7) [ G, (7.7)d9 -6, (3.2.82)

X, %, Lgn
seklini alir. 8, hacminin, 7, merkezli esdeger hacim ile, yaklasimi yapilabilir. Bu
ifadede (3.2.15) dyadik Green ifadesi yerine yazilirsa,

mn — . 1 & N
Sxpxq = z‘(l’n) f —iwp, (5pq +k_§6xq6xp Jg(r,r )d9 —§pq

n

() @
S =—ioour (7 j 8 (7 F)dg——=2 | g(7,7)dd -6

3.2.83
iwe, g ox,0x, wo )

elde edilir. Ikinci integraldeki skaler Green fonksiyonunu genellestirilmis fonksiyon

ifadeleri yazilirsa (Lee ve ark. 1980) ve

2 = =
Sy =—ioopr ( j F)dd - 7(7) j{a g(F.7 )}d,g’—apq (3.2.84)

iog, g | Ox,0x,

seklinde yazilir. (3.2.84) ifadesinin birinci teriminin integral ifadesinin ¢6ziimii i¢in (Ek
1)’ deki (E.1) ifadesi kullanilarak
= = ' 1 . —ikga,
[ g(7.7)d9 :F[(zkoan+l)e o —1] (3.2.85)
3, 0

elde edilir. ikinci terim igin ise (3.2.33) ifadeleri kullanilir.
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0 g(” 7)
I (7)= ———22d9 p,q=12,3 3.2.86a
=4, +B, +C,, (3.2.86b)
burada
82 a, =
4= [ 2807 g (3.2.86¢)
9,—9 axpaxq
82 - = 82 - =
B, = j[ g,(”’f)- gO,(r’f)}ds' (3.2.86d)
3, Ox,0x, Ox,0x,

_-l I (’Gp'ﬁ)(’eq‘R)dS': o j(miRjdg' (3.2.86¢)
a9,

olarak tanimlanir. Ifadelerdeki integraller ¢, — 0 iken limit degerlerinde hesaplanirsa,

5,
fim 4, == —21[ —(ikya, +1)e "o +1] (3.2.87)

19 -0 pq

1/3
olarak belirlenir. Burada a, = (33” ) olarak tamimldir. Diger ifadeler,

4
lim B =0 3.2.88
Ogo P ( )
lim C 5’” (3.2.89)
Gy —0 = 3 o

olarak hesaplanir. Tiim bu ifadeler (3.2.84)’te yerine yazilirsa

Smn :M[(ikoan_‘rl)eﬂcoan —1:|—T<rn)5pq

. —ikqa, _
X% . - (lkoan +1)e o
iwE, Jiwe,

Pq

2za),u0
S" =6 | ——|ex zk a, 1+lk a,)-1 3.2.90
KA 3k; [ p( ] ( 3iwe, H ( )

elde edilir. (3.2.90) ifadesi Kisim 3.2.1.’de elde edilen (3.2.29) ifadesiyle aynidir.

Boylece genellestirilmis fonksiyon ifadelerinin kullanilmasiyla g(F,F ’)’nin ikinci

tiirevinin hacim iizerinde integrallenemeyen R~ tekilligi kaldirilmis oldu.

Eger 9 ’nin ger¢ek boyutu kiireden oldukg¢a farkli ise yapilan yaklasim zayif

sonuclara neden olur.
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3.2.3. Genel Analitik Teknik

Bu kisimda ¢ok kiiciik hacim cisimden ¢ikarilmadan dyadik Green
fonksiyonunun integralinin hesaplanabildigi genel analitik teknik iizerinde durulacaktir.
Bu yontemde dyadik Green fonksiyonunu igeren hacim integrali, uygun analitik ifadeler
ve gradyant teoremi ile yiizey integraline donistiiriiliir. Boylece dyadik Green
fonksiyonunun hacim integralinde olusturdugu tekillik problemi ortadan kaldirilmig
olur. Yani cismi olusturan her bir parcanin yiizeyleri ile merkez noktalarinin
kesisememesinden otiirli tekillik ortadan kalkar. Yine bu bdliimde moment yontemi ile
integrodiferansiyel denklem lineer denklem sistemine doniistiiriilerek c¢eyrek bdlge
tizerinde ¢OzUlmiistiir.

Dyadik Green fonksiyonu genel olarak genellestirilmis veya dagilim fonksiyonu
olarak tanimlanir. Genel olarak hacim integralini hesaplamak i¢in kullanilan prosediir;
tekilligin etrafindaki ¢ok kiiclik hacmin integrasyon hacminden c¢ikarildigi asal hacim
yontemidir. Bu boliimde hacim ¢ikarilmadan dyadik Green fonksiyonunun integralinin
hesaplanabildigi genel analitik teknik tizerinde durulacaktir.

Genel analitik teknik farkli sekildeki hacimler boyunca olan integraller icin
kullanilabilir. Burada dyadik Green fonksiyonunun kiire ve kiip boyunca olan
integralleri i¢in agik ifadeler tiiretilecektir. Ayrica kiiresel hacimler i¢in agiklanan
integrasyon tekniginin kullanilmasi ile basit analitik ifadelerin tiiretilebildigi ve bu
ifadelerin asal hacim yontemi ile elde edilenlerle ayni oldugu gosterilecektir. Bu
integraller icin olan analitik ifadeler, gézlem noktasinin cismin i¢inde veya disinda
olmasima bakilmadan mevcuttur. Bunun nedeni ifadelerin sadece ylizey integralleri
igermesidir. Ayrica bunlarin hesabi olduke¢a yiiksek dogruluk oraninda yapilabilir.

Dyadik Green fonksiyonunun kaynak bdlgesindeki tekilligi genis bir sekilde
Bladel (1961) ve Yaghjian (1980) tarafindan arastirilmistir. Bunlarin ¢aligmalari, dyadik
Green fonksiyonunu sadece delta dirac fonksiyonu tekilligini igeren genellestirilmis
fonksiyon olarak ve dagilim fonksiyonu olarak gostermistir. Bunun hesabi da asal
hacim metodu denen ve tekilligin etrafindaki hacmin ayrigtirildig1 yaklasim ile yapilir.
Asal hacim integrasyonunda ayristirma hacimlerinin farkli sekilleri i¢in sik¢a esdeger
hacim (3D de kiire) yaklasimi yapilmaktadir.

Asal hacim metodu su ana kadar kaynak bolgesindeki dyadik Green

fonksiyonunun integralini saglayan yaklagik tek yontem olmustur. Bu kisimda asal
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hacmin aslinda gerekmedigi gosterilecek ve alternatif bir yontem iizerinde durulacaktir.
Bu boliimdeki ifadeler herhangi bir sekildeki ayristirma hacmi ve uzaydaki herhangi bir

konum i¢in gecerlidir.
3.2.3.1. Genel Integral Tiiretme Teknigi
Asal hacim metodu, kaynak bolgesindeki dyadik Green fonksiyonunun neden

oldugu tekilligi ¢cok kiigiik bir hacmin hari¢ tutulmasi ile asar. Buna kars1 hari¢ tutulan

hacmin gerekmedigi ve

Q l

(7)=[G(7.7)dr (3.2.91)
9

ifadesinin dogrudan hesaplanabilecegi gosterilebilinir. (3.1.19) ifadesi (3.2.91)’de
yerine yazilirsa,

5(?):—1’60#0 (7+%gradgmdjf(i7) (3.2.92)
0
elde edilir. Burada ,
f(7)=[g(7.7)dF (3.2.93)
3
seklinde tanimlidir.
lapg (F,F')+kog (F,F')==6(F —F'),
ifadesinden;
g(F 7)== 6 (7 ~7)—— lapg (7.7 (3.2.94)
kO kO
elde edilir. (3.2.94), (3.2.93)’de yerine yazilirsa
f(?):—izjlapg(;?,f’)df'—izjé(f—f’)df’ (3.2.95)
ks 9 ko 9

elde edilir. Bosluktaki skaler Green fonksiyonun gradyantlar1 arasindaki grad = —grad'’

bagintisinin  (burada gradyantin {issii kaynak koordinatlarina bagli diferansiyeli

belirtmek i¢in konulmustur) kullanilmasiyla;

f(F):%dingrad'g(?,?’)d?’—%D(F) (3.2.96)
0 4 0
elde edilir. Burada,
D(F):{l red (3.2.97)
0 red

olarak tanimlidir. Gradyant teoremi kullanilarak,
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1 = ’ 1 -
f(7)=—div$ g(7,7)i(7)dS'—— D(F) (3.2.98)
ko 09 ko
ifadesi yazilabilir. Burada 09, ¢ integrasyon hacmini kaplayan kapali ylizey ve n, 09
ylizey smirindaki disa dogru olan birim normal vektoriidiir. Benzer islemler

uygulanarak,

grad gradf (F) = —grad § g (7,7 i (7')dS" (3.2.99)

oV

elde edilir. (3.2.98) ve (3.2.99) (3.2.92)’de yerlerine yazilirsa;

(7\7) = — {—D(F)7+7div<j'> g(7.7)A(7)dS' ~ grad § g(F,F')ﬁ(F’)dS} (3.2.100)
l0&, 89 89

Ol

elde edilir. Boylece hacim integrali yilizey integraline doniistiiriilmiis oldu. Sinirh
sayidaki hiicreler i¢in hacim sinir1 ile hiicre merkezi arasindaki uzaklik hi¢bir zaman
sifir olamaz. Bu durum (3.2.100) ifadesinin kullanilmasi ile tekilligin tamamen
kaldirildigin1 gosterir. (3.2.100) denkleminin bir diger avantaji da uzaydaki herhangi bir
noktadaki integralin hesabinda kullanilabilmesidir. Bu formiiller diger niimerik
yontemlere nazaran daha diisiik hesaplama vakti saglarlar. Bunun nedeni ylizey
integrallerinin hesab1 hacim integrallerine gore daha etkili olmasidir.

(3.2.100) denklemi herhangi bir sekildeki hiicre icin evrenseldir. Hiicre sekline
bagl olarak, 09 farklh yiizeyleri temsil eder, boylece farkli ifadeler elde edilebilir.

(3.2.100)’deki ifadenin kiipe ve kiireye uygulanmasi sonraki kisimlarda yapilacaktir.
3.2.3.2. Kiip Boyunca Integrasyon

Dyadik Green fonksiyonunun kiip iizerindeki integrasyonu incelenecektir.

Blogun merkezinin (xn - ) ’de bulundugu, goézlem noktasinin (x, v, z) ’de bulundugu

ve kiiptin kenar uzunluklarinin her birinin 2a oldugu farz edilerek bir kartezyen

koordinat sistemi diisiiniilsiin. (3.2.100) denklemi
a(7) :;[_D(fﬁﬁm(g (F)i+1 (7)p+1 (7)) -grad (1 (7)i+1 (7)7+1 (;)s)}
s,

(3.2.101)
seklinde yazilabilir. Burada
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| Vriestal kR poikR
[ (F)=— - dz'dy’ 3.2.102
X(r) 472— yn.[a sz-a Rxl Rx2 J : y ( )

1 x,taz,+a e—ikORy] _ikORyZ
1,(7) :EX,L I xR, ]dz dx (3.2.103)

| eradtal iRy kR
[(F)=— - dy'dy’ 3.2.104
Z(r) 477'- x”J:ay —-a Rzl RzZ j y ) ( )
Ry =|(x—x, —af +(r-y'V +(—=¢]" (3.2.105)
R, =|x-x,+a) +(y=y) +(z-2)]" (3.2.106)
Ry =|x=xV+(y-y,-af +(z-2F]" (3.2.107)
R, =|x=x) +(y—y, +af +(-2F]" (3.2.108)
Ry =lx-x) +(r=») +(z-z,-a}]” (3.2.109)
R =|(x=x) + (=) +(z-z,+a)]" (3.2.110)

olarak tanimlidir.

Gradyant ve diverjansin genel ifadelerinin kullanilmasiyla (3.2.101) ifadesi
[-D(7)+v,, (F)+v, (F)+v. (7)1 -
Q(7)= v (F)2% v, (F) &9 — v, (F) 52 —v, 9% — (3.2.111)

VW=V YZ—V IX—V, Zy—V_zZZ

seklinde yazilabilir. (3.2.111)’de birim dyadigin ii¢ ortonormal vektorlii ifadesi yerine

yazilmasiyla
[-D(F)+v,, (F)+v..(F) |t -v, (F) &
()= ia}go v, (F) 2= v, 38+ [-D(F)+v, (F)+v.. ()] 3 (3.2.112)
v, 2=, 28— v, 2+ =D (F)+v, (F)+v, (F) ]2

seklini alir. Matris ifadesinin kullanilmasiyla,
=D (F)+v, (F) +v..(F) -, () —v.(7)
-, (7) =D (F)+ v, (F)+v..(F) —,.(7)
' —v..(7) v, (¥) =D (F)+v, (7)+v, (F)
(3.2.113)

Q(7) =

iwe

elde edilir. Burada,
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ox
A\ yania Riz

3
Rxl

_ _ —ikoRy
_(x x,—a)e (ik,R,, +1)sz,dy,:l

yy

0, ()= [6)

_L[x"f”f [l e

oz
1 X,tay,+a Z Z +a) —ikyR, Z(ik0R22+1)
47z I J- R,

X,—ay,—a

3
Rzl

— — —ikoR;
(z-z-a)e ™ (iR, +1>]dy,dx1

oy
e ot (kR +1)
47Z'|:y-[az.[a y y [ Rjz
e " (ikyR,, +1)J
- dz'dy’
B aa

(3.2.114)

(3.2.115)

(3.2.116)

(3.2.117)
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N O
0= 21,
X,+a z,+a —ikyR 2
[IIXX( (zl§R+1)
472- X,—a z,—a R)Z
ook,
- (]ZR +1)sz'dx}
31
.\ O
020,
—ikyR
1 X, ta z, +a ’ e 0 ty2 lkR +1
E[){IMIQ(Z—Z)( (R};; y2 )
ikoR,
- (ZZORyl . I)sz'dx}
y1
.\ O -
o) 2.6
{xj:ayfa x x [ ~ikyR, z(llzR +1)
47[ X,~a y,—a R,
—ikyR
e (iky R, +1)]d g }
K, -
. O -
)= 21
x,+a y,+a —iky R, Z(ZkR +1)
4ﬁLIUL =) ( R,
—ikyR
_ Ol(lkR )Jdld1:|
K, o

seklinde ifade edilir. Bu ifadelerde

(3.2.118)

(3.2.119)

(3.2.120)

(3.2.121)

(3.2.122)
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V.=V (3.2.123)

oldugu kolaylikla gosterilebilir. » = 7' i¢in

v, =v_=v_=0 (3.2.124)

Xy Xz yz

oldugu goriiliir. Bu durumda tekil hacim igin;

| —14v (F)+ i (7) 0 0
Q(F) =- 0 —1+v5, (F)+ v (F) 0
100 0 0 vl (F) 495, (F)
(3.2.125)
matrisi elde edilir. Burada
Lo a +a+a e_ikORx (ZkORx +1) o
vxx(r)=5[l£ I3 dz'dy (3.2.126)
—ikyR
o a fe e (ikyR, +1)
C(F)=— dz'dx’ 3.2.127
v)’)’(r) 2”{_[ Ri Z ax ( )
L a +a+a e*ikoRz lk RZ“FI ’ ’
vzz(r)—g_a_a( (sz ) dy'dx (3.2.128)
R =la>+y?+27]" (3.2.129)
R, =[x?+a’+272]" (3.2.130)
R =[x?+y?+a*]" (3.2.131)

olarak tanimlidir. Goriildiigi gibi hacim igindeki tekillik i¢in herhangi bir ek islem
yapilmamistir. Bunun nedeni islem yapilan yiizey integralleri ile cismin igindeki tekil
noktalarin kesigmesinin miimkiin olmayisidir.

Bu boliimdeki matris ifadesi cismi olusturan tek bir parca hacim igin elde
edilmistir. Cismin tamami i¢in gereken ifade, her biri kiip seklindeki hacimlerin
olusturdugu katkinin moment metodu ile birlestirilmesi ile elde edilecektir. Bir sonraki

kisimda bu konu tizerine durulacaktir.
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3.2.3.3. Sagilan Alanlarin Belirlenmesi

Sagilan alanlarin belirlenmesinde esdeger akim kaynaklarinin kullanildigr hacim

esdeger teoremi kullanilacaktir. (3.2.71)’deki hacim esdeger teoremi ile elde edilen

dyadik Green fonksiyonlu hacim integral ifadesinde E(F,F ') ‘niin ligiinci dereceden
tekilligi s6z konusudur. Bu integral cismin i¢indeki ¢ hacminde (kaynak bolgesinde)
bulunan » noktasinda iraksar.

Kisim 3.2.2.3’te uygulanan yol izlenerek moment matrisi ifadesi

sm =z(r,) [ G, (7,7)d9 =5, (3.2.132)
3,

pq - mn

seklinde elde edilir. (3.2.113) g6z Oniinde bulundurularak ve cismin N tane kiipten

meydana geldigi diistiniilerek,

I 1
an (rm’rn): . :
iwe,
=D(7,F)+v,, (7.7 )+ v (F,.F) v, (%,.7,) v (F.F)
_Vyx(;m }7?1) _D(f;n ’7;1)+vxx(7;n’7;1)+vzz(7;n’7;1) _v}z(fm’Fn)
_vzx (fm F) _sz(7 ’;n) _D(f;n’fn)—‘rvxx (7;11’7;1)_*_‘)}:}’(7;”’7;1)
(3.2.133)

ifadesi yazilabilir. Matrisin elemanlar1 kisim 3.2.3.2.°de tanimlanmigtir. Bu matristen
yola ¢ikarak moment matrisi olusturulabilir.

(3.2.91) ifadesi de gbz oniinde bulundurularak,
s =1(r, Q0 =5,,6,, (3.2.134)
seklinde yazilabilir. Buradan [qu] matrisinin elemanlar1 hesaplanacaktir. Bu

hesaplamalarda dort farkli durum ortaya cikar.
Ik olarak asal kosegen iizerinde bulunmayan elemanlar1 inceleniyor. m #n ve

p # q durumunda (3.2.132) ifadesinin
Sy, = e, (3:2.135)

seklini aldig1 goriiliir. (3.2.133) ifadesinden

gm _F(n) (=, (57)) (3.2.136)

e, !
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yazilir. Ayrica S;Z’;q :S;’;’;p oldugu belirtilmelidir. m#n ve p=g¢q durumunda

(3.2.132) ifadesi

se =, ), (3.2.137)
seklini alir ve (3.2.133) ifadesinden
z(r,) o L
S =" , , 3.2.138
X ia)é‘o (Vx2x2 (rm rn)—‘r vx3x3 (rm rn )) ( )
z(r,) L Lo
M= —"t 3.2.139
XX ia)go (vxlxl (rm’rn)+vx3x3 (rm7rn )) ( )
o(r), . o
= 3.2.140
X3X3 ia)go (Vxlxl (rmﬁrn ) +Vx2x2 (rmﬁrn )) ( )
seklinde yazilir.
Diyagonal elemanlar i¢in; m =n ve p =¢q durumunda (3.2.132) ifadesinin,
s =1, ) -1 (3.2.141)
seklini aldig1 goriliir. (3.2.125) ifadesinden;
s :M(—l+vjx v )1 (3.2.142)
11 la)é‘o 242 343
s =M(—1+v;m v )1 (3.2.143)
e, :
s :M(—l+vjm v )1 (3.2.144)
iws,

yazililir. [fadelerdeki v, . terimleri (3.2.126-131) denklemlerinde tanimlanmustir.
m=n ve p # q durumunda (3.2.132) ifadesi
s =1(r, ) (3.2.145)
seklini alir. (3.2.125) ifadesinden;
So=0 (3.2.146)

Xp¥q

yazilir.
Moment matrisinin olusturulmasi ile elde edilen her bir elemanin degeri niimerik

integrasyon ile hesaplanabilir.
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3.2.3.4. Kiiresel Hacim Boyunca integrasyon

Kiirenin yarigapmin a oldugu farz edilsin. (3.2.125) denklemine uygun olarak

s s

sadece v: ,v’ ,v. ifadeleri hesaplanmalidir. Kiiresel hacim igin biitiin diyagonal

xx?2 yyd Czz

\ \

olmayan elemanlar sifirdir. Simetriden dolayr v ,v’ ,v. i¢in asagidaki bagmnti

xx2 T yy? "tz

mevcuttur.
Vi =V, =V (3.2.147)
(3.2.100) denklemine bagli olarak
vi 4w, v =div g (7,7)(7)dS’ (3.2.148)
09

yazilabilir. Boylece (3.2.147) ile (3.2.148) ifadelerinden

Vie =V =V =%diV<gg(F,F)ﬁ(F')dS' (3.2.149)
0

Ve =V, = VL =—%gf>diV’g(?,F’)ﬁ(?’)dS’ (3.2.150)
o4

seklinde de yazilabilir. Kartezyen koordinatlarda,

0 X+ 0 f/+i2 (3.2.151)
ox' oy~ o7

grad' =

seklinde tanimlidir. Kartezyen koordinatlardaki ve kiiresel koordinatlardaki ortonormal

vektorler arasindaki bagintilardan bir tanesi

F'=xsin@' cos@'+ ysin@'sing’ + Z cos ' (3.2.152a)
seklindedir ve buradan
0 :sinH'cos¢'ﬁ+sin0'sin¢'Q+cosﬁ'g (3.2.152b)
' Ox oy 0z

yazilabilir. (3.2.152a) ve (3.2.152b) denklemlerinin kullanilmasi ile

0
rad'g (7,r")n(7)dS' = p—I(g(7,7"))dS’ 3.2.153
§ srad’s(7.F)A(r)dS = § {2 (7 7) (3.2.153)

kolaylikla elde edilir. Burada (3.1.11) ifadesinde »' =0 yazilarak

—ikyr'
e ko

g(rr)=g(F)="—; (3.2.154)

elde edilir. Bu ifadenin kullanilmasi ile
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afi' [2(7.7)]= a(i'[ (7)]= —M (3.2.155)

elde edilir. (3.2.155)’in (3.2.153)’de yerine yaz11m351 ile
$ grad’g (,#")i(7')ds' = - (hya+1)e <j’>d5' ~(ikya+1)e™ (3.2.156)

o9

elde edilir. (3.2.156)’n1in (3.2.149)’da yerine yazilmasi ile
Vi =V, =V :%(ik0a+1)e”‘“ (3.2.157)

elde edilir. (3.2.157)’nin (3.2.125)’te yerine yazilmasi ile
Q(7)= iajgo {—1 +§(1 + ikoa)e-fkaF (3.2.157)

elde edilir. Bu dyadik denklemin agik sekli daha once elde edilen (3.2.29) ve (3.2.93)
ifadeleri ile aynidir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

Bu calismada diizlemsel dalgalarin homojen olmayan, eksenel simetrik
dielektrik cismin ig¢inde olusturdugu alan ifadeleri hesaplanmistir. Rezonans
durumunda, bir dielektrik cisim igerisindeki sacilan alan dyadik Green fonksiyonlarini
iceren hacim integralleri ile ifade edilir. Eger cisim homojen degilse, yani konumla
degisen biinye parametrelerine sahip ise, cismin ic¢indeki her bir farkli biinye
parametresine sahip bolgedeki elektrik alan ifadesi icin ayrik ifadeler tanimlanmalidir.
Bu ifadeler moment yontemiyle saglanir. Her bir ayrik ifadede yer alan hacim
integralinde gozlem noktasinin kaynak noktasina yakinsamasiyla, dyadik Green
fonksiyonlarindan kaynaklanan {igiincii dereceden tekillikler ortaya ¢ikar. Dyadik Green
fonksiyonunda ortaya ¢ikan bu tekillikler hacim integralini dogrudan hesaba elverisli
olmayan sekle sokar.

Dogrudan hesaba elverisli olmayan hacim integralleri bu calismada ti¢ farkh
teknik ile tanimli hale getirilmistir. Bu tekniklerden iki tanesinde ¢6ziim i¢in hacim
integral ifadeleri, birinde ise ylizey integral ifadeleri kullanilir. Hacim integral
ifadelerinin kullanildig1 ilk iki teknik; tekilligin etrafindaki cok kiiclik hacimsel
bolgenin toplam integrasyon bdlgesinden ayristirilmasi esasina dayanan asal hacim
yontemidir. Bu tekniklerden ilkinde, asal deger integral ifadelerine eklenecek katki
toplam kaynaklarin olusturdugu alan hesab1 yardimiyla belirlenmistir. Digerinde ise;
eklenecek katki Holder kosulu altindaki genellestirilmis fonksiyon yaklasimi
kullanilarak hesaplanmistir. Bu iki teknikten farkli olarak, ¢6ziim igin ylizey
integrallerinin kullanildig1 iiglincii teknik ise, genel analitik teknikdir. Bu teknikde
tekillik icin herhangi bir ek isleme gerek kalmamaktadir.

Asal hacim teknigini esas alan iki teknikten de ayni sonuglar elde edilmistir. Bu
kisimda elde edilen sonuglarin analitik sonuglarla kiyaslanmasi yapilacaktir.

Cismin kiiplerle modellenmesi sonucu sabit dielektrige ve iletkenlige sahip alt
bolgeler elde edilmistir. Rezonans bolgesinde her bir alt bolgede elektrik alan da sabit
kabul edilmistir. Bu yaklasimlar ¢6ziimii kolaylastirmistir.

Diisik ve rezonans frekans bolgelerinde hesaplamalar  yapilmistir.
Hesaplamalarin tiimiinde Sekil 1.1°deki dogrultular se¢ilmistir.

Teorik olarak diisiik frekanslarda kiirenin merkezindeki elektrik alanin genligi

gelen alanin genliginin 3/ (5, +2) katt kadardir. Sonu¢ ifadelerinde de diisiik
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frekanslarda cismin i¢indeki sagilan alanin frekansa bagimliliginin olmadig: goriiliir ve
bu ifadeler farkli ¢ bagil dielektrik sabitleri i¢in hesaplanmis ve Tablo 4.1°de

verilmigstir. Bu degerlerden Asal Hacim teknigi ve Genel Analitik teknik ile hesaplanan

degerlerin analitik sonuca yakinsadig1 gortiliir.

Cizelge 4.1 Homojen olmayan dielektrik kiirenin i¢inde diisiik frekanslarda olusan

elektrik alan ifadeleri

¢ A A 3 AHT merkezdeki | GAT merkezdeki
Mz | fem & - £ +2 || tvim) |E| (vim)
107 3.10° 50 | 1.342-10° 0.4286 0.4172 0.4120

10° 3.10* 50 | 1.342-10* 0.4286 0.4172 0.4120

10° 3.107 5.0 1.342-107 0.4286 0.4172 0.4120

103 3.107 20.0 | 6.708-10° 0.1364 0.112 0.1398

10° 3.10’ 51.7 | 4.172-10° 0.0559 0.0503 0.0589

Sekil 4.1°de goriilen 1 [V/m] genlikli diizlemsel dalga ile aydinlatilmis dielektrik

kiirenin igindeki toplam elektrik alanin farkli & degerleri i¢in aldigi degerler Sekil
4.2°de goriilmektedir. Goriildiigii gibi farkli k7 degerlerinde sabit genlikli diizlemsel
dalganin dielektrik kiire i¢inde olusturdugu toplam alan ifadeleri degismektedir. k& r

degeri arttik¢a kiireyi aydinlatan diizlemsel dalganin kiirenin i¢inde olusturdugu toplam
alan degerlerinin genligi de artmaktadir. Bu durum elde edilen ifadelerden de
anlasilmaktadir. Sekil 4.2’de toplam alan ifadesi bir yaricap i¢in hesaplanmistir ve

ciziminde normalize yarigap kullanilmistir.

— .

El

]:'Ii

Sekil 4.1 Diizlemsel dalgalar ile aydinlatilmis homojen kiire
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Sekil 4.2°deki analitik referans ¢oziim, bir diizlemsel dalganin homojen
dielektrik kiireden sagilmasinin analitik yollarla incelendigi Ek.2’de elde edilen (E.60-
63) katsayilarinin kullanildig1 Mie Serisi ¢oziimii ile hesaplanmistir.

Diizlemsel dalga ile aydinlatilmis homojen kiirenin i¢indeki toplam alan iki
farkli sayisal teknik ile hesaplanmistir. Bunlardan ilki, Asal Hacim Teknigi, digeri ise
Genel Analitik Tekniktir. Kirenin bagil dielektrik katsayis1 & =5 ve ko =0.1257

oldugu durumda bu iki teknik ile elde edilen sonuclar Sekil 4.3°te Mie Serisi ¢oziimii ile
kiyaslanmistir. Her bir sayisal teknigin analitik sonuca yakinsadig goriiliir.

Sekil 4.3’teki sonuclar elde edilirken sayisal yontemlerde kiirenin modellenmesi
icin bir yaricap boyunca dort kiip 6rnek alinmistir. Bu durumda asal hacim tekniginin

genel analitik teknige gore analitik ¢Oziime yakinsamasinin daha fazla oldugu

gozlemlenmektedir.
07y
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Sekil 4.2 Farkli k r degerleri i¢in kiirenin ig¢indeki alan degerleri

Burada belirtilmesi gereken noktalardan bir tanesi, asal hacim tekniginde
hesaplama yapilirken (3.2.26) yaklasiminin kullanilmasi ve bir digeri ise genel analitik
teknikte de kiirenin kiiplerle modellenmis olmasi ve bunlarin yiizey integralleri ile

sonuca gidilmesidir. Ayrica her bir sayisal yontemde cismin eksenel simetrik
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olmasindan ¢eyrek cisim tizerindeki ¢ozliim yeterli olmustur. Bu hesaplama siiresi i¢in
onemli bir faktordiir.

Genel analitik teknikte tekillik i¢cin herhangi bir ek isleme gerek olmadigi
goriilmiistir. Bu durum dogal olarak bir takim sonuglar dogurmustur. Ornegin,
dielektrik cismin modellenmesinde kullanilan geometrik hacimler daha uygun olarak,
yani modelleme orant daha yiiksek sekilde secilerek dogrudan eleman sayisi
degismeden, sadece modelleyici hacim uygun secilerek analitik ¢6ziimlere bir
yakinsama elde edilebilinir.

Modelleme ic¢in segilen uygun geometrik hacimlerin yiizey integrasyonu
kolaylikla elde edilebilinir. Bu integrasyonlarin elde edilmesi i¢in herhangi bir
yaklasima da gerek yoktur. Burada belirtilmesi gereken bir durum da bu calismada
kiiplerle yapilan modellemenin sonucunda asal hacim tekniginde hacim integrallerinin
hesaplanmasinda iki farkli yaklagim yapilmistir. Bunlardan ilki, kiiplerin kiirelere
benzetilmesi, ikincisi ise kiirelerin merkezindeki ¢ok kii¢iik hacmin ayrigtirilmasi ve bu
ayrik hacmin sifira yaklasmasi1 durumundaki limit degerinde hesaplama yapilmasidir.
Ayrica moment yontemi uygulanmasinda her bir kiibiin i¢indeki elektrik