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ABSTRAKT

Gok degigkenli istatistiksel analiz tirlerinden biri
olan Diskriminant Analiz; gruplarain birbirinden kesinlikle
ayrilamadigi durumlarda bireylerin ayirim ve siniflandirilma-

sinda kullanilan bir yontemdir.

Bu galigmada Diskriminant Analiz ve dayandifi matema-
tik temeller tanitilmig ve bir  Basic Bilgisayar Programi ha-
zirlanniziir, Daeha soura bu programla lise 8grencilerinin

akademik kollara ayrilmasina iligkin bir uygulama yapilmigtir.



ABSTRACT

Discriminant Analysis, ags one of the multivariant sta-
tistical analysis, is a2 method which is used for the discrimi-
nation and classification of the individuals when the groups
can not discriminate from each other, in a certain way.

In this study, at first the discriminant analysis and its
mathematical groundwerks have been explained, Then, a basic
computer program has been prepared. After that this program,
has been applied for the discrimination of the lycee students

in academic branches,



ONSOZ

Cafdag toplumlar gerek fen, gerek sosyal tiim alanlarda
geligmekte ve karsilagilan problemleri ¢ozebilmek ic¢in bilim
ve teknigin tiim imkanlarini kullanmaktadirlar. Bir problemin
¢6ziimii goZunlukla problemi ortaya koyan faktdrlerin tesbit e~
dilmesini ve bu fakttrlerin sonug¢lar iizerindeki etkilerinin

bulunup ortaya konmasini gerektirir.

Olaylar hakkindaki verilefMEOplanma51, analizi ve yorum-
lanmasi istatistifin konusudur. Istatistik calismalarda belir-
1i bir karakteri gtvsteren bireylerin tiimiine populasyon, popu-
lasyonu temsil etmek iizere rastgele sec¢ilen kiiciik gruplara or-
nek denmektedir. Ornek iizerinde yapilan calismalar ve elde edi-

len sonuglarla populasyon hakkinda yorumlara ulagilar.

Bu ¢aligmada bagta tarim, tip olmak ilizere hemen hemen
biitiin alanlarda kullanilabilen cok deZiskenli Istatistik Analiz
tiirlerinden "Diskriminant Analiz" tanitilmakta ve eZitimle il-

gili bir uygulamaya yer verilmektedir.

Diger c¢ok deiigkenli istatistik analiz tiirlerinde oldu-
gu gibi Diskriminant Analizde de iglemlerin yapilmasi 6zellik-
le Ornekteki birey ve defisken sayisinin biiyilk oldufu durumlar-
da karmagik ve zordur. Istatistiksel iglemlerde bilgisayarlarin
kullanilmasi stz konusu gili¢liikleri ortadan kaldirdigi icgin is-
tatistik analiz tiirlerine basvuruyu kolaylagtirmig ve bBylece

" bu yontemler daha ¢ok kullanilir olmusgtur.

Bu caligmada iigigggg;££m§6revini iistlenen, degerli yar-

galigmanin kullanicilarsa yararli olmasini dilerim.
Murat ALTUN
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DISKRIMINANT ANALIZI

1. GIRiIg

Diskriminant Analizi, Gok Degigkenli Istatistik konula-
rindan biri olup literatiirde Classification, pattern recogniti-
on, character recognition, identification, prediction, selecti-

on gibi adlarla kargimiza ¢ikmaktadar.

Tiirkge literatiirde "Diskraiminant Analizi" ada yanlnda

"Ayirici Fakt8r Analizi" ada da kullanilmaktadair.

Diskriminant Analizi konusunda ilk cgaligmalar eski olmak-
la beraber asil gelisme ve kullanilabilme elektronik hesap maki-
nalarinin ve bilgisayarlarin kullanilmaya bagladigi dbneme rast-

lamaktadir.

Pearson (1926), Morant (1928), Mahalonobis (1927-1930)
iki grubun farkliliklarinin Sl¢lmi ile ilgili g¢aligmalar yapti-

lar.

Tisher (193%6) iki grubun sozkonusu olduZu durumlarda bi-
reylerin minimum hata ile sinaflandairilmasi iizerinde galigtl.
Rao (1948) ayni calismayi ikiden gok gruplu rnekler igin gelig-
tirdi.

Von Mises (1945), Cavalli (1945), Penrose (1947), Smith
(1947) bir yigini tek degiskenli, yada ¢ok defigkenli iki gruba
aylrma problemi iizerinde g¢aligtilar. Daha sonra Barlett ve Plea-
se (1963%) ayni ortalamali, farkli var-covaryans matrisli grupla-
rin siniflandirilmasi; Anderson ve Bahadur (1962) farkli ortala-
mali, farkli var-covaryans matrisli ¢ok degiskenli normal yifi-

‘nin gruplara ayrilmasi problemini ¢ozdiiler. C

| Yﬁl;sekégretz‘n; Kurulr
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Smith (1947), Cooper (1963%3-m965) ve Bunke (1964) kuadra-
tik diskraminant fonksiyonlarini incelediler. (Erbag 1985. S.2)

Oztirk(1973), Oztirk ve Karatag (1974) Diskriminant Ana-

lizi konusunda agiklamalarda bulundular.
1.1. Diskriminant Analizin Konusu ve Amaglari

Diskriminant Analizin konusu hangi populasyona ait olduk-

lari bilinmeyen bireylerin ayirim ve siniflandirilmasidir.

YiZini olugturan bireyler belirli ozellikleri bakimindan
degigik gruplar olugtururlar. Bu gruplar bazan kesin hatlarla
birbirlerinden ayridirlar, bazan icice gecmig bir durum gosterir-
ler. Aragtirma, inceleme yada herhangibir calisma simasinda iize-
rinde ¢aligilan bireylerin bu gruplarina (gruplara ayrilmig bi-
¢imine) her zaman ihtiyag duyabiliriz, Eger gruplar birbirlerin-
den kesin hatlarla ayrilabiliyor ise Riskriminant Analize ihti—
yag¢ yoktur. Bu durumda gruplarin bireyleri ile ilgili tlgiimler
birbirinden kesin sinirlarla ayraidir demektir, Hangi gruba ait
oldugu bilinmeyen herhangibir bireyin atanacagi grubu belirle-
mek icin bireyle ilgili ©lg¢iimlere bakmak yeterlidir. Minyatiir
bir ©rnek olarak bu durum Tablo 1l'de verilmistir.

“rup No Birey No X X
. 1 2 Grup No Birey No Xl X2
1 6 4 1 6 4
1l 2 T 4 1 2 7 4
2 8 3 3 8 3
4 1 11 4 5 4
2 5 2 12 2 5 4 5
6 3 10 6 7 6

Tablo 1. Tablo 2.
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Rastgele seg¢ilen bir bireyin‘Xl ve X2 deéigkenleri lize~
rinden aldiZi degerler 2 ve 9 ise bireyin ikinci gruba, 7 ve 3
ise birineci gruba ait oldufuna kolayca karar verilebilir. Tablo
2'deki veriler incelendiginde ayiraim i¢in kesin sainarlaran olma#

dig1 kolayca goriiliir.

Gruplarin birbirinden kesin hatlarla ayrilamadigi (icice
gecmig bir durum gosterdiZi) hallerde bireylerin ayirim ve si-
niflandirilmasi belirli kriterlerle miimkiin olmaktadair. Bunlara

diskriminant fonksivonlari denmektedir.

Analiz Oncesinde bireyler diskraminant analizi kriterle-
rinin disinda bir kritere gbre gruplar halindedirler, Ormegin
analize tabi tutulan bireyler hastalar ise daha ©nce konmug teg-
.hislere gtre ililserliler, sirdzliiler, kanserliler v.s. gibi; 6g-
renciler ise aldaklara notlara, veya ilgi alanlarina gdre fen

grubu, matematik grubu, edebiyat grubu SZrencileri gibi.

Hastalara teghis koyarken kullanilan deZigkenler iizerin-
den tespit edilen sonuglar (#Hlgiimler) birbirinden gok farkli ise
hastanin hangi gruba dahil edilecegi kolayca belirlenir., Teghis-
te hata payi sifairdir. Efer olciimler (nabiz, ates, afgrala siire,
idrar kiiltiirii, kan tahlilleri v.s.) birbirine yakinlik g¥steri-

yorsa bu durumda hatali teghis koyma sgansa yiikselir,

Ikinci ©“rnekte lise (son sinif) grencileri; arasiniflar-
da derslerden aldiklari notlara gbre s6zii edilen ii¢ gruptan bi-
rine yOneltilirken notlar kesin sinirlarla ayrilmiyor ise &fren-

cileri yonlendirmede hata edilebilir.

Birinci ¢rnek ig¢in teshis koyma igini diskraiminant fonk-
siyonlarina gdre yapmak (bagka sdyleyisle teshisi uyzun program-

lar yiiklenmig bilgisayarlara yaptirmak) minimum hatali teshisi,



jkinci Brnek ic¢in de minimum hatali yonlendirmeyi sagliyacaktir.,

Diskraminant analizde kullanilan degiskenler analiz so-

nunda faktsr yada diskriminant fonksiyonu adi verilen degigken-

lere doniigir. Bir'diskraminant fonksiyonu, degigkenlerin bir 1i-
neer kombinezonudur. p tane defiskene kargilik p tane diskrami-
nant fonksiyonu (faktdr) elde edilir, ancak bu faktdrlerin hep-
si ayni ayirici giice sahip deZildirler. Ayirma isi ayrrica giici
yiksek olan faktorlere gbre yapilir. Boylece bireyler daha az
boyutlu bir sistemde incelenebilmig olmaktadair. Elde edilen ye-~
ni sistemin degigkenleri yani diskriminant fonksiyonlara (Yi ler),
analize tabi tutulan defiskenlerden birbirleriyle ilgili olanla-~
rin (Xi lerin) birlesimi olarak ortaya c¢ikar. Diskriminant fonk-
siyonunun olugumuna afarlikla katkida bulunan deZigkenlerin bi-
linmesi bu fonksiyonun adlandlrllma31n1 aglar. Ofrencilerle il-
gili resim, miizik, spor degiskenlerinin’yetenek faktori¥ bitki-
lerle ilgili govde kalainligi, boy , kitk uzunlufunun ‘yapir fakto-

ri¥ olarak belirlenebilmesi gibi.

Sonu¢ olarak diskriminant analiz ile gruplari belirleyen
p tane deZigken yerine bu defiskenlerin dofrusal kombinasyonu
olan (bazan egriselde olabilir) yeni fonksiyoniér tanimlayarak
gruplar arasindaki mesafenin maximum yapilmasi saflanir, Yeni
fonksiyonlarin onemli olanlarinin se¢ilmesi p boyutlu sistem
yerine daha az boyutlu bir sistemin elde edilmesini ve grupla-
rin bu sistemde incelenebilmesini saglar, Boylece gruplarin ta-
ninmasi1 ve yorumlanmasi mimkiin olur. (Oztiirk 1980.s.113%) Bunun
yaninda gruplardan birine ait oldugu bilinen ancak hangisine
ait oldufu bilinmeyen bir bireyin ait oldugu gfﬁbun belirlenme-
si bir takim karar kurallari gerektirirki bu kurallar diskraimi-

nant fonksiyonlarina bafli olarak liretilebilir. Boylece en az



hata ile siniflandirma yapilabilir.

Diskriminant Analizin Bzellikle taram, tip, psikoloji,

biyoloji ve daha bir g¢ok dallarda uygulamalara vardir.
Ozetlenecek olursa Diskriminant Analizin amaglara,

i) Gruplar ici varyansa oranla gruplararasi varyansi maximum
yapacak diskriminant fonksiyonlarini belirlémek,

ii) Gruplararasi ayirima en ¢ok katkida bulunan ayirici defis-
kenleri belirlemek, o
iii) Analiz ©oncesi gruplarin birinden geldigi“éncak hangisinden

geldizi bilinmeyen bireyleri . ait olduklarai gruplara siniflaya-

cak karar kurallari geligtirmektir.

Ayni yarindan gelen farkli gruplarin varyans-kovaryans
matrislerinin esit oldufunu varsayarak herhangi bir bireyin han-—

gi gruba ait oldufuna karar verebilmek ig¢in lineer diskriminant

fonksiyonu kullanilar. Gruplarin dajfilim matrisleri egit deZil~

se gruplarin dagfilimlari birbirine banzemé@ ve bbylece en iyl
ayirim yapilmamig olur. Sonu¢ olarak bu durumda lineer diskrimi-
nant fonksiyonunun kullanilmasi yanlig siniflama sayisini maxi-
muma ¢ikaracaZindan isabetli olmaz, (linkii diskraiminant analizin

amaci en iyi (minimum yanligli) siniflamayil yapmaktar,

Varyans-kovaryans matrislerinin egitligi varsayimi kaldi-
rilarakta diskraiminant fonksiyonlarini elde etmek miimkiindiir. Bu
tiir fonksiyonlar bu galismanin kapsamina alinmamigtir. Burada
yalniz lineer diskraiminant fonksiyonlari iizerinde durulacaktar.

(Gruplaran dafilam matrislerinin esitligi poragra { 3.4)



1.2. Diskriminant Analiz ig¢in Geometrik Agiklama

9imdi Diskraiminant Analizin kuramsal ytniinii agiklayalim,
Konunun anlasilirligini kolaylagtirmak i¢in degisken ve grup

sayisaini ikiser tane tutarak geometrik bir inceleme yapalim,

Diizlemde her noktaya bir reel sayi ikilisi karsi gelir.

Her noktaya bir vektdr goziiyle bakilabilir,

n, tanesi El’ n, tanesi E2 grubundan olmak iizere toplam
n tane bireyin Xl ve X2 degigkenleri agisandan gozlendifini dii-

giinelim,

Gruplar icinde noktalar (yada temsil ettikleri bireyler)
normal dagilmig ise gruplar bir ellips olugtururlar. Bu ellips-
lerin merkezlerinde yogunluk fazla, merkezden disa gidildikce
yoifunluk azdar. Yani grup seyreklegir. Gruplar birbirinden ta-
mamen kopuk defildir. Kesigtikleri bir blge vardir. Asafidaki
temgili grafikte El ve E2 gruplarinin ortak dofrusu 1 ve buna

orijinden indirilen dikme y olsun. Yani 1 qu 'dir.

A4
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Sekil- 1.



Noktalarin 1 dogrusuna paralel y ekseni lizerindeki iz~
diisiimleri (dik izdiisiim) -tek boyutludur. BSylece iki boyutlu
uzayl1tek boyutlu izah edebilmekle bir ayirici faktdr ekseni
(diskriminant fonksiyonu) elde etmis olmaktayiz. D nektasi tek

boyutlu diskraminant uzayaina F1 ve F2 bblgelerine ayirar.

Bu tek boyutlu uzay g¢egitli bigimlerde izdiigiim alinarak
elde edilebilir. Ancak y _l.1 olmasi halinde El ve E2 nin kesi-
gsimlerinin izdigiimi en kiigliktiir. Ayni zamanda grup ortalama
Vektorleri (elips merkezleri) nin izdiisiimleri arasindaki uzak-
lik en biiyliktiir. Fl ve F2 'nin grup ic¢i varyanslari gbzdniine
alinacak olursa bunun y'den bagka bir eksenle olugturulan izdii-
giimlerinin grup i¢i varyanslarina gtre daha kiigiik oldufu kolay-

ca gbriiliir.

Gruplar normal dagilim gtstermedikleri takdirde 1 ekseni
gruplari ayiran en iyl sinir olmaz. Ciinkii gruplar elips olugtur-
mazlar ve kesigim bblgesine ¢ok az sayida birey diigebilecepi gi-

bi bir yiZilma da sbzkonusu olabilir.
2. DISKRIMINANT FONKSIYONILART

Diskriminant Analizin Konusu ve Amacglari maddesinde anla-
t1ldagar gibi diskriminant fonksiyonlari (faktdrler) orijinal de-
Zigkenlerin (Xi'lerin) birer lineer kombinezonudurlar. Xi'lerin
her lineer kombinezonu diskriminant fonksiyonu olur mu? Hayair.
Diskraminant fonksiyonu olabilmesi i¢in gruplari birbirinden en
iyi gekilde ayirabilmesi gerekir., Bu yiizden diskriminant fonksi-
yonlarina "ayirici faktdrler" de denmektedir. Bu bdliimde gruplar
arasi farkliligi ortaya koyacak olan "gruplararasi garpimlar ve

kareler toplumi"nin "gruplar i¢i carpimlar ve kareler toplami®na



orani (F) tanitilacak ve bunun maximizasyonu iizerinde durula-
caktir.
Daha sonra buna baéll olarak diskriminant fonksiyonlari

elde edilecek ve bu fonksiyonlar yardimiyle populasyonu tanimak

ve gruplar hakkinda saflikli yorumlar yapmak miimkiin olacaktir.

2.1. Tanimlar.

n tane birey herhangibir esasa gbre m tane gruba ayril-
mis olsun. Bunlardan ny tanesi El’ n, tanesi E2, ereevely tane—~

si Ek grubunu meydana getirsin.

Bu durumda,
m
Z nkzn P §
=1
dir.
Her gruptaki bireyler igin Xl’ XZ”"“’Xp olmgk lizere

p tane degigsken gbzlemlenmisg olsun.
E ' nin elemanlarina;
Ek:%,alk’ 82k,......,enk§ geklinde gbsterebiliriz,

Herhangi bir gtzlem yada ©lg¢iimi belirlemek igin Xi'k
J

formunu kullanacagfiz. Burada,
i: durum indisi
j: defisken indisi

k: grup indisi'dir.

X432 notasyonu ikinei grubun dordiincii elemanainin iictincii

deZigken iizerinden aldigi deferi gtstermektedir.

X;y bir vektdri belirtmekte olup k'yinci grubun i' yinei



vektdriinii gstermektedir.

>

ilk

p
€ b
i2k

Blesee PY

ipk

Zq

Vik dgin nk,} p'dir.

Herhangibir k'yinci grubu

B ={%50] xe 2P}

k'inci grubun ortalama vektdri;

0y
A :E X,
k nk £ ik

genel ortalama Vektdrii;

X= - jg: 0 . X
k=1

1 m nk
= ™ :E Xik
k=1 i=1

geklinde gtsterelin,.

Bu notasyonlari kullanarak veri

biliriz,

.~ - ’\\ Ex
‘I" .1'
“ " %;K_/ / /
/%2‘
Sekil- 2

matrisini goyle

gbstere~
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Veri Matrisi

Grup No Birey No Deriskenler
Xl X2 ® % ® a6 o6 s encoae Xp
1 l Xlll Xl2l o2 000 deoaneos lel
2 lel X221 . o & 85 & & 2 0 0 9 szl
n X X tervee-eeese X 1
! i ng2l n,p
k 1. Xllk Xlgk ooooooooo eas o lpk
2 X?ll{ X22k Q h) . o s o8 2pk
n X X . A, R ¢
k n, 1k n, 2k n, Pk

2.2. EBylemsizlik Momenti (Varyans-Kovaryans) Matrisi (1)

n tane elemanin eylemsizlik momenti diye ~%- .T'ye de-
nir. Burada T genel ¢arpimlar ve kareler toplami olup (T veya

G.G.K.T. ile belirtilir.)

}

(1) lowment:g (X).—.Xk fonksiyonunun beklenen deferine 'X rastgele
deffiskeninin O'a gbre k'inci mertebeden momenti denir,
m=E (X%) ile gésiorilir.

}ﬂﬂfv(ﬂk] beklenen deferine C noktasina gbre k'inci mer-

tebeden moment denir.

C yerine X'in beklenen deferi (ortalamasi) alinirsa
E [(X—E(X))k] deZerine beklenen defere gore k'yinci mertebeden
moment denir. Dagilimlarin incelenmesinde beklenen degere gvre
momentler c¢ok kullanilirlar.

Beklenen degfere gore birinci, ikinci, iigiineti .........
momentler sirayla,

~— L -
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. m nk == -
T:jg (X, -X) (X;-X) R
k=1 i=1

k'yinci grubun grup ic¢i eylemsizlik momenti matrisi Wk olsun.

Buna gruplar ici carpimlar ve kareler toplami da denir. (W ve-

ya G.1.¢.K.T ile belirtilir.)

m m n

S_ - S—k = = v

W= wk:$ ( Xik—Xk) (Xik"'Xk) PR 5
k=1 k=1 il

m tane grubun gruplararasa eylemsiilik momenti matrisi B olsun.

Buna gruplararasi carpimlar ve kareler toplami da denir. (B ve-

ya G.A.C.K.T ile belirtilir.)

m e P - =
k=1 i=1
m — = — =
=:§ ny (XK—X) (Xk—x) ... 6
k-1
dir. Bunlarin arasinda ‘
T=B +W iliskisi vardair. 4

Mi= B[ X-E(X)]
Me= B[ (x-E(x))2
M3= Bl (X-8(x))>]  tur.
BunlardanM?;, yani beklenen degere gtre ikinci momentin X
rastgele defiskeninin varyansi oldugu agiktir. (Akdeniz 1984,

$:147)

1
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Ispat:
Ispat icin 4 esitlifindeki garpanlarin herbirine fk' y1

bir kere ekleyip bir kere ¢ikaralam.

1= S (D) (X4, -%)
N |
=X % 4+ % -% + XY
= > (X590-K+ %) (X%
T 51

S S [y T H G LT +(F, 51

kel i=1

S S [T+ GDI (g R (5,5

k=1l i=l

n _ _
.Tzc [ (X% (X, T+ (XD (X +
k=1l j=l
(Xy-Fp) (BT (B-0) (25, -%,)]

Egitligin son ifadesindeki terimlerden birincisi W ikin-
cisi B' dir. {¢iincii ve ddrdiincii terimlerin toplaminin sifar

oldugu gosterilebilirse ispat tamamlanmig olur.

Simdi iiglinel ve dordiincli terimlerin toplamina S diyelim

ve sifir (0) oldugunu gosterelim.

;25: :z_k (X,-%,) (%, X)-Fjg: :E; (X-X) (X, -%,)

k=1 i=l
S'nin terimlerinden birer tanesi i'den bagZimsiz oldugu icin g8y-

le yazilabilir.
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m = k _ D =l
s=§ (X, -X) . (Xi,k—.xk) + E (x—k~x)§ (Xy-%,)
k=1 i=1 : Kl iwl
4y = oy
ZE (Xik—Xk)= 0 ve ZE (Xik—X )=0
i=1 izl

dar. (ortalama tanimi)
m =/ m =
S= (X, ~X) .0 +§ (X, -X).0=0
k=1 k:l
olur. B5y1ece T= B+W oldufu gtsterilmig oldu.
T, B, W kendl serbestlik derecelerine boliindiigiinde

S(X)=_1 T toplam varyans ...8
n~-1
Dyp= 1 B gruplararasi varyans «s:9
m-1 A
W= 1 W gruplar ic¢i varyans «++10
n-m

1

elde edilir. (Cooley W velohnes F 1971 8:225-226) X

2.3, Gruplararasi Defisim Kriteri

Tek degigskenli varyans analizinde
G.K.T. : Genel kareler toplama,
G.,A.K.T. : Gruplararasa kareler toplami,
G.I.K.T. : Gruplar i¢i kareler toplami,

olmak iizere gruplararasi farkllllgi olcgcmek ig¢in

F: GaAoK.O '..ll
G.IoKoO
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Yani gruplararasi kareler ortalamasinin, gruplar ic¢i kareler
ortalamasina orani E kullanilir. (Akdeniz 1984, s: 461)
Gruplar arasi kareler toplaminin serbestlik derecesi m-1 ( m
~grup oldugu igin) Gruplar igi kareler toplaminin derecesi n-m

dir. Bunlari kullanarak F oranai,

re G.AK.T /(m-1)
G.I.K.T /(n-m)

& G.AchT - (n_mL 00012
G.T.K.T (m-1)

bi¢giminde yazilabilir,

Bu F deZeri toplam varyansin ne kadarinin gruplarin ig¢in-

den, ne kadarinin gruplararasindan géldiéini belirtir.

(n-m)/(m-1) orani sabit olduFundan F oranx yani gruplar-
arasi degisim G.A.K.T / G,I.K.T na bagla kalir. Bu durumda

Ho: /ﬂ=ﬂ2=..=fAk test edilir. Kabul edilirse gruplarin benzer-

1iéine, ortalamalarain farkinin tnemli olmadigZina karar verilir,)

Simdi birden ¢ok degiskenle karsilagiyoruz. Yeni bir y
degiskeni tanimlayacaZiz. Bu y deZigkeni (vektdrii) gtzlemlenen
X degiskenlerinin bir lineer kombinezonu olup gruplari birbirin-
den en iyi bi¢imde ayirmalidir. C katsayilar vektdri olmak lize-
re bu y vektorinii;

y= CX

C1X1+ C2X2+ . ® ¢ & 5 & O 0 o 0 e 0 L d —f_C X
bigciminde ifade edebiliriz.

Bu y degiskeni ic¢in F orani (G.A.X.T/G.I.K.T) nin neye

egit olacaZini gdzlemlenen X deZigkenleri cinsinden aragtiralim.
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(2)

Grup ig¢i varyans ; S(X) grubun varyans-koveryans mat-
risi olmak iizere

Var (Y) = ¢ S(X)C  dir.

Burada birden ¢ok grup bulundugundan grup i¢i varyans
yerine grup ici varyanslarin toplami kullanilacaktair. Ek'nln

grup ici var-covaryans matrisi wk ise

VaI‘(Y)_ C WlC+C W20+...............+C wmc

C(wl+w2+".........’.’.’.".—‘-wm)c
¢ e

i

bulunur.

Y'nin gruplararasi kareler toplamini bulabilmek ig¢in X
defigken vektdriiniin gruplararasi c¢arpimlar ve kareler toplami-

ni1 igeren B matrisinden yararlanalaim,

X defigken vektOriiniin grup ortalamalari matrisi

Xll X21 0co-ooo-oo¢ooXpl
X: X12 X22 ooooooo . s o0 oXp2 P ,1-4
~le X2m secesaes . "Xpm

(2) ¢ok degigkenli bir grubun varyansinin maximizasyoﬁul
Sekil 1'deki gruplardan herhangibirini ve bu gruba ait bir
M noktasini gdzUniine alalim. Bu M noktasinin y ekseni iizerinde-
ki izdisimii Yi/olsun. Bksen sistemini tteleme ve dondiirmenin ama-—
c1 bir grup ig¢in oldufunda grup ig¢i varyansi maximum kilmak sure-
tiyle grubun bireylerini bazi bakimlardan bir siraya koymaktir.,
M noktasina i'yinci nokta olarak bakarsak y ekseni lizerindeki
izdiigiim,
Y

il c%l (X3 1-X3 4C,51 (X, 5,-X5)

Z cjl(xij-i'j)

j=1
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p tane degiskenin genel ortalama vektorii pxm boyutlu

bir matrisle)

r -

O . &
X =% Ty coveernnennna Xy ..15
T, Xy eeeeeeinienn T
L 4
biciminde ifade edilirse B matrisi,
B = (%-X) (¥-X) .. 16"
olur,
16 nolu ifadeyi sapdan C soldan ¢ ile carparsak
doc = ¢ (X-X) (%-X)cC
= (Te-Xc) (Xc-XC) elde edilir. ce 17
Y, X lerin bir lineer kombinezonu olifundan K. grubun
ortalamasi,

egitligi ile belirlidir. :

Buradaki parantez igleri Xil’ X12 koordinatlarina Xl,ﬁz
kadar dteleme uygulandiZina (yani eksen sisteminin baglangici
olarak ortalama vektdriin alindigini);

Cyy» C,q ise eksen sisteminin(§ kadar)ddndiiriildlifiinii belirtmek-

tedir.
Simdi grubun tiim noktalarini gtzoniine alarak y ekseni

iizerindeki izdisiimlerin ortalamasini;

— 1 n
Y= 5 > Y4y
{1

4

1 n 2 o ( -
=5 > 1 Fyy57Xy)
i=1 j=1
= 0 dair. (Beklenen deger tanimy)
varyansi ise
Var (Y, )= N Y2
17 p=TI i

i=1



-17-~

Y1c= Xkc e oll
ve biitiin gruplar ig¢in genel ortalama vektori

Y=Xc¢ : ‘a1
yazilabilir.

18 bagintisindan 19 bagintisini g¢ikarir kareye kaldir:

sak

m = =2 m =t =
:5: n, (Yk—Y) = :E ny (Xc-XC) (XCc-XC)

bagintisina ulagiriz.

Blde ettigimiz bu ¢’ BO gruplararasi kareler ve carpim-
lar toplami olup gruplararasi varyansi; 13 bagintisi ile veri
len ¢’ WC de gruplar ic¢i varyansa belirtmektedir. Gruplararasi
farkliligi belirlemek icin tek degigkenli varyans analizinde
oldupu gibi (11 ve 12 bagintilari) gruplar arasi carpimlar ve
kareler toplaminin, gruplar i¢i carpimlar ve kareler tOplamln

oranini (F) olusturalim. Bu F orani varyansin ne kadarinin

1 & B 2
o7 2 (20 G Byyy)
=1 5-1

n - —\/
-t E C{ (Xi—X) (Xi—X) C, olur. Bunu matris notasy
n-1 =7 -

i

nuyla
n

7 l ., —_—
-1 31
w =

]
Q

Ve

S(X)
4

= C; 8(x)¢,
Bu varyans tanimini Y1 digindaki eksenler (Y2, Y3...[%
i¢cin genellestirirsek,

Var(Yi): C;S(X) Cy elde ederiz. Yi'nin varyansinl maxir
yapacak gekilde Ci katsayilar vektdrii bulundufu taktirde probl
¢Oziilmis olur., Boyle bir problem langrange ¢arpani kullanilare

gUzillur,
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gruplarin i¢inden, ne kadarinin gruplar arasindan geldigini

anlatar,

P oraninin maximizasyonu gruplararasi varyansin olabil-
digince biiyiik, gruplar ig¢i varyansin olabildiZince kiiciik yapi-
labilmesi demektir. Bu sart altinda elde edilen C vektorléeri
Y=CX formuna uygun diskriminant fonksiyonlarini (ayirici fak-

tor eksenlerini) belirler.

LALCKLT
G.I.GC.K.T

F=

Vs
_ C BC . ...21
cWe

A

N

Bu ¢bziimden C; katsayilar vektoriiniin verilerih var-covaryans
matrisinin (veya korelasyon matrisinin) zdeZerlerine karsi .
gelen Ozvektorler oldugu anlasalar.

O halde bir grubun bulundufu durumlarda varyans maximi-
zasyonu problemi verilerin korelasyon matrisinin SzvektSrléri-~
nin bulunmasina doniismiistiir.

tu aragtirmaya konu olan birden ¢ok grubun bulunduBu
durumlarda problem; 2.4 maddesinde ag¢iklandiZi gibi W—leatri~
sinin 8zvektdrlerinin bulunmasina doniigmektedir. Bu Szvektsr-
ler Ci ise diskriminant fonksiyonlara |

Y= CiX
: CilX1+C X2+C13 3 ----- onoooo’t‘c X

bi¢iminde bir kombinasyondur.
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2.4, F' ORANININ MARSIMIZASYONU

F oraninin yani A degerinin maximum deferlerini C'ye gbt-

re kismi tiirevlerinin sifirlarini bulmakla elde edebiliriz.

oA (BCAC'B). C'WC - G'BC., (WC+C'W)

2C (Grwe)*

- 2BC ., C'WC — 2WC . C'BC
(cruc)?

Pay ve paydayi C'WC ile btler ; sonra C‘BC/C'WC' deferi-

nin yerine A dersek

G BG
20 _ 2pc -2uc, 0THO
2¢ Crwe
- 2BC= 2WC.A
C'yC
= 2(BC-WC.A)
Cr G
= 0
> BC-WC.A = 0 ...02

Bu esitliZin her iki yanina vt i1e carparsak

Ige - wlw.c.A - 0

-
wise - cA = 0

wlBC = CA  veya (W lB- AT)C= 0 ...03
W 1B- Al= 0 karakteristik denkleminin kokleri F oramini

Al

maximum yapan A degerléridir. (Bu denklem A ya bagli p'inci de-
receden bir polinom olup A degerlerinin bulunmasi ic¢in denkle-

min c¢tziimi gerekir.)
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ARy eeeene A, deiferleri (Gzdegerler) ve sonra bu
degerlere karsilik gelen vzvektdrler (Ci) bulunmak suretiyle
gruplar: birbirinden en iyi gsekilde ayiracak y=- CiX geklindeki
taﬁlmll diskriminant fonksiyonlara elde edilir. Boylece diskrai-

lB nin tzdegZerle-

minant fonksiyonlarinin bulunmasi problemi W~
rinin bulunmasina ve bu dzvektOrlerle y= C&X kombinasyonunun

vazllmasina doniismilg bulunmaktadar.
2.5 Diskriminant Fonksiyonlari (Ayirici Faktdrler)

itinci diskraminant fonksiyonu W B matrisinin i'ineci
vzdeferine ( Ai) ye karsi gelen C.1 ozvektdrii yardimiyle elde

edilir. Bu OzdegZerler Bw—l dende elde edilebilir.‘3)

i'inci diskraiminant fonksiyonu p tane defigskenin lineer

kombinezonu olarak

3) A ve B kare matrisleri verildigfinde 4B ve BA matrisleri-
nin dzdegerleri aynidar. (14. s.242)
ispat: ABu=iuve BAv=Av olsun., GUsterebiliriz kiA; AB nin bzde-
iferi ise BA ninda OzdegZeridir.

i)A =0 ise bu esitlikler vardir. Bu durumda |AB|=0 olur.
Bu durumda AB tekildir ve BA da tekil olur.

{84} =|Bl.lAl={A[. IBl=|AB|= O

: ii)A # 0 olsun. ABu=sy oldufuna gore Bu=W¥ vektodriini
alalim.

BAv =BABu = B(ABUW)=BAu= ABu=12.v
Demekki,

ABu =aqv ;uZ 0, A#£0

ise
BA® =AW ; Uf O Boylece ispat tamamlanmig olur.
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Yi= CiX

=Cile+Cj.2X2+ ...........-l'cipxp ‘-0024

bigiminde yazilabilir. ] .

Yi nin diskriminant fonksiyonu olabilmesi i¢in standar-
diée edilmesi gerekir., Bu amacgla Yi nin ortalamasini ve varyan-
sini hesapliyalim., Hesaplamalari izl hali yani birinci diskri-

minant fonksiyonu ig¢in yapalim,

Y, in beklenen degeri (ortalamasi)

E(Y,)=E(C;X)= CyE(X)

Buradaki X'ler ilk verilerin merkezilegtirilmis hali ol-
dufundan

E(X)= E(X=X)=0 dir. Dolayisiyle

E(Yl)=o ooo25
olur.
rd

Var (Y,) = ¢, (1 T) ¢C

1 1 '\ =e 1
r ci s(x)c, ...26
fl - 1 Yl 0..27

¢l s(x)c

birinci diskriminant fonksiyonu elde edilir.

le clx formu kullanilirsa
f

= 1 C;X bagintisina varilar,
/' q
[cl S(X)Cq
1 Cyz Ul denirse
,ICi S(X)Cl
7/
fl == Ul X ) * 00128

elde edilir. (Emin 1984, s: 64)
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Simdi diskriminant fonksiyonlarinin (ayirici faktérle-
rin)tanimlanmasi gerekmektedir. Bu tanaimlamayi en iyi bigimde
yapabilmek i¢in analize tabi tutulan deZigkenlerin diskrimi-
nant- fonksiyonuna katki oranlarini belirlemek gerekir. Bunu
katsayilar vektdriinden anlamak miimkiindiir., Ancak 0l¢i birimle-
rinin etkisini ortadan kaldirmak ic¢in katsayilar vektoriini
standardize etmek gerekir.(4) Katsayilar vektdriinin her elema-
ni1; kendisine kargi gelen deZigkenin standart sapmasiyla car-
pilarak standardize edilir. p tane deZigkenin standart sapmasi
varyans-kovaryans matrisi (S(X)) in ktgegen elemanlarinin kare-
koklerine egit olup bunu D ile gésterirsek(B)

vy = Dy Ul .. 29
yazarak standardize edebiliriz.

Boylece annlize giren degiskenlerin birinci diskriminant
fonksiyonuna katka | Jarina U, vektorii yerine V, vektdri tizerin-

den elde etmek miimkiindiir.

(4) Bebeklerin viicut olgiilerinin kullanildigi bir analizde
yagi 8 ay, boyu 65 cm olan bir bebefin boyu 0.65 m olarakta
alinabilir. Her iki ©l¢ii ayrai ayri analizlere sokulabilir, Bu

durumda 6lgii birimleri. sonug¢lari etkiler,
- 7

(5) JS(1,1) Ovevnnns veeees0

0 VS(2,2)eeve....0

Dm.‘: . .
] 0 O vevennn </S(p,p)
(1//STTTT 0 v .. 0 ]
0 1//5(2,2)....0
Dl/s= oooooooo * 8 0 6 8 0 s o0 0 0 s e 0 o0 ..
0 0. ...... e...1//S(p,p)
L J
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Ayn1 sonuca X, deZisken vektori standardize edilerekte

varilabilir. Z standardize edilmig vektdrii belirtmek ilizere.

(5)

Z= D X X= Dg Z yazilabilir.

14
Bu dever f; = U,X egitliginde kullanilirsa
£y

Pd
U Dy Z

i

=V;Z 00030
elde edilir.

Biyle elde edilen f, diskriminant fonksiyonu gruplarara—
s1 farkliligi tanimlamada yetersiz gﬁrﬁlﬁrse?\2 ye kargilik ge-
len diskraiminant fonksiyonu elde edilir,

f2 :Vz/ Z ' 2 §

bu fonksiyonlar birbirinden bagimsizdir. Herbiri gruplar—;
arasi ayirimi bagka bir yonden ortaya koyar. Gerek gorildigi
taktirde (birinci ve ikincinin ayirim belirlemedg yetersiz ol-
masa halinde) iiciincii ve ddrdiincii fonksiyonlar belirlenir,

1

Teorik olarak W B matrisinin saifirdan farkli bzdefer--

leri kac tane ise o kadar diskraminant fonksiyonu vardair.
w‘l in ranki p, B nin ranki m-1 oldufundan W‘lB nin ran-

(6)

ki en fazla Min (p, m-1) dir.

W 1B nin dzdejerlerine kargilik Bzvektorlerin bulunmasi

igin birden ¢ok ytntem mevcuttur.

(6) Teorem: A ve B matrislerinin garpimy C olsun. C nin ran-
ki A ve B matrislerinin ranki kii¢ik olanin rankina esit veya
ondan kiiciiktiir. Yani r(C)= Min(r(a), r(B)) air.

Bir matrisin ranka, en‘buyﬁk bagimsiz satir sayisina veya
en bliylik bagimsiz siitun sayisini verir. Bir matrisin satir ve
siitun ranklari esittir. A mxn , B nxq boyutlu birer matris ige
C= A.B mxq boyutludur. r(A)=Min (m,n); r(B)=Min (n,q) ye
ésit veya daha kiiciiktiir. C ninde satir ve siitun ranklari esit
olacagindan r(C)= Min (r (A),r(B)) olur.
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Bunlarin baglacalari (A\uq?,%- Sagpaal o meme S )

a) Yerel iterasyon yontemleri,
b) Genel iterasyon ydntemleri,
¢) Sekil defigtirme yontemleri,
olarak gruplandirilabilir, Bu ybntemlerin bazilari 8zel matris-

ler igindir. (Simetrik matrisler, bant matrisler gibi)

Uygulamada Bzvektorlerin bulunmasinda adjoint (ek) mat-

risten de yararlanilar.

15 _AT olsun.

M= W~

M de A yerine %1 degeri iciq - adj(M) bulunur. ve
birinci siitun vektorii birim vektdre doniistiirilerek Cl katsayi~
lar vektdrii elde edilir. Difer katsayilar vektdrleride ayna dii-
siinceyle M de A yerine %2,‘25 degerleri fcin . Adj(M) ler
bulunur ve 02, 03 kalsayilar vektérleri elde edilir. (Emin 1984
5:29)

Pratikte encgok ii¢ diskriminant fonksiyonu (ayirici fak-
t8r) bulunur. Bulunacak fonksiyon sayisi fonksiyonun ayirica
giicline bagladair, i' inci diskriminant fonksiyonunun ayirici gii-

cii fonksiyonun olugumuna esas olan}\i o0zdegerinin Z;Ai i¢indeki

payina denir, Bu giig

r s
. eklinde tanimlidar. eoe32
(/\’/S A ’ '
i~

En ¢ok ayirim giicii Al'e karsilik gelen fl fonksiyonuna,
ikinci encgok ayiram giicii Az ye kargilaik gelen f2 fonksiyonuna
aittir. f1 nin ayairam giicit yeterince biiyiik degilse

( %1*)2)// :E: >ﬁ ye bakillr.

r
izl
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3imdi diskraiminant fonksiyonlarinin kag¢ tanesinin anlam-
11 olduguna, kag¢ tanesinin ihmal edilebi lecegine esas olugtur-

mak ilizere anlamlilik testini inceleyelim,

2.6. Diskriminant fonksiyonlari ig¢in Anlamlilik Testi.

W—JBnin rankinin r= Min(p,m-1) oldugunu ve buna bazla
olarak r tane diskriminant fonksiyonu tanimlanabileceZini or-
taya koyduk. Diskriminant Analizin en temel amaci gruplarara-
g1 ayiriml daha azboyutlu sistemde incelemek oldufundan r tane

diskriminant fonksiyonu arasindan istatistiksel olarak anlamli

olanlarana belirtmeye ihtiyac¢ duyariz. Bunun ig¢in gruplar arasi

farkain Oneminin kontrolu gerekir.,

Gruplar arasindaki farkin Onemini kontrol etmede "wil ks

Lambdasa (qﬁL)" diye bilinen bir test istatistifZinden yararla-

nilir. Wilks lambdasij;

A= W) cee 33

|1

bigiminde tanimlaidair.

Gruplar arasindaki farklilik istatistiksel bakimdan Onem=
1li ise diskraiminant fonksiyonlarindan enaz birinin onemli oldu-~

funa karar verilir. (Emin 1984, s: /0)

Hipotezi sgtiyle kurabiliriz.

HO:/V‘]A=/V‘2=.“””"‘= n
Hy:3 §k i igin M j;/qi
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it

_ lwl 1 7 |
R i

W, iel

=™ ol

Burada T= W+B baZintisi kullanilirsa

1 [w’l(w+Bﬂ

.

!
[
+
=

i
=

—
5

1= ...34

te editir.(7)

Barlett ‘pL_istatistiginin asapidaki gekilde (?.(mfl))
rbestlik dereceli AP (ki-kare) dagilimina doniigbiirildufini

stermigtir.

%i-tm‘-—n = g [_ n-1-(psm)/2 Y 1a _N_
- _[n-1-(ptm)/2]1n __1
O,
{Di( 1)

1]

[- n+1+(p+m)/2jﬂhiin;ft(l+ﬂi)]

) Diskriminant fonksiyonlarinin seg¢imine baslamadan Once
uplararasi farklilak tek degiskenli varyans analizinde oldu-
gibi F testi ile de kontrol edilebilir.
N =TT 1
=t T
riteri olarak ku}}gnlllr.

A n
. 2 cevrimi ile elde edilen F degigkeni

TR

geklinde tanimlanan istatistik test

Pz —1=
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_[n-1-(ptm)/2] [0-1m(1¢A;).(1£R,) ... (1+A)]

r
= [o-1-(pim) /2] N7 1m (1+3,) ‘ .o .35
iml
o s 2
Bulunan bu deZer o anlamlilaik duzeyindejKﬁbhiy tablo

degeri ile kayaslanarak gruplar arasindaki farkin Onemli olup

olmdiiZina karar verilir.

Birineci diskraminant fonksiyonunun Gnemli oldupuna karar
verildikten sonra ikinci diskraiminant fonksiyonunun.()2 ye kar-
111k olan) Ynemlili¥i ve duruma gorede digerlerinin dnemlilizi
kontrol edilir. bu yolla s tane diskriminant fonksiyonu “nemli

bulunmug ise diZerlerinin anlamlilik testi _A_ yerine A/

, - ;
T 1
A = 1=stl (%A ..36

n, ve n, serbestlik dereceli F dagilagi gosterir, Buradaki's,
ny, N, degerleri soyledir.

2 2
S:\/'p (g_]-)é“q'
paf(g—l)z—S

ny= plg-1)

n,= s((n~l)— _ngf]— p(g;l)—2
burada p defigken sayisini, g grup sayisini gostermektedir. By~
lece hesaplanan I’ deferi se¢llen olasilik seviyesindeki n, ve

n, serbestlik dereceli I deferi ile kargilastirilarak gruplar
arasaindaki farkin Onem kontrolu yapilabilir, Gruplararasi fark-
li1lik segilen X seviyesinde onemli bulunursa diskriminant fonk-
siyonlarindan en az bir tanesinin Onemli oldufunu belirtir. Bun-
dan sonra kag¢ tane diskriminant fonksiyonunun &nemli oldupunu
tayin etmek gerekir, (Oztiirk 1978.) .
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alinarak yapilir. Ancak bu durumda serbestlik derecesi (p-s).

(m~s-1) alinmalidar.

2.7, Diskriminant Fonksiyonlarinin Taninmasi ve Adlandiril-—

masi.

Diskriminant fonksiyonlarainin katsayilari, diskriminant
fonksiyonlari ile degiskeﬁler arasindaki tam olarak ortaya koy-
maz. Bu iligkiyi belirlemek icin degfiskenlerle her bir diskri-
minant fonksiyonu ilizerinden elde edilen diskriminant skorlari

arasindaki korelasyonlari hesaplamak gerekir.

Digkriminant fonksiyonlari ile gdzlemlenmis'deéi$kenler
arasindaki korelasyonlari bir matris halinde asafidaki sekilde
gostercbiliriz. .

Dis. IFonk.

~—

Stan.Deligh Y. 48y &

Z

4 a11 812 alg.........
22 a5q Ao, 323 e cseesses .o 37
if apl ap2 ap,5 e eaeses

pxp boyutlu olan bu matrisin herhangibir aij elemani
i' inei defigken ile j' inci diskraiminant fonksiyonu ilizerinden

elde edilmis diskriminant skorlarai (degferleri) arasindaki kore-
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lasyon katsayisini gdsterir.

Diskraiminant fonksiyonlarinin;

u= (1//C's(x)C ).C  olmak iizere f=u'X

v= Dp u olma iizere =v’'z
esitlikleri ile belirlendifgini 28 ve 29 bagintilari ile belirt-
tik.

Deffiskenlerle diskraiminant skorlari arasindaki iligkiler

(korelasyonlar)

n '
1 /
a4= > 7y off ...38
n-1 T

bagintisi ile bulunur.

Bu korelasyonlari hesaplamaktan amag¢ defigkenlerle fak-
térlerin ilgilerini ortaya ¢ilarmak , bu ilgileri koordinat sis-
teminde gostermek ve en isabetli tanimlamayi (adlandirmayi) ya-

pabilmektir.

Diskriminant fonksiyonlarinin eksenlerini olugturdugu
dik koordinat sistemini gtz Oniine alalim, Bu sistemde gruplar
ortalamalarlnin diskraiminant skorlari ile belirtilerek ve bu
skorlarin ortalamasi merkez seg¢ilerek her hirdefisken bu mer-
kezden baglayan bir vektorle temsil edilebilir., Vektorin yonii-
nii tesbit etmek ig¢in temsil ettigi degiskenin fl ve f2 diskri-
minant fonksiyonlari ile korelasyonlarinin olusturdugu ikiliye
fekabﬁl eden nokta igaretlenir. Bu nokta baslangica birlegtiri-
lince vektdr ortaya g¢ikar. Vektoriin uzunlugunu belirlemek igin
ise her bir deZisken ic¢in varyans analizinde gruplar arasi fark-
l1la g1 test etmek ig¢in tanimlanan F degerinin (¢.A.X.0/G.1.X.0)

hesaplanmasi gerekir. Klde edilen F degeri daha bnce elde edil-
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mig vektorin uzunlufu ile ¢arpilarak vektdrin boyu elde edilir

ve bitim noktasi isaretlenir.

Vektdriin yoni ait oldugu degiskenin hangi fonksiyona yo-

neldifini, uzunlufu ise ayirim giicii hakkinda fikir verir.

Biylece degigkenlerin ortak niteliklerini belirleyerek
diskriminant fonksiyonunun tanimlanmasi ve adlandirilmasi miim-

kiin olur.

2.8, Bireylerin Diskriminant Degerleri (Skorlari) ve Grafikle

Gosterme.

Digkriminant defZerleri bireylerin diskriminant fonksiyoﬁ—
lari lizerinden aldiklari degerlerdir. Veya bagka sOyleyigle bi-
reylerin ayarici faktdr eksenleri iizerindeki izdilistimleridir.
Bunlaran bilinmesi bireyiérin sbzkonusu faktbre gbre bir sira-
ya konmasina ve elde edilen sirada guplarin yorumlanma81na.im—

kan verir.

Diskriminant deZerleri tablosunu olugturmak icin 24 ve
onun bif fonksiyonu olan 27 baZintisindan yararlanilar. Bu ba-

gintidan elde edilen degerler tablo halinde diizenlenebilir,

Bger diskriminant deferleri (skorlari) bir ikiliden olu-~
suyorsa (vani iki diskraminant fonksiyonu onemli bulunmus ise)
iki boyutlu koordinat sisteminde igsaretlenebilirler., Diskrimi-
nant fonksiyonlarainin her biri bu dik koordinat sisteminin ek-
senleriymis gibi diisiinliliir ve ikilinin tekablil ettifi nokta

bireyi temsil eder.

Diskriminant degerleri (skorlari) ii¢liiden oluguyorsa g
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boyutlu uzayda tasavvur edilebilir, Bdylece analize bir gbrii-

niirliikk kazandairilmig olru.

Ozetle diskriminant analize tabi tutulan gruplarin bi-.
reyleriyle ilgili Olg¢iinler iizerinde sarayla agafidaki iglemler

yapirlar.

1) Veri matrisinin diizenlenmesi,
2) De#igkenlerin ortalamalarinin hesaplanmasi ve verile-
rin merkezilegtirilmesi,
3) Her grubun grup i¢i carpimlar ve kareler toplaminin
hesaplanmasi (W)
4) Gruplar arasi carpimlar ve kareler toplaminin elde
edilmesi (B)
5) Genel -carpimlar ve kareler toplaminin elde edilmesi(T)
6) :w'15 in bulunmasi ve Szdeferlerinin hesaba,
7) Diskriminant fonksiyonlaranin ayirici gliclerinin hesa~
ba.
8) W lp in vzvektsrlerinin hesabi,
9) Diskriminant fonksiyonlarinin elde edilmesi,
10) Bireylerin diskriminant deferlerinin hesaba,
11) Diskriminant fonksiyonlarinin istatistiksel bakimdan
anlamliliginain kontrolu,
12) Diskraminant degerleri ile ilgili grafifin c¢izilmesi

ve gsonucun yorumlanumasi,



3. "KARAR AMACQLI DISKRIMINANT ANALIZI

Bu boliimde mevcut gruplarin birinden geldigi bilinen,
yalniz hangisinden geidiéi bilinmeyen bir bireyin hangi gru-
~ba -ait oldufunun enaz hatayla nasil bulunacagini inceleye-

cek ve bir bireyin herhangibir gruba uzaklifini (benzerli-

#ini) Olcen fonksiyonlar gelistirecegiz. Bir bireyin gruplar- -

dan birine siniflandairilabilmesi ic¢in o grupla benzerliZinin

digerlerinden fazla olmasi gerekir.

Once bir bireyin bir gruba yakinligini Blcen metrik'i

tanimlamak gerekmektedir,

Stzkonusu metrikler ve bunlara bagli karar kurallari ge-

nel olarak iki gruba ayralar.

1- Geometrik esasla karar kurallari.
2- Probabilistik esasli karar kurallari.
2.1, Geometrik Esasli Karar Kurallarai

Bu kurallar uzaklik kavramindan faydalanilarak elde edil-
mistir. ok Onemli olanlara sunlardair.

3.,1.1. Minimum ki-kare Kurala

En basit siniflandirma kurali budur. Iki vektdr (iki

nokta) arasindaki en kisa uzaklak sklidyen uzakliktir. Bu u-

zaklik koordinatlarin kareleri toplaminin karekokiinden ibaret-
tir. Vektorlerin grup ortalamavektdriine uzakliFini hesaplarsak.,
defigskenlerin tiimiine ayni afirliZi vermis oluruz. Onun igin de-~
Figkenlerin apirliklarini ortaya koyacak katsayilar dahil ede-

rek metrik tanimlamak gerekir,

Gruplar ortalama vektorleri farkla, varyans-kovaryans



matrisleri ayni; c¢ok deZicskenli normal dafgilim gdsteriyor ol-
sunlar, Bu durumda X; bireyinin (vektoriiniin) grup ortalama

vektdriine uzaklify (Makalonobis uzaklizi);

2 s Y -1 =
Diy =(Xi-—Xk) S(X) (Xi-Xk) .s 40

esitlifi ile tanaimlanar.

Bu uzaklik kullanilarak birey hengi grubun merkezine ya-

kin c¢ikarsa o gruba dahil edilir.

Burada S(X) varyans-kovaryans matrisi olup metinde tiim

gruplar ig¢in W, herbir grup icgin Wy ile gtosterilmigtir.,

Herhangibir Xi vektoriiniin k. yineci ortalama vekitriinden

sapmalaray bir sutun vektdr olarak,

geklinde gOsterebiliriz.

Gruplarin dagilim matrislerinin ayni oldupu (paragraf
3.4) varsayilarak varyans-kovaryans matrisi (grup i¢i daZilaim
matrisi) olarak W alinir ve bunun yerine (gruplar ig¢i varyans-

kovaryans matrisinin tahmin edicisi olarak)

1

- Y
- o dmer—— i

M nen

¥ullanilirsa vektoriin gruba (grup ortalama vektorine) uzaklizl
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2 7 =1

X ikTw X css 4l

ik
bigiminde yazilabilir. (Emin 1984.s:85)

Bir X; vektOriiniin gruplaran herbirine uzaklifi bulunux

birbirleriyle,klydslanlrsa bireyin atanacagi grup ortaya c¢ikar.

2. 2
il? “i2
1i ise birey o gruba atanir,

Min (X2, X55,00euueee., X2 ) defferi hangi grupla ilgi-

EZer gruplarain dagilim matrisleri ayni degilse; o zaman
Dw yerine; her grup ic¢in o grubun dagilim matrisi kullaniimala-
“dar,.

D W .o d2

L}

"k on -1
olup 41 egsitliginde yerine yazilirsa

X%, = X Dt X 4%
i = Fik P Fik e

elde edilir ve uzaklik fonksiyonu olarak kullanilabilir, 40 ba-

Fintisinda (S(X)'lzw—l yazarak) asapidaki islemleri yapalim,

2 - -1 -
DS, = (Xi—Xk) 3(x) (Xi“Xk)

H

— 7 _l —
(Xj—Xk) W (Xi—Xk)

(R}

o' =7 -] —

o7 =1 P WL | =/ 1=
= XWX X WX X WX+ XWX

S TV e |

i

1]

UGruplarin dagilim matrislerini ayui kabul ettiZimiz icin

lXi terimi tiim gruplar ig¢in ayni olur. Dolaylsiyle ng de-

reri 44 esitliginin ikinci ve iliglincii terimlerine bagli kalair.

x ‘-
XiW

Bu klsmac¥k diyecek olursak burasini uzaklik fonksiyonu olarak
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"kullanabiliriz.

o (%) = T GO N .. 45
Buna siniflandirma fonksiyonu denir. Her k igincxk(xi) hesap-
landiktan sonra Minqk(xi) bulunur. k inci grup X; bireyinin
atanacagi gruptur. 41 bajintisinin elde ediliginde oldugu gibi

1

Dw = W kullanilirsa sini1flandirma fonksiyonu ola-
n-m
rak
/ =t ] -7 -1
(2.4 - - . .
KXy = XD K- 2K Do Xy .. A6

elde edilir.

45 ve 46 bagintilarinin her biri ile siniflandirma ya-
1

pilabilecegi gibi bunlarin her iki yani - — ile carpilarak
' 2
elde edilen
= -1 1 S
Pk(xi): B WO Xy = = X VR l .. AT
W)= ot x, - L ¥ ol 8
Fk i/= "k Yw i "E" k "w 'k SR

bagintilariy ilede siniflandirma yapllabilir.cxk(xi): 72Fk (Xi)

oldugu acgiktar.

45 in minimum oldugu yerde 47 maximum, 46 nin minimum

‘olduiu yerde 48 bagintisi maximum olacagaindan 47 ve 48 bagin-
tilariyla siniflandirma yapilirken bu bagintilarin maximum de-
Fer aldi#i k bulunmali ve birey k yinci gruba siniflandirilma-

ladar.

3,1.2 Diskriminant Fonksiyonlari (ayirici faktdrler) ile

Siniflandirma

Hangi gruptan geldigi bilinmeyen bir bireyin atanacaga
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-up diskriminant fonksiyonlara kullanilarakta belirlenebilir.

r tane diskriminant fonksiyonunun tiiretildigini varsa-
1lim. Xi vektdriniin bu fonksiyonlar iizerinden grup ortalama

sktorlerinden uzakligr (mahalonobis uzaklifi) hesaplanarak si-

\flama.kurali elde edilir,

(X)= Cl 1+C2X2+..... +Cpo

ibi r tane ayirica faktdr (diskriminant fonksiyonu) iin elde
1ildi#ini varsayalaim. Bir Xi bireyinin bu diskriminant fonk-
tyonu {ayirici faktdr ekseni) iizerindeki izdiigiimi (diskrimi-
int skoru) bulunur. Bunlar |

fl(Xi) , f2(Xi),.......,fl(Xi) olsunlar.

Grup ortalama vektorlerinin diskriminant skorlarida ben-~

:r gekilde hesaplanir. Bunlar m tane grup igin
fl(X]), ] X),o.o.o-t‘oo.o’f (X)

fl(X) Xz),o.ooo..oocoo,f (X)

fl(im), f2(§ﬁ),... ...... ...,fr(im) olsunlar.

Simdi X, vektdriniin k 1nci grubun ortalama vektoriinden

aklifinin karesi her bir eksen iizerinden

2
fr(Xk))
Z" 2
j=1 ,
¢iminde tanimlidar.

i¥i diskriminant fonksiyonunun onemli bulundufu bir ana-



lizde geometrik olarak bu uzaklik asagidaki gekilde gosteril-
migtir.

Ik Birinci grubun ortalama V.

X, : Ikinci grubun ortalama V.

Herhangibir vektor.

i
t
1

b
:
t
{
1
b
!
%
P

o — >{:1

Sekil 3: Bir bireyin grup ortalamalarina uzakliZi.

Eksenlevin i¢ tarafinda gbsterilen uzunluklarin karele-~
ri toplami vektiriin birinci grubs uzakliBini, eksenlerin daisg
tarafinda gdsterilen uzunluklarin kareleri toplami vektériin i-

kinci gruba olanwzaklifinin karesini belirtir. (ng)

Vektdriin tiim gruplarin ortalama vektdriinden uzakliZi he-

saplandiktan sonra Min. (D.

i ) ve-

l’ Diz’...""..."..."Dim

ya Min (Dgl, D§2,.........,D§m ) se¢ilir ve birey bu defer-~

le ilgili gruba atanir.

5.2 Probabilistik Esasli Karar Xurallara

Geometrik esasla karar kurallarinda oldugu gibi burada-

a X, bireyinin mevcut gruplardan birine en az hatayla siniflan~

i
irilmasi esastir.



ij p boyutlu uzayda bir gdk deEigkenli vektor Rl’

R2,.........., Rm ; El' E2, "“Em de gruplarinin bulunduzu

m tane bBlge olsun.

k 1inci grubun elemanini j inci gruba siniflamak yada
bunun aksi yanlig siniflamadir. Yanlig siniflamadan Otiri bir

maliyet sdzkonusudur. bBu maliyeti C(j/k) ile gOsterelim.

Iki gruplu bir ornek ig¢in yanlis ve doZru siniflama ma-

-liyetlerini asagidaki tabloda oldufu gibi belirtebiliriz.

Istatistikginin karari

Gruplar Ey E,
By 0 c(2/1)
populasyon
E, c(1/2) 0
(Anderson, 1957)
Sekil 4

Xi degiskeninin Ej ve Ek gruplarindaki olasilik yoFunluk .
fonksiyonlara (X) ve Pj(X) olsun. fki gruplu bir Srnekte bi-
rinci grupta olupta birinci gruba siniflandirilma olasilifi ve

birinei grupta olupta ikinci gruba siniflandirilma olasilipa

R/ﬂ PL(X) ax

1

P( 1/19R)

i

P(2/1,R)

H

R\{ P (X) 4axX .. .50
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ikinei grupta olupta birinei ve ikinei gruplara siniflama ola-

si1lai#a

?(2/2,R) = Rf P,(X) dX

2
p(1/2,R) = §£ P,(X) dX ...51

‘tiI‘. Burada dX - Xm“ dX2 R EEE R o‘opr dir.
Xi bireyinin birinci gruptan olma olasiligina aq s ikin-
ci gruptan olma olasiligim d5 ile belirtirsek; toplam yanlag

siniflandirmanin beklenen de ‘eri;

¢(2/1).p(2/1,R).q;+ C(1/2).P(1/2,R).q, ...52
olur. Q= n1/n v Ao= n2/n oldufu acgiktar,
Bir Xi bireyinin Elgrubu icinde bir y sinirina kadar

olma olasiligi,

P 1
xjx ..'..kjy aQq Pl(X) Xm.........pr dir. eeeD3

—_—al &2

Xi bireyinin birinci ve ikinci gelmesinin sartli olasi-

liklara: sirayla

q; P (X) G, Py(X) "

tir. 52 ba#aintisinda C(1/2)= €(2/1)= 1 alarsak yanlig sinifla-

manin beklenen degeri

q- f{Pl(x) d¥+ ‘l.,,Rl P,(X) dX
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olur. (Anderson 1957)

pimdi Xi bireyinin birinci ve ikinci gruptan gelmesi-

nin gartli olasiliklarina iligkin;

q5-Py(Xy)

a, P (X,)
L ;> ...55

| ~
qy - B (X Ha, By(Xy) dq- P (X)) +a,. B(%)

esitsizliginl gbzdniine alalam. Bu egitsizlik saglanmiyor ise bi-
rey birinci gruba; saiflanamiyor ise ikinci gruba siniflandiril-
malidir. Bagka styleyisle bByle siniflama yapildiZi taktirde

minimum yanlig sinif{lama olur,

55 bagintisinan paydalari ayni ve pozitif oldufZundan e-

sitsizlik paya baizla kalar ve;
ql.Pl(Xi))/ q2.P2(Xi).. =>X, €8 .56
91-P1 (%) € ap-Bp(Xy) = X;€ 8 - 2T
sonug¢larina varilar, k ve j inci gruplar ig¢in bunlari yazarsak
Qe-Pe(X3) ) a5.P5(Xy) = ;€8 ... 58
UG- P (%) L ay-P5(%) ==X, EE, ... 59

ifadelerini elde ederiz. Bunlarla saniflama yapilirken gruplar
ikiger ikiger kargilastirilmak zorundadir, Ancak tim gruplar

icin (Yk igin) qk.Pk(Xi)‘hesaplanlrsa maximum qkak(Xi) degeri
58 bagintisini her durunda sagliyacagindan Xi bireyi nin atana-

cafi grup elde edilmis olur. BOylece ikili kargilagtirmalarin
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yerine gececek daha pratik bir kural olusgur.

¢(1/2)= ¢(2/1)= 1 varsayimi kmaldirilirsa 56 ve 57 bagin-
tilara c(2/1) qy- Pl.(X)>/ c(1/2) -Qp- P2(X) ‘—‘—————§X6El

C(2/1).q7. 2 (X) { C(1/2).a,.Pp(X) =—=yXEE,

buradada esitsizliklerin her iki yana 0(2/1).ql ile bdliiniirse

2

____gerl .e .60
4

p,(2) c(2/1).q,

P, (X) ¢(1/2).q,
) :X€E2 soe b1

By(X)  C(2/1).qy
siniflama kurallari elde edilir.

Bu siniflamanin en iyi oldufu gosterilebilir. Ispati i-
ki gruplu Ornekler ig¢in yapalim. R bolgesi Rl ve.R2 btlgelerin-

den olusuyor olsun.

Toplam yanlig siniflandirma ihtimali

M= qq jPL(X)dX+q2 \}[ B,(X) dX cee 62
R
2 1
olup olasalik kanunundan
Q5 R/P,(x)dx+qz Rf P2(X)dX=l ces 63
1 - 2

ve buradan elde cedilen
4 u/’ JdXz 1= J[
2 4 P2(X)dX__ 1 qz. Pz(X)dX
/ Ry

deZeri 62 de kullanilirsa

M= qq fPl(X)dXﬂ- ds JPPZ(X)dX
21 A



ﬁ£ (ay.P(X)- q,.Py(X)) dXtl

M= §f (ql.Pl(X)— qg.Pg(X)) deqZJfPZ(X)dX
2 2.
elde edilir.

quPl(X)" q2-P2(X)<O | ...64

esitsizlifine uygun bireylernikinci gruba siniflandirilmasinin
M defferini minimum yapacaZi agiktir. O halde 64 egitsizligi i-
kinci gruba siniflamanin sarti olarak kullanilabilir. Bu ba-

ginti 57 bagintisi ile aynidar.

3imdi en genel sekliyle sainaflama kuralini yazacak olur-
sak;

clj/k).a,-p (%)) C(k/j).Pj(Xi)==§XiéLEk s .65

C(3/%) ay - (X)) { O(k/§) .2y (Xy) =X, € By .o 66

esitsizliklerini elde ederiz.

lkiden ¢ok gruplu drncklerde kesin sonuca ulagmak icin
65 ve 66 baZintilarini VY k # j icin uygulamak ve elde edilen
bu ikili sonug¢lara bakarak karar vermek gerekir. 65 ve 66 yeri-

ne éebirsel igslemlerle elde edilen

B (X;) C{k/3).a;
— ______;,XieEk ... 67
p(x)  o(i/k).a
P, (X.) c(k/j).q.
_.I.i_:_ ’ qJ >X16EJ ...68

P (%) C(3/k).q,
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bu egitsizliklerin kullanilabilecegl aciktir.

P, (X.)
gimdi 67 ve 68 barintilarindaki _ X ' oranini (like-

lihood orani) da¥ilimin parametrelerinden yararlanarak bulalaim.

Bulunacak olan istatistik "Anderson'un sainiflandirma istatisti-

Zi" olarak adlandairilir. (Anderson 1957 s:131)

Ej ve E, gruplar: ¢uk deZiskenli normal daglllm(a) gos—
teriyor olsunlar ve varyans-kovaryans matrisleri ayni, grup

ortalama vektorleri (/Mk,‘}H) farkli olsun,

Efer herbir Ek grubu igin ayni oldugunu kabul ettifimiz
varyans-kovaryans matrisini E ile gbsterecek olursak gruplar

igin

(8) Cok deBiskenli normal dagilim . (Anderson 1957 s:12-18)

_1 T?i_d?ﬁiskenli Ton?itdiz%iim%n yofunluk fonksiyonu
ke? : P = k.e™ T2 P, p big¢iminde yazilabilir. pozi-
tif ve k bu ifadenin X ekseni boyunca integralini 1 yapacak gse-—

kildese¢ilmelidir. Cok deZigkenli normal dafilim fonksiyonuda

“

benzer gekildedir. Skaler X degiskeni X:'éﬂ ¢ok degiskenli vek-

) by Xp

toriyle, skaler F’sabiti b= é‘ vektoriiyle da
p

al.l alzﬂ...alp

A= 10 0 0 o0 pozitif tanimli matrisiyle yer degistir-
a_. a a mistir.
p12 p2 pp
/
HK(X-p) =(x-r;)o<(x-‘e) ise (X-b) A(X-—b):ﬁ a3 (Xi-bi)(Xj-—bj)

] i,,j=1
kuadratik formuyla yer degigtirir, Bﬁyleée p degiskenli normal

daZilimin yoXunluk fonksiyonu;

f(X X )"'k —-—?—-(X—b), A(X""b) k .s .
IRERERRERR.S0 - s olup buradakp boyutlu 6klit

uzayirnda integrali 1 yapacak sekille sec¢ilmelidir.

f(Xl,......,xp)j>o ve A pozitif tanimli oldupundan

(X-b)Y A (X3b)3,0 f(xl,.....,xp) { k dar. $imdi k nin tayini

icin 0 o
R SN /@ 2-6-b) A (X-b) gy ax
_m -w p,..'... l
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Ek’\}N (Mk’ Z )
N “
yazabiliriz.
Tek degiskenli normal dagilimin olasilik yofunluk fonk-

siyonu _ (X—F)z
P(X): l e 20‘ 00069
oM\ 2r

ve cok degigskenli normal dafilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

C/AC - I gartina sajliyacak regiiler C matrisi secilir ve X--b.-.-Cy
doniigiimii uygulanirsa, J?Q 1 ,
ﬁi Modlcl ceesen @f — VY dy .;;,;..dyl olur,
Yoo s P

Mod | ¢ Zo ...... J g T SC Y§

e 1
s M"d\chgli,/ g T L vy

wod|c) Jf, 377 §

od |1 (25)Y/?P elde cailir. (Korum 493)
Difer taraftan|]. [al.]c)=1I velCﬂ:lCl,lIl: 1 olduZu igin
‘Mod iCl_ ml~ olur.

il

it

i

7%? f dt = 1 oldufundan
K= = ve c¢ok deZigkenli normal dafilimin yofunluk
K* (271>l/ 2P
fonksiyonu Y
1
p(x)= o (X-B) A (X=B) 30 Gusterilebilir-
(2 )t/2p -1

ki A varyans-kovaryans matrisinin tersi olup A—E ile goste-

- B (%6 ST x-b)

rirsek f(X)= 1 c olur.

ST




;-1
S LMY Y (x-M) LT
P(X)s — e 2
(27()79/2@1/2

dir.
Simdi 70 bar¥intisindan yararlanarak Pk(xi)/Pj(Xi) like-
lihood oranini tegkil edelim. AnlasgilirliZir kolaylagtirmak icin

bunu birineci ve ikinei gruplar (Pl(xi)/PZ(Xi)) i¢in yapalaim,

1 /"1

(M) > (%-pM)
ez @ 2
p;(X) _ (271”021

P(X) ~

L (x-m Y 2 )
@ T =2 (o

(270 P}%El/2
:l@ ?2 [(X-/u s (X—/A)) (X-/Al) S (X/‘Al]
1 ot 4 R | -1
A VLU Pr-portfox ﬂz"ﬂlg Ha)
-1 ’ -1 p -1
_@)( = (M) = = M- = )
4 -1 | 4 -‘l
XZ () (rpd S G0y py)

-
—

.. 71

Bu esitliZin her iki tarafinin logaritmasa alinir ve elde edi-

lene g(X) denirse

P(X)
g1o(X)= 1n "L

P,(X)

- , =1
=X lWl‘f‘é" = () S ()
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-1 , -1
= (f‘l’f“Z)/Z X- = () 3 (Hy=pa) el 72
bulunur. Bunu k ve j inci gruplar igin genellegtirirsek
r 1 1 , -1

elde edilir,

ay c(k/3) / Q- ¢(j/k) deZeri sabit olarak alinirsa

(k) 67 ve 68 bagintilara

&y, ; (X)) DInK = X,€E e T4

’

&k, 3 (Xi)<an =y XiélEj : “.75‘

Bu sabit K deferi ©zel olarak 1 secilirse
gk,j(Xi)>/O == X, €5, ces 16

g, (X0 == X;€8 LT

bagintilari elde edilir.

Yanlig siniflama maliyetlerini her grupta aym (esit)

kaldiginia varsayarak 67 ve 68 bagintilarindan
gk,j(xi)>1n (qj/qk) = X;€EE, .. .78

8, ;(X;) n (ay/q) = X €E, .79

giniflandirma kurallarina varilair.
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Bu istatistik (Anderson'un siniflandirma istatistifi)

jocin ve S _ parametrelerinin bilinmesi gerekmektedir.
fAk k inci grubun ortalama vektdrii olup yerine

n
k
X, = e X.
k =™y {73 ik

5: da varyans-kovaryans matrisi olup yerine

alinabilir. Bu degerleri kullanarak siniflandirma fonksiyonu

N A | 1 (.5 v -1 /35 =
gk,j=(xk-xj) D, X4~ o (Xerj) D (Xk—Xj) ... 80

biciminde ifade edebiliriz. (Anderson 1957 s8:269)

3.3, Geouwetrik Yaklagim ile Probabilistik Yaklasimin

Kargilagtirilmasa

58 baZintisa olarak quk(Xi)>qj.Pj(Xi) ==X€EBk y;
vermig; X; elemaninin }Aax(qkfk(xi)) deZerine iligkin (k" 1ncai)

gruba atanacafini belirtmigtik. Ciinkii bu durumda Xi elemaninin
diZer tiim gruplarin herbirine ait olmasinin beklenen deperi k'
inci gruba ait olmasinin beklenen deferine gbre daha azdir.
Simdi Q. Pk(X) deZerinin logaritmasini alarak yeni bir fonksi-
yon elde edelim ve maximum olma halini bu fonksiyon iizerinden
inceleyelim.

In(q, .P(X))= 1n q, +ln P (X) ...81
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pk(X) cok deZiskenli normal dagilam oldufu takdirde

, , -1 .
1 ’Qf-~%—(X‘Fk) 2 (x=p)
(2n)P/2|5T1/?

1n qkpk(Xi)=ln qk+1n

, -1
ain g - 1n (] (20P)- Gepy) S ()
1 b 1 [ofe—ly o/t T L
=ln q, - —2——11’1([:“27() ) - T[X S X*'h{z /vtk—X 5_—--/‘/\kfXS: /“k‘]
1 P 1 / -1 / ~1 1 / -1
=1n qk- __2'....111 (‘S[(zﬂ) )" — X z XtX z FAk-"‘E-ﬂkZ /AI{

- ,-1 -1
=_;.[2 Ing-In (|S|(2)P)-X¥ S % - (-2X 5 /4kt“ﬁ5: /Ak)]

2

\ Vv

¢ ak(X)
- C"ak(x) PP 82

C ile belirlenen kisim k dan bafimsiz olup her grup ig¢in

aynidir. 1n q pk(X) ifadesinin max. olabilmesi icin,
, -1 L, -1
a ()= =2X 3 Mt P X My | ...83
-1
nin minimum olmasi gerekir, Dw=ﬁémw53:==:£2: -.:(n—-m)l‘l-1 oldugu
-1

ve 5: yerine (n-m) W'1; f& yerinede Xk alinabilecegi g&zonii-
ne alanirsa,

45 ve 83% ifadeleri arasinda

a, (X)= (n—m)c{k (X) 1liskisi vardar. ...84

(n-m) sbt oldugundan her iki fonksiyon ayni k deZeri

i¢in minimum olur. Sonug¢ olarak,



~49~

1) RP de mtrik matris W_l

se¢ilirse,
ii) Ek gruplari ¢ok deZiskenli normal dagilim gosteri-
yorlarsa,
kiii)fﬂk' nin Ek‘gruplarlnln varyans-kovaryans matfisleri
ayni, ortalamalari farkli ve

iv) Bir X, bireyinin her bir E, grubuna ait olma olasi-

liklari egit ise;

probabilistik ayirma (siniflama) kurali ile geometrik
ayirma kurallari denktirler denebilir.
3.4, Gruplar I¢in Varyans-Kovaryans Matrislerinin

Egitliginin Test kdilmesi

B, grubunun varyans-kovaryans matrisi §:k ile gbsteril-
gsin. m tane grup olmasi halinde,

m .
n= k§:1nk ve S= -1 ¥ olmak tizere BOX istatistipi
- n-m

olarak bilinen

m
Bz (n-m) In S-S (n,-1) In L W, .. .85

k=1 0, -1

ile 3 larin esitlifi test edilebilir,

o . 21:'22 = eescecosseree o= Zm =z

i

H

(3]

1

334k tein 354 S qar.

85 bafintisi ile tanimli BOX istatistifi agafidaki ge-

gigle P istatistigine uyugturulabilir.
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N2
) 1 1) 27 3p+1
Al" (> nk—l n-m 6(m-1) (P+2)
L 1 1 (P-1)(P+2)
- - )
A2 ('%;1 (nk—lf (nrmf 6(m-1)

Bu durumda,

1) A,-A%> 0 ise serbestlik dereceleri

V= (m=1)P(P +1) N V-2 ve  Dp- 1
1 2 4 2 2, Y
2
olmak lizere,
B
F = e 00086
\)L’\)2 b 3
dir.
ii) A2—A§‘<b ise serbestlik dereceleri
| 2 J
X{= (m-1)P(P 1) ; \£=__i___ ve b= 2
2 A, -A 2
172 I— A+t ?;
olmak iizere, z
[\?_) v, B
' ,}? L I e ——

dir. FHesap.<FTablo ise Ho hipotezi kabul edilir.(Ikiz 1978,

s:51)



4. UYGULAMA

Diskraminant Analizin c¢esitli konularda birgok uygula-
masyl mevcuttur. Ozellikle tarim, tip, psikoloji, sosyoloji ve
biyolojide ayirim ve siniflandirma iglemlerinde yaygin gekilde

kullanilmaktadair.

Bu calismada uygulama alani eZitimi se¢ilmig lise birin-
ci sanif 6Zrencilerinin birinci sinif ders gegme notlari esas
alinarak lise ikinci sainiftaki edebiyat ve fen kolu ayiraima

iizerinde durulmugtur,
4,1, Problemin Ortaya Cikis:

Halihazirda iliniversiteye 6grenci hazirlamayi temel amag
edinen genel liselerde (meslek liseleri harig) OZrencilerin tii-
mii birinci sainifta ayni dersleri okumakta, ikinci sainifta iki
kola (gruba) ayralarak farkli dersler okumaktadirlar. Fen kolu
6&rencileri lise liglincii sinifta kendi aralarinda tekrar iki

gruba (matematik ve tabii bilimler kollari) ayrilmaktadir.

Kollara ayrilmada temel ama¢ OZrencilerin yeteneklerine
uygun ortamlarda efitilmelerini; buna bafla olarak yetenekle-

rine uygun ig edinmelerini temin etmektir.

198541986 Ofretim yilina kadar fen kolunu secebilmek i-
¢in fizik-kimya-biyoloji dersleri notlari toplaminin enaz 20
olmasa gerekmektey@}. Daha sonraki yillarda bu sartta kaldiri-
larak kol secimi tamamen Ofrencinin ve velisinin istefine bi-

rakilmigtir ve halen bu sekil uygulanmaktadar.

Acaba hangisi dogru? veya bagka styleyisle hangisi enaz
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Bunlarin disinda GZrencileri yeteneklerine uygun

efitim ortamlarina yoneltebilecek yOntemler ﬁretilebiliami?

Mevcut yontemde hata orani nedir?

Iise eZitiminin nasil olmasi gerektigi bu tartismanan

digindadair. Mevcut efitim sisteminde ©Zrenciler iki secgenek

(fen ve edebiyat) kargisinda birakilmaktadar.

Burada oZrencilerin buna gdre siniflandirilmasinin ne

denli isabetli olup olmadigir incelenmektedir.

4.2, Oprencilerle Ilgili Bilgiler

Ofrenciler lise birinci sinifta

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8
X9
X10
X11

.
.

..

(1)

.o

s

.o

.o

.o

Tirk Dili ve BEdebiyata
Tarih

T.¢. Inkilap Tarihi
Cografya

Matematik

biyoloji

Fizik

Kimya

Yabanci Dil

Beden E7Fitimi

Din Kiiltiiri ve Ahldk Bilgisi

ve bunlardan bagka liseler arasinda farklilik gosteren ikiser

secmeli ders

okutulmaktadair.

Analizde dersler yukaridaki notasyonlarla temsil edil-

melktedir.

Analiz Iursa Yildarim, Erkek, Cinar Liseleri ile Savsgat
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Lisesinin 1986-1987 ﬁgretim yilinda 1lise birinci sinifi okumus
bulunan toplam 170 6Zrencisi iizerinde yapilmig ve analiz tnce-
sinde bZrenciler lise ikinci sainifta ayrildiklari kollar esas

alinarak iki gruba ayrilmis; herbir 8Zrencinin yukarida be-

lirtilen onbir dersten aldiklari notlar tesbit edilmigtir.

Ogrencilerin liselere dagilimi gdyledir.

Fen Bdebiyat

Kolu Kolu Toplam
Yrldirim Lisesi 28 27 55
Erkek.Lisesi 21 26 47
Savsat Lisesi 21 16 37
Cinar Lisesi 21 10 31
Toplam 91 79 170

Yukaridaki tablodan anlasilacagi gibi 91 6grenci fen
grubunu, 79 OZrenci edebiyat grubunu meydana getirmigtir. Of-
renciler okullarindaki numaralarindan ayri olarak yeniden nu-

maralanmigtir. Buna gbre,

1-27 nolu Ggrenciler Yildirim Lisesi fen kolu
28-49 " " ' Erkek " fen kolu
50-T0 " " savsat " fen kolu
71-91 " " Cinar " fen kolu
91-117 " " Yildiraim " kdebiyat kolu
118-1473 " " Erkek " Edebiyat kolu
144-160 " n Savsat " Edebiyat kolu
161-170 " " Cinar " Edebiyat kolu

Ogrencileridir.
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4.3, Diskriminant fonksiyonlarinin Elde Bdiligi ve

Diskraiminant Skorlara

Ogrenci notlari X1y X5 X3,......., X,, sirasiyla veri

matrisi (tablo 1) ile verilmistir. bu matriste yer alan 5'in
altandaki notlar Ofrencilerin 6Zretmenler kurulu karariyla si-

nif gectikleri veya borglu olarak gec¢tikleri derslere aittir.

Genel ortalama vektorii ve defigkenlerin standart sapma-
lara (tablo 2) incelendifinde 5.25 ortalama ile fizik en baga-
risiz ders olmugtur. Bunu 5.%1 ortalama ile matematik izlemek-
tedir. En basarili ders 8.02 ortalama ile Beden Epitimi olmus

bunu 7.3%% ile Din Bilgisi izlemistir.

En biiyilk iki standart sapma kimya ve matematik dersleri-
ne ait olup-1.80 ve 1.75' tir. Bu durum bu iki dersin notlari-
nin differ derslere gbre daha ¢ok defigskenlik gtsterdiZini or-
taya koymaktadair. FEnaz sapma gdsteren ders Beden EZitimi ol-

mugtur. (1.08)

Genel carpimlar ve kareler toplami matrisi (tablo 3),
Gruplar ici carpimlar ve kareler toplami matrisi (tablo 4),
Gruplar arasi garpaimlar ve kareler toplami matrisi (tablo 5)
olarak verilmigtir, Birinci ve ikinci Ozdeferler ile bunlara

karsilik dzvektdrler bulunmustur. (Tablo 7)
%l= 0,.8789514 ?g: 0.000004 cikmistir.

Ozdekerlerin tnemli olup olmadigini anlamak igin i' in-

ci kok ig¢in tanimlanan

;Z?= (n- g;E_ ) ln(l-+%i) degiskenini ?& icin hesapllyé-

laim.
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22 (170- 142 ) 10 (1+0.876)

16%.5.1n (1.876)

1]

106.954

Bu degisken p+m-2i serbestlik dereceli?&2 dafilisi gis-~
terir. s.d = 11 olup <X= 0.05 seviyesindef{il=15.68 olup,

Q§§1<§t2 oldufundan birinci kokiin temsil ettizi varyas-
yon Unemlidir,
Buna gdre birinci diskraiminant fonksiyonu

fl(X)z -0.10672Xl—0.10208X2+—O.Ol486X3— 0.05538)(4

O.20678X5—+O.22649X6-f0.15441X7—FO.30947X8-+0.05395X9—

Ikinei kbk igin?Z? deZeri ayni yontemle

7(/2:. 0.0006%3 elde edilir.

Serbestlik derecesi p+m - 4 = 9 olup = 0.05 icgin

7 =16.92 dir.
‘;2;2 <SZ§ oldugundan ikinci ktk Onemsizdir.

Gruplari ayirmada birinci koke Eérglllk elde edilen
diskriminant fonksiyonunun yeterli olmasina ragmen metnin an-
lagalairliZini kolaylagtirmak i¢in diskraiminant skorlarinin bu-
lunmasainda ikinci diskriminant fonksiyonu yazilmis ve kullanil-
migtir, Skorlar tablo 8'de verilmigtir.

f2(X)=O,1099)(]:1—0.7188)(2--0.4006}(3:1-0.3427X4+0.3697X5

--O.3532X6-—O.1419X7—0.O484X8—O.3361X9~O.2366X10-0.2356Xll
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8.tablo ile OZrencilerin fl ve f2 diskriminant fonksi-
yonlara iizerinden aldiklari degerler (diskriminant degZerleri)
(diskrlminant skorlari) verilmigstir. Bunlarin pozitif olanla-
r1 ait oldufu Ogrencinin fonksiyonun %emsil ettiZl yetenekler

bakimindan iyi durumda oldufunu ortaya koyar.

Birinci faktdr (diskriminant fonksiyonu) iizerinden el-
de edilen skorlar bakimindan ilk ii¢ siraya 74, 10, 68 nolu,

son iig siray:x 97, 111, 113 nolu O8renciler almiglardar.

Bu faktor bakimindan negatif skorlara sahip bireyler

faktdriin temsil ettigi yetenekler bakimindan zayif durumdadair.
4.4, Diskriminant Fonksiyonunun Taninmasi ve Adlandirilmas:i

Birinci diskraminant fonksiyonunun olugumuna‘engok kat-
kida bulunan degigskenler tablo 9 dan da anlasilacagil gibi si-
rayla kimya, matematik, biyoloji, fizik dersleri notlaridir.

Bu bakimdan bu faktore "Matematik ve Fen Yetenegi" adi verile-—

bilir. Al zdeZerinin ayirim gilicii 0.999 oldugu i¢gin bu faktor

gruplari ayirmada tek bagina yeterlidir.(Tablo 9a)

Ikinci faktoriin ayirim glicliniim 0.001 olmasy matematik
ve fen yetenegi bakimindan iyi durumda olanlarain fen kolunu seg-
tikleri, bunun disinda kalanlarin edebiyat kolunu segtikleri‘
izlenimini vermektedir. Yani teorik olarak edebiyat, tarih,
cografya gibi derslerde yetenekli olanlarin edebiyat kolunu

tercih edecekleri dﬁ@incesi dogrulanamamigtar,

Fen ve Edebiyat gruplarinin koordinat sistemindeki yer-
lerini gtsteren grafikte derslerle ilgili vektorler baslanglg

noktasi gruplarain merkez koordinatlarinin ortalamalari seg¢il-
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migtir. Her bir degisgkenin fl ve f2 vektorleri ile korelasyon-.
larinin belirlediZi nokta baglangica birlegtirilmig ve vektor-
lerilgili bulunduklari F deBerleri (tablo 11) ile garpilarak

uzunluklari elde edilmigtir. Bu grafikte de matematik, biyolo-
| ji, fizik, kimyanin birinci disk, fonksiyonuna ydnelmig olmasi
bu gruplarda anllén derslerin ortalamalarinin yiksek oldugunu,
uzunluklari ise ayirim giiclerinin yiiksek oldugunun ortaya qu-

maktadar.

Buna iliskin grafik ekler b6 1liimiinde sunulmugtur,
4.5, Bireylerin Siniflandairilmasa

Bireylerin hangi gruba daha yakain olduklarini belirle-
mek ic¢in "diskraiminant fonksiyonlarai ile siniflandirma" yﬁnfe—
minden yararlanilmigtir. Bu yontemle yapllan'81n1f1and1rma so-
nucunda fen kolundaki 91 6grenciden 16 s1 (% 18) edebiyat ko-
luna, edebiyat kolundaki 79 Gfrencinin 10' u (% 13) fen kolu-

na yakin cikmislardir. (Tablo 12)

Ayni tablodan fen kolu “fZrencilerinin grup merkezlerine
uzakliklari edebiyat kolu OZrencilerine nazaran 2-3 kat fazla
¢ikmigtir. bBuda edebiyat grubu tgrencilerinin daha yofun bir
kiilme olusturduklari (notlarainin birbirine yakin oldupu), fen
kolundakilerin ise daha seyrek bir kiime (notlarinin birbirin-~

den uzak olduZunu) ortaya koyar.
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4.6. TARTISMA VE SONUG

Diskriminant Analizi ile ulagilan yargilarin glivenilir-
1ligi 5rne§e alinan birey sayisinin populasyonu temsil edebile-
cek kadar c¢ok olmasi, analiz Oncesindeki gruplamanin isabetli-
1igi, dlciimlerin sa®liklilafil ve secgilen defigkenlerin ayiraici
olabilme giicleri ile yakindan ilgilidir. Bu bakimdan istatis-
tikginin analiz Oncesinde bu durumlari dikkate almasi ve ted-

birli davranmasi gerekir.

Egitimle ilgili bu uygulamadan ¢ikan sonuglar gdyle si-
ralanabilir.

1- Ofrencilerin lise ikinci sinifta fen ve edebiyat
kollaraina ayrilmalara tamamen kimya, matematik, fizik, biyolo-
ji derslerinden etkilenmektedir., Edebiyat kolunun olugumuna
Tirk Dili ve Edebiyati, Tarih, CoZrafya gibi derslerin kayda

defer bir etkisinin olmadigi gdriilmiigtiir.,

Bir bagka sbyleyisle 6Erenciler fen kolunu secemiyor

igeler zorunlu olarak edebiyat kolunu segmektedirler,

2- Meveut kol secimi % 18, % 13 gibi onemli miktarlarda
yanilmalara (yanlis sainiflamalara) yol acgmaktadir. Bu durum
kol se¢iminin tamamen derslerle ilgili olmasi gerekirken, ders-
ler digsinda bagka faktbrlerdende etkilendigi siiphesini doZur-

maktadair.

Bu yiizden kol seg¢imlerinde, daha genig Ornekler iizerin-
de yapilmig ¢alaigmalardan elde edilen diskrimine edici fonksi-

yonlarin kullanilmasi daha az hatali siniflamalari ortaya ko-

yabilir.
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Kol segimleri iizerinde dersler digindaki diZer faktdr-
ler (aile tﬁtumu, liniversite sinavlari gibi) ayrica incelenip
bunlarain etkileri akademik cizgiye paralel hale getirilebi-
lir.

3- Lise II, III ve daha sonraki yillarda fen ve edebi-
yat alanlarinda basarili olmus kimselerden olugturulacak grup-
larin notlara ilizerinden gelistirileblilecek diskriminant fonk-
siyonlar:i ile siniflama (kol sec¢me) daha isabetli olabilir.

Bu durumda her iki kola wuzak bulunan oZrenciler bu iki kolun

diginda bir egitim programina veya is koluna yoneltilebilir,



{imii

50~

Ek~-1 Bilgisayar programi ddk
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