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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LORENTZ UZAYLARINDA TIMELIKE ve SPACELIKE EGRILERE GORE
OLUSTURULAN ALT UZAYLARIN SINIFLANDIRILMASI

ZEYNEP ARSLAN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Esen IYIGUN

Bu ¢alismada 1-indeksli 3-boyutlu ve 1-indeksli 4-boyutlu Lorentz uzayinda Timelike ve
Spacelike egrilerde teget, normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlarinin
Timelike ve Null olma durumlaria goére bu egrilerin Frenet catilarinin alt uzaylarinda
yatip yatmadigi aragtirilmistir ve bu incelemelere ait bir siniflandirilmasi yapilmaistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, Spacelike egri, Timelike egri.
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ABSTRACT

MSc Thesis

CLASSIFICATION OF SUBSPACES CREATED ACCORDING TO TIMELIKE
AND SPACELIKE CURVES IN LORENTZ SPACES

ZEYNEP ARSLAN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Esen IYIGUN

The aim of this study is to investigate whether Timelike and Spacelike curves in the 1-
index 3-dimensional and 1-index 4-dimensional Lorentz space are lie in the subspaces of
their Frenet frames, in accordance with the vector fields of tangent, normal, first binormal
and second binormal, state of being Timelike and Null and a classification has been made
concerning these investigations.

Key words: Frenet frame, Spacelike curve, Timelike curve.
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TESEKKUR

Ciktigim bu yolda bilgi birikimini benimle fedakarca paylasan, insani ve ahlaki degerleri
ile bana yol gosteren, tecriibelerinden faydalanirken gosterdigi sabri ve Ozverisiyle
yanimda oldugunu hissettiren saygideger hocam Prof. Dr. Esen IYIGUN’ e
tesekkiirlerimi sunarim.

Calisma siirecim boyunca maddi ve manevi destegini hep iistiimde tutan, bana olan
inancini asla kaybetmeyen ve bilim yolunda yiirlimem i¢in tesviklerini asla esirgemeyen
sevgili esim Yunus Emre ARSLAN’ a tesekkiirlerimi sunarim.

Beni bugiinlere getiren, hayatimin her aninda yanimda olan, benimle daima gurur duyan
ve emeklerini karsiliksiz birakmayacagim annem ve babama tesekkiirlerimi sunarim.

Calismama kiigiik biliylikk demeden katki saglayan ve her kosulda yanimda olan

yakinlarima, dostlarima, lisans ve yiiksek lisans egitimim boyunca lizerimde emegi olan
tiim hocalarima tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Bu tezin amaci 1-indeksli 3-boyutlu Lorentz uzay ile
1-indeksli 4-boyutlu Lorentz uzayda Timelike ve Spacelike egrilerin siniflandirilmasinin
yapilmasidir. Ele alinan egrilerin Frenet ¢atilarina goére hangi alt uzayda yatip yatmadigi
arastirilmis ve bu arastirmalara iligkin siniflandirmalar hem Timelike hem de Spacelike

egri i¢in ayri ayri birer ¢izelge halinde gosterilmistir.

Birinci boliim Giris boliimii olarak ele alinmis olup burada tezin ana hatlar1 verilmis,

yapilacak olan iglemlere deginilmis ve boliimlerin kisaca 6zeti verilmistir.

Ikinci béliim olarak sunulan kuramsal temeller béliimiinde tezi olusturan Timelike ve
Spacelike egrilerin hangi temellere dayandigi ve bu temellerin tanimlarina iligkin bilgilere
yer verilmistir. Burada (Hacisalihoglu 1983, Hacisalihoglu 1985, Sabuncuoglu 2010,
O’Neill 1983, Graves 1979) kaynaklarindan alinan tanimlar kullanilmistir.

Ugiincii boliim olan materyal ve yontem iki ana baslikta ele alimmustir. Birinci olarak 1-
indeksli 3-boyutlu Lorentz uzayda Timelike ve Spacelike egri tanimlar1 verilmistir. ikinci
olarak benzer islemler 1-indeksli 4-boyutlu Lorentz uzayda Timelike ve Spacelike egriler

icin yapilmustir.

Dordiincii boliim olan bulgular iki baslikta ele alinmistir. 1-indeksli 3-boyutlu Lorentz
uzayda Timelike ve Spacelike egrilerin verilen, Frenet catilar1 ve tanimlanan sartlar
altinda egrinin alt uzaylarinda yatip yatmadigr arastirilmis ve teoremler verilip
ispatlanmistir. ikinci olarak benzer islemler 1-indeksli 4-boyutlu Lorentz uzayda
Timelike ve Spacelike egrilerin durumlari incelenmistir. Boliim sonunda bu incelemeler

sonucunda ortaya ¢ikan durumlar i¢in siiflandirma yapilmis ve ¢izelge ile gosterilmistir.

Besinci boliimde ise diger boliimlere ait olan sonuglarin bir degerlendirmesine yer

verilmisgtir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu béliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar 3-boyutlu Oklid uzay1 ve n-boyutlu

Lorentz uzayi i¢in verilecektir.

Tanmm 2.1. ICIR bir acik aralik olmak iizere, (I, o) koordinat komsulugu ile tanimlanan
a . IclR —IR3 diferensiyellenebilir doniisiimiine IR® de egri denir. Buradaki IcIR
araligina o egrisinin parametre araligi ve s € I degiskenine de o egrisinin parametresi
denir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2. IR?* Oklid uzayinda birim hizli ai:l- IR3 egrisi igin T(s)=a'(s) esitligi ile
belirli T(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir
(Sabuncuoglu, 2010).
Tamim 2.3. o: | -IR®  bir egri olsun. Vs el igin, ||o/(s)|| =1 ise a egrisine birim hizli
egri, s parametresine de yay uzunlugu parametresi denir. (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.4. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir
(Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.5. IR® Oklid uzayinda birim hizl1 ou:l— IR3? egrisi igin

k:I->IR , x(s)=||T'(s)|]
fonksiyonuna, o egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(S)
noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.6. 1IR3 uzayinda birim hizli a.:1- IR® egrisi igin
1,
N(s)= ] (s)

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, o egrisinin a (s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli
normali) denir. N vektor alanina, a egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal vektor
alan1) denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.7. IR® uzayinda birim hizli a.:1- IR® egrisi igin

B(s) = T(s) x N(s)



esitligiyle tanimli B(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir. B vektor alanina, o egrisinin ikinci dik vektor alani (binormal vektor
alan1) denir (Sabuncuoglu, 2010).
Tamim 2.8. T(s), N(s), B(s) vektorlerine, a: | —IR3 egrisinin o(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine a egrisinin a (s) noktasindaki Frenet c¢atis1
denir. T, N, B vektor alanlarina, o egrisi Ustiinde Frenet vektor alanlari denir
(Sabuncuoglu, 2010).
Tamm 2.9. Birim hizli o | -IR3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere
T. I IR 1(s) = —< B'(s),N(s) >

fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 1(s) sayisina egrinin ofs)
noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2010).
Tanim 2.10. V bir reel vektor uzayi olsun. Eger

<, >:VXV—-IR

(X, y) = <, >(X,y) = <X, y>

fonksiyonu

i) 2-lineer,

ii) Simetrik,

iii) Pozitif tanimli
ise <, > ye bir i¢ ¢carpim denir (Hacisalihoglu, 1985).
Tamm 2.11. V bir vektdr uzay ve <, >V iizerinde bir i¢ ¢arpim olsun. I¢ ¢arpimin negatif
taniml1 oldugu maksimal boyutlu alt uzayinin boyutuna V vektor uzayinin indeksi denir
(O’Neill, 1983).
Tamm 2.12. V vektor uzayinda <, > dejenere olmayan i¢ ¢arpim verilsin. Eger V’nin
indeksi 1 ise V’ye bir Lorentz vektor uzay: ve i¢ carpimina da Lorentz i¢ ¢carpimi denir
(O’Neill, 1983).
Tamim 2.13. VX = (X4, Xy, ..., X,) €IR" ve Vy = (y;1,V2, ..., ¥n) €IR?
i¢cin

<> =—Xy1 t ... TXpYn



seklinde tanimlanan <, > fonksiyonuna IR de bir Lorentz i¢ ¢arpim ve bu i¢ ¢arpim ile
IR" ye bir Lorentz vektor uzayr denir. Bu uzay IR7 ile gosterilir. IR} de ki Lorentz ig

carpiminin standart baza gore karsilik geldigi matris

-1 0 - 0
s=| 0 1 =
P w0

seklindedir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte IRT ye n-boyutlu standart Lorentz uzay1 denir. L" ile
gosterilir (Graves, 1979).
Tamm 2.14. L" bir Lorentz uzayi, x Lorentz uzayinin bir vektorii ve <, >, L" {izerinde
bir i¢ carpim olsun. x’in boyu diye

[1x]|=V 1< %, x >
reel sayisina denir (O’Neill, 1983).
Tanmim 2.15. L" bir Lorentz uzay1 ve lizerindeki i¢ ¢arpim <, > olsun. xe L" igin;
i) <X, x> < 0 ise x’e Timelike (zaman benzeri) vektor,
i) <x, x> > 0 veya x=0 ise x’e Spacelike (uzay benzeri) vektor,
i) <x, x> =0 veya x+ 0 ise x’e Null (1s1k benzeri) vektor adi verilir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.16. n boyutlu v-indeksli IRy Lorentz uzayinda, v=1 ve n>2 i¢in IR} Lorentz
uzayma Minkowski n-uzay denir. Boyutu 3, indeksi 1 olan IR} uzayma Minkowski
(Lorentz) 3-uzayi denir (O’Neill, 1983).
Tamm 2.17. M bir Lorentz manifoldu ve o : ICR—M diferensiyellenebilir bir egri olsun
a egrisinin teget vektor alan1 o’ (s) = T olmak iizere,
1) <T, T>> 0 ise a egrisine uzay benzeri egri,
i) <T, T>=0ise a egrisine null egri,

i) <T, T> < 0 ise a egrisine zaman benzeri egri denir (O’Neill, 1983).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Lorentz Uzayda Timelike Egriler
Bu béliimde 1-indeksli 3-boyutlu IR3 Lorentz uzayda timelike egriler verilmistir. Burada
X = (X4, Xz, X3) EIR? ve Y = (yy, ¥2, y3) € IR3 olmak iizere bu uzaydaki Lorentz i¢
carpimi

<X, Y>==—X1y1 + X2¥2 + X3Y3
bi¢iminde tanimlanmustir. Vs € IR igin {T(S), N(S), L(S)} Frenet ¢atisinda T(s) ile teget,
N(s) ile normal ve L(s) ile binormal vektor alanlari, k(s) ve t(s) ile birinci ve ikinci
Frenet egrilikleri gosterilmistir. {T(s), N(s), L(s)} Frenet ¢atisinin {T(s), N(s)}, {T(s),
L(s)} ve {N(s), L(s)} alt uzaylarinda yatip yatmadig1 arastirilacaktir.
Ayn1 zamanda bu béliimde 1-indeksli 4-boyutlu IR Lorentz uzayda timelike egriler de
incelenmistir. Burada X = (X, X5, X3,X4) EIRT ve Y = (y4, 2,3, V4) EIRT olmak iizere
bu uzaydaki Lorentz i¢ ¢arpimi

<X, Y>===X1y1 + X2 + X3Y31X4Y,
olsun. Vs € IR igin {T(s), N(s), L(S), W(s)} Frenet ¢atisinda sirasiyla ile teget, normal,
birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlari ve k(s), T(s), o(s) ile de birinci, ikinci
ve Uiciincil Frenet egrilikleri ifade edilmistir.
Bu béliimde IR? de bir timelike a egrisi i¢in sirastyla tegetin, normalin, birinci binormalin
ve ikinci binormal vektor alanlarmin timelike olma durumlart incelenmistir. {T(s), N(5s),
L(s),W(s)} Frenet catisinin {T(s), N(s)}, {T(s), L(s)}, {T(s),W(s)}, {N(s), L(s)}, {N(s),
W(s)}, {L(s).W(S)} {T(s), N(s), L(9)}{T(s). N(s), W(s)} ve {N(s), L(s), W(s)} alt

uzaylarinda yatip yatmadigi arastirilacaktir.



3.2. Lorentz Uzayda Spacelike Egriler
Bu béliimde 1-indeksli 3-boyutlu IR3 Lorentz uzayda spacelike egriler verilmistir.
Burada X = (x4, X5, X3) €IR} ve Y = (y, ¥2, y3) € IR3 olmak iizere bu uzaydaki
Lorentz i¢ ¢arpimi

<X, Y>==—x1y1 + X2¥2 + X3¥3
bi¢iminde tanimlanmistir. Vs € IR i¢in {T(s), N(s), L(s)} Frenet ¢atisinda T(s) ile teget,
N(s) ile normal ve L(s) ile binormal vektor alanlari, k(s) ve t(s) ile birinci ve ikinci
Frenet egrilikleri gosterilmistir. {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinin {T(s), N(s)}, {T(s),
L(s)} ve {N(s), L(s)} alt uzaylarinda yatip yatmadig arastirilacaktir.
Bununla birlikte bu béliimde 1-indeksli 4-boyutlu IR] Lorentz uzayda spacelike egrilere
de yer verilecektir. Burada X = (x1,X3,X3,X4) €IRT Ve Y = (y4,¥2, V3, V4) EIR] olmak
tizere bu uzaydaki Lorentz i¢ carpimi

<X, Y>==—=X1y1 + X2¥2 + X3Y3+X4Ys
olsun. vs € IR i¢in {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinda sirasiyla ile teget, normal,
birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlari ve «(s), t(s), o(s) ile de Frenet
egrilikleri ifade edilmistir.
Bu kisimda IR} de bir « spacelike egrisinin normal, birinci binormal ve ikinci binormal
vektor alanlarinin timelike ayn1 zamanda normal ve birinci binormal vektor alanlarinin
null olmasi durumlari incelenmistir. {T(s), N(s), L(s),W(s)} Frenet catisinin {T(s), N(s)},
{Ts), LG {T() W)} {N(s), L)} {N(s), W)} {L(s),W(s)} {T(s), N(s),
L(S)}A{T(s), N(s), W(s)} ve {N(s), L(s), W(s)} alt uzaylarinda yatip yatmadigi

arastirilacaktir.



4. BULGULAR

4.1. IR3 Lorentz Uzayda Timelike Egriler
IR3 Lorentz uzay1 {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinda

< T(s), T(s) >=—1,
< N(s),N(s) >=<L(s),L(s) >=1,
< T(s),N(s) >=<T(s),L(s) >=<N(s),L(s) >=0

sartlarin1 saglayan timelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s)| = [x(s) 0 (s)| [N(s)
L'(s) 0 -—-t(s) O L(s)

i¢in
T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = k(s)T(s) + t(s)L(s),
L'(s) = —t(s)N(s)

seklinde tanimlanmistir (Bektas, Ergiit ve Soylu, 1998).

Teorem 4.1.1. a, IR3 de timelike bir egri ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Burada T(s), N(s), L(s) sirastyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor alanlaridir.
k(s)=1 i¢cin Frenet denklemleri;

T'(s) = N(s),

N'(s) = T(s) + t(s)L(s),

L'(s) = —t(s)N(s)
bigimindedir.
Teorem 4.1.2. o, IR3 de timelike bir egri olsun. Sirasiyla T(s), N(s), L(s) teget, normal,
binormal vektor alanlari i¢in a nin Frenet ¢atist {T(s), N(s), L(S)} ise 0 zaman egrinin
birinci ve ikinci Frenet egrilikleri

{ k(s) = < T'(s),N(s) >,
(s) = =< L'(S),N(s) >

dir.

Ispat: < T'(s),N(s)> = <k(s)N(s),N(s)>
= k(s)<N(s),N(s)>
=x(s)



ve
< L'(S),N(s) >=< —1(s)N(s),N(s)>
=—1(s) < N(s),N(s) >

=—1(s)
olup
T(s)== —< L'(S),N(s) >
elde edilir.

Teorem 4.1.3. a, IR3 de timelike bir egri ve egrinin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Burada T(s), N(s), L(s) sirasiyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor alanlar1 ve
k(s)=1 i¢in asagidaki esitlikler mevcuttur:

< T'(s), T(s) >=< T'(s),N(s) >=< T'(s),L(s) > =< N'(s),N(s) > 0,
< L'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=< N'(s),L(s) >=< L'(s),L(s) >=0,
< N'(s), T(s) > = —1,
< L'(s),N(s) > = 1(s).

Ispat: <T’(s), T(s) >=0 oldugunu ispatlamak i¢in Teorem 4.1.1 deki T’(s) = N(s)
esitligi yerine yazilirsa

<T(s),N(s)>=0 elde edilir ve <T(s),N(s)>=0 ise esitliginin her iki tarafinda s
parametresine tiirev alinirsa <T'(s), N(s)>+<T(s), N'(s)>=0

=<N(s), N(S)>+<T(s), T(s)+ t(s)L(s)>=0

=1+<T(s),T(s)>+ 1(s)<T(s), L(s)>=0

= <T(s),L(s)>=0

oldugu goriiliir. Benzer sekilde <T(s), L(s)>=0 ise her iki tarafin s parametresine gore
tirevi alindiginda ise

<T'(s), L(s)>+<T(s), L' (s)>=0

=><N(s), L(S)>+<T(s), —t(s)N(s)>=0

=<N(s), L(s)>=0

bulunur. Diger esitliklerde benzer islemler yapildiginda istenen sonuglar elde edilir.
Teorem 4.1.4. IR3 de timelike bir egri o ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Burada T(s), N(s), L(s) sirastyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor alanlaridir. Bu

durumda asagidaki esitlikler



<T"(s), T(s) >= —1,
< N”(s),N(s) > = —12(s),
< T"(s),N(s) >=< N"(s),L(s) >=< N"(s), T(s) >=<L"(s),N(s) >=< L"(s),L(s) >= 0
< T"(s),L(s) >= 1(s) =< L"(s), T(s) >

saglanir.
Ispat: <T"'(s), T(s)>= —1 oldugunu ispatlamak i¢in, Teorem 4.1.1 den T"'(s) = N'(s)
olup <N’ (s),T(s)>= —1 oldugu Teorem 4.1.3 den biliniyor. Bu esitlik geregince
<T"(s), T(s)>=—-1
elde edilir. Ayrica <N"'(s),N(s)> i¢ carpiminda, N”(s)= T'(s)+ t(s)L'(s) esitligi
kullanilirsa <N’ (s), N(s)>= —12(s)
oldugu goriiliir.
Benzer sekilde diger i¢ ¢arpimlar ig¢in ayni igslemler uygulanirsa istenilen sonuglar
ispatlanir.
Teorem 4.1.5. a, IR3 de timelike bir egri ve o nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Bu catiin {T(s), N(s)}alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(s)N(s) egrisini alalm. Burada A Ve p; s parametresine gore
tirevlenebilir fonksiyonlardir. a egrisinde esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A($)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in

T(s)= W)+ n(E)T()+ (A(s)+ W (s)N(s)+ T(s) p(s))L(s)
bulunur. Buradan

M)+ uis) =1,
A(s) + w'(s) =0,
u(s) =0

olur. Eger n(s)=0 ise p'(s)=0 dir. ikinci esitlikte pu’(s)=0 yerine yazilirsa A(s)=0 elde
edilir. Bulunan bu degerler birinci denklemde yerine yazildiginda bu durum

A'(s) + p(s) = 1 olmasi ile celisir. Dolayisiyla o egrisi {T(s), N(s)} nin gerdigi alt
uzayda yatmaz.

Teorem 4.1.6. IR3 de o timelike egri ve egrinin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.



O zaman
a(s)=(s+z)T(s)+z;L(s), (z, z; sabit)

egrisi {T(s),L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + p(s)L(s) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinde her iki tarafin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in

T(8)= M'($)T(s)H( A(s)—T(S) u(S)IN(S)+ W(s)L(s)
bulunur. Buradan

AM(s)=1
A(s) —t(s)u(s) =0
w(s)=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse A'(s) = 1 ise A(s)=s+z, (z bir sabit) ve
u'(s) = 0 ise u(s)=z4, (z; bir sabit) dir. Dolasiyla
a(s)=(stz)T(s)+2z, L(s)
egrisi {T(s),L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.
Teorem 4.1.7. a, IR3 de timelike egrisi olsun. o. nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)}olmak
tizere bu catinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=N(s)t z,L(s), (z; bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + u(s)L(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= M) T(S)+(A'(8)=T(SIUS)N(S)+(T($IA(S)+ W'(s))L(s)

bulunur. Boylece
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r(s) =1,
A'(s) = t(s)uls) =0,
T(S)A(s) + u'(s) =0

denklemleri vardir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde A(s) = 1 ise A'(s) = 0 elde edilir. Bu
durumda A'(s) — t(s)u(s) = 0 denkleminin saglanmasi i¢in t(s)u(s) =0 olmalidir.
Burada iki durum s6z konusudur.
i) Eger u(s) = 0ise u'(s) = 0 dur.
ii) Eger t(s) = 0 olursa t(s)A(s) + u'(s) = 0 buradan p'(s) = 0 olup u(s)=z,, (z, bir
sabit) dir.
Boylece A(s) = 1ve u(s)=z; igin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egri

a(s)=N(s)+ z;L(s)

seklinde bulunur.
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4.2. R} Lorentz Uzayda Timelike Egriler
i) IRT de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catis icin T(s) teget vektdr alanmin Timelike
olma durumunda

{ < T(s), T(s) >=—1,
< N(s),N(s) > =< L(s),L(s) >=<W(s),W(s) >=1

sartlarin1 saglayan bir timelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 0 T
[N’(s)] _|x(s) 0 T(s) 0 N
L'(s) J 1o —ts) 0 o) |L
W'(s) 0 0 —o(s) O w

i¢in
T'(s)=k(s)N(s),
N'(s)=k(s)T(s)* T(s)L(s),
L'(s)= =t(s)N(s)+ a(s)W(s),
W' (s)=—a(s)L(s)

seklinde tamimlanmstir (Onder, Kahraman ve Ugurlu, 2013).

Teorem 4.2.1. a, IR de egri ve egrinin teget vektdr alani T(s) timelike olsun. o nin Frenet

catist {T(s), N(s), L(s), W(s)} ve k(s)=1 i¢in Frenet denklemleri,

T'(s)=N(s),

N'(s)=T(s)* T(s)L(s),

L'(s)= =t(s)N(s)+ a(s)W(s),

W'(s)==a(s)L(s)
dir.
Teorem 4.2.2. IR} de verilen a timelike egrisinin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}
ve T(s) teget vektor alan1 timelike olmak {izere asagidaki bagintilar mevcuttur:

< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
< L(s),W(s) >=0.

Ispat: T(s) teget vektor alaninin timelike olmasi halinde
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< T(s), T(s) >= -1

esitliginde her iki tarafin s ye gore tiirevi alinirsa T'(s)=N(s) esitligi i¢in <T(s),N(s)>=0
elde edilir. Benzer sekilde

< N(s),N(s) >=1

=< N'(s),N(s) >=0

=< T(s)+ t(s)L(s), N(s)>=0

=<N(s),L(s)>=0

ve

< L(s),L(s) >=1

=< L'(s),L(s) >=0

=< —1(s)N(s)+ o(s)W(s), L(s)>=0

=<L(s),W(s)>=0

oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.3. IR? de verilen a timelike egrisi ve timelike teget vektdr alani, normal,
birinci ve ikinci binormal vektor alanlari arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir:

< T(s),L(s) >=0,
< T(s),W(s) >=0,
< N(s),W(s) >= 0.

Ispat: Teorem 4.2.1 deki sonuglar kullanilarak esitliklerin s ye gére tiirevi almirsa
<T(s),N(s) >=0

=<T'(s),N(s)>+<T(s),N'(s)>=0

=<N(s),N(s)>+<T(s), T(s)+ t(s)L(s)>=0

= <T(s),L(s)>=0

bulunur. Benzer sekilde diger sonuglarinda tiirevi alinarak istenilen esitlikler elde edilir.
Teorem 3.2.4. IR} de « timelike egri verilsin. Timelike teget vektor alani, normal, birinci

ve ikinci binormal vektdr alanlar1 arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir:

( < N'(s),L(s) >=1(s) = =< L'(s),N(s) >,
< L'(s),W(s) >=o(s) = =< W'(s),L(s) >,
< T'(s),N(s) >=1=—<N'(s), T(s) >,
< T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s), W(s) >=< N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=<L(s), T(s) >=< L(s),L(S) >=<W'(s), T(s) >= 0,
\ <W'(s),N(s) >=< W'(s),W(s) >=0.

A
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Ispat: T(s) teget vektor alaninin timelike olmast sartlari kullanilarak
< T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,
< N'(s),L(s) >=<T(s)+t(s)L(s),L(s)>
=<T(s),L(s)>+ 1(s)<L(s),L(s)>
=1(s),
< L'(s),W(s) >=<—1(s)N(s)+ a(s)W(s),W(s)>
==T(8)<N(s),W(s)>+ o(s)<W(s),W(s)>

=0o(s)
ve
< W'(s),W(s) > =<—a(s)L(s), W(s)>
=— o(s)<L(s),W(s)>
=0

elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklere de ayni1 islemler uygulanarak istenilen sonuglar
bulunur.
Teorem 4.2.5. IR} de verilen a timelike egrisi ve T(s) teget vektor alani timelike ise o
Zaman
( <T"(s), T(s) >= -1,
< L'(s),L(s) > = —(72(s) + 6%(s)),

< W'"(s),W(s) > = —0c2(s),
< T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=<N"(s), T(s) >=< N"(s),L(s) > =0,
< L"(s),N(s) >=<L"(s),W(s) >=<W"(s), T(s) >=< W"(s),L(s) >=0,

< T"(s),L(s) >=1(s) =< L"(s), T(s) >,

< N”(s),N(s) >=1—1%(s),

\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar1 gegerlidir.

Ispat: < T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) >=—1,

< N"(s),N(s) >=<T'(s)+ t(s)L'(s), N(s)>
=< T'(s), N(s)>+ t(s)< L'(s), N(s)>
=1 — 12(s),

< L"(s),W(s) >=< —t(s)N'(s) + a(s)W'(s), W(s) >
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=—1(s) < N'(s), W(s) >+ o(s) < W'(s), W(s) >

=0

ve

<W'"(s), W(s) >=<—a(s)L'(s),W(s)>
=—o(s)<L'(s),W(s)>
=—0%(s)

bulunur. Benzer sekilde diger esitliklerinde ispati1 yapilir.
Teorem 4.2.6. a, IR} de timelike bir egri ve T(s) teget vektdr alani timelike olsun. o nin
Frenet gatis1 {T(S), N(S), L(s), W(s)} i¢in {T(s), N(S)} alt uzayinda yatan bir egrisi mevcut
degildir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
Esitligin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa;
a'(s) = A()T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir.a’(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= (M(s)+ w(s))T(s)+ (A(s)+ W' (s)N(s)+ T(s) (s))L(s)
bulunur. Boylece

M)+ uls) =1,
A(s) + W(s) =0,
u(s) =0

denklemleri mevcut olup bu denklemler ¢oziilirse u(s) =0 ise p'(s) =0 dir. Bu
degerler ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) = 0 oldugu elde edilir. Bu sonuglar
birinci denklemde yazilirsa 1'(s) + p(s) = 1 olmas ile celisir. Dolayisiyla {T(s), N(s),
L(s), W(s)} catisinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi mevcut degildir.
Teorem 4.2.7. «a, IR} de timelike bir egri ve T(s) teget vektdr alan1 timelike olsun. O
zaman a nin Frenet catist {T(S), N(s), L(s) , W(s)} i¢in {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan
egrisi;

a(s)=(s+z,)T(s)+z,L(S), (z1, z, sabit)
dir.
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Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= X' (s)T(s)H( A(s)—T(s) W(S)N(S)+ H'(s)L(s)T(s)a(s)W(s)
A(s) =1,
A(s) — t(s)u(s) = 0,

p'(s) =0,
u(s)o(s) =0

denklemleri bulunur. Buradan 1'(s) = 1 ise A(s) = s + z;, (z; bir sabit) dir. p'(s) = 0
ise u(s)=z,, (z, bir sabit) olur. O halde aradigimiz egrinin
a(s)=(s+21)T(s)+2, L(s)

oldugu goriiliir.
Teorem 4.2.8. «, IR} de timelike bir egri olsun. T(s) teget vektor alani timelike olmak
tizere egrinin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} igin {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan
bir egrisi mevcut degildir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + w(S)W(s) egrisini alalim. Bu egrinin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + W'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in

T()= MT()+ MENE)-0()R(SL()+ H(SW()
olur. Buradan

A(s) =1,
A(s) =0,
—o(s)u(s) =0,
w(s)=0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = 0 ise A'(s) = 0 olmalidir. Ancak
bu durum birinci denklemdeki A'(s) = 1 olmasi ile ¢elisir.
Dolasiyla {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catisinin gerdigi {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan

bir egrisi mevcut degildir.
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Teorem 4.2.9. IR? de a timelike bir egri olsun. T(s) teget vektor alan1 timelike ve o nin
Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi

o(S)=N(s)+z,L(s), (z;, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + n(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A'()N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 alinirsa,
T(s)= ME)T(S)+(1'(s)= (s) H(S)N(S)*+(T(s) A(S)+ W'(s))LAs)—a(s)u(s)W(s)
olur. Buradan
A(s) =1,
{ A'(s) — t(s)u(s) = 0,

T(S)M(s) + W'(s) = 0,
—o(s)u(s) = 0

denklemleri ¢oziiliirse A(s) =1 ise A'(s) =0 elde edilir ve bu degerler A'(s) —
t(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa iki durum s6z konusu olur. O zaman
i) T(s)=0ise u'(s) = 0 gelir. u(s)=z,, (z, bir sabit) dir.
i) u(s) =0 ise t(s)A(s) + u'(s) = 0 olup buradan t(s)A(s) = 0 olur. A(s) = 1 yerine
yazilirsa t(s) = 0 olur. O halde

o(S)=N(s)+z,L(s)
elde edilir.
Teorem 4.2.10. T(s) teget vektor alan1 timelike ve o IR} de timelike bir egri olsun. o nin
Frenet catis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi

a(s)=N(s)+ z;W(s), (z; bir sabit)

dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olup a egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore

tirev alinirsa

17



a'(8) = A'(s)N(s) + M(s)N'(s) + H'(s)W(s) + n(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T(s)=Ms)T(s)+ A" (s)N(s)H( T(s) A(s)—o(s)u(s))L(s)+ H'(s)W(s)
bulunur. Boylece

A(s) =1,
A(s) =0,

T(s) A(s) — o(s)u(s) = 0,
nw(s)=0

denklemleri mevcuttur. O halde p'(s) = 0 ise u(s)=1z;, (z; bir sabit) dir. A(s) =1 ve
1(s)=z, degerleri yerine yazilirsa

o(S)=N(s)+ z, W(s)
olarak bulunur. Burada z; = % (o(s) # 0) dir.

Teorem 4.2.11. a, IR} de timelike bir egri olsun. « nmn Frenet gatist {T(s), N(s), L(s),
W(s)} ve T(s) teget vektor alani timelike olsun. O zaman a egrisi bu Frenet ¢atisinin
germis oldugu {L(s), W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Ispat: a(s) = A(S)L(s) + w(s)W(s) egrisini alalim. Bu egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
a'(s) = A(s)LAs) + Ms)L'(s) + w'(s)W(s) + i(s)W'(s)
bulunur. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(5)=t(s) MS)N(8)+(1'(s)— a(s)u(s)L(s)+( a(s)A(s)+ W'(s))W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda T(S) timelike teget vektor alani bulunmadigi igin
denklem ¢oziimii mevcut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(s), N(s), L(s), W(s)} catinin
germis oldugu {L(s), W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.2.12. IR? de a timelike egrisi ve T(s) teget vektor alani timelike verilmis olsun.
a nin Frenet ¢atis1 {T(S), N(s), L(s), W(s)} i¢in {T(s), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda
yatan egrisi
a(s)= (e* + e )T(s)+ (e* — (e7° = 1)) N(s)
dir.
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Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

o/(s) = L'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W (s)N(s) + W(s)N'(s)+¢"(S)L()+ p(s) L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=(V(8)+n(s)) T(s)+(A(8)+1'(s)=T(S) P(S)N(S)+(T() () +¢" (S))L(8)+ 0 () P(s)W(S)
olup buradan

() + pis) =1,
A(s) + u'(s) — t(s)e(s) =0,
t(s)u(s) + ¢'(s) =0,
o(s) p(s) =0

dir. (s) = 0 ise @'(s) = 0 dir. T(s)u(s) + @'(s) = 0 ise t(s)u(s) = 0 olur. O halde
burada iki durum s6z konusudur:
i) u(s) = 0ise A(s) + u'(s) — t(s)@(s) = 0 olup buradan A(s) = 0 olur. Bu ise birinci
denklemdeki A'(s) + u(s) = 1 olmas ile celisir. Dolasiyla bu sartlar1 saglayan bir o
egrisi mevcut degildir.
i) T(s) = 0 ise A(s) + 1 (s) — t(s)@(s) = 0 denkleminde yerine yazildiginda A(s) +
i (s) = 0 elde edilir. A(s) + p'(s) = 0 ve '(s) + p(s) = 1 denklemleri ¢oziiliirse
AMs)=eS+e S veu(s)=e>—(e5-1)
bulunur. Bu durumda aranan o(s) egrisi

a(s)= (e* +e*)T(s)+ (e® — (e7° = 1)) N(s)
seklindedir.
Teorem 4.2.13. «, IR} de timelike bir egri olsun. a nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s),
W(s)} ve T(s) teget vektor alan1 timelike olmak {izere bu catinin germis oldugu {T(s),
N(s), W(s)} alt uzayinda yatan a egrisi

o(S)=(s + z,)T(S)+z,W(S), (24, z, sabit)

seklindedir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + p(S)N(s)+(S)W(S) eprisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Esitligin her iki tarafinda s

parametresine gore tiirev alinirsa
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a/(s) = M()T(s) + Ms)T'(s) + W (SIN(s) + p(S)N'(s)+@"(S)W(s)+ (s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=(A'($)T(s)) T(S)+ (M) +'($)N(s)*+(T(S)p(s) — 0 (8) P(S))L(S)+ ¢ (S)W(S)
bulunur. Boylece asagidaki denklemler mevcuttur:

( Ve +uE) =1
A(s) +u'(s) =0,
T(s)u(s) —o(s)e(s) = 0,
@'(s) =0.

Buradan ¢'(s) =0 ise @(s) =z;, (z;birsabit) dir.t(s)u(s) —a(s) (s) =0
denkleminde p(s) = 0 ise 6(s)z; = 0 olup 6(s) = 0 olur. Dahas1 A'(s) + p(s) =1 ve
u(s) = 0 ise A'(s) = 1 olup A(s)=s + z, dir. O halde {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet
catisinin {T(S), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan a egrisi
a(8)=(s + 2) T(s)+2, W(s)

dir.

Teorem 4.2.14. a, IR de timelike bir egri ve T(s) teget vektdr alani timelike olsun. a nin
Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}nin gerdigi {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda yatan o
egrisi

a(s)=N(s)

dir.

Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa

o'(s) = A'(S)N(s) + MN'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)+"(S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in

T(S)=AE)T(S)+H(K'(5)— T(SH(S)N(E)+(T(SHM(S)+1'(s)a (s) ()L (s)+

(0(I(s)+ @'(s))W(s)

bulunur. Buradan

T(s)A(s) + u'(s) — a(s)g(s) =0,

A(s) =1,
{ A'(s) — t(s)u(s) =0,
o(s)u(s) + ¢’(s) =0
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denklemleri ¢oziliirse A(s) =1 i¢in A'(s) =0 olur.A'(s) — t(s)u(s) =0 ise
T(s)u(s) = 0 dir. Buradan iki sonug ortaya ¢ikmaktadir:
i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 oldugundan ¢(s)=z,, (z, sabit) dir.
T(s)A(s) + p'(s) — a(s)@(s)=0ise t(s) — a(s)z; = 0 olur.
i) T(s) = 0 ise (u(s) # 0) olmak tizere
T(s)A(s) + pn'(s) — a(s)@(s) = 0 ve a(s)@(s) = 0 olur Buradan ¢(s) = 0 olup z,=0
elde edilir. Bu durumda A(s) =1, u(s) = 0 ve @(s) = 0 igin {N(s), L(s), W(s)} alt
uzayinda yatan egri

a(s)=N(s)
dir.
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ii) IR de {T(s), N(s), L(s), W(s)}Frenet ¢atis1 i¢in N(s) normal vektdr alanmin timelike

olma durumunda

{ < N(s),N(s) >= -1,
< T(s), T(s) > =< L(s),L(s) > =< W(s),W(s) >=1

sartlarin1 saglayan bir timelike egrinin Frenet denklemleri

T (s)] 0 «x(s) 0 0 T
N (s) K(s) 0 T(s) 0 N
L’(s) 0 t(s) 0 o(s)| | L
W (s) 0 0 —o(s) O W

icin
T'(s)=k(s)N(s),
N'(s)=k(s)T(s)* T(s)L(S),
L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),
W'(s)==a(s)L(s)
seklinde tanimlanmustir (Onder ve digerleri, 2013).
Teorem 4.2.15. «, IR} de timelike bir egri, N(s) normal vektdr alani timelike olsun. o nm
Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} olsun. k(s)=1 i¢in Frenet denklemleri;
T'(s)=N(s),
N'(s)=T(s)+ T(s)L(s),
L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),
W'(s)==a(s)L(s)
dir.
Teorem 4.2.16. IR] de verilen o timelike bir egri N(s) normal vektor alani timelike ve
egrinin Frenet catis1 {T(S), N(S), L(S), W(s)} olmak iizere asagidaki esitlikler gegerlidir.

< T(s),N(s) > =0,
< N(s),L(s) >=0,
< L(s),W(s) >=0.

Ispat: N(s) normal vektor alanmin timelike olmas1 durumunda

< T(s), T(s) > = 1 sartinda esitligin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

< T'(s), T(s) >=0 ve buradan <T(s), N(s)>=0
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elde edilir.

Benzer sekilde

< N(s),N(s) >=-1

=< N'(s),N(s) >=0

=< T(s)+ t(s)L(s),N(s)>=0

=<N(s),L(s)>=0

ve

< W(s),W(s) >=1

=< W'(s),W(s) >=0

=< —0o(s)L(s),W(s)>=0

=><L(s),W(s)>=0

oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.17. IR} de verilen a timelike egrisinin teget, normal, birinci ve ikinci
binormal vektér alanlar1 arasinda asagidaki bagintilar N(s) normal vektdr alaninin
timelike olmasi halinde gegerlidir.

< T(s),L(s) >=0,
< T(s),W(s) >=0,
< N(s),W(s) >= 0.

Ispat: Teorem 4.2.16 da verilen esitlikler kullamilarak ifadelerin s ye gore tiirevi alinirsa
< N(s),L(s)>=0

=<N'(s),L(s)>+<N(s),L'(s)>=0

=< T(s)+ t(s)L(S),L(s)>+<N(s),t(s)N(s) + o(s)W(s) >=0

= <N(s),W(s)>=0

bulunur. Benzer sekilde digerleri de elde edilir.

Teorem 4.2.18. IR} de verilen a timelike egrisinin teget, normal, birinci ve ikinci
binormal vektor alanlar1 arasinda bagintilar N(s) normal vektor alani timelike olmak

izere asagidaki gibidir:
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( < N'(s),L(s) >=1(s) = =< L'(s),N(s) >,

< L'(s),W(s) >= o(s) =< W'(s),L(s) >,

< T'(s),N(s) >=—-1=—-<N'(s), T(s) >,
<T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s),W(s) >=<N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=< L'(s), T(s) > =< L'(s),L(S) >=< W'(s), T(s) >= 0,
\ < W'(s),N(s) >=<W'(s),W(s) >=0.

Ispat: < T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>= —1,
< N'(s),W(s) >=<T(s)+t(s)L(s),W(s)>
=<T(s),W(s)>+ 1(s)<L(s),W(s)>
=0,
< L'(s),W(s) >=<t(s)N(s)+ a(s)W(s),W(s)>
=-1(8)<N(s),W(s)>+ a(s)<W(s),W(s)>
=o(s)

A

ve
< W'(s), T(s) >=<—0(s)L(s), T(s)>
=—0(s)<T(s),L(s)>
=0
elde edilir. Benzer sekilde diger esikliklere de ayni islemler uygulanarak istenilen
sonuglar elde edilmis olur.
Teorem 4.2.19. IR] de verilen « timelike egrisi ve N(s) normal vektor alaninin timelike

olmasi1 halinde

( <T'(s), T(s) >=1,

< L"(s),L(s) > = 12(s) — 62(s),

< W”(s),W(s) >= —02(s),
< T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >=< N"(s),L(s) >=0,
< L"(s),N(s) >=<L"(s),W(s) >=<W"(s), T(s) >=<W"(s),L(s) >= 0,
< T"(s),L(s) >=1(s) =< L"(s), T(s) >,

< N”(s),N(s) >=—1—12(s),

\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar1 gegerlidir.
Ispat: < T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) > =1,
< N"(s),N(s) >=<T'(s)+ t(s)L '(s),N(s)>

24



=< T'(s),N(s)>+ t(s)< L'(s),N(s) >
=1 — 1%(s),
< L"(s),N(s) >=< —1(s)N'(s) + o(s)W'(s),N(s) >
=—1(s) < N'(s),N(s) >+ o(s) < W'(s),N(s) >

=0

ve

<W"(s), W(s) >=<—a(s)L'(s)W(s)>
=—o(s)<L'(s),W(s)>
=—o%(3)

bulunur. Benzer sekilde diger esitliklerinde ispati1 yapilir.
Teorem 4.2.20. a, IR de timelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun. a
nin Frenet catist {T(S), N(S), L(S), W(s)} i¢in {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egri
yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
a(s) egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa;
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= W)+ n(E)T()+ (R(s)+ W (s)N(s)+ T(s) H(s))L(s)
bulunur. Buradan;

A(s)+ p(s) =1,
A(s) + p'(s) =0,
u(s) =0

dir. Eger pu(s) = 0 ise p'(s) = 0 dir. Bu esitlik ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) =

0 oldugu elde edilir. Bu durum A'(s) + p(s) = 1 olmasi ile celisir. Dolayisiyla {T(s),

N(s), L(s), W(s)} catisinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.

Teorem 4.2.21. «, IR} de timelike bir egri ve N(s) vektor alam timelike olsun. « nin

Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi;
a(s)=(s+21) T(S)+2, L(S), (24,2, sabit)
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: —(s+z4) : :
dir. Burada r(s)=z— , (zy # 0 bir sabit).
2

Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)= M(s)T(s)H( A(s)+T(s) u(S)IN(s)+ ' (s)L(s)tu(s)a(s)W(s)
A(s) =1,
A(s) + t(s)u(s) = 0,

p'(s) =0,
u(s)o(s) =0

denklemleri bulunur. Buradan A'(s) = 1 ise A(s) = s + z; (z; bir sabit) dir. p'(s) =0
ise u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Ayrica
A(s) + t(s)u(s) = 0 = (s+z,)+ t(s)z,=0

—(5+21) . .
= 1(s) = — (z, # 0 bir sabit)
2

dir. O halde aradigimiz egri
a(s)=(s+21)T(s)+2, L(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.2.22. «, IR} de timelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun. o
nin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {T(s),W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z,W(S), (z, bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + p(s)W(s) egrisini alalim. a(s) egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T(5)= M(ST()+ MENE)—0()R(SL()* H(SW(s)
olur. Buradan
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A(s) =1,

A(s) =0,
—o(s)u(s) =0,
w(s)=0

denklemlerinin ¢dziimiinde A(s) = 0ise '(s) = 0 olmalidir. Bu durum A'(s) = 1 olmas1
ile geligir. Ayrica p'(s) = 0 ise u(s) = z,, (z, bir sabit) dir. O halde aranilan egri
a(s)= 2z, W(s)
olarak elde edilir.
Teorem 4.2.23. IR} de « timelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun. a
nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(S), L(S), W(s)} ig¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(S)=N(s)+z;L(s) , (z; bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
aliirsa
a'(s) = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S) = MS)T(S)+(A'(s)* T(s) r(S))N()+(t(s) A(s)+ ' ())L(s)+a(s)u(s)W(s)
olur. Boylece asagidaki denklemler mevcuttur:
A(s) =1,
A (s) + t(s)u(s) = 0,

(M) + W'(s) =0,
o(s)u(s) =0

Bu denklemler ¢oziiliirse L(s) = 1ise A'(s) = 0 dir. Budurumda A'(s) — t(s)u(s) =0
da yerine yazilirsa iki durum s6z konusudur:
i) T(s)=0ise u'(s) = 0 olur. u(s)=z,, (z, bir sabit) dir.
i) u(s) =0 ise t(s)A(s) + p'(s) = 0 olup buradan t(s)L(s) = 0 olur. A(s) = 1 yerine
yazilirsa t(s) = 0 dir. O halde aranilan egri

o(S)=N(s)+z, L(s)

olarak elde edilir.
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Teorem 4.2.24. «, IR} de timelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun. O
zaman a nin Frenet ¢atis1 {T(S), N(s), L(s), W(s)} i¢in {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan
bir egrisi
o(S)=N(s)+ z; W(s), (z;, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = L(S)N(s) + pu(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W' (s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(8)= M) T(s)+ A" (s)N(s)T( T(s) A(s)— o(s)u(s))L(s)+ p'(s)W(s)
bulunur. Boylece

A(s) =1,
A'(s) =0,

T(s) A(s) — a(s)u(s) =0,
nw(s)=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde p'(s) = 0 ise u(s)= z4, (z, bir sabit)
dir. A(s) = 1 ve u(s)= z; degerleri yerine yazilirsa
o(S)=N(s)+ z;W(s)

egrisi bulunur.
Teorem 4.2.25. «, IR} de timelike bir egri ve a min Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s),
W(s)}olsun. N(s) normal vektor alani timelike ise o zaman o egrisi bu ¢atinin germis
oldugu {L(s), W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Ispat: a(s) = A(S)L(S) + w(s)W(s) egrisini alalim. a(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

a'(s) = A'(s)L(s) + A(s)L'(s) + H'(s)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T(s)=T(s) MIN(S)+( A'(8)— o(S)()L(S)+( o(S)A(s)+ W (s))W(s)
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elde edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi igin
denklem ¢6ziimii mevcut degildir. Dolasiyla o egrisi {T(S),N(s),L(S),W(s)} catinin
germis oldugu {L(s), W(S)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.2.26. IR? de a timelike egrisi ve N(s) normal vektdr alami timelike olarak
verilmis olsun. o nin Frenet catist {T(S), N(S), L(S), W(s)} icin {T(s), N(s), L(s)} nin
gerdigi alt uzayda yatan egrisi
o(S)=N(s)+ z; L(S), (z, bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, u ve ¢; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

o'(s) = M(9)T(s) + M)T'(s) + W (IN(s) + p(s)N'(s)T@'(S)L(s)+ (s) L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
TE)= () TrE)T(E)+H(AS) /() T()P(S)N(S)+(T()n(s)+@"(S)L(S)+ 0 (s) @(s)W(s)
olup buradan

A(s)+ p(s) =1,
A(s) +1'(s) + t(s)e(s) =0,
(s)uls) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri bulunur. Eger ¢(s) = 0 ise ¢'(s) = 0 dir. Boylece t(s)u(s) = 0 olur. O
halde burada iki durum s6z konusudur:
i) u(s) =0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve u'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine
yazilirsa L(s)=0 elde edilir. 1(s)=0 ise A’ (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemdeki
L' (s) + p(s) = 1 olmasi ile celisir.
i) T(s)=0 ise ¢'(s) = 0 ve @(s) = z; ve (z; = 0) dir. Ayrica u(s) = z, ,(z, bir sabit)
icin p’(s) = 0, A(s)=0ve A'(s) + u(s) = 1ise u(s) = 1 olarak bulunur. Bylece
bu sartlar1 saglayan ve {T(S), N(S), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egri

o(S)=N(s)+ z, L(s)
dir.
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Teorem 4.2.27. a, IR} de timelike bir egri olsun. N(s) normal vektdr alan1 timelike ve a
nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} olsun. Bu gatinin germis oldugu {T(s), N(s),
W(s)} alt uzayinda yatan o egrisi
o(S)=(s + z,)T(s)+z, W(S), (z4, z, sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + M(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir.  Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
ao'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(S)W(s)+ op(s) W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=(X(s) SN T(S)H( M)+ W(S)HN(S)H(T()p(s) — a(s) @(S))L(s)+ @'(s)W(s)
olup buradan

A (s) +u(s) =1,

A(s) + p'(s) =0,

iT(S)u(S) — o(s) e(s) =0,
@'(s)=0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse ¢@'(s) = 0 ise @(s) = z4,(z, bir sabit)
dir. t(s)u(s) — a(s) @(s) =0, u(s) = 0 ise o(s)z; = 0 olup a(s) = 0 olur.
A(s)+ p(s) =1 veu(s) =0ise A'(s) = 1olup A(s)=s + z,, (z, bir sabit)dir.
O halde buradan hareketle {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan egri
a8)=(s + 22)T(s)+2, W(s)
dir.
Teorem 4.2.28. a, IR de timelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun. a
nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(S), L(S), W(s)} i¢in bu ¢atinin germis oldugu {N(s), L(s), W(s)}
alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=N(s)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(s) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinda s

parametresine gore tiirev alinirsa
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a/'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + W(s)L(s) + p(s)L'(s)Tep"(S)W(S)+ ep(s) W'(S)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=AES) T(S)+ (L ()+T(SHMES)N(S)+(T(S)A(S)+1'(s)—0(s) p(S))L(s)+
(a(s)us)* @' (S)W(s)
bulunur. Buradan
A(s) =1,
i A(s)+ t(s)u(s) =0,

T(S)A(s) + ' (s) —a(s)p(s) = 0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziilirse eger A(s) =1 ise A'(s)=0
olur. A'(s) + t(s)u(s) = 0 ise t(s)u(s) = 0 dir. Buradan iki sonug ortaya ¢ikmaktadir:
i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 dir. Boylece @(s)=z4, (z, bir sabit) dir
T(s)A(s) + n'(s) — a(s)p(s)=0ise t(s) — o(s)z; = 0 olur.
i) T(s) = 0 ise (u(s) # 0) olmak lizere
T(s)A(s) + n'(s) —a(s)@(s) = 0 ve a(s)@p(s) = 0 olur Buradan ¢(s) = 0 olup z,=0
elde edilir.
Bu durumda A(s) = 1, u(s) = 0 ve @(s) = 0 igin {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda yatan
egri

a(s)=N(s)
dir.
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iii) IRT de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catisinda igin L(s) birinci binormal vektdr

alaninin timelike olma durumunda

{ < L(s),L(s) >= -1,
< T(s), T(s) > =< N(s),N(s) >=<W(s),W(s) >=1

sartlarin1 saglayan bir timelike egrinin Frenet denklemleri

T (s)] 0 k(s) O 0 T
N (s) —K(S) 0 t(s) O N
L’(s) 0 t(s) 0 o(s)||L
W (s) 0 0 o(s) O W

icin

T'(s)=k(s)N(s),

N'(s)==k(s)T(s)*+ T(s)L(9),

L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),

W'(s)=0(s)L(s)
seklinde tanimlanmustir (Onder ve digerleri, 2013).
Teorem 4.2.29. «, IR? de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektdr alani timelike
olsun. a nin Frenet ¢atisi {T(s), N(s), L(s), W(s)} olmak {iizere k(s)=1 i¢in Frenet
denklemlerti;

T'(s)=N(s),

N'(s)==T(s)* t(s)L(s),

L'(s)=t(sIN(s)+ o (s)W(s),

W'(s)=a(s)L(s)
dir.
Teorem 4.2.30. IR} de verilen « timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektor alani
timelike olmak iizere egrinin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} i¢cin

< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
< L(s),W(s) >=0

bagintilar1 gegerlidir.

Ispat: <T(s),T(s)>=1 esitliginde her iki tarafin s parametresine gore tiirevi alinirsa
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<T'(s),T(s)>=0

=<T(s),N(s)>=0

bulunur. Benzer sekilde

< N(s),N(s) >=1

=< N'(s),N(s) >=0

=<-=T(s)+ t(s)L(s),N(s)>=0

=<N(s),L(s)>=0

ve

< L(s),L(s) >=-1

=< L'(s),L(s) >=0

=< 1(s)N(s)+ o (s)W(s),L(s)>=0

=<L(s),W(s)>=0

elde edilir.

Teorem 4.2.31. IR} de verilen a timelike egrisi ve L(s) birinci binormal vektér alani
timelike olsun. Teget, normal, birinci binormal vektor alani ve ikinci binormal vektor
alanlar1 arasinda asagidaki bagitilar gecerlidir:

< T(s),L(s) >=0,
< N(s),W(s) >=0,
< T(s),W(s) >= 0.

Ispat: Teorem 4.2.30 da ki < N(s),L(s) > = 0 esitliginde s ye tiirev almirsa

<N'(s), L(s)>+<N(s), L'(s)>=0

=<=T(s)+ t(s)L(S), L(S)>+<N(s), T(s)N(s) + o(s)W(s) >=0

=—<T(s), L(s)>+ t(s)<L(s), L(s)>+ t(s)<N(s), N(s)>+ o(s)<N(s), W(s)>=0

= <N(s), W(s)>=0

elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerinde tiirevi alinarak ispat tamamlanr.

Teorem 4.2.32. IR} de verilen a timelike egri ve L(s) birinci binormal vektor alani
timelike olsun. Teget, normal, birinci binormal vektor alani ve ikinci binormal vektorleri

arasinda
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( < N'(s),L(s) >= —1(s) = =< L'(s),N(s) >,

< L'(s),W(s) >= o(s) =< W'(s),L(s) >,

< N'(s),T(s) >=—1=—-<T'(s),N(s) >,
< T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s), W(s) >=< N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=< L'(s), T(s) >=<L'(s),L(s) >=< W'(s), T(s) >= 0,
\ < W'(s),N(s) >=<W'(s), W(s) >=0

bagintilar1 gegerlidir.

A

Ispat: Teorem 4.2.29. ve 4.2.30 da ki esitliklerin tiirevleri almarak
< T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,
< N'(s), W(s) >=<—T(s)+t(s)L(s),W(s)>
==<T(s),W(s)>+ (s)<L(s),W(s)>
=0,
<L'(s),N(s)> = < T(s)N(s)+ o(s)W(s),N(s)>
= 1(s) <N(s),N(s)>+0(s)<W(s),W(s)>
=1(s),
<W(s), L(s)> = < a(s)L(s),L(s)>
= o(s)<L(s),L(s)>
=0o(s)
elde edilir. Benzer sekilde ayni islemler tekrarlanarak ispat tamamlanmais olur.
Teorem 4.2.33. IR} de verilen a timelike egrisinin tanjant, normal, birinci binormal
timelike vektor alani ve ikinci binormal vektor alanlari arasinda

( <T"(s), T(s) >= —1,
< L'(s),L(s) > = —12(s) + 6%(s),
< W'"(s),W(s) > = o2(s),
< T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >=< N"(s),L(s) >=0,
< L"(s),N(s) >=<L"(s),W(s) >=<W"(s),T(s) >=<W"(s),L(s) >= 0,
< T"(s),L(s) > = —1(s) =< L"(s), T(s) >,
< N”(s),N(s) > = —1+ t2(s),

\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagntilar1 vardir.
Ispat: Teorem 3.2.32. de ki esitliklerin tiirevi alimirsa

< T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) >=-1,
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< N"(s),N(s) > =< —=T'(s)+ t(s)L'(s),N(s)>
=<—=T'(s),N(s)>+ T(s)< L'(s),N(s) >
=—1 + 1%(s),

< L"(s),W(s) >=< t(s)N'(s) + o(s)W'(s), W(s) >

=t(s) < N'(s),W(s) >+ o(s) < W'(s),W(s) >

=0
ve
<W"(s),N(s) >=a(s)L'(s),N(s)>

=o(s)<L'(s),N(s)>

=1(s)a(s)
bulunur. Benzer sekilde diger esitliklerde islemler tekrarlanarak ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.2.34. «, IR} de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektor alan1 timelike
olsun. a nin Frenet ¢atist {T(S), N(S), L(S), W(s)} i¢in {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir
egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
a(s) egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa;
a'(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W (SN(s) + 1(s)N'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= W(S)=pENT()+ (A(s)+ W($)IN(s)+ T(s) n(s))L(s)
bulunur. Buradan;

A(s)— p(s) =1,
A(s) + p'(s) =0,
u(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 dir. Bu esitlik
ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) = 0 oldugu goriiliir. Bu durum A'(s) — p(s) = 1
olmasi ile gelisir. Dolayisiyla {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catistnin {T(s), N(s)} alt

uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
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Teorem 4.2.35. a, IR? de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektdr alan1 timelike

olsun. a nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} icin {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan

egrisi;
a(s)=(s+21) T(S)+2z, L(S), (21, 2, sabit)
. . _(S+Zl) . ) ]
seklindedir ve burada t(s) == (z, # 0 bir sabit) dir.
2

Ispat: a(s) = A(S)T(S) + p(s)L(s) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(8)= M($)T(s)H M) +T(S) REIN(E)*+ H(S)L(syH(s)o(s)W(S)
() =1,
iMS) +t(s)u(s) =0,

w(s) =0,
u(s)a(s) =0

bulunur. Buradan A'(s) = 1 ise A(s) = s + z;, (z; bir sabit) dir. p'(s) = 0 ise pu(s)=z,
dir. Ayrica A(s) + t(s)u(s) = 0 = (s+z;)+ t(s)z,=0

—(s+21) . .
= r(s)=—z ,(z, # 0 bir sabit)
2

dir. O halde o egrisi

a(s)=(s+z1)T(s)+z,L(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.2.36. «, IR} de timelike bir egri ve birinci binormal vektor alam L(s) timelike
olsun. a nin Frenet ¢atis1 {T(S), N(s), L(s), W(s)} i¢in {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan
egrisi

a(s)=z;W(S), (z, bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + p(S)W(s) egrisini alalim. a(s) egrisinin her iki tarafinin s

parametresine gore tiirevi alinirsa
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a'(s) = A'(s)T(s) + A(s)T'(s) + w'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(s)= L' ()T(s)+ A(S)N(S)+o(s)u(s)L(s)+ W'(s)W(s)
olur. Buradan

A(s) =1,
A(s) =0,
o(s)u(s) =0,
nw(s)=0

denklemleri bulunur ve denklemler ¢oziiliirse A(s) = 0ise A'(s) = 0 olmalidir. Bu durum
L' (s) = 1olmas: ile celisir. Ayrica p'(s) =0 ise p(s) =z;, (z; birsabit) dir.
Dolayisiyla
a(s)=z,W(s)
bulunur.
Teorem 4.2.37. a, IR} de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektor alan1 timelike
olsun. a nin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan bir
egrisi
o(S)=—N(s)+z,L(S), (z; bir sabit)
olup ve diger a egrisi
o(S)=—N(s)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin,
T(s) = =M(S)T(S)+(M(s)+ T(s) r(S)N(S)+(T(s) A(S)+ K (s))L(s)+o(s)u(s)W(s)
olur. Buradan
—-A(s) =1,
A (s) + t(s)u(s) =0,

T($HA(s) + W (s) =0,
o(s)u(s) =0
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denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) =0 dir. Bu
degerler A'(s) + t(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa t(s)u(s)=0 i¢in iki durum
s06z konusudur:
i) T(s)=0ise p'(s) = 0 olur. u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Bu durumda bir egri

o(S)=—N(s)+z, L(s)
olarak bulunur.
i) u(s) =0ise u'(s) = 0 olur. Bu da diger bir egri olan

o(S)=—N(s)
dir.
Teorem 4.2.38. a, IR] de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektor alan1 timelike
olsun. a nin Frenet catis1 {T(s), N(S), L(s), W(s)} igin {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir
egrisi

o(S)=—N(s)+ z; W(s), (z; bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = L(S)N(s) + pu(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore
tiirev alinirsa
a'(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W' (s)W(s) + u(s)W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in,

T(s)= M) T(s)+ A" (sIN(s)T(T(s) A(s)+o(s)u(s))L(s)+ p'(s)W(s)

bulunur. Boylece

—-A(s) =1,
A(s) =0,

T(s) A(s) — a(s)uls) =0,
w(s)=0

denklemleri mevcuttur. Denklemler ¢oziiliirse p'(s) = 0 ise u(s)=z4, (z; bir sabit) dir.
A(s) = —1 ve u(s)= z; degerleri yerine yazilirsa
o(s)= —N(s)+ z; W(s)

olarak bulunur.
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Teorem 4.2.39. a, IR] de timelike bir egri birinci binormal vektor alan1 L(s) timelike ve
a nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}olsun. a egrisi bu ¢atinin gerdigi {L(s), W(s)}
alt uzayinda yatmaz.
Ispat: a.(s) = A(S)L(S) + n(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinda s parametresine
gore tlirev alinirsa
a'(s) = A'(s)L(s) + Ms)L'(s) + w'(s)W(s) + p(s)W'(s)
bulunur. Ozel olarak o'(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢cin
T(5)=T(s) AS)N(S)+(A'(s)+ o (s)(s))L(8)+( o(S)A(S)+ p'(s))W(s)
elde edilir. Egrinin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi i¢in
denklem ¢oziimii mevcut degildir. Dolasiyla o egrisi {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet
catisinin gerdigi {L(s), W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.2.40. IR} de birinci binormal vektdr alan1 L(s) ve a timelike egrisi verilmis
olsun. a nin Frenet ¢atist {T(s), N(s), L(s), W(s)} i¢in {T(s), N(S), L(s)} nin gerdigi alt
uzayda yatan egrisi
o(s)=—N(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, u ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
o'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(s)L(s)+ p(s) L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin,
T(S)='($)=p(SNT()+A()+1' ()T T(S) @(S)N(S)+(T(S) () +¢ () L(s)+ () P(S)W(S)
olup buradan

A(s)— u(s) =1,
A(s) +u'(s) + t(s)e(s) =0,
(s)u(s) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri bulunur. Denklemler ¢6ziiliirse @(s) =0 ise ¢'(s) =0 dir. Buradan

t(s)u(s) = 0 elde edilir. O halde burada iki durum s6z konusudur:
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i) u(s) =0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve u'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine
yazilirsa L(s)=0 elde edilir. A(s)=0 ise A" (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemde yerine
yazilirsa A'(s) — u(s) = 1 olmast ile gelisir.
i) T(s)=0ise @'(s) = 0 ve @(s) = z; olur (z; = 0). u(s) # 0 bir sabit oldugundan
i (s) =0,x(s)=0ve L'(s) — u(s) = 1ise p(s) = —1 olarak bulunur. Béylece
bu sartlar1 saglayan ve {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
o(s)=—N(s)
dir.
Teorem 4.2.41. a, IR] de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektor alan1 timelike
olsun. a nin {T(s), N(s), L(S), W(s)} Frenet catisinin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt
uzayinda yatan o egrisi
o(S)=(s + z3)T(S)*+z,W(S) , (z4, z, Sabitler)
dir.
Ispat: as) = A(S)T(S) + M(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir.  Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
o'(s) = M($)T(s) + Ms)T'(s) + W (N(s) + p(s)N'(s) T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
TE)=( A ()= )T+ AS)+ W (S)N()H(T(In(s)+ a(s) @()L(s)+ @'(S)W(s)

elde edilir. Boylece asagidaki denklemler mevcuttur:

M) = pE) =1,
As) + w'(s) =0,
(s)uls) + o(s) @(s) =0,
@'(s) =0.
Eger @'(s) = 0 ise @(s) = z,, (z; bir sabit) dir. t(s)u(s) + o(s) @(s) =0
u(s) = 0ise o(s)z, = 0 olup a(s) = 0 olur.
A (s)— p(s) =1 veu(s) =0ise A'(s) = 1olup A(s)=s + z,, (z, sabit) dir.
O halde {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan o egrisi
a(8)=(s + 22) T(s)*+2, W(s)

dir.
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Teorem 4.2.42. «, IR} de timelike bir egri ve L(s) birinci binormal teget vektdr alani
timelike olsun. o nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catisinin gerdigi {N(s), L(s), W(s)}
alt uzayinda yatan o egrisi
a(s)= —N(s)—z; W(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(s)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tlirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
o'(s) = M(SN(S) + MN'(s) + W (S)L(s) + u(s)L'(s) T (S)W(s)+ ¢(s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(S)==A()T(S)+ (M (S)+T(SIU(S)N(S)H(T(S)A(S)+1'(s)—0 () @(8)) L (8)+
(a()(s)+ @'(s))W(s)
bulunur. Buradan
—A(s) =1,
A(s)+ t(s)u(s) =0,

T(S)A(s) + ' (s) —a(s)p(s) = 0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

denklemleri vardir. A(s) = —1ise A'(s) = 0 olur. 1'(s) + t(s)u(s) = 0 ise t(s)u(s) =
0 dir. Burada iki durum s6z konusudur:
i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 dir. @(s)=2,, (z, sabit) olur.
T($)A(s) + p'(s) — a(s)p(s)=0
= —1(s) —o(s)z; =0
elde edilir.
i) T(s) = 0 ise u(s) # 0 olmak iizere
T(s)A(s) + u'(s) —a(s)@p(s) = 0ise a(s)p(s) = 0olur
Boylece A(s) = —1, u(s) = 0 ve @(s) = z; igin {N(s), L(s), W(S)} alt uzayinda yatan
egri
a(s)=—N(s) —z;W(s)
dir.
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iv) IRT de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atis1 icin W(s) ikinci binormal vektdr alanmin
timelike olma durumunda

{ < W(s),W(s) >=—1,
< T(s), T(s) > =< N(s),N(s) >=<L(s),L(s) >=1

sartlarin1 saglayan bir timelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 0 T
[N’(s)] _|—x(s) 0 (s) O N
L'Gs)| | o —1(s) 0 o(s)||L
lwe)l Lo 0 o) 0 llw

i¢in
T'(s)=k(s)N(s),
N'(s)==k(s)T(s)*+ T(s)L(9),
L'(s)= =t(s)N(s)+ a(s)W(s),
W' (s)=0(s)L(s)
seklinde tanimlanmistir (Onder ve digerleri, 2013).
Teorem 4.2.43. a, IR] de timelike bir egri ve W(s) ikinci binormal vektdr alani timelike
olsun. a nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atis1 ve k(s)=1 i¢in Frenet denklemleri;
T'(s)=N(s),
N'(s)==T(s)* T(s)L(s),
L'(s)= =t(s)N(s)+ a(s)W(s),
W' (s)=0(s)L(s)
dir.
Teorem 4.2.44. IR? de verilen a timelike egrisinin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}
ve ikinci binormal vektdr alan1 W(s) timelike olmak iizere

< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
<L(s),W(s) >=0

bagintilart gecerlidir.
Ispat: ikinci binormal vektor alanmin timelike olma sartlar1 ve Teorem 4.2.43 gbz dniine

alinarak Teorem 4.2.44 iin ispat1 asagidaki gibidir.
<T(s),T(s)>=1
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=><T'(s),T(s)>=0

=<T(s),N(s)>=0

bulunur. Benzer sekilde

< N(s),N(s) >=1

=< N'(s),N(s) >=0

=<—=T(s)+ t(s)L(s),N(s)>=0, (t(s) # 0)

=<N(s),L(s)>=0

ve

< W(s),W(s) >=—1

=>< W'(s),W(s) >=0

=< 0(s)L(s),W(s)>=0, (a(s) # 0)

=<L(s),W(s)>=0

dir.

Teorem 4.2.45. IR de verilen a timelike egrisinin teget, normal, birinci binormal ve
ikinci binormal timelike vektor alanlar1 arasinda asagidaki bagintilar gegerlidir:

< T(s),L(s) >=0,
< N(s),W(s) >= 0,
< T(s),W(s) >=0

Ispat: Ikinci binormal vektdr alanmin timelike olma durumu ve Teorem 4.2.44
kullanilarak < N(s), W(s) > = 0 igin her iki tarafin s parametresine gore tiirevi alinirsa
<N'(s),W(s)>+<N(s),W'(s)>=0

=<=T(s)+ t(s)L(s),W(s)>+<N(s), a(s)L(s) >=0

=—<T(s),W(s)>+ t(s)<L(S),W(s)>+ o(s)<N(s),L(s)>=0

= <T(s),W(s)>=0

elde edilir. Benzer sekilde diger ifadelerinde tiirevi alinarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.46. IR} de verilen o timelike bir egri olsun. Teget, normal, birinci binormal

ve ikinci binormal timelike vektor alanlari arasinda bagntilari gegerlidir:
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( < N'(s),L(s) >=1(s) = =< L'(s),N(s) >,
< L'(s),W(s) >= —o(s) = =< W'(s),L(s) >,
< N'(s),T(s) >=—-1=—-<T'(s),N(s) >,
<T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s),W(s) >=<N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=< L'(s), T(s) > =< L'(s),L(S) >=< W'(s), T(s) >= 0,
\ < W'(s),N(s) >=<W'(s),W(s) >=0.

Ispat: < T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,
< N'(s), L(s) >=<—=T(s)+t(s)L(S),L(s)>
==<T(s),L(s)>+ T(s)<L(s),L(s)>
=t(s),
<L'(s):N(s)> = <=t(s)N(s)+ o (s)W(s),N(s)>
==1(s) <N(8),N(s)>+a(s)<W(s),W(s)>

A

=—1(s)

ve

<W'(s), W(s)> = < o(s)L(s),W(s)>
= o(s)<L(s),W(s)>
=0

elde edilir. Diger ifadelerde benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 4.2.47. IR} de verilen « timelike egrisinin tanjant, normal, birinci binormal ve
ikinci binormal timelike vektor alanlar arasinda

( <T"(s), T(s) >= —1,
< L'(s),L(s) > = —12(s) + 62(s),
< W'"(s),W(s) > = —0c?(s),
< T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >=< N"(s),L(s) >=0,
< L"(s),N(s) >=<L"(s),W(s) >=<W"(s),T(s) >=<W"(s),L(s) >= 0,
< T"(s),L(s) > = 1(s) =< L"(s), T(s) >,
< N"”(s),N(s) >= —1 —12(s),
\ < N"(s),W(s) > = —1(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagntilar1 vardir.
Ispat: < T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) >=—1,
< N"(s),N(s) > =< —=T'(s)+ t(s)L'(5),N(s)>
=< =T'(s), N(s)>+ T(s)< L'(s), N(s) >
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=—1 — 1%(s),
< L"(s),W(s) >=< —t(s)N'(s) + o(s)W'(s),W(s) >
=—1(s) < N'(s),W(s) >+ o(s) < W'(s),W(s) >

=0

ve

<W"(s),N(s) >=0(s) <L'(s, N(s)>
=o(s)<L'(s),N(s)>
=—1(s)o(s)

dir. Diger ifadeleri ispatlamak i¢in ayni adimlar izlenir.
Teorem 4.2.48. a, IR} de timelike bir egri ve W(s) ikinci binormal vektor alan1 timelike
olsun. a nin Frenet gatis1 {T(s), N(S), L(S), W(s)} igin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir
egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
a(s) egrisinin her iki tarafinda S parametresine gore tiirev alinirsa;
a'(s) = A($)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. Egrinin hiz vektorii T(S) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= (W (8)—u(s)T()*+ (M(s)+ W (s)N(s)+ T(S) u(s))L(s)
bulunur. Boylece;

A(s)— p(s) =1,
As) + w'(s) =0,
u(s) =0

denklemleri ¢oziiliirse u(s) = 0 ise u'(s) = 0 dir. Bu esitlik ikinci denklemde yerine
yazilirsa buradan A(s) = 0 oldugu elde edilir. Buise A'(s) — u(s) = 1 olmasi ile celisir.
Dolayistyla {T(s), N(s), L(s), W(s)} catisinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
yoktur.

Teorem 4.2.49. a, IR] de timelike bir egri ve W(s) ikinci binormal vektdr alani timelike
olsun. O zaman a nin Frenet catist {T(S), N(S), L(S), W(s)} i¢cin {T(s),L(s)} alt uzayinda
yatan egri

a(s)=(s+z1)T(s)+z,L(S) , (z,, z, Sabit)
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dir.
Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. Hiz vektorii T(S) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)= M'($)T(s)H( M) —T(S) W(S)N(S)+ W ()L(s)+u(s)o(s)W(S)
A(s) =1,
A(s) = T(s)u(s) = 0,

p'(s) =0,
u(s)o(s) =0

denklemleri bulunur. Buradan A'(s) = 1 ise A(s) = s + z; ,(z; bir sabit) dir. p'(s) =0
ise u(s)=z,,(z, bir sabit) dir. Ayrica A(s) + t(s)u(s) = 0 ise
—(S+Z1)

t(s)=—, (z, # 0 bir sabit) olur. O zaman aranan a egrisi
Z3

a(s)=(s+21) T(8)+2, L(5)
olarak bulunur.
Teorem 4.2.50. IR} de a timelike bir egri ve W(s) timelike vektdr alani olsun. o nin
Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} i¢in {T(S), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z,W(s), (z; bir sabit)

dir.
Ispat: au(s) = A(s)T(s) + u(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinin s parametresine
gore tiirevi alinirsa

a'(s) =A'(s)T(s) + A(s)T'(s) + w'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T()= M(ST()+ MEN(S)+(s)n(s)L(s)+ W(sW(s)
olur. Buradan

(M (s) =1,
A(s) =0,
iu(S) =0,
w(s)=0
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dir. A(s) = 0ise A'(s) = 0 olmalidir. Bu durum A'(s) = 1 olmasi ile gelisir. Ayrica
u'(s) = 0ise u(s) = z4, (z, bir sabit) dir. Dolayisiyla
a(s)=z,;W(s)

bulunur.
Teorem 4.2.51. «, IR} de timelike bir egri ve W(s) timelike vektdr alani olsun. o nin
Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrileri

o(S)=—N(s)
veya

o(S)=N(s)+z,L(s), (z; bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinin s parametresine gore tlirevi
alinirsa

a'(s) = A'(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)L(s) + p(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(s) = =) T(S)+( X'(s)— () H(S))N(S)+(T(S) A(s)+ W(s))L(s)Ho(S)r(S)W(S)
olur. Buradan
A(s) = -1,
A'(s) — t(s)us) = 0,

T(S)M(s) + W'(s) = 0,
a(s)u(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) = 0 dir. Bu degerler
L' (s) + t(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa t(s)p(s)=0 igin iki durum soz
konusu olur:
Eger t(s)=0ise p'(s) = 0 olur. u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Bu durumda bir egri
a(S)=N(s)+z,L(s)
olarak bulunur. ikinci egri
u(s) =0ise p'(s) = 0 igin
o(s)=—N(s)
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seklindedir.
Teorem 4.2.52. a, IR} de timelike bir egri ve W(s) ikinci binormal vektdr alani timelike
olsun. a nin Frenet catis1 {T(s), N(S), L(s), W(s)} igin {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir
egrisi
o(s)=—N(s)+ z; W(s), (z; bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(s) + u(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W' (s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(s)= =MS)T(s)+ A" (IN(s)+(T(s) A(s)+0(s)u(s))L(s)+ ' (s)W(s)
bulunur. Buradan

—A(s) =1,
A'(s) =0,

(s) M(s) + o(s)u(s) =0,
w(s)=0

denklemleri mevcuttur. p'(s) = 0 ise w(s)=z;, (z, bir sabit) dir. A(s) = —1 ve u(s)=z,
degerleri yerlerine yazilirsa o egrisi
o(s)= —N(s)+ z; W(s)

olarak bulunur.
Teorem 4.2.53. IR} de o timelike bir egrisi o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}
ve W(s) ikinci binormal vektdr alani timelike olsun. O zaman o egrisi bu ¢atinin gerdigi
{L(s), W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Ispat: a.(s) = A(S)L(S) + n(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinda s parametresine
gore tiirev alinirsa

a(s) = A'(S)L(s) + M(s)L'(s) + W (S)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T(s)=t(s) MSIN(S)+( A'(s)* a(s)u())L(s)+(a(s)A(s)+ '(s))W(s)
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elde edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi i¢in
denklem ¢oziimii mevcut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(s),N(s),L(s),W(s)} Frenet
catisinin gerdigi {L(S), W(S)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.2.54. IR? de « timelike egrisi W(s) timelike vektdr alani verilmis olsun. o nin
Frenet gatist {T(S), N(s), L(S), W(s)} icin {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan
egrisi
a(s)=—N(s)

dir.
Ispat : a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(s) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa

o'(s) = M(9)T(s) + M)T'(s) + W ()N(s) + p(s)N'(s)T@'(S)L(s)+ (s) L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(E)='()-uE) T () + (M) +1'(5)=T(S) ()N(S)+(T(SI(S)+¢'(S))L(5) + 0(5) P(S)W(S)
olup buradan

A(s)—pu(s) =1,
A(s) +u'(s) —t(s)(s) = 0,
(s)uls) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri bulunur ve bu denklemler ¢oziiliirse @(s) = 0 ise @'(s) = 0 dir. t(s)u(s) =

0 dir. O halde burada iki durum s6z konusudur:

i) u(s) = 0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve p'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine

yazilirsa A(s)=0 elde edilir. A(s)=0 ise A" (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemde yerine

yazilirsa A'(s) — u(s) = 1 olmast ile celisir.

i) T(s)=0ise @'(s) = 0 ve @(s) = z; olur, (z; = 0). u(s) # 0 bir sabit oldugundan

nw(s) =0,r(s)=0ver'(s) — u(s) = 1ise p(s) = —1 elde edilir

Tiim bu sartlart saglayan {T(s), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egri
o(S)=—N(s)

olarak bulunur.
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Teorem 4.2.55. a, IR} de timelike bir egri ve W(s) timelike vektor alani olsun. o« nin
Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} nin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan a
egrisi
o(S)=(s + z,)T(s)+z, W(S), ( z, z, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + W(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
o'(s) = A'($)T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(S)N'(s)+"(S)W(s)+ p(s) W'(s)

elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=(N(s)= n())T(S)+( M)+ W(S)HN(s)H(T(s)p()+ 0(s) (s)L(S)+ @ (S)W(s)
olup boylece

A(s) = u(s) =1,

As) + W(s) =0,

(s)n(s) + a(s) @(s) =0,
@'(s)=0
denklemleri bulunur ve denklemler ¢oziiliirse @'(s) = 0 ise @(s) = z;, (z, bir sabit)
dir. t(s)u(s) + a(s) @(s) = 0 denkleminde u(s) = 0ise a(s)z,; = 0 olup o(s) = 0 olur
ve ayrica A'(s) — pu(s) =1 ve u(s) =0 ise A'(s) = 1olup A(s)=s + z,, (z, Sabit)
oldugu goriiliir. O halde buradan {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan a egrisi
o8)=(s + 22)T(s)+2, W(s)
seklindedir.
Teorem 4.2.56. «, IR} de timelike bir egri, W(s) bir timelike vektor alan1 ve « nin Frenet
catist {T(s), N(s), L(s), W(s)}olsun. Bu ¢atinin gerdigi {N(s), L(s), W(S)} alt uzayinda
yatan a egrisi
a(s)=N(s)

dir.
Ispat: as) = A(S)N(S) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin her iki tarafinda s

parametresine gore tiirev alinirsa
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a'(s) = M(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(S)L(s) + p(s)L'(s)+@"(S)W(s)+ (s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)==A(S)T(8)+(A'(s)T(s)(s))N(S)+(t(s)A(s)+1'(s)o(s) p(s))L(s)+
(a(s)us)* @' (S)W(s)

bulunur. Buradan
—A(s) =1,
i A(s)+ t(s)u(s) =0,

T(S)A(s) + ' (s) —a(s)p(s) = 0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

denklemleri ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) =0 olur.A'(s) — t(s)u(s) =0 ise
t(s)u(s) = 0 dir. O halde iki durum s6z konusudur:
i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 ve @(s)=z, olur.
T(s)A(s) + n'(s) — a(s)@(s)=0ise —t(s) — a(s)z, = 0 bulunur. Burada z, bir sabittir.
ii) T(s) = 0 ve p(s) # 0 olmak iizere
T(s)A(s) + n'(s) — a(s)@(s) = 0ise a(s)@(s) = 0 elde edilir. Boylece
A(s) = —1, u(s) = 0 ise @(s) = z, (z, bir sabit) igcin {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda
yatan egri

a(s)=—N(s) —z;W(s)

bigimindedir.
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Timelike Egrilerin Simiflandirilmasi

i) Bu kisimda IR3 de bir timelike egrinin T(s) teget vektdr alanmin timelike olmasi

halindeki bir siniflandirmasi asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.1. IR3 Lorentz uzayda timelike egri

Vektor Alaninin Alt uzay Egrinin
Durumu
Durumu
{T(s), N(s)} Yatmaz
T(s) Timelike
{T(s), L(s)} Yatar
{N(s), L(s)} Yatar
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ii) Bu kisimda IR} de timelike bir egrinin teget, normal, birinci binormal ve ikinci
binormal vektor alanlarinin timelike olmas1 halindeki bir siniflandirilmasi agsagidaki

cizelgede verilmistir.

Cizelge 4.2. IRT Lorentz uzayda timelike egriler

Vektor Alaninin Alt Uzay Egrinin
Durumu Durumu

{T(s), N(s)} Yatmaz

{T(s), L(S)} Yatar
{T(s),W(s)} Yatmaz

{N(s), L(s)} Yatar

T(s) Timelike {N(s), W(s)} Yatar
{L(s), W(s)} Yatmaz

{T(s), N(s), L(s)} Yatar

{T(s), N(s), W(s)} Yatar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar

{T(s), N(s)} Yatmaz

{T(s), L(sS)} Yatar

{T(s),W(s)} Yatar

{N(s), L(s)} Yatar

. {N(s), W(s)} Yatar
N() Timelike [L(s), W(S)} Yatmaz

{T(s), N(s), L(s)} Yatar

{T(s), N(s), W(s)} Yatar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar
{T(s),N(s)} Yatmaz

{T(s), L(S)} Yatar

{T(s),W(s)} Yatar

{N(s), L(s)} Yatar

L(s) Timelike {N(s), W(s)} Yatar
{L(s), W(s)} Yatmaz

£T(s), N(s), L(S)} Yatar

(T(s), N(S). W(s)} Yatar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar
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Cizelge 4.2. IRT Lorentz uzayda timelike egriler (devam)

Vektor Alaninin Alt uzay gf:al;la
Durumu

{T(s), N(s)} Yatmaz
{T(s), L(s)} Yatar
{T(s),W(s)} Yatar
{N(s), L(s)} Yatar

W) Timelike NG, WO} Yatar
{L(s), W(s)} Yatmaz
{T(s), N(s), L(s)} Yatar
{T(s), N(s), W(s)} Yatar
{N(s), L(s), W(s)} Yatar
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4.3. IR3 Lorentz Uzayda Spacelike Egriler
Durum 1.1IR? de {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinda N(s) normal vektdr alaninin null

olmasi durumunda

{ < T(s),T(s) >=<N(s),L(s) >=1
< N(s),N(s) > =< L(s),L(s) >=<T(s),N(s) >=<T(s),L(s) >=0

sartlarin1 saglayan spacelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s)| = 0 T(s) 0 N(s)
L'(s) —k(s) 0 —t(s)| |L(s)

i¢in
T'(s)=k(s)N(s),
N'(s)=T(s)N(s),
L'(s)= —x(s)T(s) —t(s)L(s)
seklinde tanimlanmustir (Ilarslan ve Kili¢ Aslan, 2017).
Teorem 4.3.1. o, IR3 de spacelike bir egri ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Burada T(s), N(s), L(s) sirastyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor alanlaridir.

k(s)=1 ve her s parametresi i¢in Frenet denklemleri;

T'(s) = N(s),
N'(s) = T(s)N(s),
L'(s) = —=T(s) — t(s)L(s)

bigimindedir.

Ispat: Spacelike egri taniminda verilen birinci Frenet egriligi k(s)=1 alimrsa ispat
tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.2. o, IR3 de spacelike bir egri olsun. Sirastyla T(s), N(s), L(s) teget, normal,
binormal vektor alanlari i¢in o nin Frenet gatist {T(s), N(S), L(S)} ise 0 zaman birinci ve

ikinci Frenet egrilikleri

{ k(s) =< T'(s),L(s) >,
t(s) =< N'(s),L(s) >

seklindedir.
Ispat: Birinci Frenet egriligi

< T'(s),L(s)>=<k(s)N(s),L(s)>
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= k(s)<N(s),L(s)>

=k(s)
ve ikinci Frenet egriligi
< N'(s),L(s) >=<1(s)N(s),L(s)>

=t(s)

seklinde elde edilir.
Teorem 4.3.3. o, IR3 de spacelike bir egri ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)} olsun.
Burada T(s), N(s), L(s) sirastyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor alanlaridir.

Birinci Frenet egriligi k(s)=1 olarak alinirsa, her s parametresi i¢in

< T'(s), T(s) >=< T'(s),N(s) >=< N'(s), T(s) >=0,
< L'(s),L(S) >=<N'(s),N(s) >=0,
<T'(s),L(s) >=1=—-<L(s),T(s) >,
< N'(s),L(s) >=1(s) = =< L'(s),N(s) >

dir.
Ispat: Bu ispatta Teorem 4.3.1 deki T'(s), N'(s), L'(s) esitlikleri yerlerine yazilirsa
<T'(s),T(s)>=0
= <T(s),N(s)>=0 ve < N'(s), L(s) > = < 1(s)N(s), L(s)>
=1(s) < N(s),L(s)>
=1(s)
ve
<L'(s), T(s)>=< =T(s) — ©(s)L(s), T(s)>
=—< T(s), T(s) > —1(s) < L(s), T(s)>
=—1
elde edilir. Benzer sekilde diger esitlikler iginde ayni islemler yapilarak istenen sonuglar
elde edilir.
Teorem 4.1.4. a, IR3 de spacelike bir egri olsun ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s)}
olsun. Burada T(s), N(s), L(s) sirasiyla teget(tanjant), normal ve binormal vektor

alanlaridir. Bu durumda asagidaki esitlikler mevcuttur:
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< L"(s),L(s) >= -1,
< N”(s),L(s) > = 12(s) =< L"(s),N(s) >,
< T"(s), T(s) >=<T"(s),N(s) >=<N"(s),N(s) >=< N"(s), T(s) >=0,
< T"(s),L(s) > = t(s) =< L"(s), T(s).
Ispat: <T"(s), T(s)> i¢in , T"(s) = N'(s) oldugu kullanilirsa
=<T"(s), T(s)>=0
ve
<L'(s), T(s)>i¢cin L" (s)=—T'(s) — t(s)L'(s) esitligi kullanilirsa
<L"(s), T(s)> = (s)
oldugu elde edilir. Boylece benzer sekilde digerleri de goriiliir.
Teorem 4.3.5. «, IR3 de spacelike bir egri olsun. o.nin {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinin
{T(s), N(s)}alt uzayinda yatan egrisi

o(S) = (5+2) T/ (=% — 2, + 2)N(S), (22, 25 sabit)

veya

1+1t(s)+z,1(s)
T%(s)

o(S) = (s+z,) T(S)+ ( + 2,e™)N(S), (24, z, sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)N(s) egrisini alalm. Burada A ve p; s parametresine gore
tirevlenebilir fonksiyonlardir.
a egrisinde esitligin her iki tarafinin s parametresine gore tlirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(s)=A'(s)T(s)+ (A(S)+ () + p(s) T(s))N(s)
bulunur. Buradan;

{ A(s) =1,

As) + W)+ p(s)t(s) =0

denklemlerinde 1'(s) = 1ise A(s) =s+z,, (z, bir sabit) dir. A(s) + p'(s) + p(s) ©(s) =
0 denkleminde;

i) T(s) = 0 alinirsa A(s) + p'(s) = 0 olup buradan
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i (s) = —A(s) olur. Buradan denklem ¢oziiliirse pu(s) = —52—2 — 2y + 23, (25, 3 Sabit)
olarak bulunur. A(s) ve u(s) degerleri denklemde yerine yazilirsa
SZ
a(s) = (s+22) T(S)+(— = — 2 + z3)N(s)

elde edilir.

i) ©(s) # 0 olursa n'(s) + p(s) t(s) = — (s+z,) olup denklem ¢oziildiigiinde

u(s) = %Z;T(S) + z,e®) elde edilir. O halde {T(s), N(s)}alt uzayinda yatan bir

diger egri ise
1+t(s)+z,1(s)
t2(s)

a(S) = (s+22) T(S)+ ( +2,6")N(s)

dir.
Teorem 4.3.6. IR? de spacelike egri a ve a nin {T(s), N(s), L(s)} Frenet ¢atisinin
{T(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
a(s)=—L(s)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)L(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + W(S)LAs) + 1(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(s)= (A'(s)- (&) T(S)+A(S)N(S)+(1'(s)—T(s)n(s))L ()

bulunur. Buradan;

A(s)— u(s) =1,
A(s) =0,

n'(s) —t(s)u(s) =0
denklemleri ¢oziiliirse A(s) = 0 ise A'(s)=0 dir. A'(s) — u(s) = 1 denkleminden u(s) =
—1ise pu'(s) = 0 olur. Boylece t(s) = 0 elde edilir. O halde {T(s), L(s)} nin gerdigi alt
uzayda yatan egri
a(s)= —L(s)
dir.
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Teorem 4.3.7. o, IR3 de spacelike egri ve a nin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s)}olmak
tizere bu ¢atinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z,;N(s)— L(s) , (z, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + u(s)L(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o.(S) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(8)= =p(S)T(S)+( X' ($)+T(SHMS)N(S)+('(s)—p(s) T(s))L(S)
bulunur. Buradan

—u(s) =1,
A(s) +t(s)A(s) =0,

H'(s) —p(s) 1(s) = 0
denklemleri ¢oziilirse p(s) = —1 ise u'(s) =0 dir. Burada p'(s) — pu(s)t(s) =0
denkleminin saglanmasi igin T(s) = 0 olmalidir.
Bu da A'(s) + t(s)A(s) = 0 esitliginde A'(s)=0 ve A(s)=z; (z; bir sabit) olmasi
demektir. O halde {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan o
egrisi

a(s)=z;N(s)— L(s)

olarak bulunur.
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Durum 2. 1IR3 de {T(s), N(s), L(s)} Frenet ¢atisinda N(s) normal vektdr alaninin timelike
olmast durumunda

< T(s), T(s) >=<L(s),L(s) >=1
< N(s),N(s) >= -1
< T(s),N(s) > =< T(s),L(s) >=< N(s),L(s) >=0

sartlarin1 saglayan bir spacelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 x(s) O T(s)
N'(s)| = [x(s) 0 t(s)| [N(s)
L'(s) 0 t(s) 0 []|L(s)

i¢in

T'(s)= k(s)N(s),

N’(s)=k(s)T(s) + t(s)L(s),

L'(s)=1(s)N(s)
seklinde tanimlanmustir (Ilarslan, 2005).
Teorem 4.3.8. a, IR3 de spacelike bir egri ve N(s) normal vektdr alaninin timelike olsun.
a nin {T(s), N(s), L(S)} Frenet catisinin birinci Frenet egriligi k(s)=1 i¢in Frenet
denklemleri;

T'(s) = N(s),

N’(s) = T(s) + t(s)L(s),

L'(s) = T(s)N(s)
bi¢imindedir.
Ispat: Spacelike bir egri ve N(s) normal vektorii alaniin timelike olmasi durumu igin
tanimlanan Frenet denklemlerinde birinci Frenet egriligi k(s)=1 olarak alinirsa ispat
tamamlanmis olur.
Teorem 4.3.9. o, IR3 de spacelike bir egri ve normal vektor alani timelike olsun. Sirastyla
T(S), N(s), L(s) teget, normal, binormal vektor alanlar1 igin o nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(S),
L(s)} ise 0 zaman a nin birinci ve ikinci Frenet egrilikleri

{ k(s) = =< T'(s),N(s) >,
(s) = =< L'(S),N(s) >

seklinde mevcuttur.
Ispat: < T'(s),N(s)> = < k(s)N(s), N(s)>
=K (s)<N(s),N(s)>
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=—k(s)

ve
< L/'(s),N(s) >=<1(s)N(s),N(s)>

=t(s) < N(s),N(s) >

=—1(s)
dir.
Teorem 4.3.10. a, IR3 de spacelike bir egri ve normal vektdr alani timelike olsun. a nin
Frenet catis1 {T(s), N(S), L(S)} ve birinci Frenet egriligi k(s)=1 i¢in asagidaki esitlikler
mevcuttur:

< T'(s), T(s) >=< T'(s),L(s) >=< N'(s),N(s) >=0,
< L'(s), T(s) >=< L'(s),L(S) >=0,
<N'(s), T(s) >=—1=<T'(s), T(s) >,
—< L'(s),N(s) > = 1(s) =< N'(s),L(s) >.

Ispat: < T'(s), T(s) > = <T(s),N(s)>=0,
< N'(s),L(s) > =< T(s) + t(s)L(s),L(s) >
=< T(s),L(s) > + t(s) < L(s),L(s) >
=1(s)
ve
< L'(s),L(S) > =< 1(s)N(s),L(s) >
=1(s) < N(s),L(s) >
=0
elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerde gergeklenir.
Teorem 4.3.11. «, IR3 de spacelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani timelike olsun.
a nin Frenet gatis1 {T(s), N(S), L(s)} i¢in asagidaki esitlikler mevcuttur:

( <T"(s),T(s) > = —1,
< N”(s),N(s) >=1—1%(s),
< T"(s),N(s) >=< N"(s),L(s) >=< N"(s),T(s) >=< L"(s),N(s) >= 0,
< T"(s),L(s) >= t(s) = =< L"(s), T(s) >,
< L"(s),L(s) > = 12(s).

\
Ispat: < T"(s),T(s) > =< N'(s),T(s) > = —1,
<N"'(s),N(s) > =< —T'(s) + t(s)L'(s),N(s) >
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=—< T(s,N(s) > + 1(s) < L'(s),N(s) >
=1—1%(s)
ve
< L"(s),N(s) > =< 1t(s)N'(s),N(s) >
=1(s) < N'(s),N(s) >
=0
elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerde ispatlanir.
Teorem 4.3.12. IR3 de spacelike bir egri a ve a nin normal vektdr alani timelike olsun. a
nin {T(s), N(s), L(s)} Frenet gatisinin {T(s), N(s)}alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + n(s)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevlenebilir fonksiyonlardir.
a egrisinde esitligin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa
a/(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(S)N(s) + (s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= (W' (s)— n(E)T()+ (A(s)+ W(sHN(s)+ T(s) p(s))L ()
bulunur. Buradan;

A(s)— pu@s) =1,
A(s) + W(s) =0,
u(s) =0

denklemleri vardir. Eger p(s)=0ise p’(s)=0 olur. Ikinci esitlikte p’(s)=0 yerine yazilirsa

L(s)=0 elde edilir. Bulunan bu degerler birinci denklemde yerine yazildiginda A'(s) —

u(s) = 1 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla segmis oldugumuz o spacelike egrisi {T(s),N(s)}

nin gerdigi alt uzayda yatmaz.

Teorem 4.3.13. a, IR de spacelike egri ve onun normal vektor alam timelike olsun

{T(s), N(s), L(s)} Frenet catistnin {T(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
a(s)=(stz)T(s)+z,L(s) , (z, z, sabit)

dir.

Ispat: a(s) = A(S)T(S) + p(s)L(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore

tirev alinirsa
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a'(s) =A'(s)T(s) + A(s)T'(s) + W' (s)L(s) + p(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s)= A'(8)T(s)+( A(s)+T(s) r(s))N(s)+ w'(s)L(s)

bulunup
A(s) =1,
A(s) + T(s)u(s) =0,
ws)=0

denklemleri elde edilir.A'(s) =1 ise A(s)=s+z, (z bir sabit) dir. p'(s) =0 ise
u(s)=z, (z; bir sabit) dir. Dolasiyla
a(s)=(s+z)T(s)+21 L(s)

egrisi {T(S), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.
Teorem 4.3.14. o, IR3 de spacelike egri ve egrinin normal vektdr alan1 timelike olsun. a
nin Frenet gatist {T(s), N(S), L(s)}olmak tizere bu ¢atinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan
egrisi

a(s)=—N(s)+ zL(s), (z bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + u(s)L(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= =) T()+( M'(s)+T(SIn(S)N(S)+(T(SIA(S)+ p'(s))L(s)

bulunur. Buradan

—-A(s) =1,

A(s) + t(s)u(s) =0,
T(S)A(s) + uw'(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) =0 dir. Bu
durumda 2'(s) + t(s)u(s) = 0 denkleminin saglanmasi icin T(s)u(s) =0 olmalidir.
Burada iki durum s6z konusudur.

i) Eger u(s) = 0ise pu'(s) = 0 dir. t(s)A(s) + p'(s) = 0ise t(s) = 0 dur.
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ii) Eger t(s) = 0 olursa t(s)A(s) + n'(s) = 0 dir ve buradan p'(s) = 0 olup u(s)=z
olup (z bir sabit) bulunur. Dolasiyla A(s) = —1 ve u(s)=zi¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda

yatan egri
a(s)= —N(s)+ zL(s)
dir.
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Durum 3.1R3 de {T(s), N(s), L(s)} Frenet catisinda L(s) binormal vektdr alaninin
timelike olma durumunda

< T(s),T(s) >=<N(s),N(s) >=1,
< L(s),L(s) >= -1,
< T(s),N(s) > =< T(s),L(s) >=< N(s),L(s) >=0

sartlarin1 saglayan spacelike bir egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N'(s)| = [-x(s) 0 t(s)| |N(s)
L'(s) 0 (s) O L(s)

i¢in

T'(s)= k(s)N(s),

N’'(s)=—xk(s)T(s) + t(s)L(s),

L'(s)=1(s)N(s)
seklinde tanimlanmustir (Ilarslan, 2005).
Teorem 4.3.15. «, IR3 de spacelike bir egri ve L(s) binormal vektor alan1 timelike olsun.
anin {T(s), N(s), L(S)} Frenet ¢atisinin birinci Frenet egriligi k(s)=1 ve her s parametresi
i¢in Frenet denklemleri;

T'(s) = N(s),

N'(s) = =T(s) + t(s)L(s),

L'(s) = t(s)N(s)
bi¢imindedir.
Ispat: Spacelike bir egri ve L(s) binormal vektor alanmin timelike olmasi durumu igin
tanimlanan Frenet denklemlerinde x(s)=1 i¢in ispat yapilmis olur.
Teorem 4.3.16. a, IR3 de spacelike bir egri olsun. Sirastyla T(s), N(S), L(s) teget, normal,
binormal vektor alanlart igin o nin Frenet gatist {T(s), N(s), L(S)} ise 0 zaman spacelike
egrinin birinci ve ikinci Frenet egrilikleri

{ k(s) =< T'(s),N(s) >,
T(s) =< L'(s),N(s) >

mevecuttur.

Ispat: < T'(s),N(s)> = <k(s)N(s), N(s)>
= k(s)<N(s),N(s)>
=x(s)
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ve
< L'(s),N(s) >=<1(s)N(s), N(s)>
=t(s) < N(s),N(s) >
=1(s)
biciminde egrinin birinci ve ikinci Frenet egrilikleri bulunur.
Teorem 4.3.17. IR3 de a spacelike bir egri, binormal vektor alan1 L(s) timelike ve Frenet
catist {T(s), N(s), L(s)} olsun. k(s)=1 ve her s parametresi igin

(< T'(s), T(s) >=< T'(s),L(s) >=< N'(s),N(s) >=0,

< L'(s), T(s) >=< L'(s),L(S) >=0,
i < N'(s), T(s) >=—-1=—-<T'(s), T(s) >,
< L'(s),N(s) > =1(s) = =< N'(s),L(s) >

dir.
Ispat: Spacelike bir egrinin binormal vektor alanmin timelike olmasi durumunda Ki
denklemleri kullanilirsa;
< T'(s), T(s) > = <T(s),N(s)>=0,
< N'(s),L(s) > =< =T(s) + t(s)L(s),L(s) >
= —< T(s),L(s) > + 1(s) < L(s),L(s) >
=—1(s)
ve
< L'(s),L(s) > =< t(s)N(s),L(s) >
=1(s) < N(s),L(s) >
=0
elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerde gergeklenir.
Teorem 4.3.18. a, IR de spacelike bir egri ve L(s) timelike olsun. o nin Frenet gatisi
{T(s), N(s), L(s)} olmak iizere Bu durumda asagidaki esitlikler mevcuttur:

( <T"(s), T(s) >=—1 =< N"(s), T(s) >,
< N"”(s),N(s) >=—1+ 12(s),
)< T"(s),N(s) > =< N"(s),L(s) >=<L"(s),N(s) >= 0,
< T"(s),L(s) >= —1(s) =< L"(s), T(s) >,
< L"(s),L(s) > = —12(s).

\
Ispat: < T"(s), T(s) > =< N'(s),T(s) > = —1,
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< N”(s),N(s) >=< =T'(s) + t(s)L'(s),N(s) >
=—< T(s,N(s) > + 1(s) < L(s),N(s) >
=—1+412(s)
ve
< L"(s),N(s) > =< 1t(s)N'(s),N(s) >
=1(s) < N'(s),N(s) >
=0
bulunur. Benzer sekilde diger ifadelerde tiirev alma islemleri uygulanarak elde edilir.
Teorem 4.3.19. «, IR3 de spacelike bir egri ve L(s) binormal vektor alan1 timelike olsun.
a nin {T(s), N(s), L(s)} Frenet gatisinin {T(S), N(s)}alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(s)N(s) egrisini alalm. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevlenebilir fonksiyonlardir.
a egrisinde esitligin her iki tarafinin s parametresine gore tlirevi alinirsa
a'(s) = A()T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= (W' (s)— n(E)T()+ (R(s)+ W(sHN(s)+ T(s) (s))L ()
bulunur. Buradan;

A(s)— p(s) =1,
A(s) + W(s) =0,
u(s) =0

denklemleri mevcuttur. Bu denklemler ¢oziiliirse eger u(s)=0 ise p’(s)=0 olur. Ikinci

esitlikte yerine yazilirsa A(s)=0 elde edilir. Bulunan bu degerler birinci denklemde yerine

yazildiginda A'(s) — u(s) = 1 denklemi ile gelisir. Dolayisiyla se¢mis oldugumuz o

egrisi {T(s), N(s)} nin gerdigi alt uzayda yatmaz.

Teorem 4.3.20. o, IR3 de spacelike bir egri ve binormal vektdr alan1 L(s) timelike olsun.

O zaman {T(s), N(s), L(s)} Frenet ¢atisinin {T(s), L(S)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
a(s)=(stz)T(s)+z,L(s), (z, z, sabit)

—(s+2)
z

1

dir. Burada t(s) = (zy #0), (z, z, sabit)

olarak bulunur.
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Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a.(S) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a/(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)L(s) + n(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T(8)= M()T(s)H A(s)+1(s) ()N(S)+ W' (s)L(s)
bulunur. Buradan;

A(s) =1,
A(s) + T(s)uls) =0,
nw(s)=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse A’ (s) = 1 ise A(s)= s+z, (z bir sabit) ve

u'(s) = 0ise u(s)=z4, (z; bir sabit) dir. Bulunan A(s) ve u(s) degerleri ikinci denklemde

—(s+z)
7z,

a(s)=(s+2)T(s)+2z, L(s)

yerine yazilirsa t(s) = (z; # 0) oldugu elde edilir. Dolastyla

egrisi {T(S), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.
Teorem 4.3.21. a, IR3 de spacelike bir egri ve L(s) timelike olsun. o nin Frenet gatis
{T(s), N(s), L(s)}olmak iizere bu gatinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=N(s)+ z,L(s) , (z, bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= M) T(S)+( L' (s)TT(SIM(S)N(S)+ (T()A(s)+ H(s)L(s)
bulunur. Buradan
A(s) =1,

A(s) + t(s)u(s) =0,
T(S)A(s) + u'(s) =0
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denklemleri elde edilir. Denklemler ¢oziiliirse A(s) = 1 ise A'(s) = 0 dir. Bu durumda

L' (s) + t(s)u(s) = 0 denkleminin saglanmasi i¢in T(s)u(s) =0 olmalidir. Burada iki

durum s6z konusudur.

i) Eger u(s) = 0 ise u'(s) = 0 dir.

i) Eger t(s) = 0 olursa t(s)A(s) + p'(s) = 0 buradan p'(s) = 0 olup nu(s)=z, ,

(z, bir sabit) dir. Boylece A(s) = 1 ve u(s)=z, i¢in {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egri
a(s)=N(s)+ 2, L(s)

dir.
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4.4. IR} Lorentz Uzayda Spacelike Egriler
Durum 1. IR? de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catis1 igin W(s) ikinci binormal vektor
alaninin timelike olma durumunda

{ < W(s),W(s) >=—1,
< T(s),T(s) >=<N(s),N(s) >=<L(s),L(s) >=1

sartlarin1 saglayan bir spacelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 0 T
[N’(s)] _|—x(s) 0 () O N
[ L'(s) J 1l 0 —ts) 0 o) |L
W'(s) 0 0 o(s) O w

i¢in

T'(s)=k(s)N(s),

N'(s)==k(s)T(s)*+ T(s)L(s),

L'(s)= =t(s)N(s)+ o(s)W(s),

W' (s)=0(s)L(s)
seklinde tanimlanmistir (Camci, 2003).
Teorem 4.4.1. a, IR de spacelike bir egri ve o nin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}
olsun. Burada T(s), N(s), L(s) ve W(s) sirasiyla teget, normal, birinci binormal, ikinci
binormal vektor alanlaridir. Verilen 6nerme geregi asagidaki esitlikler saglanir. Birinci
Frenet egriligi k(s)=1 ve her s parametresi i¢in Frenet denklemleri;

T'(s)=N(s),

N'(s)==T(s)+ T(s)L(s),

L'(s)= =t(s)N(s)+ o (s)W(s)

W' (s)=0(s)L(s)
dir.
Ispat: Yukarida verilen tanimda k(s) = 1 aliirsa ispat tamamlanur.
Teorem 4.4.2. IR} de verilen a spacelike egrisinin Frenet catist {T(s), N(s), L(s), W(s)}
ve W(s) timelike olmak iizere

< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
<L(s),W(s) >=0
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bagintilar1 gegerlidir.

Ispat: <T(s),T(s)>=1

=><T'(s),T(s)>=0

=<T(s),N(s)>=0

Benzer sekilde diger esitliklerde elde edilir.

Teorem 4.4.3. IR de verilen a spacelike egrisinin teget, normal, birinci binormal vektor
alan1 spacelike ve ikinci binormal vektor alaninin timelike olmasi halinde asagidaki
bagintilar gecerlidir:

< T(s),L(s) >=0,
< N(s),W(s) >=0,
< T(s),W(s) >= 0.

Ispat: Bir 6nceki teorem de verilen esitliklerin tiirevi alinirsa

< N(s),L(s)>=0

=><N’(s),L(s)>+<N(s),L’(s)>=0

=><=T(S)+ t(s)L(S),L(s)>+<N(s),—T(s)N(s) + o(s)W(s) >=0

= <N(s),W(s)>=0

oldugu goriiliir. Benzer sekilde diger esitliklerinde tiirevi alinarak ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.4. IR} de verilen a spacelike egrisinin teget, normal, birinci binormal vektor
alaninin spacelike ve ikinci binormal timelike vektor alani arasinda;

( < N'(s),L(s) >= —1(s) = =< L'(s),N(s) >,
< L'(s),W(s) >=a(s) = =< W'(s),L(s) >,
) —< N'(s),T(s) >=1=<T'(s),N(s) >,

< T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s), W(s) >=< N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=<L(s), T(s) >=<L'(s),L(s) >=< W'(s), T(s) >= 0,
\ <W'(s),N(s) >=<W'(s), W(s) >=0

bagintilart mevcuttur.

Ispat: < T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,

< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,

< N'(s), W(s) >=<=T(s)+T(s)L(s),W(s)>
=—<T(s),W(s)>+ t(s)<L(s),W(s)>
=0,

<L'(s).,N(s)> = <= T(s)N(s)+ o(s)W(s),N(s)>
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=—1(s) <N(s),N(s)>+a(s)<W(s),W(s)>
= —1(s)
ve
<W'(s), L(s)> = < o(s)L(s),L(s)>
= o(s)<L(s),L(s)>
=0o(s)

elde edilir. Diger esitlikler iginde ayni1 islemler tekrarlanarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4.5. 1R} de « spacelike egrisinin tanjant, normal, birinCi binormal vektdr alani

spacelike ve ikinci binormal vektor alani timelike arasinda;

( <T"(s),T(s) >= —1,
< L'(s),L(s) > = —12(s) + 62(s),

< W' (s),W(s) > = —c?(s),
< T"(s),N(s) > =< T"(s), W(s) > =< N”(s), T(s) > =< N"(s), L(s) > = 0,
< L(s),N(s) > =< L (s), W(s) > =< W"(s), T(s) > =< W"(s),L(s) > = 0,

< T"(s),L(s) > =1(s) =< L'(s), T(s) >,

< N”(s),N(s) >=1—1%(s),

\ < N"(s),W(s) >=1(s)o(s) = =< W"(s),N(s) >

bagintilar1 vardir.
Ispat: < T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) >=—1,
< N"(s),N(s) > =< =T'(s)+ t(s)L'(s),N(s)>
= —<T'(s):N(s)>+ t(s)< L'(s),N(s) >
=1 — 12(s),
< L"(s),W(s) >=< —1(s)N'(s) + a(s)W'(s), W(s) >
=t(s) < N'(s),W(s) >+ o(s) < W'(s),W(s) >
=0

ve

<W"(s),N(s) >=o(s)L'(s),N(s)>
=o(s)<L'(s),N(s)>
=— 1(s)o(s)

bulunur. Diger esitliklerde de benzer igslemler yapilarak istenilen sonuglar elde edilir.
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Teorem 4.4.6. «, IR] de spacelike bir egri ve a nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet
catisinda W(s) ikinci binormal vektor alani timelike olmak iizere bu Frenet ¢atisinin
{T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(s)N(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda S parametresine gore tiirev
alinirsa;

a'(s) = A()T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= (M'(s) = () T(s)+ (A(s)+ W($)N(s)+ T(S) p(s))L(s)
bulunur. Buradan;

M(s)— p(s) =1,
AMs)+ w'(s) =0,
() u(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 dir. Bu esitlik
ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) + p'(s) = 0 ve buradan A(s) = 0 oldugu elde
edilir. Bu A'(s) — p(s) =1 olmas: ile celisir. Dolayisiyla {T(s), N(s), L(s), W(s)}
catisinin {T(s),N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Teorem 4.4.7. «, IR de spacelike bir egri olsun. o nin Frenet gatis1 {T(s), N(s), L(s),
W(s)} ve W(s) timelike vektor alani i¢in Frenet catisinin {T(S), L(s)} alt uzayinda yatan
egrisi

a(s)=(stz41)T(s)+z,L(S), (z1, z, sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(S)L(s) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + A(s)T'(s) + w'(s)L(s) + p(s)L'(s)

elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(8)= M'(S)T(s)H( A(8)+1(s) r(S))N(s)+ w'(s)L(s)+u(s)o(s)W(s)
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A(s) =1,
A(s) + t(s)u(s) =0,
p'(s) =0,
u(s)o(s) =0

denklemleri bulunur. Buradan denklemler ¢oziiliirse A'(s) = 1ise A(s) = s + zy, (z, bir
sabit) dir. u'(s) = 0 ise u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Boylece aradigimiz a(s) egrisi
o(s)=(s+21) T(s)+2, L(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.8. «, IR de spacelike bir egri ve W(s) timelike vektor alan1 olsun. {T(s),
N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {T(S), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z,W(s), (z; bir sabit)

dir.
Ispat: au(s) = A(s)T(s) + n(S)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iKi tarafinin s parametresine
gore tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + W'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(8)= MY T(s)+ MOIN(S)+0(s)R(S)L(s)* ' (s)W(s)
olur. Boylece asagidaki denklemler mevcuttur:

() =1,
A(s) =0,
o(s)u(s) =0,
w(s)=0

Eger A(s) = 0 ise '(s) = 0 olmalidir. Bu durum A'(s) = 1 olmast ile gelisir.
w'(s) = 0ise u(s) = z4, (z4 bir sabit) dir. Dolayisiyla
a(s)=z, W(s)
elde edilir.
Teorem 4.4.9. «, IR} de spacelike bir egri ve W(s) timelike vektdr alan1 olsun. Egrinin
{T(s), N(s), L(s), W(S)} Frenet catisinin {N(S), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)==N(s)
dir.

74



Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Verilen denkleminin her iki tarafinin S
parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(8) = =M(S)T(S)+( X()—(s) H(S)N(S)+(T(S) A(S)+ L'(s))L(s)+o(s)(s)W(S)
olur. Buradan

AMs) = -1,

A'(s) = t(s)us) =0,
T(s)A(s) + u'(s) =0,

o(s)u(s) =0
denklemleri bulunur ve bu denklemler c¢oziilirse A(s) = —1 ise A'(s) =0 dir.
Ayrica u(s) =0ise p'(s) = 0 olur.
a(s)=-N(s)

elde edilir.
Teorem 4.4.10. a, IR} de spacelike bir egri ve o nin Frenet catist {T(s), N(s), L(s), W(s)}
olsun. Ikinci binormal vektdr alani timelike olmak iizere Frenet catissmin  {N(s), W(s)}
alt uzayinda yatan egrisi
a(S)=—N(s)+ z;W(s), (z; bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + n(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(s)= —AS)T(s)+ A" (IN(s)+( T(s) A(s)+0(s)r(s))L(s)+ ' (S)W(s)
bulunur.
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—A(s) =1,

A(s) =0,
t(s) A(s) + o(s)u(s) = 0,
w(s)=0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oztldigiinde p'(s) = 0 ise p(s)=z,, (z; bir sabit)
dir. A(s) = —1 ve u(s)= z; degerleri i¢in aranilan egri
o(s)= —N(s)+ z; W(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.11. a, IR% de spacelike bir egri ve W(s) timelike vektdr alan1 olsun. o nin
{T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atisinin gerdigi {L(S), W(S)} alt uzayinda yatan bir egrisi
mevcut degildir.
Ispat: a.(s) = A(S)L(S) + n(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iKi tarafinda s parametresine
gore tiirev alinirsa
a'(s) = A'(s)L(s) + Ms)L'(s) + H'(s)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T()==T(s) MIN(S)*+( X' (s)+ o(s)(s))L(s)+( o (SIA(S)+ H'(8))W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi igin
denklem ¢6ziimii mevcut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(S),N(s),L(S),W(s)} ¢atinin
gerdigi {L(s),W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.4.12. IR} de a spacelike egrisi ve W(s) timelike vektor alan1 verilmis olsun. O
zaman o nin Frenet ¢atist {T(s), N(s), L(s), W(s)} igin {T(s),N(s),L(s)} nin gerdigi alt
uzayda yatan egrisi
o(S)=N(s)+ z{ L(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + p(S)N(s)+@(s)L(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
o/(5) = M(S)T(s) + M(s)T'(s) + WSNGS) + n(s)N'(s)+e )L(S)+ p(s) L'(5)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=(X'($) TSN T(S)+ M)+ (S)FT(S) (S))N(S)+(T(S)u(s) +'(5))L(S)+ 0 () Pp(S)W(s)
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olup buradan

() + u(s) =1,
A(s) +1'(s) + t(s)e(s) =0,
T(S)us) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse @(s) = 0ise ¢@'(s) = 0 dir. t(s)u(s) +
@' (s) = 0ise t(s)u(s) = 0 olur. O halde burada iki durum s6z konusudur.
i) u(s) = 0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve p'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine
yazilirsa L(s)=0 elde edilir. (s)=0 ise A’ (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemdeki
A (s) + u(s) = 1 olmast ile celisir.
ii) t(s)=0ise @'(s) = 0 ve @(s) = z; olur, (z; = 0). u(s) = z,, (z, bir sabit)
w(s)=0,r(s)=0ver'(s) + pu(s) = 1ise u(s) = 1 olur. Bdylece ¢atinin
bu sartlar1 saglayan ve {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
o(S)=N(s)+ z1 L(s)

dir.
Teorem 4.4.13. «, IR} de spacelike bir egri ve W(s) timelike vektor alan1 ve a nin Frenet
catist {T(S), N(s), L(s), W(s)}olsun. Bu gatinin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda
yatan a egrisi

a(s)=(z,e% + z,e 5)T(s) + (Zles +z,(e75 — 1))N(s) + 23 W(s)
dir.
Ispat : a(s) = A(S)T(S) + W(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa

o'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W' (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(S)W(s)+ p(s) W'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=(X(s)— n()T(S)H( M)+ W(SHN(s)H(T(s)p()+ 6(s) ()L(S)+ @ (S)W(s)
olup asagidaki denklemler mevcuttur
M(s)— us) =1,
A(s) + p'(s) =0,
()u(s) + o(s) @(s) = 0,
@'(s) =0.
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Eger @’ (s) = 0 ise @(s) = z3, (z3 bir sabit) dir. u(s)=A"(s) — 1olup p'(s) = 1" (s) dir.
Bu esitlikler ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) + A" (s) = 0 elde edilir. Bu denklem
¢oziildiiginde A(s) = z,e° +z,e™3 olur. BuA(s) degeri birinci denklemde yerine
yazilirsa u(s) = z, €% + z,(e™5 — 1) olarak bulunur. Burada z; ve z, sabittir. O halde bu
catinin gerdigi {T(s), N(S), W(s)} alt uzayinda yatan o egrisi
a(s)=(z1€® + 2,e5)T(s) + (z,€° + z;(e™ — 1))N(s) + z3W(s)
dir.
Teorem 4.4.14. a, IR% de spacelike bir egri ve ikinci binormal vektdr alani timelike olsun.
a nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin gerdigi {N(s), L(s), W(S)} alt uzayinda
yatan bir a egrisi
a(s)=—N(s) + z;W(s) , (z, bir sabit)
ve diger bir egrisi ise
a(s)=N(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
a(s) = L'()N(s) + M(s)N'(s) + W (s)L(s) + H(S)L'(8) T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s)= =A(S)T()+(A'(s)— T(SHU(S))N(S)+(T(S)A(S)+1'(8)+0(s) (8))L.(8)+
(a(s)u(s)+ @'(s))W(s)
bulunur. Buradan
As) = -1,
A (s)— T(Su(s) =0,

T(s)A(s) + u'(s) + a(s)p(s) =0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

denklemleri elde edilir ve bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) = 0 olur. Bu
degerler ikinci denklemde yerine yazilirsa A'(s) — t(s)u(s) = 0 ise t(s)u(s) = 0 igin
iki sonug ortaya ¢ikmaktadir:

i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 ve @(s)=z, , (z, bir sabit) olur.
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Bu durumda

a(s)=—N(s) + z; W(s)
i) t(s) = 0 ise
T(s)A(s) + u'(s) + a(s)@p(s) = 0 ve a(s)@(s) = 0 olur Buradan ¢(s) = 0 olup z,=0
elde edilir.
Bu durumda A(s) = 1, u(s) = 0 ve @(s) = 0 i¢in {N(s),L(5),W(s)} alt uzayinda yatan
egri

a(s)=N(s)

dir.
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Durum 2. IR? de {T(s), N(s), L(s), W(s)}Frenet catisinda L(s) birinci binormal vektdr
alan1 timelike olma durumunda

{< T(s), T(s) > =< N(s),N(s) > =< W(s),W(s) >=1
< L(s),L(s) >= -1

sartlarin1 saglayan spacelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 k(s) O 0 T
[N’(s)]_ -xk(s) 0 =(s) O N

L)l | o ™(s) 0 o(s)|]|L
lwel Lo o o o llw
i¢in
T'(s)= k(s)N(s),
N'(s)==k(s)T(s)*+ T(s)L(9),
L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),
W' (s)=0(s)L(s)
seklinde tanimlanmistir (Camci, 2003).
Teorem 4.4.15. a, IR} de spacelike bir egri ve birinci binormal vektdr alani L(s) timelike
olsun. a nm Frenet catist {T(s),N(S),L(s),W(s)} ve x(s)=1 olarak alirsak, her s
parametresi i¢in Frenet denklemleri;
T'(s)=N(s),
N'(s)==T(s)+ T(s)L(s),
L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),
W' (s)=o(s)L(s)
dir.
Teorem 4.4.16. IR? de verilen «a spacelike egrisinin Frenet catis1 {T(s),N(s),L(s),W(s)}

ve L(s) timelike vektor alan1 ise o zaman

< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
<L(s),W(s) >=0

bagintilar1 mevcuttur.
Ispat: <T(s),T(s)>=1
=><T'(s),T(s)>=0
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=<T(s),N(s)>=0

oldugu goriiliir. Ayrica

< N(s),N(s) >=1

=< N'(s),N(s) >=0

=<=T(s)+ t(s)L(s),N(s)>=0

=<N(s),L(s)>=0

ve

< L(s),L(s) >=—1

=>< L'(s),L(s) >=0

=< T(s)N(s)+ a(s)W(s),L(s)>=0

=<L(s),W(s)>=0

elde edilir.

Teorem 4.4.17. IR? de ki « spacelike egrisinin teget, normal, birinci binormal vektor
alan1 ve ikinci binormal vektor alanlar arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir.

< T(s),L(s) >=0,
< N(s),W(s) >=0,
< T(s),W(s) >=0

Ispat: Bir nceki teorem de verilen sonuglar kullanilarak ifadelerin tiirevi alinirsa

< N(s),L(s)>=0

=<N'(s),L(s)>+<N(s),L'(s)>=0

=<=T(s)+ t(s)L(s),L(S)>+<N(s),T(s)N(s) + o(s)W(s) >=0

=—<T(s),L(s)>+ t(s)<L(S),L(s)>+ t(s)<N(s),N(s)>+ 0(s)<N(s),W(s)>=0
=<N(s),W(s)>=0

dir. Benzer sekilde digerleri de ispatlanir

Teorem 4.4.18. IR] de verilen a spacelike egrisinin teget, normal, birinci timelike

binormal vektor alan1 ve ikinci binormal vektor alanlari arasinda

( < N'(s),L(s) >= —1(s) = =< L'(s), N(s) >,
< L'(s),W(s) >= o(s) =< W'(s),L(s) >,
< < N'(s), T(s) >=—1=—-<T'(s),N(s) >,
<T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s),W(s) >=<N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),W(s) >=< L'(s), T(s) > =< L'(s),L(S) >=< W'(s), T(s) >=0,
\ < W'(s),N(s) >=<W'(s),W(s) >=0
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bagintilar1 gegerlidir.
Ispat: < T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,
< N'(s), W(s) >=<—T(s)+t(s)L(s),W(s)>
==<T(s),W(s)>+ t(s)<L(s),W(s)>
=0,
<L'(s),N(s)> = < T(s)N(s)+ o(s)W(s),N(s)>
=1(s) <N(8),N(s)>+0(s)<W(s),W(s)>
=1(s)
ve
<W’(s), L(s)> = < a(s)L(s),L(s)>
= a(s)<L(s),L(s)>
=a(s)
elde edilir. Diger esitlikler icinde ayni1 islemler tekrarlanarak ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.4.19. IR} de verilen « spacelike egrisinin tanjant, normal, birinci binormal
timelike ve ikinci binormal vektor alanlar1 arasinda

( <T"(s),T(s) >= —1,
< L'(s),L(s) > = —12(s) + 6%(s),
< W' (s),W(s) > = c2(s),
< T"(s),N(s) > =< T"(s), W(s) > =< N”(s), T(s) > =< N”(s), L(s) > = 0,
< L7(s),N(s) > =< L (s), W(s) > =< W"(s), T(s) > =< W"(s),L(s) > = 0,
< T"(s),L(s) >= —1(s) =< L"(s), T(s) >,
< N"”(s),N(s) > = —1+ t2(s),
\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar1 vardir.
Ispat: < T (s), T(s) > =< N'(s), T(s) >=—1,
< N"(s),N(s) >=<-T'(s)+ t(s)L'(s).N(s)>
=<-T'(s),N(s)>+ t(s)< L'(s),N(s) >
=—1 + 12(s),
< L"(s),W(s) >=< 1(s)N'(s) + o(s)W'(s),W(s) >
=t(s) < N'(s),W(s) >+ o(s) < W'(s),W(s) >
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ve
<W'"(s),N(s) >=a(s)L'(s),N(s)>

=0 (s)<L'(s),N(s)>

=1(s)o(s)
bulunur. Benzer sekilde diger esitliklerde benzer islemler tekrarlanarak ispat
tamamlanmis olur.
Teorem 4.4.20. a, IR} de spacelike bir egri ve L(s) timelike vektdr alan1 olsun. a nin
Frenet gatis1 {T(S), N(S), L(S), W(s)} igin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)N(s) egrisini alalm. Burada A ve p; s parametresine gore
tirevi alinabilen fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinda s parametresine goére
tirev alinirsa;

a/(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(s)N'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s)= (W (s)- (E)T(S)+ (R(s)+ W(s)N(s)+ T(S) L(s))L(S)
bulunur. Buradan;

M (s)— p(s) =1,
AMs)+ p'(s) =0,
() u(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 dir. Bu esitlik

ikinci denklemde yerine yazilirsa A(s) + p'(s) = 0 ve buradan A(s) = 0 oldugu elde

edilir. Bu A'(s) — u(s) = 1 olmasi ile gelisir. Dolayisiyla {T(s), N(s), L(s), W(s)}

catisinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.

Teorem 4.4.21. «, IR de spacelike bir egri ve L(s) timelike olsun. a nin Frenet catis1

{T(s), N(s), L(s), W(S)} nin gerdigi {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi,
a(s)=(s+z1)T(s)+z,L(S), (z;,2z, sabit)

—(s+z1) . N s
ve t(s)zz— , (z # 0 bir sabit) dir.
2
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Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. a.(S) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)L(s) + n(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(8)= M(s)T(s)H( A(s)*+T(s) u(S)IN(s)+ ' (s)L(s)tu(s)o(s)W(s)
esitliginden
A(s) =1,
A(s) + T(s)uls) = 0,

p'(s) =0,
u(s)o(s) =0

denklemleri bulunur. Buradan 1'(s) = 1 ise A(s) = s + z;, (z; bir sabit) dir. p'(s) =0
ise u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Ayrica
A(s) + t(s)u(s) = 0 = (s+z1)+ t(s)z,=0

—(s+24) . :
= ‘t(s)z—Z , (zz # 0 bir sabit)
2

dir. O halde aranilan egri
a(s)=(s+2)T(s)+2, L(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.22. «, IR de spacelike bir egri ve L(s) timelike olsun. a nin {T(s), N(s),
L(s), W(s)} Frenet ¢atisinin {T(S), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z,W(s), (z; bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + w(s)W(s) egrisini alalim. ous) egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) = A'()T(s) + A(s)T'(s) + H'(s)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(8)= X'(s)T(s)+ A(S)N(s)+o(s)r(s)L(s)+ ' (s)W(s)
olur. Buradan
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A(s) =1,

A(s) =0,
o(s)u(s) =0,
w(s)=0

denklemleri ¢oziiliirse A.(s) = 0 ise A'(s) = 0 olmalidir. Bu durum A'(s) = 1 olmas ile
celisir. Boylece p'(s) = 0 ise u(s) = z,, (z; bir sabit) dir. Dolayisiyla aradigimiz egri
a(s)= 2z, W(s)

olarak elde edilir.
Teorem 4.4.23. a, IR} de spacelike bir egri olsun. o nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s),
W(s)} nin gerdigi {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi

o(S)=—N(s)+z,L(s), (z, bir sabit)
ve diger egride egrisi de

o(s)=—N(s)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. au(s) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s) = =ME)T(S)+( X (s)+ () (S)N(S)+(T(S) A(s)+ W' (s))L(s)+o(s)u(s)W(S)
olur. Buradan
—Ms) =1,
2 (s) + t(s)u(s) = 0,

T(s)A(s) + p'(s) =0,
o(s)u(s) =0

denklemleri bulunur ve bu denklemler ¢oziilirse A(s) = —1 ise A'(s) =0 dir. Bu
degerler 1'(s) + t(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa t(s)p(s)=0 icin iki durum
s6z konusudur:

i) t(s)=0ise p'(s) = 0 ve u(s)=z; , (z, bir sabit) dir. Bu durumda aranilan egrilerden
biri
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o(S)=N(s)+z, L(s)
olarak bulunur. Diger egride
i) u(s) =0ise u'(s) = 0 oldugundan

o(s)=—N(s)
dir.
Teorem 4.4.24. «, IR de spacelike bir egri ve L(s) timelike vektdr alan1 olsun. o nin
{T(s), N(s), L(s), W(S)} Frenet catisinin {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi

o(S)=—N(s)+ z;W(s) , (z, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(s) + u(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)W(s) + u(s)W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T()= M) T()+ 1’ (s)N(s)H(T(s) A(s)+o(s)u(s))L(s)+ W(s)W(s)

bulunur.
—A(s) =1,
A(s) =0,
T(s) M(s) — o(s)u(s) =0,
w(s)=0

olur. w'(s) =0 ise w(s)=z, , (z; bir sabit) dir. A(s) = —1 ve u(s)=2z, degerleri a.(s)
egrisinde yerine yazilirsa

a(S)= —N(s)+ z; W(s)
egrisi bulunur.
Teorem 4.4.25. a, IR} de spacelike bir egri ve birinci binormal vektdr alani L(s) timelike
olsun. a nin Frenet catist {T(s), N(s), L(s), W(s)}olmak iizere bu ¢atinin gerdigi {L(S),
W(s)} alt uzayinda yatan egrisi bulunmamaktadir.
Ispat: a(s) = A(S)L(s) + n(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iKi tarafinda s parametresine
gore tlirev alinirsa

a/(s) = A'(S)L(s) + Ms)L'(s) + W (S)W(s) + u(s)W'(s)
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bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(5)=T(s) MS)N(S)+(A'(s)+ o (s)r(s))L(8)+( o(S)A(S)+ ' (s))W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi igin
denklem ¢6ziimii mevcut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(S), N(s), L(s), W(s)} ¢atisinin
gerdigi {L(s), W(s)} alt uzayinda bulunmamaktadir.
Teorem 4.4.26. IR} de « spacelike egrisi ve L(s) timelike vektor alan1 verilmis olsun.
Egrinin {T(S), N(s), L(S), W(s)} Frenet catis1 tarafindan {T(s),N(s),L(s)} nin gerdigi alt
uzayda yatan egrisi
o(S)=—N(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tilirevlenebilir fonksiyonlardir. o(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
o'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W' (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(s)L(s)+ p(s) L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(E)='($)—pE) T(S)+(A(S)+1 () T(S) P(S)N(S)+(T()n(s) +@ ()L (s)+ 0(s) @(S)W(s)
olup buradan

A(s)— p(s) =1,
A(s) +u'(s) + t(s)e(s) =0,
(s)uls) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri ¢oziilirse @(s) = 0ise @'(s) = 0 dir. T(s)u(s) + @'(s) = 0iset(s)u(s) =
0 olur. O halde burada iki durum s6z konusudur:
i) u(s) =0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve p'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine
yazilirsa A(s)=0 elde edilir. A(s)=0 ise A" (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemde yerine
yazilirsa A'(s) — p(s) = 1 olmast ile gelisir. Bdylece burada bir egri mevcut degildir.
i) T(s)=0ise @'(s) = 0 ve @(s) = z; olur, (z; = 0). u(s) # 0 bir sabit oldugundan
nw(s)=0,r(s)=0ver'(s) — u(s) = 1ise p(s) = —1 olur.
bu sartlar1 saglayan ve {T(S), N(S), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egri

a(S)=—N(s)
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dir.
Teorem 4.4.27. «, IR? de spacelike bir egri ve L(s) birinci binormal vektdr alani timelike
olsun. a nin {T(S), N(S), L(s), W(s)} Frenet catisinin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt
uzayinda yatan egrisi
o(S)=(s + z,)T(s)+z, W(S), (z1, z, birer sabit)
dir.
Ispat: as) = A(S)T(S) + p(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
a/(s) = L'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W (S)N(s) + H(S)N'() T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=(N(s)= n()T(S)+( M)+ W(S)HN(s)H(T(s)p()+ o(s) (s)L(S)+ @ (S)W(s)
olup buradan

A(s)— u@s) =1,

As) + W(s) =0,

(s)n(s) + a(s) @(s) =0,
@'(s)=0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse ¢@'(s) = 0 ise @(s) = z; (z, bir sabit)
dir. t(s)u(s) + o(s) @(s) = 0 ve u(s) = 0 ise a(s)z; = 0 olup o(s) = 0 olur.
A (s)— u(s) =1 veu(s) =0ise A'(s) = 1icin A(s)=s + z, dir.
O halde {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan o egrisi
o8)=(s + 22)T(s)+2, W(s)
dir.
Teorem 4.4.28. a, IR} de spacelike bir egri ve birinci binormal vektdr alani L(s) timelike
olsun. a nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} tarafindan gerdigi {N(s), L(S), W(s)}
alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=N(s)

dir.

88



Ispat: a(s) = A(S)N(S) + w(S)L(S)+@(S)W(s) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
a'(s) = L'(S)N(s) + A(s)N'(s) + W' (s)L(s) + w(s)L'(s) T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T()==A(S)T(S)+(A'(8)+T(S)R(S))N(S)+H(T(s)M(S)+1'(8)o (5) p(S))L.(8) +
(a(s)n(s)+ ¢'(s))W(s)
bulunur. Boylece asagidaki denklemler mevcuttur.

—-A(s) =1,

2 (s) + T(s)u(s) = 0,

T(s)A(s) + u'(s) + o(s)p(s) =0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

A(s) = —1 ise A'(s) = 0 olur. '(s) + t(s)u(s) = 0 ise t(s)u(s) = 0 dir. Buradan iki
durum s6z konusudur:

i) u(s) = 0 ise @'(s)=0 dir. @(s)=z, , (z, sabit) olur.

T(s)A(s) + ' (s) + a(s)(s)=0ise —t(s) + a(s)z; = 0 olur.

—1(s)
o(s)

i) T(s) = 0 ise u(s) # 0 olmak lizere
T(s)A(s) + ' (s) + a(s)p(s) = 0 ve a(s)@(s) = 0 olur
Bu durumda A(s) = —1, u(s) = 0 ve @(s) = z, (z, bir sabit) i¢in {N(s), L(s), W(s)}

Burada z; = (o(s) # 0) dur.

alt uzayinda yatan egri
a(s)=—N(s) —z,W(s)
dir.
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Durum 3. IR7 de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atis1 i¢in L(s) birinci binormal vektdr
alaniin null olmas1 durumunda

< T(s), T(s) > =< N(s),N(S) > =< L(s),W(s) >=1,
< L(s),L(s) > =< W(s),W(s) >=<T(s),N(s) >=<T(s),L(s) >=0,
< T(s),W(s) > =< N(s),L(s) >=<N(s),W(s) >=0

sartlarin1 saglayan spacelike egri Frenet denklemleri

T'(s) 0 K(s) 0 0 T
[N’(s)] _|—x(s) 0 T(s) 0 N
[ L'(s) J 1 o 0 o(s) O L
W'(s) 0 —1(s) 0 —o(s)l LW

i¢in
T'(s)= k(s)N(s),
N'(s)==k(s)T(s)*+ T(s)L(9),
L'(s)= a(s)L(s),
W' (s)==1(s)N(s) — o(s)W(s)
biciminde tanimlanmistir (Camci, 2003).
Teorem 4.4.29. IR? de verilen spacelike egrinin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}
olsun. L(s) birinci binormal vektor alani null ve k(s)=1 i¢in Frenet denklemleri
T'(s)=N(s),
N'(s)==T(s)+ T(s)L(s),
L'(s)=a(s)L(s),
W' (s)=—T(s)N(s) — a(s)W(s)
seklindedir.
Ispat: Spacelike egrinin birinci binormal vektdr alaninin null olmasi halinde birinci
Frenet egriligi k(s) = 1 alinirsa ispat elde edilir.
Teorem 4.4.30. IR} de verilen a spacelike egrisinin teget, normal, birinci binormal vektor

alani null ve ikinci binormal vektor alanlar1 arasinda
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( < N'(s),W(s) >=1(s) = =< W'(s),N(s) >,
< L'(s),W(s) >= o(s) = =< W'(s),L(s) >,
< T'(s),N(s) >=1=—-<N'(s), T(s) >,
< T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s),W(s) >=< N'(s),N(s) >= 0,
< N'(s),L(s) >=<L(s), T(s) >=<L(s),N(s) >=0,
\ < L'(s),L(s) > =< W'(s), T(s) >=<W'(s),W(s) >=0

bagintilar1 gegerlidir.
Ispat: < T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=1,
< N'(s),W(s) >=<—=T(s)+t(s)L(s),W(s)>
=—<T(s),W(s)>+ T(s)<L(s),W(s)>
=1(s),
<L'(s).N(s)> = < o(s)L(s).N(s)>
= 0(s)<L(s).N(s)>
=0

ve
<W'(s), L(s)> = <—1(s)N(s) — a(s)W(s) ,L(s)>
=—1(s) < N(s),L(s) > — o(s) < W(s) ,L(s)>
=—o(s)
elde edilir. Diger esitlikler i¢inde benzer islemler yapilarak ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.31. IR} de verilen a Spacelike egrisinin tanjant, normal, birinci null binormal
vektor alani ve ikinci binormal vektor alanlart arasinda

( < T"(s),N(s) >=1=—-< N"(s),N(s) >,
< L"(s),W(s) > = 02(s) =< W"(s),L(s) >,
< T"(s),T(s) >=<T"(s),L(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >= 0,
{ < N"(s),L(s) >=<L"(s),T(s) >=<L"(s),N(s) >=< L"(s),L(s) >=0,
< W'"(s), T(s) > = 1(s),
< W' (s),W(s) > = —12%(s),
\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar vardir.
Ispat: < T"(s), T(s) > =< T(s),N(s) > =0,
< N”(s),N(s) > =< —=T'(s)+ t(s)L'(5),N(s)>
= —< T'(s),N(s)>+ t(s)< L'(s),N(s) >
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=1,

< L"(s),W(s) >=< a(s)L'(s), W(s) >

=0(s) < L(s),W(s) >

=0
ve
<W'(s),N(s) >=< —1(s)N'(s) — a(s)W'(s) ,N(s)>

=—< 1(s)N'(s),N(s) > — a(s) < W'(s) ,N(s)>

=1(s)o(s)
bulunur. Diger esitliklerde benzer islemler yapilarak istenilen sonuglar elde edilir.
Teorem 4.4.32. a, IR} de spacelike bir egri ve L(s) null vektor alan1 olsun. o nin {T(S),
N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {T(S), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + n(s)N(s) egrisini alalm. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
Egrinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa,

a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s)= (W(s) = u(ENT(S)+ (M(s)+ W ($)N(s)* T(s) n(s))L(s)

bulunur. Buradan;

A(s)— pu@s) =1,
A(s) + W(s) =0,
u(s) =0

denklemleri ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 dir. Bu deger ikinci denklemde yerine
yazilirsa buradan A(s) =0 olur. Bu durum A'(s) — p(s) =1 olmas: ile celisir.
Dolayistyla {T(s), N(s), L(s), W(s)} catistnin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
mevcut degildir.

Teorem 4.4.33. a, IR} de spacelike bir egri ve L(s) null vektor alan1 olmak iizere olsun.
a nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catistnin {T(S), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi

mevcut degildir.
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Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(s) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
tirevi alinabilen fonksiyonlardir. o(S) egrisinin her iki tarafinin S parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)L(s) + n(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)= M(s)T(s)+ ASIN(S)+ (W'(s)+ u(s)o(s))L(s)

A(s) =1,
A(s) =0,
p'(s) + u(s)o(s) =0

bulunur. Burada A(s) = 0 ise A'(s) = 0 dir. Bu durum A'(s) = 1 olmasi ile celisir.
Dolastyla {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan o egrisi mevcut degildir.
Teorem 4.4.34. IR de spacelike bir egri a ve L(s) null vektdr alani olmak iizere {T(S),
N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {T(S), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s) = (s + z,)T(S)+ e®5W(s), (z, sabit)

dir.
Ispat : a(s) = A(S)T(s) + u(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinin s parametresine
gore tlirevi alinirsa

a'(s) = A()T(s) + Ms)T'(s) + W(s)W(s) + u(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa

T(s)= M'($)T(s)H A(s)=T(SIR(S)N(S)+ (w'(s)—a(s)K(s))W(S)
olur. Buradan

A(s) =1,
A(s) — t(s)u(s) = 0,
n'(s) —o(s)u(s) =0

denklemleri bulunur ve denklemler ¢oziiliirse A'(s) = 1 ise A(s) = s + z, , (z, sabit) dir.
w'(s) — o(s)u(s) = 0 denklemi ¢ozilldiigiinde p(s) = e°®s elde edilir. Boylece

als) = (s + z; )T(S)+ e®©sW(s)
egrisi {T(s), W(s)} alt uzayinda yatar.
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Teorem 4.4.35. «, IR de spacelike bir egri ve L(s) null vektdr alan1 olsun. o nin {T(s),
N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(9)= -N)+ =2 L(s)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir. a.(s) nin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi
alinirsa

a'(s) = M(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa;

T(s) = =A(S)T(S)+A'(s)N(s)H(T(s) A(S)+ p'(s)+ o (s)r(s))L(9)
olur. Buradan

A(s) = -1,
A (s) =0,
T(S)A(s) + W (s) + o(s)u(s) =0
denklemleri bulunur ve bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise A'(s) = 0 dur.

T(s)A(s) + n'(s) + o(s)u(s) = 0 denkleminde A(s) = —1 degerini yerine yazarsak

—1(s) + u'(s) + a(s)u(s) = 0 elde edilir. 6(s) = 0 olursa —t(s) + p'(s) =0

ve u'(s) = t(s) bulunur. Buradan p(s) = ? elde edilir.

O halde {T(s), N(s), L(s), W(s)} uzayinin gerdigi {N(s), L(s)} alt uzayinda yatan egri
a(9)= ~NE)+ =2 L(s)

dir.

Teorem 4.4.36. «, IR? de spacelike bir egri ve L(s) null vektdr alani olsun. o nin {T(s),

N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
o(S)=—N(s)+ z; W(s)

dir.

Ispat: a(s) = A(S)N(s) + pu(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore

tirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W' (s)W(s) + n(s)W'(s)
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elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin

T()= =ME)T(S)+( A (8)=T(S)r(S)N(s)+(T(s) A(S))L(S)+ (' ()W(s)
bulunur. Boylece

—A(s) =1,
A(s) =0,

t(s) A(s) + o(s)u(s) = 0,
w(s)=0

denklemleri mevcuttur. Bu denklemler ¢oziiliirse p'(s) = 0 ise p(s)= z4, (z; bir sabit) dir.
A(s) = —1 ve u(s)= z; degerleri yerlerine yazilirsa
o(s)= —N(s)+ z; W(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.37. «, IR} de spacelike bir egri ve L(s) null vektdr alani olsun. . a nin {T(s),
N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin gerdigi {L(s), W(S)} alt uzayinda yatan egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(s)L(S) + pu(S)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinda s parametresine
gore tlirev alinirsa
a'(s) = A'(s)L(s) + Ms)L'(s) + w'(s)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. o'(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)==t(S)u (SIN(S)+(1'(s)+ a()A(S))L(s)+(a(s)u(s)+ () W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda T(s) teget vektorii bulunmadigt i¢in denklem ¢6ziimii
mevcut degildir. Dolasiyla o egrisi {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atisinin gerdigi
{L(s),W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.4.38. IR] de a spacelike egrisi ve L(s) null vektor alan1 verilmis olsun. O
zaman o nin {T(S), N(s), L(S), W(s)} Frenet ¢atisinin {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt

uzayda yatan egrisi

Z1

s
1+0(s) e+

o(S)= (z, €5 + z,e75)T(s) + (Zles —z,(e75 — 1))N(s) + (—r(s)

t(s)zz s, T(s) o(s)s
soo1®  Tom e ) L(s)

dir.
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Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. oS) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

o/(s) = L'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W (s)N(s) + W(s)N'(s)+¢"(S)L()+ p(s) L'(s)
bulunur. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S)=(V ()= (N TE)+A()+R (SHN(S)HT(S)u(s)+@'(s)+ o (s) @(s))L(s)
olup

M) — p(s) =1,
A(s) +p'(s) =0,
()u(s) + @'(s) + a(s) @(s) =0

denklemleri elde edilir. Buradan
{7»"(5) - W) =0
A(s) = —p'(s)
bulunur. A" (s) + A(s) = 0 denklemi ¢dziiliirse
A(s) = z,e5 + 2,75 ve u(s) =z.€5—z,(e™5—1) dir. Bulunan degerler tgiincii
denklemde yerine yazilirsa @'(s) + o(s) @(s) = —1(s)[z,e% —z,(e™5 —1)] olur.

Burada (e/ °®)ds = ¢9()8) oldugunu biliyoruz. Bdylece

@(s)e®®s = —1(s) f e9)s [z,e5 — z,(e™5 — 1)]ds + z3

- 1 (1+0(s))s _ 1 (o(s)-Ds _ _L_ _o(s)s
T(S) (Zl 1+0(s) € Z2 o(s)—-1 € o(s) € ) T Z3

_ _ 21 s, W)z _g , 1(s) a(s)s
=@(s) = —1(s) 1+0() © + o(®)-1° * a(s) 25

elde edilir. O halde {T(s),N(s),L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egri

Z1

s
1+0(s) e+

o(S)= (z,€°5 + z,e75)T(s) + (zleS —z,(e75 — 1))N(s) + (—r(s)

t(s)zz s, T(s) o(s)s
soo1®  Tom e ) L(s)

dir. (Burada z4, z,, z5 birer sabit sayidir).

Teorem 4.4.39. a, IR de spacelike bir egri ve L(s) null vektdr alan1 olsun. a nin Frenet
catist {T(s), N(s), L(s), W(s)}olsun. Bu ¢atinin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda
yatan a egrileri

(X(S):( ZleS + Zze_S)T(S) + (Zles -7, (e—s _ 1))N(S) + z5 ec(s)sw(s)
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veya
a(S)=(s+21)T(s) + z,e°ESW(s)

dir. Burada (z,, z,, z3 birer sabit) dir.
Ispat : a(s) = A(S)T(S) + p(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa

ao/(s) = L'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W(S)N(s) + W(S)N'() T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=(A'(s)= wSNT(S)+( M)+ w'(s) —=(s) @()N(8)+(T(s)n(s))L(s)+
(9'(s) —o(s) @(s)W(s)
olup buradan

A(s)— p(s) =1,
A(s) + p'(s) —1(s) @(s) =0,
(s)u(s) =0,
@'(s)—o(s) p(s) =0

denklemleri vardir. Ugiincii denklemi ele alacak olursak t(s)u(s) = 0 olmast icin iki
durum sz konusudur:
i) u(s) = 0 ise bu deger birinci denklemde yerine yazildiginda A'(s) = 1 ve buradan
A(s) = (s + z;) bulunur. Burada z; bir sabittir.
Ayrica @'(s) — o(s) @(s) = 0 denklemini ¢dzersek @(s) = z,e°®s elde edilir, (z,
sabittir). O halde buradan bulunan degerler yerine yazilirsa Frenet ¢atisinin gerdigi {T(S),
N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi

a(s)=(s+2,) T(s) + z,e°ESW(s)
bulunur. Ayrica
i) T(s) = 0 ise A'(s) — u(s) =1 ve A(s) + p'(s) = 0 denklemlerini ortak ¢dzersek
A(s) = z,€° + z,e73 ve u(s) = z,e° — z,(e™° — 1) olarak elde edilir. Benzer islemi son
denklemde uygular ve ¢dzersek @(s) = zz;e°®s bulunur.
Bu ispatta verilen z; , z, ve z5 birer sabittir. O halde bu ¢atinin gerdigi {T(s),N(s),W(s)}
alt uzayinda yatan a nin bir diger egrisi

a(s)=(z,e® + z,e 5)T(s) + (zleS —z,(e75 — 1))N(s) + 2,e9G)5 W(s)

dir.
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Teorem 4.4.40. a, IR de spacelike bir egri L(s) null vektdr alani ve a nin Frenet catisi
{T(s), N(s), L(s), W(s)} olsun. Bu ¢atinin gerdigi {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda yatan a
egrisi
a(s)= —=N(8)+ z, e SIS (s)+ z,e°()S W(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Egrinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
a(s) = L'()N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)L(s) + H(s)L'(8) T (S)W(s)+ p(s) W'(s)
bulunur. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= —MS)T(S)+(X' () — T(DPIN(E)+(T(S)A(S) + W' (8) + o(S)(s))L(s)+
(@' (s) — a(s)p(s))W(s)
elde edilir. Boylece
A(s) = -1,
M (s)— t()e(s) =0,
T($)A(s) + p'(s) + a(s)u(s) = 0,
@'(s) —o(s)p(s) =0

denklemleri mevcuttur. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = —1 ise '(s) = 0 dir. Bu esitlik
ikinci denklemde yerine yazilirsa 1'(s) — t(s)@(s) = 0 ve 1(s)¢(s) = 0 elde edilir. Bu
esitlik i¢in iki durum s6z konusudur.

i) @(s) = 0ise @'(s) = 0 olup tigiincii denklem gergeklenir.

ii) t(s) = 0 ve (A(s) = —1) i¢in tigiincti denklem ¢oziiliirse

T(s)A(s) + u'(s) + a(s)u(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa p'(s) + o(s)u(s) =0
elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse

n(s) = z,e7°®s ve @(s) = z,e°s

olarak bulunur. Bulunan A, puve ¢ degerleri yerine yazilirsa {N(s), L(s), W(s)} alt

uzayinda yatan a egrisi

a(s)= —=N(s)+ z,e S (s)+ z,e°s W(s)

bigimindedir.
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Durum 4. IR de {T(s), N(s), L(s), W(s)}Frenet catis i¢in N(s) normal vektdr alanmnin

timelike olmas1 halinde

{< T(s), T(s) > =< L(s),L(s) > =< W(s),W(s) >=1,
< N(s),N(s) >= -1

sartlarin1 saglayan spacelike egrinin Frenet denklemleri

T (s)] 0 «x(s) 0 0 T
N (s) K(s) 0 T(s) 0 N
L’(s) 0 t(s) 0 o(s)| | L
W (s) 0 0 —o(s) O W

icin

T'(s)= k(s)N(s),

N'(s)=k(s)T(s)* T(s)L(S),

L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),

W'(s)==a(s)L(s)
seklinde tanimlanmistir (Camci, 2003).
Teorem 4.4.41. «, IR] de spacelike bir egri ve N(s) normal vektor alan1 timelike olsun. a
nin Frenet catist {T(s), N(S), L(S), W(S)} sirasiyla teget, normal vektdr alani timelike,
birinci binormal, ikinci binormal vektor alanlaridir. k(s)=1 ve her s parametresi i¢in
Frenet denklemleri;

T'(s)=N(s),

N'(s)=T(s)* T(s)L(s),

L'(s)= T(s)N(s)+ o(s)W(s),

W' (s)=—a(s)L(s)
seklindedir.
Ispat: Yukarida ifade edilen spacelike bir egrinin N(s) normal vektor alaninin timelike
olmasi halindeki Frenet ¢atisinda k(s) = 1 olarak segcilirse istenilenler elde edilmis olur.
Teorem 4.4.42. IR] de verilen « spacelike egrisinin Frenet catis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)}

ve N(s) timelike vektor alan1 olmak iizere asagidaki esitlikler gecerlidir.
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< T(s),N(s) >=0,
< N(s),L(s) >=0,
< L(s),W(s) >=0.

Ispat: Spacelike egrinin normal vektdr alanmin null olmast sartlar1 kullanilirsa
<T(s), T(s) >=1

=< T'(s), T(s) >=0; T'(s)=N(s)

=<T(s),N(s)>=0,

< N(s),N(s) >=-1

=< N'(s),N(s) >=0

=< T(s)+ t(s)L(s),N(s)>=0

=<N(s),L(s)>=0

ve

< W(s),W(s) >=1

=>< W'(s),W(s) >=0

=< —0o(s)L(s),W(s)>=0

=><L(s),W(s)>=0

elde edilir.

Teorem 4.4.43. IR} de verilen a spacelike egrisinin teget, timelike normal, birinci ve
ikinci binormal vektor alanlar arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir:

< T(s),L(s) >=0,
< T(s),W(s) >=0,
< N(s),W(s) >= 0.

Ispat: Bir onceki teoremden elde edilen ifadelerin tiirevi alinirsa

< N(s),L(s)>=0

=<N'(s),L(s)>+<N(s),L'(s)>=0

=< T(s)+ t(s)L(s),L(s)>+<N(s),t(s)N(s) + o(s)W(s) >=0

= <N(s),W(s)>=0

bulunur. Benzer sekilde digerleri de elde edilir.

Teorem 4.4.44. IR} de verilen a spacelike egrisinin teget, timelike normal, birinci ve

ikinci binormal vektorleri arasinda
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( < N'(s),L(s) >=1(s) = =< L'(s),N(s) >,

< L'(s),W(s) >= o(s) =< W'(s),L(s) >,

< T'(s),N(s) >=—1=—-< N'(s), T(s) >,
< T'(s), T(s) >=<T'(s),L(s) >=<T'(s),W(s) >=< N'(s),N(s) >=0,°
< N'(s),W(s) >=< L'(s), T(s) >=<L'(s),L(s) >=< W'(s), T(s) >= 0,
\ < W'(s),N(s) >=<W'(s), W(s) >=0

bagintilar1 gegerlidir.

A

Ispat: Yukaridaki son iki teorem kullanilarak
< T'(s), T(s) >=<T(s),N(s)>=0,
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>= —1,
< N'(s), W(s) >=<T(s)+t(s)L(s),W(s)>
=<T(S),W(s)>+ t(S)<L(s),W(s)>
=0,
< L'(s),W(s) >=<t(s)N(s)+ a(s)W(s),W(s)>
=-T(s)<N(s),W(s)>+ a(s)<W(s),W(s)>
=o(s)
ve
< W'(s), T(s) >=<—o0o(s)L(s), T(s)>
=— o(s)<T(s),L(s)>
=0
bulunur. Benzer sekilde diger esikliklerde de elde edilir.
Teorem 4.4.45. IR] de verilen a spacelike egrisi ve N(s) timelike vektor alani igin

( <T'(s), T(s) >=1,

< L"(s),L(s) > = 12(s) — 62(s),

<W”(s),W(s) >= —02(s),
< T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >=< N"(s),L(s) >=0,
< L"(s),N(s) >=<L"(s),W(s) >=<W"(s), T(s) >=<W"(s),L(s) >= 0,
< T"(s),L(s) >=1(s) =< L"(s), T(s) >,

< N”(s),N(s) >=—1—12(s),

\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar1 gegerlidir.

Ispat: Bir onceki teorem kullanilarak
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< T"(s), T(s) > =< N'(s), T(s) > =1,
< N"(s),N(s) >=<T'(s)*+ t(s)L '(s),N(s)>
=< T'(s),N(s)>+ T(s)< L(s),N(s) >
=1 — t2(s),
< L"(s),N(s) >=< —1(s)N'(s) + o(s)W'(s),N(s) >
=—1(s) < N'(s),N(s) >+ o(s) < W'(s),N(s) >

=0

ve

<W"(s), W(s) >=<—a(s)L'(s)W(s)>
=—o(s)<L'(s),W(s)>
=—0?(s)

bulunur. Benzer sekilde diger esitliklerinde ispati1 yapilir.
Teorem 4.4.46. «, IR} de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektdr alani olsun. o nin
Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(s), W(s)} nin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + n(s)N(s) egrisini alalm. Burada A ve p; s parametresine gore
tiirevi alinabilen fonksiyonlardir.
a(s) egrisinin her iki tarafinda S parametresine gore tlirev alinirsa;

a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(s)= (W'(s)t u(s))T(s)+ (A(s)+ W (s)N(s)+ T(s) (s))L(s)
bulunur. Buradan;

A(s)+ p(s) =1,
A(s) + W(s) =0,
u(s) =0

denklemleri bulunur. Eger u(s) = 0 ise u'(s) = 0 dir. Bu esitlik ikinci denklemde yerine

yazilirsa A(s) = 0 olur fakat bu durum A/ (s) + p(s) = 1 denklemiyle gelisir. Dolayisiyla

{T(s), N(s), L(s), W(s)} catistnin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.

Teorem 4.4.47. «, IR} de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektdr alan1 olsun. o nin

Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {T(s), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi;
a(s)=(s+z1)T(s)+z,L(S), (z,,2z, sabit)
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olup burada

—(s+21) . N 1
r(s)=—z , (z # 0 bir sabit) dir.
2

Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(S)L(S) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A'(8)T(s) + Ms)T'(s) + W(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)= M'($)T(s)H( A(s)+1(s) n(S))N(s)+ w'(s)L(s)+u(s)a(s)W(s)
olup
V(i) =1
A(s) +t(s)u(s) =0
i nw(s)=0
u(s)o(s) =0
denklemleri mevcuttur. Buradan 1'(s) = 1 ise A(s) = s + z; ,(z; bir sabit) dir. Ayrica
u'(s) = 0 ise u(s)=z,, (z, bir sabit) dir. Ayrica
A(s) + t(s)u(s) = 0 = (s+z,)+ t(s)z,=0

—(s+24) . .
= r(s)z—z , (zz # 0 bir sabit)
2

dir. O halde aranilan egri
a(s)=(s+21)T(s)+2, L(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.48. «, IR% de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektdr alani olsun. a nin
Frenet catis1 {T(s), N(s) ,L(s), W(s)} icin {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrisi
a(s)=z;W(S), (z, bir sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(s) + u(s)W(S) egrisini alalim. o egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa
a/(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)W(s) + p(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
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T(s)= X' (s)T(s)+ A(S)N(S)—o(s)u(s)L(s)+ n'(s)W(s)
olur. Buradan

A(s) =1,
A(s) =0,
—o(s)u(s) =0,
w(s)=0

denklemleri vardir. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = 0 ise A'(s) = 0 olur. Bu durum
1'(s) = 1 olmast ile gelisir. Ayrica p'(s) = 0 ise u(s) = z; , (z; bir sabit) dir. O halde
aranilan egri
a(s)=2z,W(s)
seklindedir.
Teorem 4.4.49. «, IR} de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektor alani olsun. a nin
{T(s), N(s), L(S), W(S)} Frenet catisinin {N(S), L(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(s)=N(s)+z,L(s), (z, bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = A(S)N(S) + p(s)L(S) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. .(S) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi aliirsa
a'(s) = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(S) = MS)T(S)+(A'(s)* T(s) r(S))N()+(t(s) A()+ W' ())L(s)+a(s)u(s)W(s)
olur. Buradan
A(s) =1,
A (s) + t(s)u(s) = 0,

T(S)A(s) + W'(s) = 0,
o(s)u(s) =0

denklemleri icin A(s) =1 ise A'(s) = 0 dir. Bu durumda A'(s) — t(s)u(s) = 0 da

denkleminde yerine yazilirsa iki durum s6z konusudur:

i) T(s)=0ise u'(s) = 0 ve u(s)=z, ,(z, bir sabit) olur.
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i) u(s) =0 ise t(s)A(s) + p'(s) = 0 olup buradan t(s)A(s) = 0 bulunur. A(s) =1
yerine yazilirsa t(s) = 0 olur. Boylece
o(S)=N(s)+z,L(s)
elde edilir.
Teorem 4.4.50. «, IR% de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektdr alani olsun. a nin
Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} i¢in {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(S)=N(s)+ z;W(s), (z, bir sabit)
dir.
Ispat: o(s) = L(S)N(s) + p(s)W(s) egrisini alalim. Burada A ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(s)N(s) + Ms)N'(s) + W' (s)W(s) + n(s)W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(8)= M) T(s)+ A" (s)N(s)T( T(s) A(s)— o(s)u(s))L(s)+ p'(s)W(s)
bulunur. Buradan

A(s) =1,
A(s) =0,

T(s) M(s) — o(s)u(s) =0,
w(s)=0

olur. Eger n'(s) = 0 ise w(s)=z;, (z; bir sabit) dir. A(s) =1 ve u(s)=z; degerleri
yerlerine yazilirsa
a(S)=N(s)+ z;W(s)

olarak bulunur.
Teorem 4.4.51. IR} de spacelike bir egri a ve N(s) timelike vektdr alan1 olsun. a nmn
Frenet catist {T(s), N(s), L(s), W(S)} olmak iizere bu ¢atinin gerdigi {L(s), W(s)} alt
uzayinda yatan egrisi mevcut degildir.
Ispat: os) = A(S)L(S) + p(S)W(s) egrisini alalim. ou(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa

a'(s) = A'(s)L(s) + Ms)L'(s) + H'(s)W(s) + u(s)W'(s)

bulunur. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
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T(s)=T(s) MIN(S)+( A'(8)= o(S)()L(S)+( o(SIA(S)+ W (s))W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda yer alan denklemde T(s) teget vektorii bulunmadigi igin
denklem ¢oziimii meveut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(s), N(s), L(s), W(S)} catinin
gerdigi {L(s),W(s)} alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.4.52. IR} de « spacelike egrisi ve N(s) timelike vektor alan1 verilmis olsun. «
nin {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catis1 {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan
egrisi
o(S)=N(s)+ z1 L(S), (z; bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalim. Burada A, p ve @; s
parametresine gore tilirevlenebilir fonksiyonlardir. o(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

o'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(s)L(s)+ p(s) L'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
TE)=(S)TRE)T(E)+(AS) () T()P(S)N(S)+(T()n(s)+ @' ()L (S)+ 0 (s) @(s)W(s)
olup buradan

A(s)+ p(s) =1,
A(s) +1'(s) + t(s)e(s) =0,
(s)uls) + @'(s) =0,
o(s) (s) =0

denklemleri bulunur. Eger @(s) = 0ise ¢'(s) = 0 olup t(s)u(s) = 0 elde edilir. O halde

burada iki durum s6z konusudur:

i) u(s) =0 olursa p'(s) = 0 olur. @(s) ve u'(s) esitlikleri ikinci denklemde yerine

yazilirsa L(s)=0 elde edilir. 1(s)=0 ise A’ (s)=0 dir. Bu durum birinci denklemdeki

A (s) + p(s) = 1 olmasi ile celisir.

i) T(s)=0ise @'(s) = 0 ve @(s) = z, olur. (z; = 0). u(s) = z, (z, bir sabit)

w(s)=0,r(s)=0ver'(s) + u(s) = 1ise p(s) = 1olur.

Bu sartlar1 saglayan Frenet egrisinin {T(S), N(S), L(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egrisi
o(s)=N(s)+ z; L(5)

dir.
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Teorem 4.4.53. «, IR% de spacelike bir egri ve N(s) timelike vektdr alani olsun. a nin
{T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catistnin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan o
egrisi
o(S)=(s + z,)T(s)+z,W(S), (z4, z, bir sabit)

dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + (s)N(s)+@(S)W(s) egrisini alalim. Burada A, p ve @; S
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa

o'(s) = A'($)T(s) + Ms)T'(s) + W (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(S)W(s)+ p(s) W'(s)
elde edilir. a/'(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=(N(s)= n())T(S)+( M)+ W(S)HN(s)H(T(s)p()+ 0(s) (s)L(S)+ @ (S)W(s)
olup buradan

A(s) = u(s) =1,
As) + W(s) =0,
(s)n(s) + a(s) @(s) =0,
@'(s)=0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse ¢'(s) = 0 ise @(s) = z,, (z; bir sabit)
dir. t(s)u(s) + a(s) @(s) = 0 ve u(s) = 0 ise a(s)z; = 0 olup o(s) = 0 olur.
A (s)— p(s) =1 veu(s) =0ise A'(s) = 1 olup A(s)=s + z,, (z, sabit) dir.
O halde Frenet catisinin gerdigi {T(S), N(s), W(s)} alt uzayinda yatan o egrisi
o8)=(s + 22)T(s)+2, W(s)
dir.
Teorem 4.4.54. «, IR de spacelike bir egri ve N(s) normal vektdr alan1 timelike olsun. o
nin {T(S), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atisinin gerdigi {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda yatan
a egrisi
a(s)=N(s)

dir.
Ispat: as) = A(S)N(s) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin her iki tarafinda s

parametresine gore tiirev alinirsa
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a/(s) = M(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(S)L(s) + R(S)L'(s)+@"(S)W(s)+ ep(s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(S)=A(S)T(S)+ (A ()= T(S)(S))N(S) +(T(S)A(s) +1'(s)—0(s) (S))L(s)+
(a(s)us)* @' (S)W(s)
bulunur. Buradan
A(s) =1,
i A(s) = t(s)u(s) =0,

T(S)A(s) + ' (s) —a(s)p(s) = 0,
o(s)u(s) + ¢'(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziiliirse A(s) = 1 ise A'(s) = 0 olur. A'(s) —
T(s)u(s) = 0 ise t(s)u(s) = 0 dir. Buradan iki sonug ortaya ¢ikmaktadir:
1) u(s) = 0 ise @'(s)=0 ve @(s)=z,, (z, bir sabit) dir.
T(s)A(s) + pn'(s) — a(s)(s)=0ise t(s) — a(s)z, = 0 olur.
i) T(s) = 0 ise u(s) # 0 olmak iizere
T(s)A(s) + pn'(s) — a(s)@(s) = 0 ve a(s)@(s) = 0olur Buradan ¢(s) = 0 olup z,=0
elde edilir. Boylece A(s) = 1, u(s) = 0 ve @(s) = 0 i¢in {N(s), L(s), W(s)} alt uzayinda
yatan egri

a(s)=N(s)
dir.
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Durum 5. IR? de {T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet catisi i¢in N(s) normal vektdr alanmin
null olmasi halinde

< T(s), T(s) > =< L(s),L(S) > =< N(s),W(s) >=1,
< T(s),W(s) > =< N(s),L(s) > =< L(s),W(s) >=0,
< N(s),N(s) > =< W(s),W(s) >=<T(s),N(s) >=<T(s),L(s) >=0

sartlarin1 saglayan Spacelike egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 k(s) 0 0 T
[N'(S)]_ 0 0 () 0 N

L’(S)J‘ 0 ok) 0 —1s||L
W'(is)l L=x(s) 0 —o(s) 0 W.

i¢in
T'(s)=k(s)N(s),
N'(s)=1(s)L(s),
L'(s)= o(s)N(s)— T(s)W(s),
W' (s)=—xk(s)T(s) — o(s)L(s)
seklinde tanimlanmistir (Camci, 2003).
Teorem 4.4.55. a, IR? de spacelike bir egri ve N(s) normal vektdr alani null olsun. o nin
Frenet catis1 {T(s), N(s), L(S), W(s)} ve k(s)=1 i¢in Frenet denklemleri;
T'(s)=N(s),
N'(s)=1(s)L(s),
L'(s)= a(s)N(s)— T(s)W(s),
W' (s)=—T(s) — a(s)L(s)

dir.

Ispat: N(s) normal vektdr alaninmn null olmasi halinde bir Spacelike egrinin Frenet
denklemlerinde birinci Frenet egriligi k(s) = 1 olarak segilirse teoremin ispat1 elde edilir.
Teorem 4.4.56. IR de verilen a spacelike egrisinin teget, normal null vektor alani,

birinci ve ikinci binormal vektor alanlar1 arasinda
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( < N'(s),L(s) >= 1(s) = =< L'(s),N(s) >,
< L'(s),W(s) >=o(s) = =< W'(s),L(s) >,
<T'(s),W(s) >=1=—-<W'(s), T(s) >,
< T'(s),T(s) >=<T'(s),N(s) >=<T'(s),L(s) >=< N'(s),N(s) >=0,
< N'(s),T(s) >=< N'(s),W(s) >=< L(s),T(s) >=0,
\ < L'(s),L(s) >=< W'(s),N(s) >=<W'(s),W(s) >=0

bagintilar1 gegerlidir.

Ispat: Bir onceki teorem kullanilarak
< T'(s),N(s) >=<N(s),N(s)>=0,
< T'(s),W(s) >=<N(s),W(s)>=1,
< N'(s),L(s) >=<1(s)L(s),L(s)>
= 1(s)<L(s),L(s)>
=1(s),
<L'(s),L(s)> = < o(s)N(s)— T(s)W(s),L(s)>
= 0(s)<N(s),L(s)> — t(s)<W(s),L(s)>
=0
ve
<W'(s), L(s)> = <=T(s) — o(s)L(s),L(s)>
=—< T(s),L(s) > — a(s) < L(s),L(s)>
=—0(s)
elde edilir. Diger esitlikler i¢inde benzer islemler yapilip ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.57. IR} de verilen a spacelike egrisinin tanjant, null normal vektér alani,
birinci ve ikinci binormal vektor alanlari arasinda

( <W'"(s),W(s) >=—1—052(s),

<T"(s), T(s) >=<T"(s),N(s) >=<T"(s),W(s) >=< N"(s), T(s) >=0,
< N"(s),L(s) > =< L"(s),N(s) > =< L'(s),W(s) >=<W"(s), T(s) >=0,

<W"(s),L(s) >=0,
< T"(s),L(s) > = 1(s) =< L"(s), T(s) >,
< L"(s),L(s) > = 21(s)o(s),
< N”(s),N(s) > = —12(s),
\ < N"(s),W(s) > = 1t(s)o(s) =< W"(s),N(s) >

bagintilar vardir.

Ispat: Bir dnceki teoremden her s parametresi i¢in tiirev alinirsa
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< T"(s),W(s) >=< N'(s), W(s) > =0,
< N"(s),N(s) >=<1(s)L'(s),N(s)>

=t(s)<L'(s),N(s)>

=—1%(s),
< L"(s),W(s) >=< a(s)N'(s) — t(s)W'(s), W(s) >

=0o(s) < N'(s),W(s) > —1(s) < W'(s),W(s) >

=0
ve
<W"(s),W(s) >=< —T'(s) — a(s)L’ (s),W(s)>

=—< T'(s),W(s) > —o(s) <L’ (s),W(s)>

=—1—02(s)
bulunur. Diger esitlikler i¢inde benzer islemler yapilarak ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.58. «, IR de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektor alani olsun. o nin
{T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {T(S), N(s)} alt uzayinda yatan egrisi

oc(s)=(s+zl)T(S)—(§ +sz; + z;)N(S), (z4, z; sabit)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + wu(s)N(s) egrisini alalim. Burada A Ve p; s parametresine gore
tirevi alinabilen fonksiyonlardir. a(s) egrisinin her iki tarafinda S parametresine gore
tirev alinirsa;
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= M(s)T(s)+ (A(s)+ W' (s)N(s)+ T(s) n(s))L(s)

bulunur. Buradan;

A(s) =1,
A(s) + p'(s) =0,
u(s) =0

denklemleri mevcuttur. Bu denklemler ¢oziiliirse A'(s) = 1 ise A(s) =s+z4, (z; sifirdan

farkl1 bir sabit). A(s) = s+z; degeri ikinci denklemde yerine yazilip ¢6ziiliirse

2
u(s) = —(57 +521 + 2)
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elde edilir.

O halde bu gatinin {T(S), N(s)} alt uzayinda yatan egrisi
2
o(s)=(5+21) T(8)— (5 +52; + 2)N(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.59. «, IR de spacelike bir egri ve null normal vektdr alan1 N(s) olsun. a nin
{T(s), N(s), L(s), W(S)} Frenet catisinin {T(S), L(s)} alt uzayinda yatan egrisi
Q(S):(S+21)T(S)+ZZ L(S), (Zl, Zy Sablt)

: —(s+z1) . .
dir. Burada cr(s)z—Z , (z, # 0 bir sabit) olarak bulunur.
2

Ispat : a(s) = A(S)T(S) + u(S)L(s) egrisini alalm. Burada A Ve p; s parametresine gore
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. o.(S) egrisinin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = A(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T(8)= M(s)T(s)H( A(s)* p(s)a(s))N(s)+ w(s)L(s)+t(s) n(s)W(s)
A(s) =1,
A(s) + p(s)o(s) =0,

p'(s) =0,
(s) u(s) =0

bulunur. Buradan 1'(s) = 1 ise A(s) = s + z;, (z; bir sabit) dir. p’(s) = 0 ise p(s)=z,,
(z, bir sabit) olur. Ayrica A(s) + p(s)o(s) = 0 = (s+z;)+ o(s)z,=0

—(s+24) . .
= o(s)zz— , (zz # 0 bir sabit)
2

dir. O halde aranilan egri
a(s)=(s+21)T(s)+2, L(S)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.60. o, IR de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektor alan1 olsun. o nin
{T(S), N(s), L(s), W(S)} Frenet catisinin {T(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(s)=—W(s)
dir.
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Ispat: a(s) = A(S)T(S) + u(s)W(S) egrisini alalim. a(s) egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tlirevi alinirsa
a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)W(s) + p(s)W'(s)
elde edilir. Ozel olarak a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(s)= (W'(8) =u()T()+ MIN(s)—a(s)u(s)L(s)+ w'(s)W(s)
olur. Buradan

ORTOESY
A(s) =0,
i —o(s)u(s) =0,
w(s)=0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = 0 ise A'(s) =0 dir. A'(s) —
u(s) = lise p(s) = —1 olarak bulunur. Ayrica p'(s) = 0 ise u(s) = z4, (z; bir sabit)
dir. Buradan da z; =—1 oldugu kolayca goriiliir. O halde aradigimiz egri
a(s)=—W(s)
olarak bulunur.
Teorem 4.4.61. a, IR} de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektdr alan1 olsun. a nin
{T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atistnin gerdigi {N(s), L(S)} alt uzayinda yatan egrisi
mevcut degildir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(S) egrisini alalim. o(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
() = A(S)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)L(s) + u(s)L'(s)
bulunur. o/(s)=T(s) ve k(s)=1 igin
T()=(A'(s) + o(S)RS)IN(S)+(A(s)T(s) + p'(s)L(s)+ T(SIn(s)W(s)
elde edilir. Esitligin sag tarafinda T(s) teget vektorii bulunmadigi i¢cin denklem ¢6ziimii
mevcut degildir. Dolasiyla a egrisi {T(S), N(S), L(S), W(s)} catisinin gerdigi {L(s), W(s)}
alt uzayinda yatmaz.
Teorem 4.4.62. «, IR de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektor alan1 olsun. o nin
{T(s), N(s), L(s), W(S)} Frenet catisinin {N(s), W(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
o(S)=z;N(s)—W(s), (z; bir sabit)
dir.
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Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(s)W(s) egrisini alalim. os) egrisinin her iki tarafinin s
parametresine gore tlirevi alinirsa
a'(s) = A'(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)W(s) + p(s)W'(s)
olur ve o/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(8)==p()T(8)+ 1’ (s)N(s)H(t(s) A(s)— a(s)u(s))L(s)+ w'(s)W(s)

bulunur. Boylece

—u(s) =1,

A(s) =0,

iT(S) A(s) — o(s)u(s) =0,

w(s)=0
denklemleri vardir. Bu denklemler ¢oziiliirse p(s)=—1 ve 1'(s) = 0 ise
A(s) = z4, (z, bir sabit). Degerleri yerlerine yazilirsa

o(S)=2z;N(s)—W(s)
elde edilir.
Teorem 4.4.63. «, IR de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektor alani olsun. o nin
{T(s), N(s), L(s), W(s)} Frenet ¢atisinin gerdigi {L(s), W(s)} alt uzayinda yatan egrileri
o(s)=—W(s)
veya
a(S)=z1L(s)—W(s), (z; sifirdan farkli sabit)
dir.
Ispat: a.(s) = A(S)L(S) + n(s)W(s) egrisini alalim. Egrinin her iki tarafinda s parametresine
gore tiirev alinirsa
a'(s) = A'(s)L(s) + Ms)L'(s) + H'(s)W(s) + u(s)W'(s)
bulunur. a'(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T(S)==p()T(s)+ A(s)a(sIN(s)+(1'(s)— o (s)u(S)L(S)*+(1'(s) — T(SIA(S))W(S)

dir. Buradan

—u(s) =1,
A(s)o(s) =0,
A (s) = o(s)u(s) = 0,
p(s) — t(s)r(s) =0
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bulunur. u(s) = —1 ise p'(s) = 0 olur. Buna gore bulunan p'(s) degeri dordiincii

denklemde yerine yazilirsa t(s)A(s) =0 olup iki durum s6z konusudur:

i) A(s) = 0 olursa pu(s) = —1 oldugundan
a(s)=—W(s)
dir.
ii) T(s) = 0 olursa A(s) # 0 oldugundan A'(s) = 0 olur. Dolayisiyla
A(s) = z4, (z; sabit) bulunur. Bu sartlar1 saglayan bir diger egri ise
o(S)=z1L(s)—W(s)
dir.
Teorem 4.4.64. IR? de « spacelike egrisi ve N(s) null normal vektor alan1 verilmis olsun.
a nin {T(S), N(s), L(s), W(s)} Frenet gatisinin {T(S), N(s), L(s)} nin gerdigi alt uzayda

yatan egrileri

a()=(s +21) TEH= (S = 15) + 2)N()
veya
a(s)=(s +z1)T(s) + (— % — 215+—2; 6(s)s) N(s)+ z,L(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + n(S)N(S)+@(S)L(S) egrisini alalm. Burada A, p ve ¢; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tlirev alinirsa
o/(s) = M'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W(s)N(s) + W(s)N'(s)+(S)L()+ p(s) L'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa,
T(S)=N()T(s)HA(s)+1'(8)+0 () @(S)N(S)+(T(s) () + (S))L(S)+T(s) ()W (s)
olup buradan

A(s) =1,
A(s) + W (s) +a(s) o(s) =0,
T(s)uls) + ¢'(s) =0,
T(s) @(s) =0

denklemleri ~ vardir.  Denklemler ¢ozilirse A'(s)=1 ise A(s) =s+ 1z,

(z, sifirdan farkl sabit) dir. t(s) @(s) = 0 ise iki durum s6z konusudur:
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i) @(s) = 0ise A(s) = s + z; ifadeleri ikinci denklemde yerine yazilirsa

u' (s)=—(s + z,) oldugundan p(s) = — (? - le) + 7,

elde edilir. Boylece

52

a(8)=(s +21) TE+(— (3 — z15) + 2)N(9)
egrisi bulunur. Burada z,, z, sifirdan farkli sabitlerdir.
i) @(s) # 0 ve t(s) = 0 degerleri t(s)u(s) + ¢@'(s) = 0 denkleminde yerine yazilirsa
©(s)=z, elde edilir. Buradan
H(s) = =(s+2z) =2z, 0(s)
olup u(s) = (—?— z1S—2Z, o(s)s) bulunur.
Dolayisiyla bu sartlar1 saglayan diger bir egri
a(s)=(s +z1)T(s) + (— % — 215+—2; 6(s)s) N(s)+ z,L(s)
dir.
Teorem 4.4.65. «, IR de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektor alan1 olsun. o nin
Frenet catist {T(s), N(s), L(s), W(s)} olsun. Bu g¢atinin gerdigi {T(s), N(s), W(s)} alt
uzayinda yatan a egrisi
a(s)=((1 + 2)9) TE)H(= S — 21 23+ 2)NE)+2,W(s) |, (24, 2, birer sabit)
seklindedir.
Ispat: a(s) = A(S)T(S) + W(S)N(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tiirevlenebilir fonksiyonlardir. o(s) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
o'(s) = A'()T(s) + Ms)T'(s) + W' (S)N(s) + p(s)N'(s)+"(S)W(s)+ p(s) W'(s)

elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 olarak alinirsa
T(S)=(A' ()= @(S)T()+(A(s)+1'($)N(s)+(T(SIn(s) — @(s) o (s))L(s)+¢'(s)W(s)
olup buradan

M) — () =1,

A(s) + p'(s) =0,

iT(S)u(S) — @(s) o(s) =0,
@'(s)=0
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bulunur. Eger ¢@'(s) = 0 ise @(s) = z,; dir. Bu deger birinci denklemde yerine yazilirsa
A (s) — @(s) = 1iginA'(s) = 1 + z; olur. O halde A(s) = ((1 + z; )s) olarak bulunur.
Bulunan A(s) degeri ikinci denklemde yerine yazilirsa p'(s) = —(1 + z; )s dir. Boylece
1(s) = (= — 2, 2)+ 2, olur. Burada (z;, zpbirer sabit) dir. O halde {T(s), N(s), W(s)}
alt uzayinda yatan o egrisi
a(S)=((1 + 2)9) TEH(— S — 74 )+ )NV, W(s)
dir.
Teorem 4.4.66. «, IR] de spacelike bir egri ve N(s) null normal vektdr alan1 olsun. o nin
Frenet ¢atis1 {T(S), N(s), L(s), W(s)} olsun. Bu gatinin gerdigi {N(s), L(s), W(s)} alt
uzayinda yatan o egrileri
a(s)=—z;N(s)—W(s), (z; bir sabit)
veya
a(s)= (—0?(s)s) N(s) + (—a(s)s)L(s) — W(s)
dir.
Ispat: a(s) = A(S)N(S) + p(S)L(S)+@(S)W(S) egrisini alalim. Burada A, pu ve @; s
parametresine gore tlirevlenebilir fonksiyonlardir. a(S) egrisinin her iki tarafinda s
parametresine gore tiirev alinirsa
a/(s) = L'()N(s) + M(s)N'(s) + W (s)L(s) + H(S)L'(8) T (S)W(s)+ ¢p(s) W'(s)
elde edilir. a/(s)=T(s) ve k(s)=1 i¢in
T()= —@(S)T(S)+(1'(s) + o(SIU(SIN(E)HT()A(S) + 1'(s) — o ()($))L(S)
+H@'(s) = T(s)n(s))W(s)
bulunur. Buradan

—p(s) =1,
A'(s) + o(s)uls) =0,
T(s)A(s) + u'(s) —a(s)p(s) =0,
@'(s) —t(s)u(s) =0

denklemleri vardir. Bu denklemler ¢oziiliirse @(s) = —1 ise ¢@'(s) = 0 degerleri son
denklemde yerine yazilirsa @' (s) — t(s)u(s) = 0 i¢in t(s)u(s)=0 elde edilir. Burada iki

durum s6z konusudur:
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i) nu(s) = 0 ise ikinci denklemde yerine yazildiginda A'(s) = 0 olup A(s) = z; elde
edilir. Burada z; sifirdan farkli sabittir. Bu sartlar1 saglayan egri
a(s)=—z;N(s)—W(s)
olarak bulunur. Ayrica
i) ©(s) =0 ve @(s) = —1 degerleri t(s)A(s) + p'(s) — a(s)e(s) = 0 denkleminde
yerine yazilirsa p'(s) + o(s) = 0 elde edilir. Bu denklemi ¢6zer ve aranan degerler
yerlerine yazilirsa {N(s), L(S), W(S)} alt uzayinda yatan diger bir a egrisi
a(s)=(—0%(s)s) N(s)+ (—o(s)s)L(s)—W(s)
seklindedir.
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Spacelike Egrilerin Siniflandiriimasi

i) Bu kistmda IR3 de spacelike bir egrisinin normal ve binormal vektdr alanlarmm null
ve timelike olma durumundaki bir siniflandirma asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 4.3. IR3 Lorentz uzayda spacelike egriler

Vektor Alaninin Alt uzay [])Eug::;rl;'lllj
Durumu

{T(s), N(s)} Yatar

N(s) Null (T6), L)} Yatar
{N(s), L(s)} Yatar
o {T(s), N(s)} Yatmaz

N(s) Timelike 7). LO)} Natar
{N(s), L(s)} Yatar
{T(s), N(s)} Yatmaz

L(s) Timelike {T(s), L(s)} Yatar
{N(s), L(s)} Yatar
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i) Bu kisimda IR de Spacelike egrinin birinci binormal, ikinci binormal ve normal vektor

alanlarinin timelike ve null olmasi durumunun bir siiflandirilmasi asagidaki

cizelgede verilmistir.

Cizelge 4.4. IRT Lorentz uzayda spacelike egriler

Vektor Alaninin Alt uzay gf:a?:l:
Durumu

{T(s), N(s)} Yatmaz

{T(s), L(s)} Yatar

{T(s), W(s)} Yatar

W(s) Timelike {N(s), L(s)} Yatar

{N(s), W(s)} Yatar
{L(s), W(s)} Yatmaz

{T(s), N(s), L(s)} Yatar

{T(s), N(s), W(s)} Yatar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar
{T(s), N(s)} Yatmaz

{T(s), L(s)} Yatar

{T(s),W(s)} Yatar

o {N(s), L(s)} Yatar

L TImelke s, wes Vatar
{L(s), W(s)} Yatmaz

{T(s), N(s), L(s)} Yatar

{T(s), N(s), W(s)} Y atar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar
{T(s), N(s)} Yatmaz
{T(s), L(s)} Yatmaz

{T(s), W(s)} Yatar

{N(s), L(s)} Yatar

L(s) Null {N(s), W(s)} Yatar
{L(s), W(s)} Yatmaz

{T(s), N(s), L(s)} Yatar

{T(s), N(s), W(s)} Yatar

{N(s), L(s), W(s)} Yatar
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izelge 4.4. IRT Lorentz uzayda spacelike egriler (devam)
g 1

Vektor Alaninin Alt uzay gngII:lljlrlnIlu
Durumu
1T(s), N(s)} Yatmaz
{T(s), L)} Yatar
{T(s),W(s)} Yatar
{N(s), L(s)} Yatar
o {N(s), W(s)} Yatar
N(s) Timelike 11(s), W(s)} Vatma
{T(s), N(s), L(s)} Yatar
{T(s), N(s), W(s)} Yatar
AN(S), L(s), W(s)} Yatar
{T(s), N(s)} Yatar
{T(s), L)} Yatar
{T(s),W(s)} Yatar
{N(@s), L(s)} Yatmaz
N(s) Null IN(S), W(S)} Y atar
{L(s), W(s)} Yatar
{T(s), N(s), L(s)} Yatar
{T(s), N(s), W(s)} Yatar
{N(s), L(s), W(s)} Yatar
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5. SONUC

Timelike ve Spacelike egriler Lorentz uzay i¢in biliyiikk 6nem arz etmektedir. Bu yiiksek
lisans tezinde Timelike ve Spacelike egriler ve bu egriler i¢in belirlenen sartlar ile
secilmis alt uzaylarda yatip yatmadiklarina iliskin teoremler verilip ispatlanmistir. En
temel hatlariyla konuya iliskin merak edilenler sonuglandirilmigtir. Tezin sonunda
olusturulan siniflandirma ¢izelgeleri incelenmek istenen egriler ve arastirilmak istenen
problemler i¢in kolaylik saglamistir.

Bu tezin diger tezlerden ayrilan en biiyiik 6zelligi teget, normal, birinci binormal ve
ikinci binormal vektér alanlarinin timelike ve null olma durumlarina gore IR3 ve IR}
Lorentz uzaylarindaki timelike ve spacelike egrilerin Frenet catisinin alt uzaylarinda
yatip yatmadigina gore siniflandirma ¢izelgelerinin olusturulmasidir.

Bu konuya iligkin ileriki calismalarda daha biiyiik yol kat edilecegi diistintilmektedir.
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