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Bu calismada iki konveks objenin Minkowski toplamlarindan haraket ederek R3teki iki
yiizeyin konvoliisyonu incelenmistir.

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir.
[k boliim giris boliimiidiir.
Ikinci béliimde sonraki béliim icin gerekli olan kuramsal temeller verilmistir.

Uclincii bolimde R3 teki paraboloid vyiizeyi ile bir keyfi parametreli yiizeyin
konvoliisyonu ile ilgili yapilan hesaplamalar verilmistir. Ayrica bu yiizeylerin Gauss
egrilikleri hesaplanmasi gosterilmistir. Bununla birlikte konvolisyon yiizeyinin Gauss
egriligi karakterize edilmistir.

Dordiincti bélimde R3 teki paraboloid yiizeyi sirastyla Monge yamast ile verilen graf
yiizeyi ve donel ylizey ile konvoliisyonlar1 incelenmistir. Orijinal sonug¢ olarak bu
konvoliisyon ylizeylerinin Gauss egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica bu sonuglari
destekleyici bazi 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde diger boliimlerde elde edilen sonuglar tartisilmis ve sonug ve Oneriler
dile getirilmigtir.



1. GIRIS
2 ve 3 boyutlu uzaylarda Minkowski toplamlari, matematiksel morfoloji, bilgisayar

grafikleri, konveks geometri ve hesaplamali geometri dallarinda oldukca sik

kullanilmaktadir. 4 ve B kiimeleri icin A ve B nin Minkowski toplami

AD B ={a+b|acA beB} (1.1)

ile gosterilir. Bu toplam, VaeA vektorleri icin B kiimesinin 6telenmesi ile elde edilir ya

da VbeB vektorleri icin A kimesinin Otelenmesi ile elde edilir. Tanimda herhangi

tirevlenebilirlik ifade edilmemektedir. Fakat dA ve dB smirlarinin pargal: tiirevlenebilir
olmasi gerekmektedir. Boylece A @ B Minkowski toplaminin sinir1 d(4 @ B) olmak
lizere bu smir bolgesi

x'=a+x,aed
Otelemesi yardimiyla elde edilen B nin zarfi i¢inde kalacaktir.

Bu calismada geometrik cisimlerin sinirlari g6z 6niinde bulundurulacagi icin Minkowski

toplami da sinir viizevi ile temsil edilecektir. Bir aeA vektodriine B nin sinir noktalari ile

Oteleme uygulanir. 2 boyutlu durumda 4 ve B kiimelerinin sinirlar1 A ve B egrileri olsun.

Bu taktirde A @ B toplami a + B ve b + A egri aileleri tarafindan ortiiliir. Bdylece, a +

B ailesi a, A da degistikge B otelenmesiyle elde edilen kongurent egrilerden olusur.

Benzer bicimde A @ B toplami beB noktasinin hareketi yardimiyla olusan b + A

ailesiyle Ortiisir. Bu iki egri ailesi bir zarf (envelope) olusturur. Buna A4 ile B nin

konvollsyonu denir ve A * B ile g0sterilir. Bu, birka¢ bilesenden olusabilir. A * B

konvoliisynunun dis sinir1 A ve B nin d(A @ B) sinir1 olacaktir (Peternell ve Steiner

2007). Bununla birlikte, 2 boyutlu durumda polinomlar ve tiirevlenebilir egriler ((Farouki
2003, (Kaul ve Farouki 1995), (Kohler ve Spreng 1995), (Lee ve ark. 1998)) da

calisilmigtir.

Iki konveks cismin Minkowski toplami iyi bilinen bir islemdir bakimiz (O’Rourke 1994).
Konveks olmayan durumda ise input politoplart konveks bilesenlerine ayrilarak

hesaplanir (Halperin 2002). Bu durumda konveks olmayan iki objenin Minkowski

toplami, tiim konveks parca ciftlerinin Minkowski toplami hesap elde edilir. Sonug

olarak, bu parcali Minkowski toplamlari birbirlerine baglanacaktir. (Varadhan ve




Monocha 2004) calismasinda bu kavramlar, karmasik polihedral objelerin Minkowski

toplaminda kullanilmistir.

Geometrik cisimleri sinirlari ile galismak bize biiyiik avantajlar saglamaktadir. Ele alinan
cisimlerin sinirlar1 iki tiirli ifade edilir: Bu objeler eksplisit olarak parametrik ifade

edilebilir ya da Gicgensel ya da poliylzeylerle ifade edilir (Muhlthaler ve Pottmann 2003).

YUzeylerin Konvolisyonu

Bir M c R3 yiizeyinin bir parametrizasyonu a(u, v) ile tanimlansin. Boylece
x'=alu,v)+x

Otelemelerinin 2 parametreli bir ailesi elde edilir.

__Oa __Oa

y =570 =5

lineer bagimsiz kisim tiirev vektorleri elde edilir. Boylece
a(u,v) = a(u(t), v(t)
M iizerinde bir egri olmak tizere
x'=aluv)+x
Otelemelerinin 1 parametreli ailesine karsilik gelir. Buradan,
v(t) = d'(t) = ayu; + ayu;

hiz vektor alan1 x noktasindan bagimsizdir. Burada sadece smir bolgelerinde islem
yapildigi i¢in, a € M Otelemesini her b € N noktasina uygulanmamaktadir. Fakat a, b
nokta ¢iftlerini ele alindigi i¢ini a + b noktast a + N yuzeylerinin 2 parametreli ailesinin

zarfinin bir sinir noktasidir. Buradan,

x'=aluv)+x



Oteleme hareketi verildiginde b € N noktasi i¢in a,, Ve a, N ye b noktasinda teget ise
sadece b € N noktas1 zarfa katkida bulunacaktir. Diger bir deyisle, a, b noktalarindaki
teget diizlemle r,ve m,, birbirine paralel ise a + b noktasi zarfin bir noktasi olacaktir. M
ve N yiizeyleri yonlendirilebilir olduklarindan n, ve mn; birim normalleri de

yonlendirilebilirdir. Béylece M * N konvolisyon ylzeyi

MxN={a+bln,=n,;a €M, b e N} (1.2)

biciminde tanimlanir. Bununla birlikte M = N konvolusyonu yonlendirilebilir birim

normal vektorleri yardimiyla tanimlandigi i¢in M * N nin kendisi yonlendirilmis bir

zarftur. Eger M, N yuzeyleri A, B kiimelerinin sinirlari ise bu taktirde 3(A@ B) , AP B

Minkowski toplaminin sinirlari, aslinda M * N nin bir alt kiimesidir (Peternell ve Steiner

2007). Yiizeylerin Konvoliisyonlarinin bilgisayar grafik tasarimlart igin bakiniz
(Blomenthal ve ark. 1991) ve (Sir ve ark. 2006). Egriler ve yiizeylerin Konvoliisyonlarla
temsil edilmesi Lavicka ve arkadaslar tarafindan 2010 yilinda yapilan c¢aligmada

verilmigtir.

Parametrik YUzeylerin Zarflarimn Hesaplanmasi
M, N c RS3 tiirevlenebilir, yonlendirilmis yiizeyleri sirasiyla
a(u,v):G cR>> M c R3; b(s,t):HcR? > NcR3

parametrizasyonlari ile verilsin. M ve N nin birim normalleri n,(u, v) ve n,(u,v) ile
tanimlansin. Ayrica a ile tanimlanan Gtelemelerle elde edilen N nin zarfi, diger bir

deyisle M * N konvolisyon vyizeyi icin  @:H - G. (s,t) > (u,v) yeniden

parametrizasyon (parametre degisimi) n,(@(s,t)) = n,(s,t) biciminde verilsin. Bu

donusiim bir lokal difeomarfizm olup, bire bir olmak zorunda degildir. Boylece M * N

c(s,t) = al@(s,t)) + b(s,t) (1.3)

parametrizasyonu ile tanimli olacaktir (Peternell ve Steiner 2007). iki kiirenin
konvolusyonu yine bir kiredir (Lee ve ark. 1998). Bununla birlikte bir rasyonel ylzeyle

bir paraboloidin konvolisyonu (Peternell ve Manhart 2003) te verilmistir. Bener 6zellikle



daha genis yiizey siniflar1 i¢in de uygulanabilir (Sampoli ve ark. 2006). Iki regle yiizeyin
konvoliisyonu (Miihlthaler ve Pottmann 2003) da verilmistir. Eger M dizlemsel ise n,
sabittir. Eger n,(s,t) birim vektorii S birim kiiresinin bir parametrizasyonu ise, bu
takdirde en azindan bir b, = b(s, t) noktasi vardir dyle ki n,(s,t) = n, dir. Diger bir
deyisle by noktasi her bir a € M noktasina karsilik gelir. Boylece M * N konvoliisyonu
dizlemsel olup, a(u, v) + b, parametrizasyonu ile ifade edilir. Eger M bir genisletilebilir
ylizey ise bu takdirde n, (u, v) normal vektorii S? de bir egri belirtir. Genelligi bozmadan
bu vektor n,(u) ile goterilebilir. a(u,,u) parametrizasyonu M da bir dogru tanimlar.
Eger, n, (s, t) injektif ise bu tadtirde b(s(w), t(u) parametrizasyonu N de bir egri belirtir.
Bununla birlikte a(ug, v) nin tim noktalar1 b(s( ug),S(ug)) tek bir noktasina karsilik
geleceginden a(ug, v) + b(s(ug)(t(up)) toplami M * N de bir dogruya karsilik gelir.
Bu dogru tizerindeki noktalar n,(uy) birim normal vektorlerini isaret eder. Boylece her
(u, v) € G igin bu dogru olacagindan M * N bir genisletilebilir yiizey olacaktir (Peternell
ve Steiner 2007).

Klasik diferansiyel geometride I. temel form ve II. Temel form katsayilar1 yiizeyler
hakkinda diferansiyel geometrik bilgiler vermektedir. Gauss egrilik ylizeylerin intrinsik
ozelliklerinden biridir. Bu egrilik yiizeyin izometrik invaryantlarindandir (Carmo 1976).
Bu 6zellikler, Gauss egriligi diferansiyel geometrisinin 6nemli kavramlarindan biri haline
getirir. Ozellikle sabit Gauss egrilikli yiizeyler, yiizey modellemelerinde 6nemli yer teskil
etmektedir (Velickovic 2009). Sabit negatif Gauss egrilikli yiizeyler pseudo-kiire olarak

bilinir. Sabit pozitif Gauss egrilikli yiizeyler ise kiiresel olanlardir.

Rotasyon yiizeyleri diferansiyel geometrinin énemli yiizey smifindandir. R te bu
yiizeyler donel yiizeyler olarak ilinir. Sabit negatif Gauss egrilikli yiizeyler (Velickovic
2005) de smiflandirilmistir. Sabit pozitif Gauss egrilikli ylizeylerin bir siniflandirmasi
i¢in bakimiz (Kilig¢ ve ark. 2018).

Diferansiyel geometrinin diger bir 6nemli yiizey sinifi digital graflardir. Bu yiizeyler
analizde zarf seklinde iki degiskenli fonksiyonlarin grafikleri olduklari i¢in basit ylzeyler
olarak bilinirler. Eger

fwv) = fu) + g)



seklinde segilirse elde edilen yiizeye teleme yiizeyi denir. Oteleme yiizeyleri mimaride
cat1 kaplama yzeyleri olarak da bilinir (Glymph ve ark. 2004). H. Scherk 1835 yilinda

minimal 6teleme ylizelerinin bir parametrizasyonunu elde etmistir.

Bu calismada R3 teki paraboloid yiizevyi ile ételeme yiizeyinin konvoliisyon yiizeyinin bir

karakterizasyonu verilmistir. Flde edilen konvolisyon vyiizeyinin Gauss egriligi

hesaplanmistir. Bulgular1 destekleyen bazi ornekler verilmistir. Daha sonraki alt

boliimlerde sirasiyla Monge vyamasi ve dOnel viizey ile paraboloidin konvoliisyonu

hesaplanmistir. Gauss egriligi ile ilgili sonuclar elde edilmistir. Bu sonuclar1 destekleyici

ornekler verilmistir. Ayrica Maple programi yardimiyla bu yiizeylerin grafikleri

cizilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel ylizeylerin I. temel formu,
II. Temel formu ve bunlar yardimiyla yiizeylerin Gauss egriliginin hasaplanmas ile ilgili
tanimlar ve bazi bilinen sonuglar verilmistir. Daha sonraki kisimlarda donel yizeyler ve
Monge yamasi ile verilen verilen bazi yiizeylerin 6zelikleri tanmitilmistir. Bu ylizeylerin

Gauss egrilikleri hesaplanmasi ile ilgili sonuglar verilmistir.

2.1. Temel Formlar

M yiizeyi x:U c R? - R3 yamas! ile verilsin. M nin p € x(u, v) noktasindaki teget
uzay1 T, (M), x,, ve x,, tanjant vektorleri ile gerilen bir vektdr uzayidir. Béylece M nin I.

temel form katsayilari

E=(X%)
F=(X,%), (2.1)
G=(X,,X,

olmak tizere M nin I. temel formu

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv® (2.2)
esitligi ile hesaplanir. Bununla birlikte (2.1) yardimiyla

%, x x| = EG - F? (2.3)

dir. Eger x, X x, # 0 isx(u,v)e yiizey yamasi regilerdir denir (Gray 1993). Bu

calismada aksi soylenmekte ve x(u, v) yamasi regiiler kabul edilip
EG-F?=W? (2.4)
ile gOsterilecektir.

Tamm 2.1. M c R3 vyizeyi x(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. R®(in Riemann

koneksiyonu V ile gosterilsin. M nin teget vektdr alanlari uzayr y(M) olmak (izere



V X;, X € (M) lokal vektdr alanlari i¢in M yiizeyi Uizerindeki indirgenmis Riemann

koneksiyonu V olmak izere M nin ikinci temel formu
h(Xi, X;) = Vg, X; — Uy X; (2.5)

bi¢iminde tanimlanir (Chen 1973).

Literattirde (2.5) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir.

Tamm 2.2. M c R3 ylizeyi x(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu taktirde N, M nin

normal vektor alan1 ve X; € y(M) ise M nin sekil operatorii
ANXi = v,xlN (26)

bi¢iminde tanimlanir (Chen 1973).
Literatiirde (2.6) esitligi Weingarten denklemi olarak bilinir.

Tamm 2.3. M c R3 yiizeyi x(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu taktirde x(u, v) nin

ikinci kismi tiirevleri x,,,,, Xy, X, OlMak Gzere M nin II. temel form katsayilari

e = (xyy, N)
f = (xyu, N) (2.7)
g = Xy, N)

seklinde tanimlanir (Gray 1993).

Herhangi X;, X;ex (M) igin

(AnXi, X)) = (R(Xy, X}), N) (2.8)
dir. Boylece

(ANXu'Xu> = (h(Xu'Xu)’N) =e

(ANXu'Xv> = (h(Xu'Xv):N) = f (29)

(ANXVJXU> = (h(Xv'Xv):N) =9

olacaktir.



Tamm 2.4. M c R3 ylizeyi x(u, v) regiiler yamasi ile verilsin. M nin Gauss egriligi

i (2.10)

"~ EG-F2

ile hesaplanir. Eger K = 0 ise M yizeyi duzdur denir.

2.2. Donel YUzeyler

Tanmm 2.5. C:a(u) = (f(u),g(u)) regiiler dizlemsel egri olsun. Cnin x-ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen yiizey
x(u,v) = (f(u), g(u)cosv, g(u)sinv) (2.11)
parametrizasyonu ile tanimlanir.

(Arslan ve ark. 2017) ¢alismasinda C nin birim hizli olmas1 durumunda asagidaki sonucu

elde etmislerdir.

Onerme 2.6. M ¢ R® (2.11) yamas: ile verilen bir dénel yiizey olsun. M nin Gauss

egriligi
_9"'w
K = ) (2.12)

dir. M nin diize olmasi i¢in gerek ve yeter sart f,(u) = c;u + ¢, olmasidir.
Velickovic agsagidaki sonucu ispatlanmistir.

Onerme 2.7. M c R?® ylizeyi (2.11) parametrizasyonu ile verilen rotasyonel yiizeyi
olsun. Asagidaki ifadeler gecerlidir.

i. C:a(u) = (+u+dq,cy)ise donel yuzey dik dairesel silindirdir.

ii. C:a(u) = (dq, tu + c,) ise donel yiizey diizlemin bir pargasidir.

iii.  C:a(u) = (cyu,d,u) ise donel yizey dairesel konidir.

Sabit negatif egrilikli ylizeyler i¢in (Velickovic 2015) de asagidaki sonug verilmistir.



Onerme 2.8. M c R3 yiizeyi (2.11) regiler yama ile verilsin. M yiizeyi ¢ # 0 i¢in K =
= sabit egrilikli ise

fo(u) = ¢4 cosh (g) + ¢, sinh (g) (2.12)*
dir. Bununla birlikte

. c=—c=4A%#0ise f,(u) = /16’_% olup, olusan donel yiizey parabolik pseudo-
kureseldir.
ii. ¢=0,c,=1+#01ise f,(u) = Acosh(%) olup, olusan donel yiizey hiperbolik
pseudo-kureseldir.
. ¢ =0,c,=42#0ise f,(u) = Asin(g) olup, olusan donel yiizey eliptik pseudo-

kireseldir.

(Arslan ve ark 2017) calismasinda asagidaki 6rnegi vermistir.

Ornek 2.9. Profil egrisi

C:a(u) = <f /1 —i—je__iu du,/le__cu> (2.14)

parametrizasyonu ile verilen traktriks egrisi ise elde edilen donel ylizey

-2U -u -u
x(u,v) = <f /1 - geT du, e c cosv, AeTsinv> (2.15)

parametrizasyonu ile verilen bir Beltrami yiizeyidir. Beltrami ylizeyleri bir ¢esit parabolik
pseudo-kiiresel yiizeylerdir. 1868 yilinda Eugemio Beltrami bu yiizeylerin hiperbolik

geometri i¢in bir model teskil ettigini gostermistir. Bu nedenle pseudo-kiresel yiizeyler

K==

c2

negatif Gauss egrilikli ylizeyler olarak bilinir.



2.3. Monge Yamasi ile Verilen Yiizeyler

R3te digital graf olarak bilinen ytizeyler, analizde z = f(x, y) bigiminde, iki degiskenli

fonksiyonlar ile tanimlanan basit ylizeylerdir. Bu ylizeyler diferansiyel geometride

x(u,v) = (u,v, f(u,v)) (2.17)

bi¢ciminde Monge yamasi ile verilen yiizeyler olarak bilinir (Gray 1993). Bu yiizeylerin .

temel form katsayilari

E=1+f?
F= fufy
G=1+f}
ve IL. temel form katsayilar
_ fuu
e =E——————
I+ R+ 72
— fuv
I+ 2+ 72
— f‘UU
142+ 12
dir. Boylec Gauss egriligi
_ fuufvv_fuv (218)

T ()

dir (Gray 1993).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde A ve B kiimeleri R" nin konveks alt kiimeleri olmak ilizere A ve B

kimelerinin _nin Minkowski toplam A @ B tamtilmistir. Temel olarak (Peternell ve

Manhart 2003) c¢alismasi ele alinmistir. A ve B kiimelerinin Minkowski toplami

yardimiyla sirasiyla M = dA4 ve N = dB sinirlar1 olmak lizere 4 €@ B nin sinir1 (A @

B) ifadesi M * N konvoliisyon yiizeyi olarak ele alinmistir.

3.1. Minkowski toplami

A ve B n-boyutlu Oklid uzay1 R™ nin birer alt kimeleri olsun. Bu kimelerin Minkowski
toplami
ADB={a+blacADbcB} (3.1)
bi¢giminde tanimlanir. Burada a ve b sirasiyla A ve B deki noktalarinin pozisyon
vektorleridir. Ozel olarak n =2 ve n =3 icin Minkowski toplami matematiksel
morfoloji, bilgisayar grafikleri ve konveks geometri gibi c¢esitli alanlarda
kullanilmaktadir. Ornegin; polihedral sekillerin Minkowski toplamlar1 Lavicka ve
arkadaglarinin 2010 da ve Peternell ve Steiner’in 2007 de yaptiklari galismalarda ele
alimmustir. A ve B kiimeleri R™ nin konveks alt kiimeleri olmak {izere A ve B kiimelerinin
siirlari sirastyla

M =0A,N =0B
ile gosterilsin. Bu alt kimelerin Minkowski toplami olan A @ B nin sinir1 (4 @ B) bize
M = N konvolusyon yuzeyini verir. Ancak, konveks olmayan nesneler icin bu 6zellik
gecerli degildir. Genel olarak, A ve B nin Minkowski toplaminin sinir1 3 (4 @ B) bize B
nin

xX=a+x acA
Otelemesine gore olusturulan zarfinin iginde yattigin1 gosterir (Blommenthal ve

Shoemake 1991).
McR3ve N cR3 yiizeyleri sirasiyla x = x(u,v) ve y = y(s, t) regiiler yamalariyla

verilsin. Bu viizeylerin normal vektorleri sirasiyla 7y, (u, v) Ve 1y (s, t) ile gosterilsin.

Bovylece, M * N konvollisyon yizevyi x ve y noktalarinin pozisyon vektorlerinin toplami

yardimiyla

11



Mx*xN={x+vy|x E M,y €N veny//iy} (3.2

seklinde tanimlanir (Peternell ve Manhart 2003). Burada, M ve N nin birer pargasi olan

y(s,t) ile

x(s.t) = x(u(s, t);v(s, t))

parametrelendirmeleri st-diizleminde ortak bir tanim kiimesine sahip olacagindan dolayi

iy (w, v) Ve iy (s, t) normal vektorleri birbirine paraleldir.

3.2. R3 deki Paraboloid ile Genel Yiizeylerin Konvoliisyonu

M yiizeyi

x(uwv) = (wv,u>+cv®).ceR (3.3)

regililer yamasiyla verilsin. Burada ¢ > 0 veya ¢ < 0 olmasina gore M viizevi sirasiyla

eliptik yada hiperbolik paraboloid olacaktir. Bu durumda, M viizeyinin normal vektorii

—Zu\
ﬁll/l = xn X XH = _ZCU
1

dir. Ayrica, N c R3 viizeyi

y(s,t) = (y(s.t),y,(s, t), y3(s, t)) s,t ER (3.4)

parametrizasyonu ile verilsin. 71, ve 7iy normal vektorleri sirasiyla x(w,v) =p ve

yv(s,t) = g noktalarinda lineer bagimli ise; p ve g noktalari kesisir. Yani,

dir. Bu nedenle, » + g noktast M * N konvoliisyon viizeyinin bir noktasidir. Boylece,

N < R3 viizeyinin normal vektorii

n(s. t) = (ny(s.t),n,(s,t), nz(s. t))

parametrizasyonu ile verilse (3.5) esitliginden
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—2u (n.(s,t)
<—2cv> =A| (ny(s,t) |, 01 €ER
1 (ns3(s, t)

bulunur. Avrica, nz(s,t) # 0 oldugundan,

_ —nq(s;t)
u(s, t) T 2ns(st)
_ —ny(s;t)
U(S, t) = 2cns(s,t)
_ 1
ns(s,t)

(3.6)

3.7)

elde edilir (Peternell ve Manhart 2003). Béylece (3.7) de tanimlanan parametre degisimi

yardimiyla

@:(s,t) = (u(s,t),v(s,t))

(3.8)

dontstimii icin x (@ (s, t)) parametrizasyonu sadece M viizevinin bir parcasini verecektir.

Sonuc olarak, (3.8) de tanimlanan ¢ donisimiiniin Jacobian matrisinin determinantinin

sifirdan farkli olmasi durumunda, (3.7) deki esitlikler regiiler bir parametrizasyonu temsil

edilir (Bloomenthal ve Shoemake 1991).

Boylece, asagidaki onermeler elde edilir.

Onerme 3.1. (3.8) de tanimlanan ¢ déniisiimiiniin Jacobian matrisinin determinant:

1
4cnz(s,t)

det(Jp) = det(n,ng, 1) (s, t)

dir.

Ispat: Jacobian matrisin tanimina dayanarak,

Ju Jdu (n3)sny —nz(ny)s  (n3)eng — nz(ng)e
g E 2n32 2n32
det = =
UP) =150 av| = |tna)sny — ns(n)s  (na)eny — ny(ny)

ds ot

elde edilir. Buradan

2cns? 2cng?
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(n3)sny —nz(ny)s  (M3)eng — n3(ny);

2n;2 2n3?
det =
Ue) (n3)sny —n3(ny)s  (n3)eny — nz(ng)e
2cng? 2cns?

:—d t —)l—)l_) lt
4CTl3(S,t) e (n Ng nt)(s )

bulunur. Bu da 6nermenin ispatin1 tamamlar. [J

Onerme 3.2. (3.4) parametrizasyonu ile verilen yiizeyin Gauss egriligi

1 - = —
Ky = et det(n, ns, ;) (s, t) (3.10)
ile hesaplanir. Burada W2 = EG — F? yiizeyinin alan elemanmdir.

Ispat. N ¢ R? yiizeyinin ikinci temel form katsayilari

e* =< Yo, N >= —< Y, Mg >
f* =< yst'ﬁ >=—< ys'ﬁt >

9" =< Y, 1 >= =<y, 0y >

dir. Boylece,
e* 9" — (f*)? = Vs, s )Y, 1) — Vs, L)Y 15) (S, £)
= (ys X yt' ﬁs X ﬁt)(sr t)
= (?I’NI ?LS X ﬁt)(sr t)
= det(ﬁ, 77iSi T_it) (S; t)
oldugundan
~ e*
e ===
w
f=% (3.11)
i=%

yardimiyla N c R3 yiizeyinin nin Gauss egriligi
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Ky ==(eg—f?) (3.12)

§1|r—k

olup, (3.11) deki esitlikler kullanilarak

Ky===(e"g"—(f)?) = —det(n i, 1) (s, 1)

elde edilir. Bu da 6nermenin ispatin1 tamamlar. [J

Onerme 3.1 ve Onerme 3.2 vardimiyla asagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 3.3. (3.8) de tanimlanan ¢ doniisiimiiniin Jacobian Matrisi’nin determinanti

1 - — —
det(J) = 3o det( s i) (5,0)

dir.

Peternell ve Manhart’in 2003 yilinda verdikleri sonucun bir benzeri (3.4) ve (3.7) deki
esitlikler yardimiyla asagidaki gibidir.

Sonug 3.4. M bir paraboloid ve N c R3 herhangi bir regtiler yiizey olmak lizere M = N

konvolisyon yiizeyi;

z(s,t) = (x + y)(s,t)

= (L(S't)+y1(s,t) 1268 4y (s, )= (cn1 +12%) +y3(s, t)) (3.13)

2n3(s,t) 2cnz(s,t)

parametrizasyonuna sahip olur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda bazi 6zel viizeyler ve bu viizeylerin

konvoliisyonlari ele alinmistir. Bu viizeyler ile ilgili bazi orijinal sonuclar elde edilmistir.

Bu sonuclar desteklevici bazi drnekler verilmistir.

4.1. R3 deki Paraboloid ile Monge Yamasi Ile Verilen Yiizeylerin Konvoliisyonu

Tanmim 4.1. N c R3 viizeyi

N:y(s,t) = (s,t,h(s,t)) (4.1)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu yiizeye R3 te bir graf yiizey yamasina da Monge yamasi
ad1 verilir (Gray 1993).

Bu durumda asagidaki sonuc elde edilir.

Onerme 4.2. (4.1) parametrizasyonu ile verilen N ¢ R® (Monge yamasi) ylizeyinin

Gauss egriligi

_ hgshge—h%

N7 (nz+n2+1)? (4.2)
dir.
Ispat. Monge yamasi ile verilen N yiizeyinin normal vektori
n(s,t) = ys X ye = (—hs, —he, 1) (4.3)

dir. Bdylece n(s, t) normal vektoriiniin s ve t parametrelerine gore tiirevleri alinip (3.10)

de yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. [

Onerme 4.3. M bir paraboloid ve N c R3 yiizeyi de (4.1) Monge yamasi ile verilen bir

yuzey olsun. O halde, M = N konvoliisyon yuzeyinin bir parametrizasyonu

2(s,6) = (B + 5,55+t h +—h” + h)(s,1) (4.4)

dir.
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Ispat. N c R3 yiizeyi de (4.1) Monge yamasi ile verilsin (4.3) ve (3.13) esitlikleri
yardimziyla (4.4) elde edilir. [J

Tanmim 4.4. (4.1) Monge yamasinda

h(s,t) = f(s) + g(t) (4.5)
alinirsa 6teleme yizeyi elde edilir (Gray, 1993).

Onerme 4.2 yardimiyla asagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 4.5. (4.4) parametrizasyonu ile verilen Gteleme yiizeyi N € R3 nin Gaussian

egriligi

_ f"()g" (®)
Ky = ((F' ()2 +(g" (5))2+1)2 (4.6)

dir.

Onerme 4.3 yardimiyla asagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 4.6. N c R3 ylizeyi (4.5) yamasiyla verilen 6teleme yiizeyi olsun. O halde, M =

N konvoliisyon yiizeyinin bir parametrizasyonu

25,0 = G+ 5L+ 62+ (@) +f +9)(s0) @.7)
dir.

Boylece, M * N konvoliisyon viizeyinin Gauss egriligi icin asagidaki sonuc elde edilir.

Onerme 4.7. M bir paraboloid ve N c R® de (4.5 esitliginde verildigi gibi) bir dteleme
yizeyi olsun. O halde, M * N konvoliisyon ylizeyinin Gauss Egriligi;

n_n

acf'yg
Kyon = 4.
M*N ™ (77 42)(g" +20) ((f )2 +(g")2+1)? (4.8)

dir.
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Ispat. M = N konvoliisyon yiizeyinin I. temel form katsayilari
1
A=<z52;>= 21+ ()" +2)°
B =< 1z4,2, >= %(f” +2)(g" + 2¢) (4.9)

1
C=<z,z, >= =1+ ()3 (g" + 2¢)?
dir. Bdylece M = N konvolisyon yiizeyinin normali 7,y = zs X z; yardimiyla

i == (—f'(f" +2)(g" +20),—g'(f" + 2)(g" + 20), (f" + 2)(g" + 20))

elde edilir. Buradan 71,y (s, t) normal vektoriiniin s ve t parametrelerine gore tirevleri

alinip

Kyow = oz det (o, Fnen)s Faran) ) (5, 6) (4.10)

de yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. [

M * N nin diiz bir viizey olmasi durumunda, asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 4.8. M ve N yiizeyleri sirastyla paraboloid ve 6teleme ylizeyi olsun. O halde M *
N konvoliisyon ylizeyinin diiz olmasi igin gerek ve yeter sart f(s) = a;s + a, veya

g(t) = byt + b, olmasidir. Burada a;, b; reel sabitlerdir.

Ispat: M N konvoliisyon yiizeyinin diiz yiizey olmasi durumunda Onerme 4.7

yardimiyla f”g" = 0 esitligi saglanir. Buradan istenilen sonug elde edilir. [

Sonu¢ 4.9. (4.7) parametrizasyonu ile verilen M x N konvollisyon vyizeyi igin

f(s) = ays + a, veya g(t) = byt + b, alinirsa M * N ylizeyi bir diizlem pargasidir.
Ispat. f(s) = a;s + a, ve g(t) = byt + b, almirsa (4.7) yiizey yamas1
2(5,6) = (2452 +6,5(a)? + - (b)? + @15 + byt + ay + by)

halini alir. Bu yiizey yamasi diizlemin bir pargasi verir.
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Bu sonucun uygulamasi olarak asagidaki 6rnek goriilebilir.

Ornek 4.10. N c R3yizey f(s) = 5s + 7,g(t) = sin(t),c =3 yamasiyla verilen

Oteleme yuzeyi olsun. O halde, M = N konvollsyon ylzeyinin bir parametrizasyonu

z(s,t) = (5 cos(t) —(5 — 25)? + ! (cos(t))2 + sint —s? + 55 + 7)

dir. Bu 6teleme yuzeyi ile konvoliisyonunun sekilleri Sekil 4.1 de gosterilmistir.

Sekil 4.1. Oteleme yiizeyinin konvoliisyonu bir egriye dejenere olur

Ornek 4.11. N c R3 ylzeyi f(s) = 5s + 7, g(t) = 5t + 7, ¢ = 3 yamasiyla verilen bir
Oteleme yuzeyi olsun. O halde, M = N konvollsyon ylzeyinin bir parametrizasyonu

co(t) , 25
Z(st)—( (5 2s) +E+5t—s + 55 + 14)

dir. Bu 6teleme yiizeyi ile konvoliisyonunun sekilleri Sekil 4.2 de gosterilmistir.

\
I 0

-1

o Ms 2
L] -10 -
Sk 3 S e 1725

35

Sekil 4.2. Oteleme ylizeyinin konvollsyonu bir dogruya dejenere olur
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Ornek 4.12. N c R3yizey f(s) = —3s% + 55 + 7,g(t) = sin(t),c = 3 yamasiyla

verilen &teleme yizeyi olsun. O halde, M N konvolisyon yuzeyinin bir

parametrizasyonu

Sekil 4.3. Oteleme yiizeyi ve konvoliisyonu |

Ornek 4.13. N c R3 yuzeyi f(s) = cos(s), g(t) = cos(t),c = —3 yamasiyla verilen
Oteleme yuzeyi olsun. O halde, M = N konvollsyon ylzeyinin bir parametrizasyonu

—sin(s) sin(t) 1 1
z(s,t) = ( S ts—— t,—sin?(s) — —=sin?(t) + cos(s) + cos(t))(s, t)

4 12

dir. Bu 6teleme ylizeyi ile konvoliisyonunun sekilleri Sekil 4.4 de gosterilmistir.

S
":‘:’0‘0‘:’&:&\ GO A
IR SV AL, b
iy MO0 om0 et
0, o n:om.. W

il

g

)
{/
{/

Sekil 4.4. Oteleme yiizeyi ve konvoliisyonu 11

20



4.2. R3 deki Paraboloid ile Dénel Yizeylerin Konvoliisyonu

Tanmm 4.14. a(s) = (f1(s), f2(s),0) egrisinin z-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle bir

donel yiizey elde edilir. Bu ylizeyin parametrizasyonu

x(s,t) = (fi(s)cost, fi(s) sint, h(s)) (4.11)
dir (Gray, 1993).

N c R3 viizeyi (4.11) parametrizasyonu ile verilen bir donel yiizey olsun. Boylece, N

ylizevyinin normal vektori

n(s,t) = ys X ye = (=)' (s) cos t, = fi($)fz" ($)sint, —f1(s)f1'(s)) (4.12)

dir. Bovylece (4.12) ve (3.13) esitlikleri vardimiyla M * N konvollisyon vizevinin bir

parametrizasyonu

’ ’ I I "2
z(s,t) = (w cos t,wsin t,(fz—),2 (ccos?t + sin?t) + f2> (4.13)
2cf 2cf 4c(fi")

seklinde elde edilir. Aslinda M * N konvoliisyon viizeyi de bir cesit donel viizevdir.

Aciklama. Peternell ve Manhart 2003 vilinda vaptiklan calismada £; (s) = s 0zel durumu

g0z onidnde bulundurarak ¢ = 1 durumunda M * N konvoliisyon yiizey yamasinin donel

yiizey olmasi ile ilgili sartlar1 vermislerdir. Biz bu sonucu genelleyerek asagidaki sonucu

elde ettik.

Teorem 4.15. M ve N yiizeyleri sirastyla paraboloid ve donel ylizeyi olsun. O halde, c=1

icin M * N konvoliisyon yiizeyinin Gauss egriligi

(&2 +£) {02+ )" (D+£1) —(d7+f) (d+f1)"")
Kyon = 4.14
MxN (O+FD(D+f) )+ (P> +£)) (4.14)
dir. Burada,
'(s) _,
d()=-7=.f1 #0
2f,'(s)"*

reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur.
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Ispat. M = N konvoliisyon yiizeyinin tanjant vektorleri

zs = ((¢' + fi )cost, (' + f1)sint, 209" + f,")
z; = (—=($ + fr)sint, (b + fi)cost,0)

I. temel form katsayilari

A=<z5,2z;>= (' + i)’ + 2" + £,)?
B =<1z52z,>=0 (4.15)
C =<1z,z >= (¢ + f1)?

dir. Béylece M = N konvolisyon yizeyinin normali 7,y = zs X z; yardimiyla

sy = (=@ + 1) (@ + f2) cost, = (b + f1)(d* + f2)'sint, (b + f1)(d + f1))

elde edilir. Buradan 71,y (s, t) normal vektoriiniin s ve t parametrelerine gore tlrevleri

alinip (4.10) da yerine yazilirsa istenilen sonuca ulagilir []

Asagidaki sonucta a(s) egrisi birim hizli ve c=1 alinmistir.

Sonug 4.16. M ve N c R3 yiizeyleri sirasiyla paraboloid (c=1) ve donel ylizeyi olsun. O
halde, M * N konvolusyon yuzeyi duz ise bu taktirde

) (" +f2)' =0, veya

i) (P*+L)"(+A) - @+ L) (P+f) =0

dir.

Ispat. M = N konvoliisyon yiizeyinin diiz oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.14)

esitliginden

@*+ )P+ )"+ f1) —(@* + ) (d+f)"'}=0 (4.16)
bulunur. Béylece

D) (¢*+ f) =0, veya (4.17)
i) (P*+ )"0+ ) — (@ + L)+ )" =0 (4.18)

durumlarindan biri s6z konusudur. [
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Ornek 4.17. N c R3 donel ylizeyinin iireteg egrisi a(s) = (s, f>(s), 0) olsun. Bu taktirde
(4.17) esitliginin saglanmasi durumunda

fo(s) =bveya f,(s) = —s? + as + b,
dir. Burada a, b reel sabitlerdir. Bu yiizeyler ve bunlarin konvoliisyon yiizeylerinin

sekilleri agagidaki gibidir:

Sekil 4.6. f; = s, Ve f,(s) = —s? + 2s + 3 icin donel ylizey ve konvolisyonu

Ornek 4.18. N c R3 donel ylizeyinin iireteg egrisi a(s) = (s, f>(s), 0) olsun. Bu taktirde

(4.18) esitliginin saglanmasi durumunda
fo(s) = as + b veya f,(s) = —s? + as + b,

dir. Burada a, b reel sabitlerdir. Bu yiizeyler ve bunlarin konvoliisyon yiizeylerinin

sekilleri asagidaki gibidir.
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Sekil 4.7. f; = s, ve f,(s) = 2s + 3 icin donel yizey ve konvolusyonu

Ornek 4.19. N c R? yiizeyi

p(s)sins + p'(s)coss + tcoss
N:y(s,t) =| —p(s) coss + p'(s) sins + tsins (4.19)
z(s)

parametrizasyonu ile verilen bir konoid viizeyi olsun. Burada, p ve z reel degerli

diferansiyellenebilir fonksiyvonlardir. Boylece, N yiizeyinin normal vektori

n(s,t) = y; Xy, = (—=2'(s) sins, z'(s)coss, —t) (4.20)

dir. Boylece, N yizeyinin normal vektori

n(s,t) = y; Xy, = (—=2'(s) sins, z'(s)coss, —t)

dir. Sonuc olarak (4.20) ve (3.13) vardimiyla M * N konvoliisyon viizevi asagidaki

parametrizasyona sahip olacaktir;

2tp(s)-2z'(s)
/%sins +('(s)+1t) coss\|
2(s,t) = (z’(s)—thp(s))
2ct
(Z’(S)2

4ct?

coss+ (p'(s) +t)sins | (4.21)

) (csin?®s + cos?s) + z(s)

(Bkz, Peternel ve Manhart 2003). Burada p(s) = 0 fonksiyonunu sabit bir fonksiyon ve

k # 0 olmak lizere z(s) = ks olarak alimrsa; N viizevi asagidaki parametrizasyona sahip

olur;
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tcoss
N:y(s,t) = <t sin s) (4.22)
ks

bulunur. Béylece N viizeyi bir dik helikoid olacaktir. Helikoid yiizeyi minimal yiizey olup

Gauss egriligi

2

KN(S, t) = 3
(1 + k2t?)2

dir.

Avrica (4.21) esitligi ile verilen M * N konvolisyon viizeyi parametrizasyonu

£sin Ss+tcoss
2t
k .
Z(s,t) = 7, C0S s ttsins (4.23)
2
( i )(csinzs + cos?s) + ks/

4ct?

halini alir. Bu dik helikoid ile konvoliisyonunun sekilleri Sekil 4.8 de gOsterilmistir.

Sekil 4.8. Dik helikoid ve konvolisyonu
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5. TARTISMA ve SONUC

A ve B konveks kiimelerinin Minkowski toplami matematiksel morfoloji, bilgisayar

destekli geometrik tasarim ve bircok alanda uygulanmaktadir. Bu kiimelerin sinirlart M =

dA ve N = 0B sinirlar1 i¢in M * N konvolusyon yuzeyi tanimlanmaktadir. M yiizeyi i¢in
paraboloid N yiizeyi i¢in de genel bir yiizey segildiginde elde edilen konvollisyon yiizeyi
ile ilgili son zamanlarda oldukca 6nemli sonuglar1 elde edilmistir.

Bu calismada elde edilen sonuclari iki gurupta toplamak mumkiindiir. Birinci kisimda N

yizeyi Monge yamasi ile secilmistir. Bu vamanin 6zel bir hali oteleme viizeyidir.

Oteleme viizeyleri mimarlikta cati kaplama viizeyleri olarak bilinir. Calismanin énemli

sonuclarindan ilki paraboloid ile dteleme viizeyinin Gauss egriliginin hesaplanmasidir.

Bu viizevin diiz olmasi durumunda gerek ve veter kosullar elde edilmistir. Bu yiizeyler

ile ilgili bazi Ornekler verilmistir. Orneklerin bazilarinda M ve N viizeylerinin

konvolisyonlarinin egri vevya bir dogruva dejenere olduklar1 gosterilmistir.

Ikinci kisinma ise N viizeyi olarak donel viizey alinmistir. Elde edilen konvoliisyon

vizevlerinin Gauss egriligi hesaplanmistir. Bazi1 diiz olan donel viizevler 6rnek olarak

alinmis ve bunlarin paraboloid ile konvoliisyonlart hesaplanmis ve bunlarin grafikleri

¢cizilmistir.
Tum bu hesaplamalarda amac verilen ylzeylerin grafikleri ile bu yulzeylerin
konvoliisyonlarinin grafikleri zengin bir modelleme imkani sunmaktadir. Farkl ylizeyler

secildiginde geometrik tasarim olarak farkli modeller elde etmek miimkiin olacaktir.
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