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OZET

Yedi boliimden olusan bu ¢aligsmada lineer uzaylar ve kutupsal

uzaylar ele alinmistir.

Birinci béliimde ilerideki boliimlere hazirlik olmasi1 amaciyla bazi

temel kavramlar tanitilmistir.

Ikinci béliimde lineer uzaylarin genel 6zellikleri incelenip, lineer

uzay Ornekleri tizerinde durulmustur.

Ugiincii bdliimde D.R. Stinson’un belli sonlu lineer uzaylarin
yoklugunu arastirdigt “The non-existence of certain finite lineer spaces”

adli makalesi incelenmistir.

Dordincu bolimde L.M. Batten’in “The non-existence of finite

lineer spaces with 9=n and b=n’+n+2 lines” makalesi incelenmistir.

Besinci bolimde yine L.M. Batten’in “A characterization of finite
lineer spaces on 9 points, n* < 9< (n+1)?, and b=n’+n+3 lines n > 10”

makalesi incelenmistir.

Altinc1 boliimde Klaus Metsch’in “Proof of Dowling-Wilson

Konjecture” adli makalesi incelenmistir.

Yedinci bolimde ise kutupsal uzaylar tanitilip, konunun ortaya

¢ikisinin tarihgesi 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer uzay, kutupsal uzay, sonlu lineer uzay,

Dowling Wilson konjektorii, sonlu lineer uzaylarin karakterizasyonu.
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ABSTRACT

In this work which consist of seven sections, linear spaces and
polar spaces are examined.

In section one, some of the main concepts are introduced as a
preparation for the following sections.

In section two, general properties of linear spaces are exemined
and linear space examples are stressed upon.

In section three, the article : “The nonexistence of certain finite
linear space” , in which D.R. Stinson make a study of nonexistence of
certain finite linear space is examined.

In section four, L.M. Batten’s “The nonexistence of finite linear
space with 9=n” and b=n’+n+2 lines” article is examined.

In section five, another study of L.M. Batten is examined on “ A
characterization of finite lineer spaces on 9 points, n> < 9< (n+1)?, and
b=n’+n+3 lines n > 10”

In section six, the study of Klaus Metsch on “Proof of Dowling-
Wilson Konjecture” is examined.

And in section seven , the polar spaces are introduced and the
history of the subject is summerized.

Key words: Lineer space, polar space, finite lineer space, Dowling-
Wilson Konjecture, Characterization of finite lineer spaces



iii
ICINDEKILER

OZET

ABSTRACT
ICINDEKILER
SIMGELER DizZiNi

GIRIS

1. GENEL BILGILER

2. LINEER UZAYLARIN GENEL OZELLIKLERI

3. BELLI SONLU LINEER UZAYLARIN YOKLUGU

4.9 = n?> NOKTALI VE b=n* + n + 2 DOGRULU SONLU LiNEER
UZAYLARIN YOKLUGU

5.n210 ven®<9 < (nt1)’ OLMAK UZERE § NOKTALI VE
b=n>+n+3 DOGRULU SONLU LINEER UZAYLARIN
KARAKTERIZASYONU

6. DOWLING - WILSON KONJEKTORUNUN iSPATI

7. KUTUPSAL UZAYLAR
KAYNAKLAR

INDEKS

OZGECMIS

TESEKKUR

il
111

1v

13

21

32

38

50

54

56

57
58



v

SIMGELER DiZiNi

9 : Lineer uzaydaki toplam nokta sayisi.

b : Lineer uzaydaki toplam dogru sayisi.

9(d) :d dogrusu iizerindeki nokta sayisi1

b(N) : N noktasindan gecen dogru sayisi1

n(p,d): pgd olmak iizere, p noktasindan ge¢ip d dogrusunu kesmeyen
dogru sayisi

c(p,d): pegd olmak tlizere, p noktasindan ge¢ip d dogrusunu kesen dogru

sayisi



GIRIS

Lineer uzaylarin sonlu ve sonsuz elemanli sayilamayacak ¢oklukta
O0rneklerini lisans seviyesinde matematik konular1 i¢cinde kullaniyoruz.

Bunlarin 6nemli siniflarindan ikisi afin uzaylar ve projektif uzay-
lardir. Her iki konuda da gilinimiizde ¢ok yogun arastirmalar yapilmak-
tadir.

Biz bu calismanin ilk alt1i bolimiinde bazi lineer uzaylarin
yoklugunu inceleyecegiz. D.R. Stinson “The non-existence of certain
finite linear spaces” (Stinson 1983) makalesinde n*+1<9<n’+n+1
0zelligini saglayan 9 noktalt ve b dogrulu lineer uzaylar: incelemis ve
n < 3 olmas1 gerektigini gostermistir.

Lynn Margaret Batten “The nonexistence of finite linear spaces
with 9=n” points and b=n’+n+2 lines” (Batten 1993) makalesinde D.R
Stinsonun atladigi hal olan 9=n”> noktali ve b=n’+n+2 dogrulu sonlu
lineer uzaylarin yoklugunu incelemistir.

Yine Lynn Margaret Batten “A characterization of finite linear
spaces on 9 points, n’<9<(n+1)?, and b=n’+n+3 lines, n>10" (Batten
1993) isimli makalesinde 9 noktali ve b=n’+n+3 dogrulu sonlu lineer
uzaylarin karakterizasyonu iizerinde durmustur.

Klaus Metsch “Proof of the Dowling-Wilson Conjecture”
(Metsch) isimli yayinlanmamis bir ¢alismasinda bir p noktasindan gegen
dogrularin sayist b(p) olmak ilizere b<3+b(p)-2 sartini1 saglayan tim
lineer uzaylar1 siniflandirmistir.

Biz bu calismalar1 esas alip ispatlarin1 agarak gerekli yerlerde
aciklayic1 ornekler vererek konuyu bir biitin olarak incelemeye
calisacagiz.

Bu tezin son bdliimi kutupsal uzaylarin tanitimina ayrilmistir.
Kutupsal uzaylar konusu ilizerinde yogun arastirmalarin yapildig: ¢ok
yeni bir konudur.Ancak bu konuda da yapilan arastirmalar konunun
yeniligine ragmen biiylik hacimlere wulagsmistir.Burada verdiklerimiz

konunun ortaya ¢ikisinin tarihgesi ile sinirlidir.



1. GENEL BiLGIiLER

Asagidaki tanim ve teoremler i¢in Lynn Margaret Batten’in
“Combinatorics of finite geometries” adli kitab1 esas alinmistir.(Batten

1997)

Taniml1.1. : Asagidaki aksiyomlari saglayan bir U(N,D) uzayina bir
lineer uzay denir.
L1) Her dogrunun en az iki noktas1 vardir.

L2) Farkli iki noktadan bir dogru gecger.

Bir lineer uzayda 9 ve b harfleri sirasiyla [N | ve |D] yi belirtir.

Herhangi bir NeN noktasi ve deD dogrusu i¢in; b(N) ile N

noktasindan geg¢en dogru sayisi, 9(d) ile d dogrusu iizerindeki nokta

sayis1 belirtilir.

Tanim 1.2: Bir U(N, D) lineer uzayinda r tane dogru iizerindeki nokta r-

nokta, k tane noktadan gecen dogru k — dogru olarak adlandirilir.

Tanim 1.3: Ny < N ve D; < D olmak iizere bir Uy = (Ny, Dy) lineer

uzayina U = (N, D) lineer uzayinin bir alt uzay1 denir

Tanim 1.4: 3 = b ve bazi d dogrular1 i¢in 3(d)=9-1 6zelligindeki bir

lineer uzaya bir yaklasik demet denir.

Tanim 1.5: Asagidaki P1, P2 aksiyomlarini gergekleyen bir U(N, D)

lineer uzayina bir projektif diizlem denir.
P1) Herhangi iki dogru kesisir.
P2) Herhangi li¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Bir projektif diizlemde asagidaki onermeleri gergekleyen bir n,n>2

dogal sayis1 vardir. Bu sayiya projektif diizlemin mertebesi denir.



a) Her dogru lizerinde n+1 nokta vardir.
b) Her noktadan n+1 tane dogru geger.
¢) 9=n’ + n + 1 dir

d) b=n* + n + 1 dir

Tanim 1.6: Asagidaki Al, A2 aksiyomlarini ger¢ekleyen bir U(N, D)

lineer uzayina bir afin diizlem denir.

Al) Bir d dogrusunun disindaki bir noktadan gecen ve d yi

kesmeyen bir tek dogru vardir.
A2) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Tanim 1.7: Ortak noktalar1 bulunmayan iki dogruya paralel dogrular

denir.

Bir afin diizlemde asagidaki dnermeleri saglayan bir n, n>2

dogal sayis1 vardir. Bu sayiya afin diizlemin mertebesi denir.
a) Her dogru tlizerinde n tane nokta vardir.
b) Her noktadan n + 1 tane dogru gecger.
¢) b =n’ + n dir.
d) 9 =n? dir.

Tanim 1.8: Eger bir afin diizlemin bir paralel sinifindaki dogrularin bir
sonsuz noktasinda kesismesine izin veriliyorsa elde edilen yapiya

sonsuzdaki bir noktasi1 bulunan bir afin dizlem denir.



2. LINEER UZAYLARIN GENEL OZELLIKLERI

Asagidaki teorem (Metsch 1989,Fowler 1984) de ispatlanmistir.

Biz ispatinin bir taslagini verecegiz.

Teorem 2.1: q bir U lineer uzayinin bir noktast ve Ly, ........ L, q dan
gecen ve i € 1, ..., r i¢in |Li|] £ |L;] 0Ozelligine sahip dogrulari
gostersin.

1
ST 2 b

g=pel

esitligi  kurulur ve i<r, s;#1 seklindeki indislerin sayis1 w ile
gdsterilirse:

a) Eger i<r ise bu takdirde s;<1 dir. Esitligin geg¢erli olmasi
icin gerek ve yeter sart |Lj| = |L;| olmas1 ve tim peL; \ {q} noktalari
icin b(p) = |L;| olmasidir.

b) Eger w< r-2iseb>9 +w dir.

c) Eger w = r-1 ise bu takdirde b > S+r-2 dir. Eger w = r-1 ve

s; <1 ise bu takdirde b> 3 +r -1 dir.

Ispat: a) |s;| =1, |L;| =u+1 ve L; nin q dan farkli noktalari pi, p2, .. , Pu

olsun.

Si= —+— + ...... + 1= yazalim. Bu takdirde
ap & ay



a, > |L; -1 dir.
Vi i¢in |L;| < |L,| kabul edilirse

IR + X <1olur. O ylizden |Li| < |L;| olamaz. Tanim

a ap ay
geregi |Li|<|L;| oldugundan |L;| = |L,;| dir.

Sartin yeterliligi agiktir.

b) ve ¢) i<j<r i¢in s; <s; oldugu kabul edilmelidir. Bu takdirde
i=1, ..., w i¢in i<l ve 1= w+1l, ..., r-1 icin s;=1 dir. Eger w<r-2
ise w':=w+1 olarak alinsin. Eger w=r-1 ise bu takdirde w':= w+1 olarak
eger ;<1 ve s;>1 ise w':=w olarak alinsin.O zaman sy <1 olur. L den p
noktast ve 1 =1, ....... , w' olmak lizere L; dogrular1 ¢ikarilarak bulunan
D geometrik yapisinin iizerinde olma matrisini A ile godsterelim ki bu
bir (9-1)x(b-w') matrisdir. A".A matrisinin regiiler oldugu kontrol
edilirse buradan A nin rankinin en az 3-1 oldugu ¢ikar ki bu b-w' > 9-1

olmasin1 gerektirir.

Sonuc¢ 2.2 (Metsch 1989) Bir lineer uzayin b<3+b(q)-2 olacak sekilde
bir q noktasina sahip oldugu ve her p#q icin b(p)=|pq| oldugu
farzedilsin. Bu takdirde q nun iizerinde oldugu 6yle bir L dogrusu vardir

ki L-{q} nun her noktasinin derecesi |L| dir.

Ornek 2.1: Teorem 2.1 in iddialarin1 sirasiyla asagidaki orneklerle

canlandirabiliriz:
a) q dan gegen dogrular L= {q,4,5}
L, = {q,1,2,3} olarak alinirsa. r = 2 ve
q 1 2 3
|ILi| < |L,| dir.
1 1 1 1.1 2
4 § = z = + =—+-==o0larak
o b(p)-1 -1 -1 3 3 3
5

bulunur.1 <2 ve s;# 1 oldugundan

w=1 dir.



Diger yandan asagidaki lineer uzayi ele alirsak q noktasindan gegen

dogrular

L,={q, 3, 4} ve L,={q,1,2}, |L,| = |L,|=3 tiir.
1 > . 1= 2, b(pl)—l:b(3;—1+b(41)—1:%+%_

q#pel|

’ L:\ {q} nun noktalar1 3 ve 4 i¢in
4 r3= rgq =|L;| dir.
b) Asagidaki lineer uzay:r ele alalim. | L] = |Lz|] = |L3| oldugundan
i=1,2,3

icin si = 1, r=3 dir. O yiizden w=0 dir.

w<r-2 0<3-2 0<1 yaniw Z<r-2 sarti

Ly Ly saglanir. O halde b=3 9 = 3 w=0 oldugundan

b>3+w 323+0, 323 yani b>9 +w

L3 olur.

Diger bir 6rnek olarak asagidaki lineer uzayi ele alalim.q dan gegen

dogrular
Li={q,5} Ly = {q, 1,2} L3 ={q, 3,4}
q 1 2 |Li|< |Ly|=|Ls3| ve s; = b(si_fﬁ:% dir. O
. halde w =1 dir.
1<3-2=1<1 w<r-2 olur
4

7 > 6+1 oldugundan b > S+ w sarti

saglanir.



¢) i) Asagidaki lineer uzayi ele alalim q dan geg¢en dogrular

Li={q,1} L2={q,2}
L; = {q, 4,3} dir.
|ILi| = |L2| < |L3| olur. r=3

_ 1 1 1
S1 = =7 S2 = =

1 oldugundan
b1 2

w=2 yani w =r-1 dir. Bu takdirde b = 6
9 =5, r=3 igin 6> 5+3-2 yani 6 = 6
oldugundan b > § + r -2 sarti saglanir.

Zaten b> 3+r-1 yani 6 >5+3-1 degildir.

ii) Asagidaki lineer uzay1 ele alirsak q dan gegen dogrular L; = {q,1}

q

Ls

5

2

L, |2

La

L2 = {qaz}a L3 = {q93} L4 = {qo 4}

Ls=1{q,5,6,7} dir. r=5

1
S1 = 82 = 83 = s4=— oldugundan w = 4 diir.

1 1 1

Ustelik S5 = + +
b(5)—1 b6) -1 1(7)-1

Bu takdirde b=18 3=8 r=5
oldugundan 18>8 +5 -1 18 > 12 dir.

Yani b> 3 +r—1 sarti saglanir

Uyari: Eger b=3+ b(q) —1 ise sonug 2.2 gecerli degildir.Kisim 6.2 de bu

esitligi saglamayan lineer uzay Ornekleri Tipl basit genisleme olarak

tanitacagiz.

Lemma 2.3: (Transfer Lemma): p nin bir lineer uzayin iki H ve K

dogrusunun disinda bir nokta oldugu farzedilsin. Eger p H yi kesen ve K
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yi kesmeyen s tane dogrunun iizerinde ise bu taktirde p K yi kesen H yi
kesmeyen s + |K| -|H| dogrunun {izerindedir.
ispat: Hem K y1 hem H yi kesen dogru sayis1 a olsun.

H yi kesip K yi kesmeyen dogru sayist = |H| - a = s olmak iizere
K yi kesip H yi kesmeyen dogru sayist = |K| - a olur.

K| - a=|K]| - (|H| -s)=s+|K|-]|H| dir.
Ornek 2.3: Sekil 2.7 de bulunan lineer uzay1 ele alip H = {3, 4, 5 }
K={2,5,6}
olarak alalim.
H yi kesip K yi kesmeyen dogru

sayist s =1 dir.

1 noktasindan geg¢en ve H yi kesip K yi kesmeyen dogrularin
sayisi
s=1, |K|=3, [|H|=3

s+ |K|-|H = 1+3-3=1 dir. Ger¢ektende bu 1 noktasindan

gecen K yi kesen ve H yi kesmeyen dogru sayisidir.

Lemma 2.4: L,, L, ve L3 bir lineer uzayda ayni k dereceli paralel
olmayan ii¢ dogru olsun. Ayrica L; n L3 noktasinin derecesi k olsun.
Eger L,, L, ye paralel olan s tane dogruyu kesiyorsa bu takdirde L;, L3 e

paralel olan (en az) s dogruyu keser.

ispat : 1. DURUM: L, L,, L; dogrulart noktadas olmasin



L1 Lo

X 22 L3 YiC %k

L,in Ly n L, ve Ly n L3 den farkli herhangi bir p noktasindan
gecen ve L, ye paralel olan dogru sayisi b(p)-k dir ki bu say1r p den
gecip L3 e paralel olan dogru sayisi1 ile aynidir. Ciinkii p den gegen L, yi
kesen dogru sayist |L|=k dir.O da L; i kesen dogru sayisidir. L; n Lj
noktasindan hipotez geregi k tane dogru ge¢mektedir. Bu noktay:r L, nin
noktalarina birlestiren dogru sayisi da k oldugundan L; n L3 noktasindan
gecen ve L, ye paralel olan hig¢bir dogru yoktur. Ancak L; mn L,
noktasindan gecip L3 e paralel olan dogru var olabilir. Bu yiizden L;, L;

e paralel olan en az s tane dogru keser.

2.DURUM: L, L, , L3 dogrular1 bir q noktasinda kesissin.q noktasindan

gecipte
L, ye veya L3 e paralel olan dogru
q yoktur. L; in geri kalan her p
noktasindan L, ye paralel olan
L1 Ls b(p)-k tane dogru s6z konusudur.
D L2

Ayni say1 L3 icinde gegerlidir.bu
dogrularin L; tarafindan kesildigi
aciktir.Dolayisiyla L; in kestigi L,
ye paralel dogru sayisi ile L3 e

paralel dogru sayis1 esittir.

Teorem 2.5: (Metsch 1989) N bir lineer uzayin derecesi n ile gosterilen
bir dogrusu olsun. N nin kesisen iki dogru olan L; ve L, dogrularina
paralel oldugu ve di=n+1-|Li| oldugu kabul edilsin.

Eger s:= z ( b(p)-n-1) ise bu takdirde d;.d, = n-s dir.

peN
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Ispat :

m : N ye paralel dogru sayisi
e : N ye paralel ve L; veya L, yi kesen dogru sayis1
f: L, ve L, ye paralel dogru sayis1 olsun.
N, L; ve L, ye paralel oldugundan
m-e < f-1 yazabiliriz. (1.)
Lineer uzayin toplam dogru sayist b olsun. N yi kesen dogru

sayisi z b(p)-1 dir. O halde N ye paralel dogru sayisi1
peN

m =b-1- % b(p)-1

peN

m=b-1-[(Y b(p)-1)+n’n’]

peN

m=b-1- [} (b(p)-n-1)+n’]

peN
m = b-1 — n*-s dir. (I1.)

L; ve L, nin kesisme noktasini q olarak alalim. q nun derecesini n
+ 1+ x ile gosterelim ve si= > (b(p)-n-1) diyelim.
q#peLj
q dan gecen n+l1 + x dogru vardir, L; lizerindeki q dan farkl
nokta sayist n-d; dir. Bunlarin herbiri N {izerindeki n nokta ile

birleseceginden (n-d;) n tane dogru hem L; i hem N yi keser.
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(n-dy)n

L, in q dan farkli belli bir p noktasindan gegen ve N ye paralel
olan L, den farkli dogrularin sayis1 b(p)— n—1 dir. O halde L; tizerindeki
tim p noktalari i¢in s; = Z b(p) — n — 1 dir.

q#pely
O halde L, e paralel dogrularin sayisi1
b — (n+1+x) — (n-d;) n — s, dir. (I11.)

L, ve L, yi kesen dogrularin sayis1 b(q) + (n-d;) (n-d;) dir. L, nin

kestigi toplam dogru sayisi Z b(p) —1 dir.
pel)

L, ve L, ye paralel dogru sayis1 f yi hesaplarsak:

si= 3 b(p)-n-1=(n-d) (-n) + ¥ b(p) -1

q#peL; q#peL;

> b(p) - 1=si+ n’ — nd; bulunur.

g#peL,

f=b- % [b(p)-11- D [b(p)-1]-b(q)+ (n-di) (n-d2)  (IV.)

q#pely q#pelrp
f=b— (s;+n’-n d|) — (s2+n*-ndz) — b(q) + (n-d;) (n-d,)
f:b—Sl—l’lz—Sz—l’l—l—X‘f'dl.dz

son olarak q N ye paralel x+1 dogru iizerinde oldugundan ve N ye paralel

olup Liyi q dan farkli bir noktada kesen dogru sayisi s; oldugundan
e <x+1 + s+ s, (V)
m-e < f-1

m-e+1 < f



12

b-1-s-n%-x-1-s,-s,+1 < b-s;-sy-n*-n-1-x+d;.d,
gerekli kisaltmalar yapilirsa
-s<-n+ d;.d; bulunur.bu son istenilen sonu¢ olan

n-s< d;.d; elde edilir.
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3. BELLi SONLU LINEER UZAYLARIN YOKLUGU

Sonlu bir (N,D) lineer uzayinin toplam nokta sayis1 3 ile toplam
dogru sayis1 b arasindaki baginti esas inceleme konularindan birisidir.
1948 de de Bruijn ve Erdoés 9 < b oldugunu ve 9=b iken uzayin ya bir
yaklasik demet ya da bir projektif diizlem olacagini ispat etti.

D.R Stinson 1982 de n > 3 i¢in n’+1 < 9 < n*+n+1 olacak sekilde
bir yaklasik lineer uzayin, bir istisna disinda var olamayacagini gdsterdi.
Bu boliimde ad1 gegen calismayi, bir kisim 6nermelerin ispatlarini
ekledigimizi goz ard1 edersek, oldugu gibi veriyoruz.

Esas teoremin ispatindan once (r,1)- dizaynlar ile ilgili bazi

hazirlik tanimlarini veriyoruz

Tanim 3.1: Bir (r,1)- dizayn asagidaki sartlart saglayan bir (N, D)
ikilisidir.

(1) N sonlu bir nokta kiimesidir

(2) D N’nin blok ad1 verilen 6zel alt kiimelerinin bir ailesidir.
Oyle ki her nokta r blokta kapsanir ve her bir sirali olmayan nokta ikilisi
bir tek blokta bulunur. (kardinalitesi 1 olan bloklara izin verilir ve

bunlar tekrarlanabilir.

Tanim 3.2: Bir (N, D) (r,1)- dizaynda, P N in bir parcalanis1 olmak

tizere PcD bloklarinin bir alt kiimesine bir paralel sinif denir.

Lemma 3.1: n> + n+1 bloklu bir (n+1, 1)- dizaynda uzunlugu k olan bir
B blogu n’- n(k-1) bloktan ayriktir. B de olmayan her nokta tam olarak
bu bloklarin n-k+1 tanesinde kapsanir.

Ispat: B blogundaki her noktadan B’den farkli n blok gecer. Boylece
B’yi kesen kendisi dahil n.k+1 blok bulunur. B ile ayrik blok sayis1

n” +n+1-(n.k+1)=n’*-n(k-1) olur.B de kapsanmayan bir noktadan B’yi ke-

sen k tane blok gecgecegi i¢in bu noktadan B ile ayrik n+1-k blok gecger.
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Lemma 3.2: n” + n+1 bloklu bir (n+1, 1)- dizaynda k,=|B,| ve k,=|B,|
olmak tizere iki ayrik B; ve B, blogunun her ikisinden ayrik blok sayisi
(n-k;) (n-kpy) + n-1 dir.
Ispat: B;’i k;.n ve B,’yi ky.n blok keser. Bunlardan k; k, tanesi hem
B,’i hem de B,’yi keser. Dolayisiyla B; veya B;’yi kesen (kendileri
dahil) k;.n+k,.n+2-k;.k, blok vardir. B; ve B;’nin her ikisinden ayrik
blok sayis1 bu sebeple n? + n+1-k;.n-k,.n+tk;.k,-2= (n-k;)(n-ky)+n-1 dir.

Lemma 3.3: n+1 biiyiikliigiinde bir bloga sahip bir (n+1, 1)- dizayn tam
olarak n’?+ n+1 bloga sahiptir.

Ispat: (n+1, n)- dizaynda B, n+1 biiyiikliigiinde bir blok olsun. B;’in
her noktasindan B;’den farkli n tane blok gectiginden B, ile ayrik
olmayan (B; dahil)

(n+1).n+1=n’> + n+1 blok vardir. Eger B, den ayrik ve k > 2 noktal1 bir
B, blogu var olsayd1 B, veya B,’yi kesen blok sayis1 (n+1).n+k.n-
(n+1)k= n’+n-k olacakt: ki bu B;’i kesen blok sayisi olan n’+n den
kiiciik olacakti. Bu asikar bir ¢eliski oldugundan B, ile ayrik herhangi bir
B, blok yoktur. Dolayisiyla dizayndaki toplam blok sayisi n®+ n+1 dir.

Simdi lineer uzaylar ile ilgili asil incelememize geg¢iyoruz.

Lemma 3.4: Eger bir sonlu lineer uzay k uzunluklu bir dogruya sahip ise
bu taktirde b > 1+k* [(9-k) / (9-1)] dir.
Ispat: (Stanton , Kalbfkeisch 1972, Stanton ve ark.1980)

Lemma 3.5: n > 3, n’+1 <9 <n’+ n+l olmak iizere 9 noktali bir
sonlu lineer uzayda n+2 < k < 9-2 olmak sart1 ile, k noktal1 bir dogru
varsa, bu takdirde b > n®+ n+2 dir.
ispat: Lemma 3.4 uygulansin f(k,v) = 1+k* [(9-k) / (9-1)]olarak
tanimlarsin. Bu taktirde f sabit S i¢in k’nin bir fonksiyonu olarak [2,9-1]
aralig1 iizerinde ve tinimodaldir.

Bu yilizden b > min{f(n+2,9), f(9-2, 9)} dir. Ayrica sabit k sabit

icin f 9’°nin aratan bir fonksiyonudur ve f(3-2, § ) 3 ’nin artan bir
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fonksiyonudur. Bu yiizden b > min{f(n+2, n*+1), f(n*-1, n*+1)} dir.
Simdi n > 3 i¢in f(n+2, n’+1) =n’+n+2+(2n°- 2n’- 8n- 4 ) / n* < n’+n +2
dir.
Ayni zamanda n > 3 i¢in, f(n’-1, n*+1) = n*+n+2+(n*-n’- 5n°+2) /
n’ n*+n+2’dir.
Bir sonlu lineer uzayda bir noktanin derecesi iizerinde bulundugu

dogru sayisidir.

Lemma 3.6: Eger F , n > 3, n’+1 <9 <n’?+ n+l ve b= n’+n+2
O0zelliginde bir sonlu lineer uzay ise bu taktirde asagidakilerden biri
gecerlidir:

(1) her bir noktanin derecesi en az n+1’dir.

(2) 9= n’+1 dir, bir nokta herbirinin uzunlugu n+1 olan n tane
dogru lizerindedir, ve diger tiim noktalarin derecesi en az n+1
dir.

Ispat: x herhangi bir nokta olsun ve x in derecesinin en ¢ok n oldugu
kabul edilsin.

Birinci olarak 9> n’+2 oldugu farzedilsin. Sonra x den gegen
dogrularin ortalama uzunlugu en azindan 1+[(n*+1)/n]= n+2’ dir. Eger en
uzun dogrunun uzunlugu 9-1 ise bu taktirde uzay bir yaklasik demet ve
b= 9°dir ki bu celiskidir. Obiir tiirlii lemma3.5 celiski verir.

Eger 9= n’+2 ise 6nceki gibi bir ¢eliski buluruz. Ancak x in
derecesi n ve x den gec¢en her tiirlii dogrunun uzunlugu n+1 harig. O
zaman diger dogrularin hi¢gbirinin uzunlugu n yi ge¢mez, boylece 6teki

noktalarin derecesi en az 1+(9-n-1) / (n-1)= n+1 dir.

Lemma 3.7: Eger n°+1 < 9 < n’+ n+1 sartin1 saglayan bir sonlu lineer
uzay 3 noktali olup hi¢bir dogrunun uzunlugu n yi ge¢gmiyorsa

b > n’*+2n+2 dir. Bu yizden b > [((nt2)8)/ n] > n*+2n+2 dir.

Ispat: Her noktanin derecesi en az [(9-1) / (n-1)] > n+2 dir.

Sonuc 3.8 Eger bir sonlu lineer uzayda n’+1 < 9 < n’+ n+1 ve b=

n’+n+2 (n>3)ise bu taktirde en uzun dogrunun uzunlugu n+1 olur.
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Ispat: Lemma 3.5 ve lemma 3.7 den ¢ikar.
Esas neticemizin ispat lemma 3.6 nin muhtemel iki sonucu ile

belirlenen iki parcaya ayrilmistir.

Lemma 3.9: Bir sonlu lineer uzayin asagidaki sartlar1 saglayacagi
farzedilsin.

(1) n*+1 < 9 <n’+ n+l (n > 3),

(2) b= n’*+n+2

(3) Her noktanin derecesi en az n+1 dir. Bu taktirde n+1

uzunlugundaki bir dogrunun iizerindeki her noktanin derecesi n+1

dir.
Ispat: ¢ uzunlugu n+1 olan bir dogru olsun. x € ¢ noktasinin derecesinin
n+2 oldugu farzedilsin. Bu taktirde £ yi kesen (£ dahil) dogrularin sayisi1
en az 1+n+1+n.n= n*+n+2 dir. Béylece x in derecesi tam olarak n+2 olup
diger tiim noktalar n+1 derecelidir ve tim dogrular £ yi keser.
Durum (i): x in sonlu lineer uzaydaki n+2 dereceli tek nokta oldugu
farzedilsin. O zaman x i ¢ikarip 9> n” noktali ve b= n*+n+2 bloklu bir
(n+1,1)- dizayn elde ederiz. Eger uzunlugu n+1 olan bir B blogu varsa
bu taktirde b'= n*+n+1 dir. (Lemma 3.3)

Bu yilizden en uzun blogun uzunlugu n dir. Herhangi bir noktadan
gegen bir blogun ortalama uzunlugu 1+( 9'-1) / (n-1) > n dir. Bu yiizden
9 =n” ve diger tiim dogrularin uzunlugu n dir. Bu (n+1,1)- dizayn
mertebesi n olan bir afin diizlem olmak zorundadir. Her paralel sinifta
n+1 blok vardir. Boylece n+2 dereceli bir x noktast eklemenin hi¢bir
yolu yoktur, bir ¢eliskidir.

Durum (ii): Derecesi n+2 olan en az bir y¢ { noktasinin varoldugu kabul
edilsin. y den gegen ve £ yi kesen n+1 dogru vardir. Boylece y den gecen
€ ile ayrik bir dogru var olur, ¢eliskidir.

Ne (i) ne de (i1) miimkiin olmadigindan istenen sonuc¢ elde edilmis

olur.
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Lemma 3.10: Lemma 3.9 un sartin1 saglayan bir sonlu lineer uzay var
olsun. bu taktirde her noktanin derecesi ya n+1 yada n+2 dir. n+2
dereceli noktalarin kiimeleri sonlu lineer uzayda bir dogrudur.
Ispat: Birinci olarak derecesi n+2 olan en az bir nokta varolmak
zorundadir. Aksi halde (n+1,1)- dizayn bulunur ve b= n’+n+1 olur
(Lemma 3.3)

x derecesi n+2 olan bir nokta olsun ve ¢ uzunlugu n+1 olan
herhangi bir dogru olsun. Lemma 3.9 geregi x ¢ € dir. x i kapsayan £ ile
ayrik en az bir n dogrusu vardir. £ yi kesen n*+n+1 dogru vardir.(€ dahil)
n’+n+2 tane dogru saymis olduk ki bu dogrularin toplam sayisidir. Bu
ylizden x in derecesi (tam olarak) n+2 dir.

Simdi, eger y m nin ilizerindeki herhangi bir nokta ise y yi £ ye
birlestiren n+1 dogru vardir, dolayisiyla y nin derecesi n+2 dir. Geriye
n+2 dereceli her noktanin n lizerinde oldugunu gostermek kaldi. z nin m
tizerinde olmayan n+2 dereceli bir nokta oldugu farzedilsin. Bu durumda
z yi kapsayan ve ( ile ayrik olan bir m" dogrusu vardir. Bu ¢ok biyiik
sayida dogru tretir ki n*+n+1 tane dogru € yi m yi ve m’ yii keser. Bu

yiizden n+2 dereceli noktalarin kiimesi kesinlikle m dir.

Lemma 3.11: Lemma 3.9 un hipotezlerini saglayan hig¢bir sonlu lineer
uzay yoktur.
Ispat: F nin boyle bir sonlu lineer uzay oldugu farzedilsin. F den m
dogrusu (Lemma 3.10 da belirlenen) ve onun tiim noktalar1 ¢ikarilsin.
Eger m nin uzunlugu k ise n’-1-k noktali ve n’+n+1 bloklu bir
G(n+1,1)- dizayn elde edilir. m nin her bir noktasi1 bir P; paralel sinifi
ortaya ¢ikarir. (1 < i < k).Bu P; ler asikar olarak ayriktir. Ustelik m
tizerindeki hi¢bir nokta (F de) biiyiikliiglii n yi asan bir dogru ilizerinde
degildir, dolayisiyla P; lerdeki tiim bloklar en ¢ok n-1 uzunlukludur.

Biz 9= (n-2)(n+1)+n-k+3 e sahibiz. Bu yiizden biiyiikliigii n+1 olan
herhangi bir P paralel sinifi, ki uzunlugu n-1 i asan hig¢bir blok
kapsamaz, uzunlugu n-1 olan en az n-k+3 blok ve uzunlugu n-1 den

kiigiik olan en ¢ok k-2 blok kapsar.



18
B € P; uzunlugu n-1 olan bir blok olsun. B den ayrik 2.n blok
vardir ve bunlarin n tanesi P; dedir. Geri kalan n sayidaki B den ayrik
bloklar ile B biiyiikliigii n+1 olan bir paralel sinif olusturur.( Lemma3.1).
Simdi, B her P; nin (2 <1 < k) n-1 blogunu keser, dolayisiyla | PNPi|=2,
2 <1<k dir. P nin uzunlugu n olan bir B; blogu kapsadig1 farzedilsin. O

k
zaman BleUPiolur. Bu yiizden B; P; nin; diyelim n blogunu keser,
i=2

dolayisiyla |P N Py | = 1 bir ¢eliskidir.
Bu sebeple P uzunlugu n-1 i asan higbir blok kapsamaz. Bu yilizden
P uzunlugu n-1 den farkli olan en ¢ok k-2 blok kapsar. Bundan dolay1
k
Pm(UPi) deki 2k-1 blokta en az k tane n-1 uzunluklu blok vardir. Bu
i=2
yuzden P ve P, uzunlugu n-1 olan iki ortak bloga, diyelim ki B, ve B3,

sahip olacak sekilde bir ip (2 < i, < k ) vardir. Simdi B, ve Bj karsilikli
PUP, 1n en az 2n-2 blogundan ayriktir, n = 3 oldugundan bu Lemma 3.2
ile ¢elisir.

Simdi esas neticemizin ispatinin ikinci kismin1 ele aliyoruz.
Tanim 3.3: x bir sonlu lineer uzaydaki bir nokta olsun. j > 2 olmak iizere

uzunlugu j olan tam olarak i,dogru bulunuyorsa x 2235 .. dogru

dagilimina sahiptir denir.

Asagidaki Onermenin ispati basit hesaplamalarla ¢ikarilabilir.

Lemma 3.12: {; ve {; nin bir sonlu lineer uzayda kesisen uzunluklari
(sirasiyla) k; ve k, olan iki dogru olsun. Bu taktirde €, veya £; yi (£; ve

£, dahil ) kesen dogru sayis1 (£; ve {, dahil )
er—klkz +1 dir.

xeljuly

Lemma 3.13: F nin 9 = n’+1 ve b= n*+n+2 &zelliginde bir sonlu lineer
uzay oldugu ve bir o noktasinin (n+1)" dogru dagilimina sahip oldugu

(ve bundan dolayr diger tiim noktalarin derecesinin en az n+1 oldugu)
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farzedilsin. O zaman uzunlugu k < n-1 olan bir m dogrusu vardir.
Ustelik m nin iizerindeki her noktanin derecesi en az n+2 dir ve uzunlugu
en ¢ok n-1 olan en az iki dogrunun iizerindedir.

ispat: Bir x noktasinin (n+1)'.n" dogru dagilimina sahip olmasi igin
gerek ve yeter sartin ry= n+1 olmas1 gerektigine dikkat ediniz. Eger tim
bloklar n veya n+1 uzunluguna sahip ise o zaman b= n+(n’.n) / n= n’+n
celiskisine varilir. Boylece uzunlugu k < n-1 olan bir m dogrusu vardir.
Li,..... , Ln o ve kapsayan dogrular olsun. m nin £{,..... , Lx kestigini
farzetmeliyiz. x em olsun. x 1 £, ye birlestiren n+1 dogru vardir.
Dolaysiyla x in derecesi > n+2 dir. son olarak x den ge¢cen m disindaki
dogrularin ortalama uzunlugunu hesaplarsak en az 1+(9-k) / (n+1)= n-(k-
1) / (n+1) < n olmalidir. Bu yilizden x uzunlugu n den az olan en az iki
dogrunun iizerindedir. x m nin keyfi bir noktasi1 oldugundan ispat

tamamlanmis olur.

Lemma 3.14:F nin 9= n’+1 ve b= n’+n+2 ozelliginde bir sonlu lineer
uzay oldugu bir « noktasinin (n+1)" dogru dagilimina sahip oldugu
farzedilsin. O zaman F kesin olarak 10 noktaya sahiptir.
Ispat: Lemma 3.13 iin ispatindaki €; ve m dogrularini diisiiniiniiz.
Lemma 3.12 geregince bu iki dogru tarafindan kesisen dogru sayisi en az
n+(n-1)(n+1)+k(n+2)-k(n+1)+1= n*+n +k dir.

b= n’+n+2 ve k > 2 oldugundan k= 2 elde ederiz. m= {x,y}, x €
i,y € b, olsun. ry= ry= n+2, r,=nvetim z € {;/ {oo, x} noktalar
i¢in r, n+1 olmak zorundadir.

Tim dogrularinin uzunlugunun 2, n veya n+1 oldugunu dolayisiyla
x in dogru dagiliminin bazi i ve j ler i¢in 2'.n’ (n+1) ve i+j (n-1)+n= n?
esitliklerine sahibiz. Bu yiizden i= (n-1) / (n-2) bir tamsayidir,
dolayisiyla n= 3 ve 3= 10 dur. [J

Lemma 3.15: 3= 10 ve b= 14 6zelliginde bir sonlu lineer uzay vardir.
Ispat: = mertebesi 3 olan bir projektif diizlem olsun.{ bir dogru ve

xeolsun.
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n den € yi ve £/ {x} in tiim noktalarini1 ¢ikararak v= 10 noktal1 ve b=12
dogrulu bir sonlu lineer uzay kurulsun. Bu sonlu lineer uzayda herhangi
bir {a,b,c} dogrusu {a,b}, {a,c} ve {b,c} seklinde li¢ dogru olarak
yeniden olusturulsun.Boylece elde edilen uzay istenen 6zelliklere sahip
sonlu line er uzay olur.

9= 10 noktalt ve b=14 dogrulu tiim sonlu lineer uzaylarin bu
yolla insa edilebilecegine dikkat ediniz. Bu Lemma 3.14 iin ispatindan
kolayca goriilebilir.

Buraya kadar esas teoremin tiim pargalar1 ispat edilmis oldu. Ozet

olarak

Teorem 3.16: (n°+1 < 9 <n?+ n+1 ve n > 3) olmak iizere 9 noktali ve
b= n’+n+2 dogrulu tek sonlu lineer uzayda 9= 10 ve b= 14 diir.

Ispat: Lemma 3.6, Lemma 3.11 ve Lemma 3.14 ten ¢ikar. [J
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4.9 =n* NOKTALI VEb=n?>+n+2 DOGRULU SONLU LINEER
UZAYLARIN YOKLUGU

Simdide Lynn Margaret Batten’in 9 = n” noktali b = n®> + n + 2
dogrulu bir sonlu lineer uzay icin n < 4 oldugunu gosteren ve boyle
uzaylarin tiimini belirleyen makalesini ele alacagiz. Stinson bundan
onceki kisimda verdigimiz makalesinde n’<9<b=n’+n+2 o&zelligini
saglayan 3 noktali ve b dogrulu sonlu lineer uzaylari incelemis ve bunun
icin n < 3 olmas1 gerektigini géstermistir. (n < 3 i¢in yukaridaki sartlari

saglayan lineer uzaylar kolayca bulunur)
Bu makalede Stinson’un unuttugu 9 = n® durumu incelenmektedir.

1970 lerin baglarinda de Witte 6limiine kadar basilmamis olan bir
miisveddesinde b < n” + n+1 olmasi1 i¢in gerek ve yeter sartin U nun bir
yaklasik demet olmasi veya n mertebeli bir projektif diizleme
gomiilebilmesi oldugunu ispatlamistir. Bu 1982 de Stinson tarafindan

tekrar ispatlanmistir.

1983 de Stinson yukarida belirtildigi gibi b= n* + n + 2 durumunu
ele almistir. Herhangi bir lineer uzayda 9 < b oldugundan
(deBrujin,Erdos 1948), Stinson tarafindan diisiniilmeyen tek bir durum
vardir 9 = n” ve b =n” + n + 2. 1993 te Batten’in bu durumu inceledigi

makalesinde ulastigi sonu¢ asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.1: n > 1 olmak iizere U, 9 = n? noktali ve b=n’ + n+2 dogrulu
bir sonlu lineer uzay olsun. Bu durumda n < 4 diir ve U asagidakilerden
birisidir.

1) Kesisen 7 noktali ve 3 noktal1 iki dogrusu bulunan 9 noktali ve

14 dogrulu tek lineer uzaydir. Diger tiim dogrularin ikiser noktas: vardir.

(n=3)

ii) U, ya bir dogrusu tiim noktalariyla birlikte ¢ikarilmis ancak 2-
dogrularla birlestirilmis sonsuzdaki ii¢ nokta eklenmis n=3 mertebeli bir

afin diizlemdir.Veya U bir dogrusu biri hari¢ tim noktalariyla
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cikarilmis,¢ikarilan dogruya eslenmeyen ve 2-dogrularla birlestirilen

sonsuzdaki ii¢ nokta eklenmis n=4 mertebeli bir afin diizlemdir.

iii): 1ki 4-dogru ve bir 3-dogru iizerinde bir tek 3-nokta ve tam
olarak her biri 3-noktadan geg¢en birer dogru iizerinde olan ve
birbirlerine iki noktali dogrularla baglanmis ii¢ tane 5-noktasi bulunan
ve diger tiim noktalar1 4-nokta olan 9 nokta ve 14 dogrudan olusan tek

lineer uzay. (n=3)

iv) U¢ tane 5- dogrusu ve bir tane 4-dogru iizerinde bir tek 4-
noktasi, her  biri 5-dogrular iizerinde olan ve birbirine 2-noktal:
dogrularla baglanmis tam olarak li¢ tane 6-noktasi bulunan diger tiim
noktalart 5-noktalar olan 16 nokta ve 22 dogrudan olusan tek lineer uzay.

(n=4)

Bu siklarda geg¢en uzaylara siraya riayet ederek birer Ornek

veriyoruz. Ayrica son seklin lizerinde olma bagintisini ¢iziyoruz.

Ornek 4.1:

i)
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iv deki lineer uzayin iizerinde olma tablosu asagidaki gibidir:

25

dy|dy|ds|ds|ds|de|ds|dg|de|dio|dis|di2|di3|dia|dis|die|di7|dis|dio|dao|dai|da2
11|11
1 1 1 1 |1
1 1 11 1 |1
1 1 1 I |1
1 1 1 1 |1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 |1
1 1 1 1 1
1 1 I |1 1 |1
1 1 1 I |1
1 1 1 I |1
1 1 1 1 1
1 1 I |1 1
1 1 |1 1 1
(11|11
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Teorem 4.1 in ispatinda kullanilacak olan ii¢ 6nermeyi ispatsiz

olarak veriyoruz.

Teo. 4.2. (deWitte,Stinson 1982) U, n’> < 9 < (n+1)? noktali yaklasik
demet olmayan bir sonlu lineer uzay olsun. Bu takdirde U nun n
mertebeli bir projektif diizleme gdmiilebilmesi i¢cin gerek ve yeter sart

b<n’®+n+1 olmasidir.
Lemma 4.1. X, 3(/) (3(4)-1) = S(9-1)

Bu nokta c¢iftlerini iki ydnden ele alan basit bir hesaplama

tartigmasidir.
Lemma 4.2. X, b(p) (b(p)-1) < b(b-1)

Bu da dogru ¢iftlerini iki yonden ele alan basit bir hesaplamadir.
Teorem 4.1. in ispat1

Bir p noktast i¢in, b-3 < b(p)-2 ise bu taktirde n+t4 < b(p) dir.
Metsch teoremini (Teo 4.2) uygulariz. (a) ve (b) durumlarinda nokta ve
dogru sayist esittir ki calismamizi ilgilendirmeyen durumlardir. (c)
durumundaki parametreler Teorem 4.1’in (i) sikkinda ortaya ¢ikan n=3
disinda bizimkine uymaz. (d) durumunda U hem bir kare hem de karenin
bir fazlas1 sayida noktaya sahiptir. Bu miimkiin degildir. (e) durumu

Teo 4.1.7in (i1) sikkinda ortaya cikar.

Boylece tiim p noktalar: i¢in b(p) < n+3 oldugunu farzedelim. O
zaman tim /¢ dogrular1 i¢cin 3(¢/) < n+3 olur. Eger bir p noktas1 i¢in
b(p) < n -2 ise 0o zaman 9 < (n-2) (n+2) + 1=n?-3 celiskisine varilir. Bu

yiizden tim p ler i¢in n-1<b(p) < n+3 varsaymaliyiz.

Bir p, (n-1) — noktasinin var oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
p den ge¢meyen tim dogrular i¢cin 9(¢) < n-1 dir. Lemma 4.1°i
kullanarak.

(n-1) (n+3) (n+2) + (n’+3) (n-1) (n-2) > n? (n*-1) elde ederiz ki

n < 4 ortaya ¢ikar. n = 1, 2, 3 durumlari mimkiin degildir. Eger n = 4
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9=16 b = 22 ise bir tek p 3-noktasi vardir. Biitiin ¢/ dogrular1 igin
3(¢) < 7 dir ve q#p 0zelligindeki tiim q noktalar:1 i¢cin 4 < b(q) < 7 dir. /i
1 <1< 3 pden gegen bir dogru olsun. Burada {9(/1)} i¢in s6z konusu
olan 3 ihtimal {4,7}, {5,6,7}, {6} dir. a ve c¢ sirasiyla 2-dogru ve
3-dogrularin sayis1 olsun. Bdylece a+tc = 19 olur. Lemma 4.1 den
3
z 9(41) [9(li)-1] = 16.15-38-4c dir.
i=1
{3(/1)} i¢in ilk iki durum 4/38 g¢eliskisine yol acgar. 3.durumda
¢ = 28 olur ki bu ¢ok biiyiiktiir. Bu yiizden n = 4 gecerli olamaz. Ve

bunlardan dolay: tiim p noktalar: i¢in 3 < b(p) < n+3 dir.

¢ bir n+3 — dogru olsun. 7/ yi kesen dogrular sayilir. b > (n+3)
(n+1) +1 = n® + 2n-2 ortaya ¢ikar ki bu yiizden n < 4 olur. n = 1,2
durumlar1 asikar olarak dislanir ve n = 3 iin imkansiz oldugu hemen
goriiliir. Eger n = 4 ise her dogru /¢ yi keser ve ¢ nin her noktas1 bir
4-dogru oldugu c¢ikar. Ancak ¢ nin herhangi bir noktas1 bir 7-noktadir ve

boyle bir noktada 9 sayilirsa bir ¢eliski verir.

¢ bir (n+2) — dogru olsun. Eger ¢/ nin her bir noktasi en az n+1

dogru iizerinde ise bu takdirde b >(n+2)n+1 ¢eliskisine varilir.

Gergekte bu sayma tartismalari n > 3 olmak {lizere / nin en az iki
n-noktadan gectigini gosterir. Asikar olarak n 2 olamaz. Bodylece p ve
q ¢ nin farkli n-noktalar1 kabul edilsin. Eger p den gecen ¢ den farkli bir
dogru n den fazla noktaya sahip ise q nun bir n-nokta olmasi ile ¢elisiriz.

Bu yiizden 9 < n+2+(n-1)> = n’

-n+t3, n=3, 9=9, b= 14 olmasini
gerektirir ve /¢ nin tam olarak iki noktasi1 3-noktadir. Bu miimkiin

degildir. Bu yiizden (n+2) dogrular mevcut degildir.

p yi n-noktasi olarak farzedelim. v yi p iizerinden sayarsak p nin
n-1 tane (n+1)-dogrulari ve bir tane n -dogrusunda oldugunu goriiriiz.
n =1, 2 durumlart mimkiin degildir ve n > 3 ise p tektir. En azindan

n’+n dogrular1 bir (n+1) dogrusu ile kesisir ve bunu (n+2)- veya
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(n+3)- noktalarinin olusumu takip eder. x’i herhangi bir nokta ve 7 yi x
den geg¢meyen bir (n+1) dogrusu olarak farzedelim. Oyleyse /¢ yi
kesmeyen x den gegen bir h dogrusu vardir ve h nin hi¢bir noktasi bir n-

veya (n+1)- noktas1 degildir.

Eger |h| > 3 ise h bir (n+1) - dogrusu olan 7/ yi bir y noktasinda
keser ve h\{y} nin her noktas1 / yi kesmeyen bir dogru lizerindedir. ¢ yi
kesen ve kesmeyen dogrulari saymak b > n’+n+3 sonucunu verir. Bu bir
celiskidir. Oyleyse |h| = 2 dir. h = {x,y} olarak alalim ve x’i bir (n+1)
dogrusu olan 7 iizerinde diye diisiinelim. 7 yi kesmeyen y lizerinde bir h’
dogrusu vardir. Aynen yukaridaki gibi, baz1 z noktasi1 i¢in h'= {y,z} dir.
Ayni sekilde 9(xz)=2 dir. Oyleyse n-noktasiz ve (n+1) noktasiz noktalar
3 noktala bir iliggen olustururlar ve b yi de sayarak bu noktalarin

(n+2)- noktas1 ve n = 3 veya 4 olmas1 takip eder.U Teo.4.1 in (iii) veya

(iv) ve oldugu gibi olmalidir.

Tim p noktalar1i ve ¢ dogrular: i¢in n+t1< b(p) < n + 3 oldugunu

ve 3(f) < n + 1 oldugunu varsayabiliriz.

Ayrica Lemma 4.1 ile (n+1)- dogrulart olusur. ¢ yi bir
(n+1)- dogru olarak farzedelim. En azindan n’+n+1 dogrulari onunla
kesisir ya U dA /¢ tlizerinde tek bir (n+2)-noktasi1 vardir ya da ¢ den
gecmeyen (n+2)- noktasinin tek bir h dogrusu vardir. (Her iki durumda

da (n+3)- nokta yoktur)

x’1 tek bir (n+2)- noktas1 ve x €/ olarak farzedelim. Eger x den

ge¢gmeyen bir (n+1)- dogrusu varsa ve ¢/ yi kesmeyen x ile birlesen
(n+2) - noktalarinin bir dogrusu vardir. Bu bir ¢eliskidir. Oyleyse tiim
(n+1) - dogrular1 x den gecger. p’yi (n+1)- dogrusu iizerinde olmayan bir
nokta olarak alalim. p, n+1 tane n-dogrusu iizerindedir. Ve 6zellikle px
bir n- dogrusudur. Bunun sonucunda x’ten geg¢en biitiin dogrular n- ya da

(n+1)- dogrularidir. 3 yi x ten saymak bir ¢eliski dogurur.
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Oyleyse ¢ yi kesmeyen (n+2)- noktalarinin bir h dogrusunu ve
diger noktalarin (n+1)- noktasi oldugunu farzedelim. Bdylece h nin tiim
(n+1)- dogrularint kesmedigini kabul edebiliriz. v yi h nin bir
noktasindan sayarak h nin herhangi bir noktasinin en azindan 3
n-dogrusu iizerinde oldugunu goriiriiz. h ile kesisen bir n- dogrusunu

diisiinerek ve b yi sayarak |h| < g + 1 1 buluruz. Eger h nin bazi

noktalar1 h den farkli bir 2-dogru lizerindeyse ve %+2+n(n+l) >2v,n<4

oldugunu gosterir. n= 1,2 durumlar1 kisaca ele alinmaz. n = 3 durumu
Teorem 4.1 in (ii) sine gotiiriir. Eger n = 4 ise |h| = 2 veya 3 tiir. 11k dnce
h={x,y,z} ve |xp|] = 2 olarak diisiinelim. O zaman p iki 5- dogrusu
tizerindedir. Bunlar1 {p, 1,2,3,4} ve {p,5,6,7,8} olarak adlandiralim. x
tizerinde kalan diger dogrular {x, 1, 5, 12}, {x, 2, 6, 11}, {x, 3,7, 10} ,
{x, 4, 8, 9} olarak adlandirilabilir.

y yi 11 ve 12 ye baglayan dogrular 4- nokta dogrulart olmalidir.

3 farkli durum vardir.

(i) 11ely, 12 €2y, 9 iizerindeki dogrular1 diisiinelim. 3,5 € 911
ve 3, 6 912 ye sahip olmaliyiz ki bu ¢eliskidir.

(ii) 11 € 1y , 12 € 3y, 9 ve 10 ilizerindeki dogrular1 diisiinelim.
3,5 €911 ve 4,5 €1011 e sahip olmaliyiz ki bu bir ¢eliskidir.

(iii) 11 € 3y, 12 € 4y, bazi hesaplamalardan sonra su gruplarin
dogrular olmasi1 gerekir: {y,12, 4,6}, {10,12,2,8}, {10,11,5,4},
{y,11,3,8}, {9,11,1,7}, {9,12,3,6}, {z,9,2,5}, {z,10,1,6}, {y,2,7} {y,1,8}
Simdi z ve 3 ; 5,6 ve 8 le beraber bir dogru lizerinde olmalidir, bu
miimkiin degildir.

n =4, hl =2, h= {x,y} ve xp nin bir 2 -dogru oldugunu
diisiinelim. Iki alt durum vardir. (a) p ii¢ tane 5- dogru iizerindedir. Ve

Ipy| = 3 diir. (b) p iki 5- dogru ve iki 4- dogru iizerindedir.

(a) durumunda q, py nin liglincii noktas1 olarak farzedelim. q dan

gecen her dogru her 5- dogrusunu keser ve bdylece q dort tane 4- dogru
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tizeridedir. Ama q bunun yanisira qp ve qx ayrik dogrular1 lizerindedir.

Bu da b(p) = 5 olmasa1 ile ¢elisir.

(b) durumunda q ve z yi py iizerindeki iki ayri nokta olarak
farzedelim ve 7 yi py den farkli p den gegen 4- dogru olarak farzedelim.
xy ¢ yi kesmez, bdylece xq, xz den biri / yi keser, orada xq diyelim.

Ama xq p tlizerindeki 5 - dogrularini keser ve kendisi bir 5- dogrusudur,

bu bir ¢eliskidir.

Bundan sonra h nin hig¢bir noktasini, h den farkli bir 2-dogru

lizerinde diislinmeyi.

Simdi 2 < |h| < %Jrl izerinde timevarimla U/h nin n mertebeli
bir projektif diizlem i¢ine gédmiilebildigini kanitliyoruz.

lh| = 2. h nin bir noktasin1 silelim. Olusan lineer uzayin n’-1
noktas1 ve n*+n+1 dogrusu vardir. Ek olarak n-dogrularini igerir. Bosluk
(spread) olusturmak ve yeni bir nokta olusturmak i¢cin (yeni bir dogru
degil) bir n- dogrusu kullanalim. de Witte (Teo.4,1) teoremiyle bu yeni
yap1 ve dolayisiyla U/h n mertebeli bir projektif diizlemine yerlesir.

2 < |h| £ % + 1 Bazi n-dogrusu olan 7 lerin h yi kesmedigini

dislinelim. Boylece U nin her noktas1 ¢ yi kesmeyen h den baska ayr1 bir
dogru iizerindedir. (n+1) dogrular1 var oldugu i¢in n+1 gibi dogrular
vardir ve biz h deki bir noktayr silerken yeni bir (n+1)- nokta
olustururuz. Yeni yapidaki dogrularin sayisi, yeni sistemdeki higbir
(n+1)- dogrusu h yi kendi noktalarindan daha az kesmez. Bodylece

timevarimla U/h nin n mertebeli projektif diizlemine yerlesir.

Tim n dogrularinin h yi kestigini diisiinelim. Eger biitiin
n- dogrular1 birbirini keserse verilen n-dogrusu ¢, U/h yi n+1 nokta
kiimelerine bdliinmesine neden olur.

v-lh| £ (n+1)(n-2) + n+1-2(/h| - 1) bu da bir ¢eliskiye yol agar. O

halde n-dogrulari olan ¢ ve ¢ ' arasinda yanlis baglanti vardir. Bunun
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gibi iki n dogrusu tam olarak n+1- dogrularini kapsayan U/h nin
bolinmesine neden olur. Ama ¢ ve ('niin her biri tam olarak n®+2
dogrular1 ile kesisir ve birlikte n”> dogrulari ile kesisir. O halde tam
olarak n-2 —dogrular: ikisini de kesmez. Simdi h de ki ¢ ve /' ile
kesigsmeyen herhangi bir dogru bir béliimiin i¢gendedir ve h ilizerinde 7 ve
¢ ' ile kesisen bolimlerin dogrulari ile birliktedir. Sonug¢ olarak n+2
dogrulart boliimiin i¢gindedir ki bu ¢eliskidir.

Bu tiimevarim ispatini tamamlar.

Lineer uzay U’ = U/h nin b’=n’+n+1 dogrulu ve v/ = n’ - |h
noktalart vardir. h nin bir n(n+2) noktast U’ deki n+1 dogrularini

bolimiine tekabiil eder. U’, n* +n+1 dogrularini igerdigi i¢in bu gibi

herhangi bir boliinme ortak bir dogru iizerindedir. Oyleyse U yoktur.
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5.n>10 ven’<9 < (n+1)> OLMAK UZERE § NOKTALI VE
b=n?+n+3DOGRULU SONLU LINEER UZAYLARIN KARAKTE-
RiZASYONU

13

Bu kisimda Lynn Margaret Batten’in “ A characterization of finite
linear spaces on v points, n? < 9 < (n+1)%, and b=n’*+n+3 lines, n > 10 «

isimli ¢aligmasini inceleyecegiz.

1970 lerin baslarinda de Witte O6liimiine kadar basilmamis olan bir
miisveddesinde sonlu bir U lineer uzayinda b < n> + n + 1 olmasi icin
gerek ve yeter sartin ya U nun bir yaklasik demet olmasi yada n
mertebeli bir projektif diizleme gomiilebilmesi oldugunu ispatlamistir.

Bu 1982°de Stinson tarafindan tekrar ispatlanmistir.

1983 de Stinson bu sonucu b=n’+n+2 durumuna genisletmis ve
n’+1 < 9 < n? + n+l ise n < 3 oldugunu gostermistir.Bu durumda

kolayca hesaplanabilen 6rneklerin varligini ortaya ¢ikarmistir.

Herhangi bir lineer uzayda 9 < b oldugundan, Stinson’un diisiin-
medigi tek durum 9 =n® ve b =n’+ n+ 2 dir. Buna karsin 9 = b = n’
+ n + 2 ise U nin yaklasik demet oldugu (deBrujin,Erdds 1948) deki
sonu¢lardan ¢ikar. 9 = n? durumu Batten tarafindan tamamlanmistir.

(Batten 1993)

n’> < 9 < (n+1)* olmak iizere 9 noktali ve b = n* + n+1 dogrulu
lineeer uzaylar ile 9 noktali ve b = n”> + n + 2 dogrulu lineer uzaylar de
Witte (basilmamis notlar) , Stinson (1983) ve Batten (1980) tarafindan
incelenmistir. Bu ¢alismada karakterizasyon b = n? + n+3 durumuna

genisletilmistir. Eger n > 10 ise ve uzayin bir yaklasik demet, degil ise

uzayin ii¢ noktasi1 ¢ikarilmis ve sonsuzdaki ii¢c nokta ve bunlar1 ikiser
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ikigser Dbirlestiren 1{i¢c dogru eklenmis bir afin diizlem oldugunu

gosterilmistir.

Tanmim 5.1: (b-9)® < 9 6zelligindeki 9 noktalt b dogrulu lineer uzaya

kisitlanmis lineer uzay denir.

Teorem 5.1: U(N,D) 9 noktal1 bir sonlu lineer uzay olsun. n > 10 da
n? < 9 < (n+1)? olacak sekildeki tek tamsay1 olsun. Eger b = n’+n+3
ise ve U bir yaklasik demet degilse, bu takdirde U asagidaki gibi olmak

zorundadir:

U, 0, 1, 2 veya 3 noktas1 ¢ikarilmis ve sonsuzdaki ii¢ nokta ve bu
iic noktay1 ikiser ikiser birlestiren ii¢c dogru eklenmis n mertebeli bir afin

dizlemdir.

Dikkat ediniz ki bu hatta n < 10 i¢in afin diizlemden dogrularin

hi¢biri atilmadan nokta ¢ikarildigindaki duruma da bir érnektir.

Once bu teoremi canlandirmamiza yarayacak asagidaki Ornegi

verecegiz.

Ornek.5.1: 3.mertebeden afin diizlemi ele alalim.

a) Afin diizlemden hi¢ nokta ¢ikarilmaz ve sonsuzdaki ii¢c nokta ile

bunlar1 birbirine ikiser ikiser birlestiren ii¢ dogru eklenirse,
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n=3=32<12<16 ve b=3>+3+3

ii. Afin dizlemden bir nokta ¢ikarilir ve sonsuzdaki li¢ nokta ile

bunlar1 birbirine ikiser ikiser birlestiren iic dogru eklenirse;

32 < 11 < 16 ve
b=3"+3+3=15

iii. Afin diizlemden 2 nokta c¢ikarilir ve sonsuzdaki ili¢ nokta ile

bunlar1 birbirine ikiser ikiser birlestiren {i¢ dogru eklenirse
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32<10<4?
9<10<16 ve

b=3+3+3

b=15

iv) Afin diizlemden 3 nokta c¢ikarilir ve sonsuzdaki ii¢ nokta ile

bunlar1 birbirine ikiser ikiser birlestiren li¢ dogru eklenirse

32 <9 <42
9<9<16 ve

b=3"+3+3

b=15
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Teorem 5.2. (deWitte),(Stinson 1982 ) U bir yaklasik demet olmayan

n’ < 9 < (n+1)* noktali sonlu bir lineer uzay olsun. Bu takdirde U nin n
mertebeli bir projektif diizleme gomiilebilmesi i¢cin gerek ve yeter sart

b<n?+n+ 1 olmasidir.

Teorem 5.3: (Totten 1976) U bir kisitlanmis lineer uzay olsun. Bu

takdirde U asagidakilerden birisidir.
a) Bir yaklasik demet
b) Mertebesi n olan bir afin diizlem

c) 0 veya 1 noktas1 ¢ikarilmis ve sonsuzdaki bir nokta eklenmis n

mertebeli bir afin dizlem

d) En fazla n noktasi ¢ikarilmis hi¢gbir dogrusu atilmamis n

mertebeli bir projektif diizlem.
e) s kere sisirilmis n mertebeli bir projektif diizlem.

f) 9 = 6 noktali1 bir tek 4-dogru ve bir tek 3-dogrusu bulunan tek

lineer uzay

Teorem 5.4 (Batten 1980) U, 9 < n’ noktali ve {n-1, n, n+1} dogru
bolgeli sonlu bir lineer uzay olsun. Eger n > 8 ise U mertebesi n-2, n-1

veya n olan bir projektif diizleme gomiilebilir ve asagidakilerden biridir.

a) 3 dogrusu ve onlarin biitiin noktalar1 veya onlar noktadas ise
belki arakesitten farkli bir noktast birakilmis diger tim noktalari atilmis

n+1 mertebeli bir projektif diizlem.

b) 11, 12, 13 veya 46 nokta lizerinde istinai kisa listelerden biri

Teorem 5.5: (Stinson 1983) n >3 ven’+ 1 <9 <n”+ n+ | olmak

izere 9 noktali b =n”+n + 2 dogrulu tek sonlu lineer uzay i¢in n = 3,

$ =10, b = 14 diir.

2
Teorem 5.6: (Metsch 1988) n > 1 olmak ilizere U 9 S% ,b=n’+n+1

ve her p noktast i¢cin b(p) = n+1 6zelliginde bir sonlu lineer uzay olsun.
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Bu takdirde U n mertebeli bir projektif diizleme gomiilebilir. Ustelik

gdmme izomorfizm hari¢ tektir.

Teorem 5.7: (Metsch) U bazi1 p noktalar1 i¢in b < § + b(p)-2
6zelliginde bir sonlu lineer uzay olsun. O zaman asagidaki durumlardan

biri s6z konusudur.

a) U, p herhangi bir nokta olmak iizere b-3 den kiiciik b(p) —1

mertebeli bir projektif diizlemdir.
b) U bir yaklasik demettir.

c) U bir projektif diizlemdir veya bir dogrusuna bir p noktasi ve

gerekli 2-noktal1 dogrular eklenmis bir yaklasik demettir.

d) U, p sonsuzdaki nokta olmamak sartiyla sonsuzdaki bir nokta

eklenmis b(p) —1 mertebeli bir afin diizlemdir.

e) U s kere sisirilmis n mertebeli projektif diizlemdir.(1<s<n)

Teorem 5.8: (Batten 1993) U 9 =n’, b=n’+n+ 1 O0zelliginde bir

sonlu lineer uzay olsun. Bu takdirde n < 4 diir.
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6. DOWLING - WILSON KONJEKTORUNUN iSPATI

Simdi Klaus Metsch in Dowling Wilson Konjektoriiniin ispatini
verdigi makaleyi ele aliyoruz. Bu makalede p noktasindan gecen
dogrularin sayisi b(p) olmak iizere b < 9+ b(p)-2 sartini saglayan tiim
lineer uzaylar siniflandirilmaktadir. Bu lineer uzaylarin her birinin bir
projektif diizlemle yakindan baglantili oldugu goriliir. Bu siniflandirma
kullanilarak “bazi noktalarin verilen bir dogruyu kesmeyen t-dogru
tizerinde olmasini saglayan bir lineer uzayda, dogru sayisinin nokta
sayisindan en az t tane fazla” oldugunu sdyleyen Dowling Wilson

konjektorii ispatlanmaktadir.

Iyi bilinen bir sonug¢ her lineer uzayda en az nokta sayis: kadar
dogrunun var oldugunu ve herhangi iki dogrunun kesigsmesi halinde yani
lineer uzay bir genellestirilmis projektif diizlem iken (bir yaklasik demet
veya projektif diizlem) esitligin gecerli olacagin1 ifade eder
(deBrujin,Erdos 1948). Dowling Wilson konjektiirii bu sonucu
genellestirir ve ¢cakismayan her (p,d) nokta dogru ikilisi i¢in bir lineer
uzayda b >9 +n (p,d) sartinin gecerli oldugunu ifade eder. Bu makalede
bu konjektéor ispat edilecektir. Fazladan olarak bir p noktasi igin
b< S5 + b(p)-2 sartini saglayan tim lineer uzaylarin bir siniflandirmasi

elde edilecektir. Sonucglari vermeden bazi tanimlar veriyoruz.

Gosterim:Her p noktas:t ve ped o6zelligindeki her d dogrusu i¢in p den

gecen ve d yi kesmeyen dogru sayist w (p,d) ile gosterilir

Tanim 6.1: d, ve d, dereceleri sirasiyla k; ve k, olan kesisen 2 dogru
olmak iizere her noktasi d; veya d, nin lizerinde olan bir lineer uzaya bir

(ki, k) ¢catma denir.

Bunlara ait 6rneklerimiz asagidadir.
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Ornek 6.1:

a)
%
Lo
Bir (3,4) ¢atma
b)

VAR

Bir (2,4) ¢atma

Not: Bir (2,k) ¢atmaya yaklasik demet denir.

Bir yaklasik demet olmayan bir lineer uzaya non-dejenere lineer

uzay denir.

Ornek 6.2

n = 2 icin 2. mertebeden afin diizlemi diisiiniildiigiinde ve onun bir
paralel sinifindaki dogrulari sonsuzdaki bir noktada kesistirildiginde

lineer uzayin1 elde edilir. Elde edilen bu yapi sonsuzda bir noktasi

bulunan 2 mertebeli bir afin diizlemdir.
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Tanim 6.2: U nin bir lineer uzay oldugunu farzedilsin. Bu takdirde U
dan degisik yollarla yeni lineer uzaylar elde edilebilir. Bu yollardan biri
ona yeni bir nokta katmak ve bu yeni noktay1 eski noktalarin her biri ile
derecesi 2 olan bir dogru ile birlestirmektir. Elde edilen yapiya U nun
bir tip 1 basit genislemesi denir. Ayn1 zamanda U nun bir dogrusuna yeni
bir nokta katilabilir ve katilan nokta bu dogru iizerinde olmayan her
noktaya derecesi 2 olan bir dogru ile birlestirilebilir. Bu durumda elde
edilen uzaya U’nun bir tip 2 basit genislemesi denir. Her iki durumda da

yeni noktaya genislemenin 6zel noktas1 denir.

Ornek 6.3:

a)
lineer uzayinit tip 1 seklinde basit genisletirsek
lineer uzayini elde ederiz.
b) Ayni lineer uzayini tip 2 basit genisletirsek
lineer uzayini elde ederiz.
Tanim 6.3:i =1, ...... , 8 s> 1 olmak iizere U lineer uzayinin U;(N;, D;)

alt uzaylarina sahip oldugu ve 1 # j i¢in N nin N;i\N;= {q} olacak sekilde
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bir q noktasinin var oldugu farzedilsin. Eger s = 1 ise fazladan olarak
q € N; ve Uj#U oldugu farzedilsin. Bu takdirde U asagidaki gibi
diizlenebilir: 1 = 1, ...., s olmak tlizere U; bir dogru olarak yeniden
yerlestirilir. (Yani U; nin biitiin dogrular1 siliniyor ve N; kiimesi yeni bir
dogru olarak aliniyor) Bu sekilde elde edilen lineer uzaya U denilsin. U’
nun n’+n+1 dogruya sahip oldugu ve mertebesi n olan bir P’ projektif
dizlemine genisletilebildigi kabul edilsin. Bu takdirde U ya mertebesi n

olan bir s-kere sisirilmis projektif diizlem denir.

Asagidaki Ornek s-kere sisirilmis projektif diizlem kavraminin

daha iyi anlasilmasina yardimc1 olacaktir.

Ornek 6.4 Projektif diizlem olarak Fano diizlemini alalim.

1 N= {0,1,2,3,4,5,6}
D= {{1, 2, 4}, {1,3,0}, {1,6,5},
J 6 {2,3,5}, {4,0,5} {4,3,6}, {2,0,6}}
dir.
3
4 0 5

N; ={0,2,6} c N ve D, = {{0,2}, {0,6}, {2,6}} olarak alirsak yani
{0,2,6} dogrusunu silip noktalar1 iki noktal1 dogrularla birlestirirsek
sekil 6.1 de elde ettigimiz lineer uzay 1- kere sisirilmis 2- mertebeli
projektif diizlemdir.

g
@)
)]

N2 ={2,3,5} <N D, = {{2,3}, {2,5} , {3,5}} olarak alirsak yani {2,3,5}
dogrusunu silip noktalar: iki noktali dogrularla birlestirirsek sekil 6.2
de elde ettigimiz lineer uzay 2- kere sisirilmis 2- mertebeli projektif
dizlemdir.
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N3 ={1,2,4} c N D;= {{1,2}, {2,4}, {1,4}} olarak alirsak yani
{1,2,4} dogrusunu silip noktalar1 iki noktali dogrularla birlestirirsek
sekil 6.3 de elde ettigimiz lineer uzay, 3- kere sisirilmis 2 -mertebeli
projektif diizlemdir.

Teorem 6.1: U bir q noktasi i¢gin b <3+b(q)-2 0Ozelliginde bir lineer
uzay olsun. Bu takdirde asagidaki durumlardan birisi olusur.

1) q diizlemin bir noktasi olmak iizere ,U mertebesi n=b(q)-1

olan bir projektif diizlemden b-3(<n-1) nokta atilarak elde edilebilir.

i1) U bir yaklasik demettir ve q bu yaklasik demetin herhangi bir

noktasidir.

iii) U bir genellestirilmis projektif diizlemin tip 2 seklinde olan

bir basit genisletmesidir ve q 6zel bir noktadir.

iv) U mertebesi n olan ve sonsuzda bir noktas: bulunan bir afin

diizlemdir ve q sonsuzdaki nokta degildir.

v) I <s <n olmak lizere U bazi s ve n tamsayilar1 i¢in mertebesi
n olan bir s-kere sisirilmis projektif diizlemdir. Eger Uy, ...... , Us esas
alt uzaylar iseler bu takdirde q her bir U; alt uzayinin bir noktasidir.

Ayrica bi  U; nin dogrularinin sayisi 31 onun noktalarinin sayisi, r;j
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q nun y; deki derecesi ve d U nun defiency (eksikligi) ise bu takdirde

S
tim 1 ler i¢in b; < 9 + r; — 2 dir ve 2+d+(s-1)(n+1) + z (bi-9i-1ri) < 0

I=1

dir.

Karsit olarak 1, 2, 3, 4 veya 5 i saglayan bir lineer uzay olup bir

q noktasina sahip olan her lineer uzay b < S5 + b(q) — 2 6zelligini saglar.

Teorem  6.1°1 Kullanarak  Dowling—Wilson  konjektiiriinii

ispatlaya-bilecegiz.

Bu teoremin daha iyi anlasilmasini saglayacak bazi oOrnekler

veriyoruz.
Ornek 6.4:
i)

1

5 6 2. mertebeden projektif diizlemi
alalim. (q=4 olsun)

© n = b(q)-1=3-1=2

3 4 5

b=7 9§ =6 olarak alalim.b-3=7-6 =1<2 dir. q=4
noktasini atarsak

1 lineer uzayini elde ederiz. Bu lineer uzay
igin
2 o b<9 +Db(q) -2
p 7<6+3-2

7 <7 olup esitsizlik saglanir.

W g
N
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ii)
b=b 9=6
. 6<6+2-2
6 <6 olup b< 39 +b(q)-2 06zelligini
saglar.
iii)
Genellestirilmis projektif diizlemini
alalim ve tip 2 seklinde basit
genigletelim.
Bu genislemede 9 =7 b =10 dur.
10<7 +5-2
10 <10 olup
b <9 + b(q)-2 6zelligi saglanir.
iv)

Sonsuzda bir noktasi
bulunan U afin diizlemini
alalim. (q sonsuzdaki nokta
degil)

b=12 3 =10 b(q) =4
olup

12 <10+ 4-2

12<12 olup b<9 +
b(q)-2 Ozelligini saglar.




45

A 1-kere sisirilmis 2 mertebeli
projektif diizlemi diisiinelim. q

2 6 noktasi olarak 2 noktasini alalim.
b=9, 9=7,b(q)=4

9 <7+4-2

¢ » 9 =9 olup o0zelligi saglanir.

Teorem 6.2:3 noktalt ve b dogrulu her lineer uzay peg d 6zelligindeki
tim p noktalar1 ve tim d dogrulari i¢cin b > § + n(p,d) esitsizligini

saglar.
Bu teoreme ait 6rnegimiz asagidadir.
Ornek 6.4

| D) b=6 9 =4

p: noktast i¢in mw(p3, pip2) = 1
dir.O halde b 6 3 = 4 i¢in

P3 Py 6 >4 +1, 6 =25 olup teorem

gerceklesir.

Tanim 6.4 :Cakismayan bir (p, d) nokta-dogru ¢ifti icin b = $+n(p,d)

esitligini saglayan bir lineer uzaya bir Dowling-Wilson uzay1 denir.

Asagida bazi Dowling-Wilson uzay1 6rneklerini veriyoruz.
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Ornek 6.5
1)
n(p1, dy) = 0 dir.
b, b=6
9=6
d de ve
3 \d4 b=9 + n(p,d)
P, Py Py Ps dp Py 6=6 + 0
6=6 oldugundan bu yaklasik
demet bir Dowling-Wilson
uzayidir.
2)
Fano diizlemini ele alirsak
. b=n*+n+1=2"+2+1=7
0, . 9 =n’+n+l =22 +2+1 =7
n(p1, di) =0
Ps g It . olup
Pa 4y Ps b=39 + n(p,d)
7=7+0

7 = 7 oldugundan fano diizlemi bir

Dowling —Wilson uzayidir.

Tanim 6.5: Mertebesi n ve defiency (eksikligi) 0 olan bir lkere
sisirilmis projektif diizlemine mertebesi n olan bir U sisirilmis afin
diizlem veya sonsuzda bir lineer uzay:r bulunan n mertebeli bir afin

dizlem denir.

Tanimda verilen uzay mertebesi n olan bir A afin diizlemi ile A
nin sonsuzdaki bazi noktalari {izerine konmus bir lineer uzayin birlikte

olusturdugu uzay olarak diisiiniilebilir.

Mertebesi n olan bir U sisirilmis afin diizlemini ve sonsuzdaki D

uzayini disliinlinliz. Eger D b tane dogru ve 3 tane noktaya sahip ise bu
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takdirde U n*+n+b dogruya ve n’+9 noktaya sahiptir. Ustelik eger p D
nin bir noktasi ve L bir dogrusu ise ve t D nin p den gecen ve L yi
kesmeyen dogrularinin sayisiysa bu takdirde t + n, U nun p den gegen ve
L yi kesmeyen dogrularinin sayisidir. Sonu¢ olarak U nin Dowling-
Wilson uzayi olmast i¢in gerek ve yeterli sart D nin Dowling-Wilson
uzayt olmasidir. Biz simdi U yu bir D sisirilmis afin diizleminin
sonsuzdaki lineer uzay1 olarak kullanabiliriz ki,eger D Dowling-Wilson
uzayl ise o halen bir Dowling-Wilson uzayidir. Bu Dowling-Wilson

uzaylarinin olduk¢a karmasik oldugunu gosterir.

Teorem 6.3: U nun bir Dowling-Wilson uzayi oldugu farzedelsin ve

t:= b-3 olarak alinsin bu takdirde asagidaki durumlardan birisi olusur.

i) U bir d dogrusundan t nokta atilmasi suretiyle n > t + 1

mertebeli bir projektif diizlemden elde edilebilir.
11) t = 0 ve U bir yaklasik demettir
1i1) U bir (3, t + 2) catmadir.

iv) U mertebesi n > t olan ve sonsuzda bir D Dowling-Wilson
uzay1l bulunan bir afin diizlemdir. D noktalardan t-n tane fazla dogruya
sahiptir. Eger (p,d) lizerinde olmayan herhangi nokta dogru c¢ift ve
b=39+n(p,d) ise bu takdirde p D nin bir noktast ve d D nin bir

dogrusudur.

Karsit olarak 1, 2, 3 veya 4’ti saglayan her U lineer uzayi

noktalardan t tane fazla dogruya sahip bir Dowling-Wilson uzayidir.

Teorem 6.1°in ileri sonuglar1 olarak Totten teoremini ve

(Metsch) de ispatsiz olarak bahsedilen asagidaki sonug¢ elde edilir.

Sonu¢ 6.1 : U non-dejenere bir lineer uzay,p onun bir noktasi ve w p
den gegmeyen dogru sayisi olsun. Bu takdirde w >[9-49] esitliginin
gecerli olmast i¢in gerek ve yeter sart U nun bir projektif diizlem

olmasidir.
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Teorem 6.2 ve 6.3 Teorem 6.1 in sonuc¢lar1 olarak hemen hemen
hazirdirlar. Ancak Dowling-Wilson konjektiirtini Teorem 6.1°1
kullanmadan ispatlamak ¢ok kolay goériinmemektedir. b < 3 + n(p, d)
O0zelliginde bir lineer uzayir c¢alistigimizi ve esitligin gecerli oldugunu
gdstermeye calistigimizi farzediniz. U nin derecesinin 2 olmasinda
dogar. Bu takdirde hipotez yalniz b < 9 + 9(p) — 2 yi verir. Bu ylizden
derecesi 2 olan bir d dogrusunun varligini bilme hari¢ teorem 1 deki
durumdayiz. Bununla beraber bir 2-dogrunun kullanimin1 yapmak
oldukg¢a giic goriindiigiinden biz hemen teorem 6.1 in ispatinin giicline

basvururuz.

Teorem 6.3 {in iddialarin1 6rnekleyelim

Ornek 6.6:

v

i) 2. mertebeden projektif diizlemi ele alalim ve 3 > 1 + 1 olmak
tizere projektif diizlemin bir noktasini atalim t = 1

5 b=7 9=6
t=b-3=7-6=1
olusan uzay n(1,d;) =1
7 =06+1
7="7 olup b= 9+mn (p,d)
¢ > 6zelligini saglar. Yani bir Dowling

% Wilson uzayidir.
ii)
b=b 3=6
5 t=b-9=6-6=0
n(l,d;) =0

7 =7+0 =17 olup

dy

b =38 + n(p,d) 6zelligi saglanir. Yani bir yaklasik demet bu

ozellikte bir Dowling-Wilson uzayidir.
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(3, 4} ¢atmayi diisiinelim. b = 8§,
9 =6

t=>b-9 =8-6 =2 dir. 8=6+2 olup
b=39 + n(p,d) 6zelligi saglanir.
Yani bir Dowling — Wilson
uzayidir.
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7. KUTUPSAL UZAYLAR

Son olarak kutupsal uzaylar hakkinda bazi tanim ve teoremleri ifade
etmekle yetinecegimiz bu kisimdaki bilgiler i¢cin Lynn Margaret
Batten’in Combinatarics of Finite Geometries kitabin1 esas

aliyoruz.(Batten 1997)

Kutupsal uzaylar ilk olarak Veldkamp, F.D. tarafindan 1959°da
tanimlanmistir.Bu  konuda Buekenhout anda Deheider (1971) ve
Buekenhout and Shult’te (1974) detayli bilgi bulunabilir. Kutupsal
uzaylar teorisi Tits (1974) tarafindan biiyiik oranda gelistirilmistir.
Asagidaki kutupsal uzay tanimi Buekenhout and Shult den (1974)

verilmistir.

Tanim 7.1. Bir U(N,D) yaklasik lineer uzayinda herhangi bir d dogrusu
tizerinde olmayan her n noktasi i¢in ¢(n,d) = 1 veya § (d) ise U uzayina

bir kutupsal uzay denir.

Burada c(n,d) koneksiyon sayisi ngd i¢cin n den ge¢ip d yi kesen

dogru sayisidir.

Bir U kutupsal uzayinda bir nokta tiim noktalarla dogrudas ise U ya

dejeneredir denir.

Her lineer uzay bir dejenere kutupsal uzaydir. Ozel olarak her afin
uzay ve her projektif uzay bir dejenere lineer uzay Ornegi olarak ele

alinabilir.

Dezargsel bir projektif wuzaydaki bir kutuplulugun mutlak
noktalarinin ciimlesi ile bir cisim {izerindeki bir projektif uzayin
dejenere olmayan quadriklerinin (mutlak noktalarinin) bir ¢ok
Ozelliklerinin ortak oldugu bilinmektedir. Weldkamp 1959 da bu

sistemlerin her ikisini kapsayan, ancak daha fazla bir sey kapsamayan bir
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yap1 Ornegi verdi. Ancak kurdugu teoride karakteristigin 2 olmasi
halinde problem vardi. Tits 1974 te Weldkamp sistemlerini asagidaki

tanimla 1slah etti.

Bir U kutupsal uzayi, alt uzay denilen ve asagidaki oOzellikleri

saglayan seckin alt cimlelerle birlikte bir noktalar ciimlesidir:

i) Bir alt uzay kapsandigi alt uzaylarla birlikte bir n tamsayis1 i¢in
I <1< n -1 olmak iizere i-boyutlu bir projektif uzaydir. (Bunun

olusturdugu en kii¢iik n sayisina U nun rank: denir.)
ii) Herhangi iki alt uzayin kesisimi bir alt uzaydir.

iii) Boyutu n-1 olan bir V alt uzayt ve bir ne U\V noktas1
verildiginde n noktasini kapsayan (MnV) = n-2 olacak sekilde bir tek M
alt uzay1 vardir. M, V nin n ye l-boyutlu alt uzaylar (dogrular) ile

birlesen tiim noktalarini kapsar.
iv) Boyutlar1 n-1 olan ayrik alt uzaylar vardir.

Tits (1974) de ranki en az 3 olan kutupsal uzaylarin tam bir

siniflandirmasint asagidaki teoremde vermistir.

Teorem 7.1. U, ranki en az 3 olan bir kutupsal uzay olsun. Bu takdirde

asagidaki durumlarin yalniz ve ancak bir tanesi gercgeklenir.

(1) U, o-Hermityen formun iz-degeri ile belirlenen bir projektif
uzaydaki bir kutupluluk tarafindan meydana getirilmis bir kutupsal

uzaydir.

(2) U, bir projektif diizlemdeki bir F boliimli halkasi iizerinde bir
pseudo-kuadrik formundan olusturulan bir kutupsal uzaydir. Burada F
nin karakteristigi 2 dir ve kapsanan o otomorfizmi o® = 1 6zelligini

saglar. Ayrica {teF|t"=t} # {uto(u)| u eF} dir.

(3) U, karakteristigi 2 den farkli olan bir cisim iizerine kurulu bir
projektif uzaydaki syplectik kutupluluktan olusturulan bir kutupsal

uzaydir.
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(4) U maksimal alt uzaylar1 Moufang diizlemleri ve ranki 3 olan bir

kutupsal uzaydir.

(5) U bir non-kamutatif bolimli halka ilizerindeki 3-boyutlu bir

projektif uzaya eslenen ve ranki 3 olan bir kutupsal uzaydir.

Ranki 2 olan kutupsal uzaylar genellestirilmis dortgenlerdir. Bu

konuda son zamanlarda yogun arastirmalar yapilmaktadir.

Ernest Shult GF(2) cismi iizerindeki karakterizasyon problemini
bagimsiz olarak incelemistir. (Shult 1972).0 nun buldugu sonuc¢lar Graf

teori dilinin iskeletini olusturur. Esas teoremini asagida veriyoruz.
Teorem 7.2: G regiiler bir sonlu grafik olsun G nin her (a,b) kenar1 i¢in
i) (a,c) ve (b,c) kenarlaridir.

ii) G\{a,b,c} nin her noktast {a,b,c} nin ya bir ya da tim noktalarina
birlesir. sartlarinit saglayan bir ¢ noktasinin varoldugu farzedilsin. Bu
takdirde G bir tam grafik veya hi¢ kenari bulunmayan bir grafik
olmadik¢ca Teorem 7.1 in (1) veya (2) deki sistemlerinden birine

izomorftur.
Bir Shult uzay1 kavrami1 Bukenhout and Shult (1974) te verilmistir.

Tanim 7.2: Bir U Shult uzay1 kardinaliteleri 2 veya daha biiyliik olan ve
dogru adi verilen belirli alt kiimelerle birlikte bir noktalar kiimesidir. U
nun her d dogrusu ve her neU\d noktas1 i¢in n, d nin ya bir ya da tiim
noktalarina birlesir. Hi¢bir nokta diger noktalarin tiimii ile birlesmiyorsa

Shult uzay1 non dejeneredir denir.

Tanim 7.3: Bir U Shult uzayinin bir V alt uzayr “V yi birden fazla
noktada kesen herhangi bir dogru V de kapsanir.” ozelligindeki ikiser
ikiser bitisik noktalarin bos olmayan bir ciimlesidir. Eger U nun her
Vi c V, < .... ¢ V; farkli alt uzaylar1 zinciri en ¢ok n tane elemana sahip

olacak sekilde bir n tamsayis1 varsa U sonlu ranklidir denir.

Bukenhout and Shult (1974) {in en 6nemli sonucu asagidadir.
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Teorem 7.3: U sonlu rankli ve tiim dogrularinin kardinalitesi 3 veya
daha biiyiik olan non-dejenere bir Shult uzayr olsun. Bu takdirde U bir

kutupsal uzaydir.

Konunun basinda kullandigimiz kutupsal uzay tanim1 Bukenhout and

Shult (1974) te verilen asagidaki teorem sayesinde verilmistir.

Teorem 7.4: Her kutupsal uzay bir Shult uzayidir.
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