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üRETIM FON~SIYONU, EKONOMETRIK Y AK~AŞIM 

Sacit ERTAŞ* 

ÖZET 

Bu yazının amacı üreHm fonksiyonunun ampirik olarak belirlenmesi açısından 
geçerli önemli noktaları vurgulamaktır. · 

SUMMARY 

Production Function, Econometric Approach · 

The aim of this paper i8 to di8cuu those points that are releuant to the 
empiric_!ll determinaHon iıt the producHon functjon . . 

1. GİRİŞ 

·üretim fonksiyonu çeşitli faktör alumlan veya ~rdilerle, bunlann yarattı~ı 
ürün akımı veya çıktı arasındaki bir teknik ilişkilidir . Fonksiyon özünde mümkün 
her türlü üretim yöntemini kapsamı içine alan ve girdilerin çıktı haline dönüşümünü 
açıklayan bir fiziki süreçtir. öme~in sabun üretimi çok de~işik şekillerde, yani 
farklı süreçlerle, gerçekleştirilebilir, üretim fonksiyonu tüm _ bu süreçleri kapsamı 
içine almaktadır. Fakat klasik iktisat teorisi sürekli olarak deı!işebilen ve üretimde 
her zaman sürekli olarak ikame edilebilen oldukça soyut emek ve sermaye (L ve K) 
gibi iki üretim faktörünün varlı~ını varsaymakta ve bunlann her kombinasyonuna 
karşı gelen maksimum çıktİ miktannı, O. 

0 = f(L , K) (1) 

veren ilişkiyi b.ir üretim fonksiyonu olarak tanımlamaktadır ı . 

* Doç. Dr.; U. V. Iktisadi ue Idari Bilimler Fakültesi Oğretim Vyesi. 
1 Bazen hammaddeler, M, ayn bir girdi olarak üretim fonksiyonu iç ine katıl­

maktadır : 

0 = f(L , K,M) 
Fakat genellikle üretimin tamamen entegre oldujİu veya çıktı ile katma dejİe­
rin ölçüldü~ü varsayılarak üretim fonksiyonu (1) de ki gibi ifade edilmektedir. 
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Sadece iki input cinsinden ifade edilen bu üretim fonksiyonu aşm bir basit­
leştirmedir; gerçekte farklı üretim süreçlerini tanımlayan çok çeşitli emek ~ ser­
maye girdileri mevcuttur2 • Farklı üretim süreçlerinin -denklem (1) deki gibi bir üre· · 
tim fonksiyonu olarak ifadesi ancak bir üretim faktörünün herhangi iki türü .,asın­
daki marjinal ikame haddi, di~er faktörün herhangi bir türünden baltmsız oldutun· 
da ve fonksiyona ·katılan üretim faktörleri kendi farklı türlerinin do~ homojen 
fonksiyonlan oldu~unda mümkün olabilir3 . Uygulamada L ve K om alt kategorile­
rini ayrı ayrı ·üretim içine katma yerine, açıkça veya zımni olarak yukarda belirti· 
len gerekli koşullatın sa~landı~ı varsayılmaktadır. Bu yol seçildi~inde üretim fonk­
siyonunu tek bir homojen malın üretim sürecini açıklayan bir ilişki olmanın öte­
sinde, bir tesis, bir firma, bir endüStri veya bir ekonominin üretim sürecini açıklayan 
bir fonksiyon olarak tanımlamak mümkün olmaktadır. Bu şekilde bir ekonomideki 
işgücü hizmetini ve sermaye sto~u hizmetini girdi olarak tanımlayan makro etono­
mik üretim fonksiyonuna ulaşılabilmektedir4 • 

Mikro düzeyde üretim fonksiyonu ile ilgili _genel problemler üretimde ölçek 
ekonomileri veya eksi ekonomilerio olup olmadı~ı ve üretim faktörleri arasındaki 
ikamenin kolaylı~ı ve genişliiD problemleridir. Bunların uzantısı olarak faktör biz· 
metlerinin fiyatlan ile faktör girdileri arasındaki ilişkinin yapısı ve teknik gelişme· 
nin niteli~i sorunlan ortaya Çıkmaktadır. Bütüncül üretim fonksiyonlan lle cevap· 
landinlmaya çalışılan sorular 'mikro' üretim fonksiyonu ile ilgili sorularla ~ı yu­
karı aynıdır. 

Yukardaki satırlardan da aÇıkça anlaşıldı~ı gibi üretim fonksiyonu oldukça 
soyut bir kavramdır. Bu yazının amacı üretim fonksiyonunun ampirik olarak belir· 
lenmesi açısından geçerli olan temel noktalan vurgulamaktadır. 

2. MODEL 

2.1. Teknik Ilişki 

Neoklasik üretim fonksiyonu, O= f(K, L);tek de~erli, sUrekli ve (en azından) 
iki kez diferansiyeli alınabilir bir fonksiyon olarak tanımlanmaktadır. Pozitif ve aza. 
lan marjinal verimi garantilernek için 

- (2) 

olması gerekmektedir. Sermaye ve işgücü girdilerinin bir A o~ında arttın.ldılu» 
farzede!im, O aynı oranda, daha büyük oranda veya daha küçük oranda artab1lir: 

2 

3 
4 

Mevcut süreç~er arasından en iyi olanını seçme problemini en iyi şekiJde· ele 
alma yolu bır matematiksel programlama yaklaşımıdır. Bakınız Dorfman 
(1953). 
Bakınız Wallis (1973, 25·26). . • 
Ü~etim fonksiyo?u ardında yatan bütünleştirme oldukça karm~ıktır. En_d~­
trı .veya ekonomı bazındaki çalışmalarda karşı karşıya kalınan ve üretici bınm· 
lerın bir araya getirebilmesinden kıtynaklanan bütünıeŞtimıe probleminjn orta· 
ya ~ıkmasından çok önce bireysel tesis ve firma düzeyinde bütünleştirme prob· 
lemı o rtaya çıkmaktadır. 
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f(AL, XK) =X h f(L, K) = _XhQ -

Burada h fonksiyonun homÖjenlik (türdeşlik) derecesini vennektedir. h = 1 
deeeri ölçeee göre sabit getiriye işaret etmektedir; artan veya azalan getiriler sırası 
ile birden büyük ve birden küçük h de~erleri ile belirtilmektedir. Homojen fonksi· 
yonlanıi önemli bir özelli~i Euler teoremi tarafından verilir. Bu teorem faktör mik· 
tan ile aeırhklandınlan birinci kısmi türevlerin toplamının homojenlik derecesi çarpı 
çıktıya eşit oldueunu söylemektedir: 

_!!_L +_!!_K= hQ 
aL aK 

Bir örnek olarak ölçe~e göre sabit getlriyi, h= 1, belirtilen bir "do~rusal ho­
mojen" iiletim fonksiyonunu ele alalım; bu halde 

olur; faktörlere marjinal ürünleri (marjinal verimlilikleri karşılıfı) ödendiRinde ürü­
nün tamamı tüketilmektedir, pür zararlar veya kirlar söz konusu olmamaktadır. 

Veri çıktı düzeyleri için üretim fonksiyonu, yani 

Q = f(L, Q) = .sabit 

bir eşürün diyagramı ile temsil edilir. Bu ifadenin toplam türevi alındıRında bir 
eşürün ejtrisi boyunca 

af ar 
dQ=--dL+~dK=O aL aK 

oldueu bulunur. Eşürün eerisi boyunca hareket edildi~inde çıktı de~işmedi~inden, 
eşürün eenslnin eeiminin mutlak dejteri, marjinal ikame haddi 

R = _ dK = ô f / ô L 
dL ôl{ ô K 

olarak bulunur. Eşürün orijine göre konveks olmasını ve dolayısı ile ikame devam 
ederken R nin düşmesini sa~lamak için · 

a2 r a2 r ô2 f 2 

. ôL2 ôK2 - (ôLôK) >O (3) 

oldueu varsayılmaktadır. ölçejte göre getiriye ek olarak üretim fonksiyonunun bir 
başka önemli nitelilti ikame elastikiyetidir. Ikame elaıtikiyeti, o, marjinal ikame 
haddindeki (veya marjinal verimlilik oranındaki-) bir oransal de~işme sonucu ortaya 
çıkan faktör girdi oranındaki oransal deeişme olarak tanımlanır, yani 

a = d log (K 1 L) 
d log (- dK/dL) 

d log {K/ L) d (K/L) / (K/L) 

d log R dR/ R 

d (K/L) / (K/L) 

d [(ôf / ôL)/(ôf 1 ôK)] 1 [(ôf 1 ôL) 1 (ôf 1 ôK)] 
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Eşürün e~sinln bükilinünün bir ölçüsü o~ ikame elastlkiyeti faktörler arasmdakl 
ikame kolaylı~nı ölçer. Ikame elastikiyetinin sıfır ohnası faktörlerin sabit bir oran­
da birleştirildi~ini belirtir. Şekil ı iki farklı üretim fonksiyonu için eşi,irün eRtilerini 
göstererek o nm de~işimini yansıtmaktadİr. Eşürün e~si ı deki marjinal Ikame 
haddi 2 de~nden büy\iktür, çünkü marjinal ikame haddindeki aynı defişme eşüriin 
etrlsi ı de daha büYük faktör _oranı de~işimine neden olmaktadır; faktör oranların· 
daki de~işme g~ometrik olarak eşmaliyet do~lan ile eşiirün e~lerinin tetet oı.­
dutu noktalara orijinden çizilen ışınların etimindeki defişme olarak gösterilmekte· 
dir. 

K 

. (K) 
• - L ı 

( İ) , 

Şekil : 1 
Eşürün E~risi 1 'in Ikame Elastikiyetinin Eşürün 
E~risi 2 'den Büyük Oldu~unun Gösterilmesi 

Cobb-~ouglas Üretim Fonksiyonu 

Ekonomettik çalışmada yapılması gereken ilk şey yukarda belirtilen koşullan 
. tatmin eden basit fonksiyonların bulunmasıdır. En popüler kalıp Cobb-Douglas üre· 

t im fonksiyonudur: _ . 

0 = ALa K/3 O < a < ı, O < /3 < ı 
burada A, a ve {3 sabit parametrelerdir. Fonksiyon girdiler ve çıktının logaritmalan . 
cinsinden do~saldır, yani -

log O = log A + a log L + 13 log K 

üstler her bir girdiye göre çıktı elastikiyetlerini belirtmektedir. a + 13 homojenİlk 
derecesfni gösterir çünkü 

f(AL, AK)= A(AL)a (AKf = "Aa+(3 AL aK(3 = "Aa+(3 0 
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h = a + P = 1 oldu~unda Cobb-Douglas üretim fonksiyonu ölçe~e göre-sabit getiriye 
sahip olmaktadır. Marjinal verimlilikler 

.1.2.._ = /3 ALa ~/3-l = /3 (_.2._) 
aK K 

ortalama verimlilik ile oransal olarak de(ı§mektedir. K nın L yerine_ marjinal ikame 
haddi 

dK ao ao 0 - 0 a K 
R=- -=-t-=a-t/3-=--

dL aL a~ L K (j' L 

olmaktadır. İkame elastikiyetini çıkarmak için bu denklemi şöyle yazabilir iz: 

a K 
log (R) =log <p-> + log (L) 

buradan 

K 
d log (L) 

o=----=1 
d log (R) 

oldu~ bulunur5 
• Başka bir deyişle her zaman sermaye -kapital yerine birim sabit 

elastikiyetle ikame edilebilir6 • 

Sabit Ikame Elastikiyetli (CES) Üretim Fonksiyonu 

Verilere bir Cobb-Douglas üretim fonksiyonu uydurolmaya kalkışıldı~ında, 
onlann sabit ve birime eşit ikame elastikiyeti veren bir kalıba girmesi istenmekte­
dir. Gerçekte veriler böyle bir kalıpta olmayabilir. Ampirik çalışmalarda oldukça 
yaygın olarak kullanılan bir başka kalıp sabit ikame elastikiyetli (CES) üretim fonk· 
siyonudur. CES üretim fonksiyonunda da, ikame elastikiyetinin sabit oldu~u var-

-sayılmasına karşın, de~eri üzerine konan "herhangi bir sınırlama yoktur. CES üretim 
fonksiyonu 

0 = y [6 ı{'-P_+ (1-6) L -p)~ufp (4) 

- -
şeklinde ifade edilir. Burada y, p ve 6 negatif olmayan sabitlerdir. Emek ve sermaye 
aynı :>.. orariında arttınldı~mda · 

f (AK, AL)= y [6 (AK)-:-P + (1- li) (AL)-p) -ufp = A.uQ 

5 İlk bakışta ikame elastikiyeti ölçüsünün yanlış oldu~u , gerçekte faktör oranı 
değişti~inde ikame haddinin nasıl deiişti~ini göstermek için verilen ölçünün 
tersinin kullarulm_ası gerektiği düşünülebilir. Verilenin tersi olarak ifade edilen 
ölçü ikame elastikiyeti kavramının eeleneksel kullanımına aykırı düşmektedir. 

6 Cobb·Douglas üretim fonksiyonu Jiteratürde çok değişik şekillerde genelleşti· 
rilmektedir. Bu konuda daha detaylı bilgi için bakınız Zeliner ve Revankar 
(1969), Halter, Carter, and Hockin& (1957), Nerlove (1963) ve Ringstad 
(1967). 
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olmaktadır,-yani u homojenlik (türdeşlik) derecesini belirtir7
• y bir ölçek param~t­

residir ve etkinliği belirtmek için kullanılabilir; y deki bir kayma nötr bir teknik 
değişmeye işaret eder8 • ô teknolojinin sermaye yoğunluk derecesini belirtmektedir. 
p ikame _parametresi dir. üretim fonksiyonunu yeniden 

Q-pfu = .y -pfu [~K-p +(ı-eS) L -p] . 
şeklinde yazar ve K ve L ye göre diferansiyelini alırsak 

:....L 0-ı-pfu ~=-py-pfuô K-p -ı 
u aK 

elde edilir, dolayısı ile marjinal verimlilikler 

olmaktadır. Marjinal ikame haddi 

O
l +pfv 

~=u (ı- c5 )y -:P/U _ı. _ _ 

aı ıl+ P 

R = _ dK = ao 1 ~ = ı - s <.!_)ı+ P 
dL aL aK ô L 

olur. Logari tmalar alındığında 

- ı-eS K 
log R =log(--)+ (ı+ p) log(-) 

c5 L 

ve ~olaytsı ile ikame elastikiyetinin 

d log (K / L) ı 
o = = --:--:--

dlogR ı+p 

(5) 

(6) 

olduğu bulunur. Başka bir it:_ade ile ikame parametresi p, ikame elastikiyetinin, o, 
basit bir fon~yonudur: ' 

ı-o 
p=-(J-

P_nun değeri ne kadar yüksek is~ ikame elastikiyeti o kadar düşüktür. Açtkça göriile­
~ıleceği gibi P nun değeri - ı den küç ük olam-az. p nun değeri - 1 e yaklaşttkça 
tkame elastikiyeti sonsuza yönelir, yani eşürün eğrileri doğrusal hale dönüşür. öte 

7 

8 

ölçeğe göre sabit getiri haTinde fonksiyon 

0 = Y [eS K- p + (1 - cS) L- p)-l/p' 
şeklini alır. · 

?o~_b-~~~gl~~ üretim fonksiyonundaki A ya karşı gelen bu parametre çıktın~n 
olçülduğu bırımiere göre farklılık gö.sterir. Çıktı birimlerini y = 1 olacak şekıl· 
de ~rum lanarak fonksiyon standartlaştırılabilir : 
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yandan p sonsuza do~ru yaklaştı~mda ikame elastikiyeti O a do~nı yönelir, limit 
halinde CES fonksiyonu input-output üretim fonksiyonu haline dönüşür. anın de~e- . 

ri ı e do~ ve dolayısı ile p nun de~eri O a do~ru yaklaştı~mda CES üretim fonksi· 
yonunun ölçe~e göre sabit getirili bir üretim fonksiyonu baline dönüştü~ü, yani 

0 ={sabit) K6 Lı- ı5 

oldu~ gösterilebi~ir. Bu şekilde CES üretim fonksiyonu, özel fialler olarak Cobb· 
Douglas, input-output ve do~rusal üretim fonksiyonlarını kapsamı içine alan bir üre· 
tim fonksiyonlan ailesidir. · - · 

CES üretim fonksiyonu Cobb:Douglas fonksiyonu gibi her iki tarafın logant­
ması almarak kolaylıkla do~ hale dönüştürülemez. Gerçekte CES fonksiyonu­
nun do~dan tabminini sa~layacak biçimde parametrelerini -ve değişkenlerini bir­
birinden ayıracak bir do~rusallaştırma metodu yoktur. 

2.2. İktisadi Model 

Teknik bir ilişki olan üretim fonksiyonunda K ve L girdilerini O yu belirleyen 
ba~ıınsız ekzojen de~işkenler olarak ele almak mümkün de~ildir. üretim, girdileri­
nin kendi kendine bir araya gelmesi ile k~ndili~inden ortaya çıkan bir olgu de~ildir. 
Aksine 0, K ve L belirli bazı iktisadi kararlar sonucu müştereken belirlenmektedir. 
Dolayısı ile üretim fonk,siyonunu ampirik olarak incelemeye geçmeden önce üretim 
ile ilgili iktisadi kararların alındı~ı bir çerçevenin çizilmesi gerekir. 

Tam Rekabet Koşulları 

Geleneksel yaklaşım üreticinin tam rekabet koşullan altında çalıştı~ını ve K 
ve L yi üretim fonksiyonu tarafından belirlenen sınırlayıcı koşul altında, kan-, tr , 

maksimum kılacak şekilde belirledi~ini varsaymaktadır. Çıktı fiyatını p, ücret had­
dini w ve sermaye· fiyatını r ile belirtirsek, O, L ve K nın kar m_aksimize eden değer­

leri 

1T =pO -wft -rK 

denkleminin O = f{L, K) sınırlayıcı koşulu altında maksimizasyonu ile elde edilir . . 
Maksimizasyon İçin gerekli koşullardan 

ar 
r=p 3K 

marjinal verimlilik koşulları elde. edilir: Her girdinin marjinal ürününün de~eri girdi­
fiyatına eşit olmalıdır. Dolayısı ile O. L ve K nın kan maksimum kılan değerleri üç 
denklemden oluşan 

0 = f {L,M) 
. . . 

eşanlı denklem sisteminin çözümünden elde edilmektedir9 
• 

9 Bu nokta ilk kez Marschak ve Andrews (1944) tarafından belirtilmiştir. Keza 
bakınız Nerlove (1965), Hildebrand ve Liu (1965), Zellner, Kmenta ve Dreze 
(1966), Griliches ve Ringstad (1971). 

-187-



Cobb-Douglas üretim fonksiyonu halinde dengedeki marjinal verimlilik koşul· 

lan 
cxQ 

w= p ---ı:-· 

şeklini almaktadır, dolayısı ile cx ve {j 

wL cx =---pQ • 

(jQ 
r=p-­. K 

(j=_!_L 
pQ 

. ·sıra ile eme~in ve sermayenin toplam çıktıdaki paylan olarak yorumlanabilir. Opti· 
mal çıktı ve girdi düzeylerinin belirlenmesi üretim fonksiyonunun iki marjinal ve­
rimlilik koşulu ile eşanlı olarak çözümünü gerektirir. Çözillecek üç denklemH ve üç 
bilinmeyenli sistem logaritmalar cinsinden - -

_ _lr ı - cx . - (j l [ log Q ı 
ı -ı O log L J = 

1 O 1 j logK 

log A ı 
- log cx + log ( ; ) 

- log 13 + log (· ~ ) 

olmaktadır. Bu sistemin katsayı matiisinin determinantı 

1-cx-13 

oldu~undan, cx + (j ::_ ı olması halinde çözüm yoktur, yani ölçeRe göre sabit getirili 
Cobb-Douglas üretim .fonksiyonu halinde kan maksimum kılan çıkb düzeyi beliıSlz· 
dir. Maksimum i_çin yeterli koşullar sınırlayıcı koşul oıiuı üretim fonksiyonunu içine 
alan 

tr = p Q (L, M)- rK- wL 

fonksiyonun L ve K ya göre ikinci türevleri alınarak çıkartılabilir; bu fonksiyoncia 
ikinci ve üçüncü terimler dojtrusal oldujtundan ikinci dereceden koşullar; birinci te· 
rimin ikinci dereceden koşulları, yani (2) ve (3), ile tamamen aynıdır. Cobb-Douglas 
durumunda {3) eşitsizlijti ile belirtilen koşul . -

cx+l3<i . 

olmasını gerektirir. Cramer (1969, 228-9) tarafından belirtildi~i gibi, üretim fonksi· 
yonu ve marjinal verimlilik koşullan tarafından belirtilen sistemm kin ınaks!JDUID 
J(apan, sıfırdan farklı Q, L.ve ·K delterleri için, bir çözüm vermesi ötçejte göre azeılan 
getiriyi gerektirmektedir. Marjinal verimlilik koşullannın burada veri olarak alınaD -
fiyatların bir fonksiyonu olarak girdi miktarlannı belirlemede kullanıldıltına dikkat 
edilmelidir. Bu çerçeve içinde ortaya atılan ve. birçok tartışmalara neden olan cevap· 
landınlması güç bir soru, "faktörlere yapılan ödemelerin çıktidan elde edilen geti· 
riye eşit olmasının gerekip gerekmedi~i" sorusudur. Gerçekten de yeni rı.rınaıann 
endüstriye giriş çıkışının · serbest olduRu bir teorik çerçeve içinde dengede pür za. 
rar veya karlar söz konusu olmayacaıtindan 

· wL+rK=pQ 

olması gerekmektedir. Bu ise ölçe~e gÖre sabit getiriyi ima eder. 
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Yukarda ulaş~lan sonuçlarla ilgili olarak vurgulanması gereken iki nokta var­
dır. Birincisi; ampirik olarak herhangi bir tahmin yapmadan önee üretim fonksiyonu 

·ıeımik özelli~i sabit veya artan getiri kar maksimizasyonunu sa~lamıyor diye red 
edilemez ve h~rhangi bir veri kümesinin . 

wL+rK=PQ 

~eklinde bir derige§i yansıttı~ı varsayılamaz. İkincisi, sabit getiri halindeki.<;>, L ve K 
nın belirsizli~i' pek mantıklı görünmemektedir, çünkü gerçekte bu de~işkenler kesin 
de~erle~ _almaktadır ve bunların bir açıklaması olmak zorundadır. Bu problemin 
üştesinden gelmek için iki yaklaşım beniinsenebilir. Birin~i yaklaşım tam rekabet 
varsayımını düşürmektedir. Bu şekilde model içine bii' çıktı talep fonksiyonu vefve­
ya bir emek arz fonksiyonu ve/veya bir sermaye arz fonksiyonu katılabilir. Fakat li­
teratürde.bu yol pek benimsenmemektedir, çünkü bu halde ürün tanımı ve endüstri 
kavramı sorunlan ortaya çıkmaktadır. . · 

İkinci yaklaşım emek ve ·sermayeden farklı ve piyasad~ satınalınamaY.an bir 
başka tip girdinin, 'müteşebbislik' girdisinin varlı~ını varsayinaktadır. Müteşebbislik 
kçasitesinin fi~a büyüklü~ünü belirledi~i farzedilniektedir. Müteşebbisin becerisi­
ni çıktıdaiı ba~ımsız olarak ölçmek g'ıiçtür; dolayısı ile firma büyüklü~ünün müteşeb-

. hislik kapasitesi tarafından belirlendl~ini söylemek bilinmeyene ·.bir ad vermekten 
başka birşey de~ildir1 0

• 

Ureticinlıı CES üretim fonksiyonunu sınırlayıcı koşul olarak kullanarak tam 
rekabet kQşulları altında çalıştı~ varsayılırsa, denge halindeki verimplik koşullan 

·· ı +pfv · · ı +pfv 
vö y-pfv O = _r_ v{l -ö) y-pjv _<;>,__ __ 

Kl + p P ' :Ll+ p 

w 
. p 

olur. ölçe~e göre sabit getiri, v ·= ı, durumunda, logaritmalar cinsinde~, marjinal 
verimlilik ioşullan 

log (..2....) == ~ - 1- iog (-ö-) +-~-log (-r-) 
_ K l+p _ yP l+p p 

. o ı (1 -ö) ı w log·(-)=--- log +--log(-) 

. L l+p · yP ı+p p 

. . , .. 
şeklinde ifade edilebilir. Dikkat eôilitse reel ücretlerdeki yüzde 1 lik bir artış işgücü 
verimlili~inde yüzde ı/(1 + p) kadarlık bir. artışa neden olmaktadır. Dolayısı ile, 
eşitlik (5) ile ifade edildi~i gibi, 1/(ı + p) ikame elastikiyetini, a, belirtmektedir. 
ölçe~e göre sabit getiri durumuriı;la, CES üretim fonksiyon~ ve iki marjinal verim­
lilik koşulundan 9luşan eşanlı denklem sisteminin <;>, L ve K yı yine belirsiz bırak­
tı~ı gösterllebilir11 

• 

10 Walters(l967,281). -
ll Bu konunun daha detaylı tartışması bu yazının çerçevesini aşmaktadır. Sözel 

bir t~ı_şma için bakınız Cramer (1973, 229-230). 
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Kamu Teşebbüsleri Için Geçerli Koşullar 

Kamu teşebbii<ılerf ve güdümlü endüstriler genellikle çıktılarını istedikleri gibi 
azaltıp ço~altamazlar. Bu durumda ç~tı sistein içinde belfrlenen bir endojen deRiş­
ten de~il bir önceden belirlenmiş de~işkendir. Çıktı fiyatlan genellikle teşebbüsle­
rm yönetiminden sorumlu kuruHarca belirlenir. Girdi fiyatlan rekabetçi piyasalarda 
belirlenebilece~i gibi kısa dönemde önceden belirlenmiş olabilir. Demiryolu taşıma­
cıb~ı ve elektrik arzı tipik ömeklerdir12

• Kar maksimizasyonu yine 

ır=pÇ>-wL-rK 

denkleminin O. = f(L, K) sımıjayıcı koşulu altında maksimizasyonu ile sa~lanır; O 
ve p billneo sabitler oldu~ndan bu makslmizasyon toplam maliyet fonksiyonu 

TC=.rL +wK 

nin mlnimtzasyonu ile eşdeaer!idir. Optimum çözüm marjinal Ikame haddinin fak-
tör fiyat oranına eşit olmasını ıerektlrlr: · 

ar ar w 
R= aL - , aı{=7 

Bu koşul üretim fonksiyonu O= (L, K) ile birlikte k8rı maksimize ve maliyeti mini­
mize eden (L ve K) de~erlerini belirler. Bu koşullarda da, ço~nlukla, fiyatı belirle­
mede geçerli olan kurallann sıfırdan farklı karın ortaya çıkmasına izin vermeyeceei 
gerekçe olarak gösterilerek 

wL +rK=pQ 

oldu~ varsayılmaktadır. 

Cobb-Douglas üretim fonksiyonu, O =AL cxKfJ, durumunda optimal çöztimden 

ao ao a K w 
R=aı:-1----aK=(tı:=-r-

elde edilir. Buradan L ve K için çözüm yapıldı~ında 

cx r ' 
L =--K 

{J w ' 

{J w 
K=- - L 

a r 

bulunur. Bu lfadeleri sıra lle üretim fonksiyonu içinde yerine koyar ve yeniden dü­
zenleme yaparsak maliyeti minimize eden girdi fonksiyonlan 

1 

ı {J ı . 
Q 'Q-Flf {J w -cx+{J O cx+{J 

L =(A ) <-a-r ) K=(A) 

elde edilir. 

'12 Bakınız K.lein (1953 , 226-236) ve Nerlove (1963). 
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2.3. Ekonomettik Model 

üretim fonksiyonu ampirik olarak tahmin edilecek bir ekonometrik model 
olarak formüle edildi~inde ek bazı güÇlükler ortaya çıkmaktadır. Sistem Içindeki 
denklemlerin kahplannın açıkça tanımianması -ve analiz dışında bırakılan tüm de~lş­
kenlerin ve di~er tesadüfi unsurlann etkilerini dikkate almak üzere tesadüfi bozuk-
luk terimlerinin modele katılması gerekir. · 

İlk aşamada çapraz kesit çalışmalan Için geçerli bir ekonometrik model üze­
rinde du~ım. Tesadüfi bozukluk tertml genelde kolaylık salladıRı için; çarpım şek­

, linde modele katılmaktadır. örnelin Cobb-Douglas üretim fonksiyonu 

Ot =AL~ Kf u li 

şeklinde ifade edilebilir, uıı nin pozitif bir faktör oldu~ ve 1 In her Iki yanında 
de~erler aldıeı varsayılmaktadırı 3 • Çoeunlukla uıı nin ı nlncl firma veya müteşebbl­
sln teknik etkinli~lnl (bilgi, beceri, çaba, konum avantajı, yapılan hatalar ve şanslı­
lık) temsil ettlel kabul edillr14

• Marjinal verimillik koşullan içine katılan 

ve 
O ' r 

f3 K: =-puaı (8) 

tesadüfi bozuk!uk terimlerinin, u 2 ve u3, optimizasyonu saRlama başarisını yansıttı­
eı varsayılmaktadır; müteşebbls en yüksek etkinll~i sa~ladı~ında u2 ve u3 birim de­
Rerlerini alacaktır1 5 • Sistem doeı-usaııaştınldıj!mda 

log Oı - a log Lı - {3 log K1 = ·log A + log uıı 
w 

= log (-) - log a + log u2-
1 

' 
P~ 

log Oı - log K1 
r = log (-) - log {3 + log. uaı 
p . 

bulunur. Sabltl_er dişında sistemde sadece endojen de~işkenler yer almaktadır. Ej!er 
üretim fonksiyonu tesadüfi terimi marjinal verirrililik koşulları tesadüfi terimlerin-

13 Alt~rnatü olarak tesadüfi bozukluk 

Oi =AL~ K~ uli 

şeklinde denkleme katıla~ilir, bu halde U1i .nin sıfırın her iki yanında de~erler 
aldı~ı varsayılır. · 

14 Bu yorumda da dikkatli olmak gerekir. Çünkü uu, ininci firma veya müteşeb­
bis için ço~u hallerde de~eri teSadüfen belirlenen bir deitişken deltil o firma­
nın işletme olarak göreli becerisini yanaıtarı bir sabit olabilir. Her firma için 
bu sabıt sistematik olmadıitindan bunun A içine yansıyacaıtını iddia etmek te 
mümk'"tin deitildir. 

15 Alternatif olarak tesadüfi bozukluklar 
U1• Uz· e ı ve e · ı · 

şeklinde ifade edilerek çarpım biçiminde verimlilik koşullarına katılabilir. Bu 
halde müteşebbis en yüksek etkiniili saıtlandıitında ı.ı:ı ve u3 sıfır deıter~erini 
al~ : 
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den ba~ımsız de~U tse üretim fonksiyonunun teşhis. edilmedi~ görülmektedir. Baş­
ka bir deyişle, tahmin yapıldı~mda üretim fonksiyonunu, .marjinal verimlilik koşul· 
lannın bir doerusat kombinasyonundan ayırmak mümkün olmayacakttr. Teşhis çe· 
şltli şeklllerde sa!lanabllir. Bir yol üretim fonksiyonu dışındaki de~şkenler içine 
ekzojen de~işken ilave etmektedir1 6

• öme!in sermayenin marjinal verimlilik koşu· 
tunu belirten denklem Içine sermaye 'stoAtJ deAişkeni bir ekzojen deeişken olarak 
katılabilir. Girdi fiyatlann.ın sabttliei varsayımı düşürülebilir. Çapraz kesit çalışma· 
sında ücret hadlerinin bölgesel farklılı~ dikkate alınabilir. Tam rekabet varsayımı 
düşünülebilir, b.u halde bir veya daha fazla sayıda fiyat endojen deeişken haline ge­
lecektir. üretim fonksiyonu teşhis edilmemesine karşın marjinal verimliilk koşullan 
teşhis edilmiştir. (8) de verilen bu koşullan yeniden 

wLf rK1 . log a =log (-n-r + log u2i ve log (3 =log (--) + log u31 PYi ·POi 

şeklinde yazarsak l<?ga ve log/3, n sayıda gözlemden bir ortalama olarak hesaplanabl· 
llr: . 

ı n wLı 
log a =- 1: log (--) 

n ı= ı P9ı 

ı n rK· 
log (3 =- 1: log (-ı-) 

n ı= ı POt 

Bu tahminler toplam çıktıdaki emek ve serm!lye paylannın geometrik ortalamalan· 
dır: 

- Jrr" wLı a=n --
t=ı POt 

_ j n rKi 
(3=n 11--
. ı=ı P9i 

Benzer şekilde kamu teşebbüsleri Için geliştirilen ve maliyeti mlnlml.te eden 
iki girdi fonksiyonundan, (7), oluşan sistemde teşhis edilemez. Bu halde tahmin edi· 
lebilir bir ekonometlik model iki denklemin birleştirilmesi lle bir maliyet fonksiyo­
nu biçiminde tiiretileblllr: 

ı (3 ı a 
Oa:Flf f3 w-a+(3 · O a+(3 ar -a+P 

TC=w[(A) . <--a- -r> ]+r[(A) <trw> ] 
ı a (j 

.ı. a+(3 a+~ a+(3 
TC='*'O w r 

burada ı/1 bir sabittir. Maliyet fonksiyonu çıktı ve faktör fly~tları cinsinden logarit. 
mik do~sal bir fonkslyon?ur: · 

ı a (3 
log TC = log ı/1 + ( a + (j )log O + ( a + (3 )log w + ( a + (3 ) log r 

16 Gelişigüzel ekzojen de~işken ilavesi ile teşhisin ucuz bir şekilde sa~lanması 
gerekir. 
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Cobb-Douglas üretim fonksiyonunun tahmininde yaygın kullanılan bir yakla­
şım 'tam rekabet, kar maksimizasyonu, ölçeAe göre sabit getiri (/3 = 1 - a) varsaya­
rak fonksiyonu 

log Oi = log A + a I; + (1 - a) log ~ + ~ 

biçimine dönüştünnek ve yo~un kalıp adı verilen 

Ot Kı 
.log <ı:;-)= a + (1- a) log <ı:;-> +. ~ 

kalıp ta tabınin etmektedir. Aynı yarsayımlar altında marjinal verimlilik koşulları 

Oi w 
log (-ı:j) =log (--p) -log a + w1 

Oi r · 
loe (J(j) =log (P)- ıoı {3 + w2 

ilişldlerini verir; kesmeler a ve {3 elastikiyetlerlnin logaritmalaiının ters işaretli 
delerieri olmaktadır. 

CES üretim fonksiyonunun ekonometrik bir model olarak ifadesinde karşıla­
şılan temel problem, bu fonksiyonun parametreleri cinsinden do~usal olan bir ka­
lıpta ifade edilememesidir. Tahmirı _edilebilir bir model üretmek için marjinal verim, 
lllik koşullarmdan yararlanılır. ölçe~e göre sabit getiri (v = 1) halinde emek için ge­
liştirilen marjinal verimlilik koşulu, (5)! tam rekabet şartlan altında 

(ı- 5) y-p(~) ı + p = !!.._ 
. L p 

şeklinde ifade edilir. Yeniden düzenler 

wL w ı· / + 
( PO ) <-pW- ı ={(ı- 5) y- PJ ~ P 

ve her iki yanın logaritmasını alırsak 

wL w 
log (PO ) =(ı- o) log (p-) +o log (ı- 5) + (o-1) log y 

tahmin edilebilir bir denklem olarak elde edilir. Cobb-Douglas üretim fonksiyonun­
dald gibi eğer o= ı- ise emeğin payı ücret haddi ve nötr teknik değişmeden, y, ba­
tımsızdır. 

üretim fonksiyonunun · ampirik olarak tahmini açısından zaman serisi verileri­
nin en büyük dezavantajı, bu verilerin zaman içindeki teknik değişme ve gelişmeyi 
içermesidir. Dolayısı ile zaman serisi verileri ile çalışırken bunun dikkate alınması 
gerekir. En basit yaklaşım çarpım şeklinde bir trend terimi kullanmaktadır . 
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t yi alt indis olarak t döneminde üretilen çıktı ve istihdam edilen emek ve sermayeyi . 
göstermek için kullandık. E~er emek ve sermaye sabit tutulursa çıktı X oranında bü­
yüyecektir. Denklem yeniden 

In Ot = In .;ı + a In Lı + {3 In Kı + M +u 
şeklinde yazılabilir1 7 • 

3. VERİLER VE TAHMIN 

üretim fonksiyonu Içinde yer alan de~şkenlerden ölçümü en kolay olanı 
emek ifrdisidir. Bu girdinin ölçümünde karşılaşılan problem farklı kalitedeki bilim­
lerin standart bir birim cinsinden nasıl ifade edilece~dir. Emek için en iyi kalite 
ölçüsü marjinal verimllliktir; denge halinde .bu bir bazı yılı ücreti ile ölçülebilir. Do­
layisı ile emek baz yılındaki ücrete göre agırlıklandırılarak bütünleştirilmelidir. 
Uygulamada emek, cinsiyet ve yaş gibi kaba kategorilere göre gruplandınlmakta ve 
a~ırlıklar bu gruplar için kullanılmaktadır. Teori bütünleştfrmede geometrik agırlık­
landırmayı önermesine karşın uygulamada aritmetik ortalama veya toplamlar kulla­
nılır. Emek girdisi genellikle yıllık adam saati olarak ölçülmektedir. Çıktının ölçü­
münde a~ırhklı indeks sayılan teknl~i kullanılmaktadır. Genellikle bir baz yılını esas 
alan aritmetik a~ırlıklandırma kullanılır. Temel problem sermayenin ölÇümünde or­
taya çıkmaktadır. üretim ·fonksiyonundaki sermaye girdisi, çıktı ve emek girdisinin 
hesaplandı~ı yıldaki sermaye hizmetine karşı gelmektedir. Bir makine di~erinden 
çok kıymetli olsa · dahi belirli bir dönemde aynı hizmeti sunuyorsa dönemlik kira 
her tki makine için aynı olmalıdır .. Heterojen sermaye mallarını bir araya getirmede­
ki indeks sayılan problemi yanı sıra zaman içinde ortaya çıkan teknik 2elişme 't"e 

yenilikler ek problemler yaratmaktadır. Uygulamada sermaye çogunlukla net ser­
maye sto~ ile ölçülür. Bu ölçü sermaye stoAundan yıpranma çıkarılarak bulunur. 
Bir diAer metod tesis ve cihaziarı yangın sigorta deAerine göre degerlendirmekte­

. dir111
• Bazen gayri safi sermaye sto~u ve bazı do~udan ölçüler ( tanmda kullanılan 

traktör sayısı, hastanedeki yatak sayısı gibi) de sermaye ölçüsü olarak kullanılmakta-

dır. Hammadde, yakıt ve toprak üretim fonksiyonu içine dahil edilen diger belli 
başlı girdilerdlr. Ayrıca bazen emek girdisi kalifiye ve kalifiye olmayan şeklinde ve 
sermaye ifrdisi de tesis ve teçhizat şeklinde alt gruplara ayrılmaktadır. · 

üretim fonksiyonunu parametrelerini tahminde farklı yöntemler kullanılmak­

tadır. Yapılan varsayımlar ve araştırılan ilişkiler de kullanılan yöntemin belirlenme­
sinde etkili olmaktadır. Tam rekabet ve kii.r maksimizasyonu koşullannın ııeçerli ol­
dugu bir ortamda, e~er teşhis problemi de çözümlenebilirse, buradaki gibi üç denk­
lemli bir sistem içinde tahmin tutarlı bir yöntemdir. Kii.r maksimizasyonu ve tam re­
kabet varsayımlar düşürüldügünde bir sistem geliştirmek çok. zorlaşmaktadır. Bu hal· 
lerde; çoeunlukla, eşanh denklem eeilimi problemi göz ardı edilerek veya proble­
min önemsiz oldugu varsayılarak üretim fonksiyonu bir tek denklem modeli olarak 
tahmin edilmektedir. Emek ve sermaye genellikle birlikte de~şt14inden üretim fonk-

ı '1 Daha karmaşık teknolojik gelişme modelleri için bakınız Solow (1959) ve 
W alters (1968 ). 

18 Ringstad (19'11, 31-33). 
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siyonu tahrolnlerinde karşılaşılan tipik bir problem çoklu do~usal: ba~ıntı proble­
mldir; bu problem bazı hallerde çok önemli boyutlara ulaş~kta ve iktisadi olarak 
anlamlı parametre tahminleri yapmak imkansız hale &elmektedir. Fakat bu gibi du­
rumlarda dahi üretim fonksiyonu tahminleri yararlı olabilir; ömeein Cobb-Dou.&las 
üretim fonksiyonunda O( ve 13 sa~lıklı olarak tahmin edilemese dahi !)lçeee göre getiri, 
O( + /3, hakkında güvenilir bilgi elde e~lebilir. üretim fonksiyonu tahminlerinde kar­
şılaşılan bir başka önemli ekonomettik problem heteroskedastisiti problemidir. 
özellikle çapraz kesit örneklemleri ile çalışıldı"Rm~ &özlem birimleri (firma veya· 
endüstri) büyüdükçe tesadüfi bozukluk teriminin beklenen ortalama etrafındaki 
saçılım artmaktadır. 
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