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SIMGELER DIZINI

Aciklama

U birim diskinde taniml analitik ve normalizasyonu saglayan fonksi-
yonlarim siifi

Kompleks sayilar kiimesi

2o merkezli r yaricaph acik disk

2o merkezli r yaricaph kapali disk

2o merkezli r yarigaph agik diskin siniri

f fonksiyonun p. mertebeden Salagean tiirevi

U birim diskinde tanimlh kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin sinifi
f fonksiyonunun tersi

U diskinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

f fonksiyonunun ¢ fonksiyonuna sabordine olmasi

f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi

U birim diskinde analitik, yalinkat ve § mertebeli bi-konvekse yakin
fonksiyonlarin simifi

U birim diskinde analitik, yalinkat ve konveks fonksiyonlarin sinifi
U birim diskinde analitik, yalinkat ve 5 mertebeli konveks fonksi-
yonlarin siifi

Koebe fonksiyonu

Dogal sayilar kiimesi

Nu{0}

Reel kismi pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi

Reel sayilar kiimesi

U birim diskinde tanimh analitik, yalinkat ve normalizasyonu sagla-
yan fonksiyonlarin simifi

U birim diskinde analitik, yalinkat ve yildizil fonksiyonlarin sinifi

U birim diskinde analitik, yalinkat ve S mertebeli yildizil fonksi-
yonlarin sinifi

U birim diskinde analitik, yalinkat ve S mertebeli bi-yildizil fonksi-
yonlarin sinifi

{z € C:|z] < 1}, Acgik birim disk



SEKILLER DiZINi

Sekil 2.1. f konform dontigiimii

Sekil 2.2, GOrtintii BOIGESI.....oiiiiiiiiiiiiiiii i
SEKIL 2.3, = Gt
Sekil 2.4. wg noktasina gore yildizil bOlge..........ccovvviiiiiiiiiiiiiii
Sekil 2.5, Konveks DOIEe. .......uuuiiiiiiiiiiiee e

vi



1. GIRIS

Geometrik Fonksiyonlar Teorisi, 1851 yilinda Riemann’in kompleks diizlemin basit
baglantili bir 6z alt kiimesini birim diske konform olarak resmeden bir f analitik
fonksiyonunun varligin1 ispat eden; ”"Riemann Donitigiim Teoremi” olarak bilinen
teoremiyle ortaya ¢ikmigtir (Riemann 1851). Bu yiizden keyfi basit baglantili bélgeler

tizerinde tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlarla ¢aligmak yerine
U={z:2€Cve|z| <1}

birim diskinde tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlarla ¢aligmak kolaylik saglar.
Yani; analitik yalinkat fonksiyonlar tizerindeki caligmalar U da analitik, yalinkat ve

normalizasyonu

saglayan fonksiyonlarin olugturdugu S sinifi iizerinde yogunlagmistir.

1916 da Bieberbach tarafindan ileri siiriilen, S simifina ait f(z) = 2+ > a,2" fonk-

n=2
siyonu igin

al<n  (n>=2)
oldugu uzun yillar matematikcileri mesgul etmistir. Bu tahmine ait temel ¢aligmalar

n=2 ic¢in |as| <2 Bieberbach (1916)
n=3 i¢gin J|ag] <3 Lowner (1923)

n=4 i¢in |a4] <4 Garabedian ve Schiffer (1955)



n=>5 icin las| <5 Pederson ve Schiffer (1972)
n=6 igin lag| < 6 Pederson (1968) ve Ozawa (1969)

n=23,...ic¢in |a,| <n Branges (1985)

olarak siralanabilir. 1985 yilinda Fransiz matematik¢i Louis de Branges tarafindan
genel ispatin yapilmasi, bu alandaki ¢aligmalarin sonlanmasi anlamina gelmemis ak-
sine beraberinde birgok problemin ortaya ¢ikmasini saglamigtir. S smifi igin yeni
alt simiflar tanimlama, katsay1 tahminleri, Fekete-Szego problemleri, Hankel deter-
minant sinirlari, biiytime ve genisleme teoremleri, yaricap problemleri, komsuluklar,
integral ve tiirev operatorleri, konvolusyon, sabordinasyon problemleri bunlardan

baglicalaridir.

1967 yilinda Lewin, tersi de yalinkat olan fonksiyonlar1 bi-univalent (kendisi ve tersi
yalinkat) fonksiyonlar olarak adlandirmig ve bu fonksiyonlarin olugturdugu simifi ¥
ile gostermigtir. 3 sinifina ait fonksiyonlar igin katsay: sinirlar: elde etme ¢aligmalar:

yapmigtir ve
las| < 1,51

sinirint elde etmistir (Lewin 1967). Brannan ve Clunie (1980), her f € ¥ igin
las| < V2

tahminini elde etmigtir. Daha sonra, Netanyahu (1969)

4
maks |as| = 3



oldugunu gostermistir. En iyi tahmin ise Tan (1984) tarafindan
|az| < 1,485

olarak elde edilmigtir. 1986 yilinda, Brannan ve Taha ¥ smifina ait fonksiyon-
larin Taylor-Maclaurin serilerinin ilk iki katsayisi olan ay ve ag iin modiillerinin
tist sinirlarii bulma ile ilgili galigmalar yapmigtir (Brannan ve Taha 1986). Son
yillarda Srivastava ve ark. (2010) tarafindan yapilan ¢aligmalarla bu problem tekrar
caligilmaya baglanmig; bircok matematikci tarafindan yeni alt siniflar tanimlanmis ve
katsay1 tahminleri elde edilmistir (Altinkaya ve Yalgin 2014a,b, Altinkaya ve Yalgin
2015a,c, Altinkaya ve Yal¢in 2017a, Altinkaya ve Yal¢in 2018a, Kumar ve ark. 2013,
Mazi ve Altinkaya 2019, Srivastava ve ark. 2014, Srivastava ve Bansal 2015, Xu ve
ark. 2012).

Biitiin bu caligmalar tanimlanan yeni alt simiflar i¢in ” a,, genel katsayisinin modiilii i¢in
de tist sinir elde edilebilir mi?” sorusunu beraberinde getirmistir. Yapilan ¢aligmalara
bakildiginda ancak Faber polinomlar: yardimiyla temel siniflara ait fonksiyonlar i¢in
la,,| katsay1 tahminleri yapilabilmigtir (Altinkaya ve Yalgm 2015b,e, Altinkaya ve
Yal¢in 2016b, Hamidi ve Jahangiri 2016, Jahangiri ve Hamidi 2013, Jahangiri ve
ark. 2014, Zireh ve ark. 2016). Bu yiizden n € N\ {1,2} (N ={1,2,3,...}) i¢in |a,|
katsay1 tahmini hala acik bir problemdir.

Yalinkat fonksiyonlar i¢in Fekete-Szego problemi az — a3 nin modiilii igin st siir
elde etmek olarak bilinir. Fekete-Szegd problemi ilk olarak Bieberbach tarafindan

calisilmigtir ve

‘ag—ag} <1



oldugu ispatlanmigtir (Bieberbach 1916). 0 <7 < 1 i¢ in Fekete-Szego problemi
‘ag — na%‘ <1

olarak genellegtirilmistir (Fekete ve Szegd 1933). Daha sonra yalinkat fonksiyonlarimn
alt siniflar icin Fekete-Szego problemi ¢ozme caligmalar: baglamig ve bu problem hala
onemini kaybetmemistir (Altinkaya ve Yalgin 2014c,d, Altinkaya ve Yalgin 2017b,
Kanas ve Darwish 2010, Kwon ve Cho 2003, Orhan ve ark. 2010, Zaprawa 2014).

Yalinkat fonksiyonlarin katsayilari arasinda iligki kurmak igin ¢aligilan diger bir prob-
lem ikinci Hankel determinantidir. 1976 yilinda Noonan ve Thomas, n > 0 ve ¢ > 1

olmak iizere (2.1) formundaki f fonksiyonu icin ¢'* Hankel determinantini

G, Apt+1 *°° Opyg—1
An+1 Qpy2 *° OQpigq

Hy(n) = (a1 =1)
Antqg—1 Qnitq " QAni2¢-2

olarak tanimlamistir (Noonan ve Thomas 1976).

Burada n =1 ve ¢ = 2 i¢in

elde edilir. Hy(1) = a3 — a3 esitligiyle tammh Hy(1) Hankel determinanti Fekete-

Szego fonksiyonu olarak bilinmektedir.



n=2,q=2i¢in

Hy(2) = 42 4 _ asay — a;
as ay
esitligi elde edilir. H9(2) Hankel determinanti ise ikinci Hankel determinanti ola-
rak bilinmektedir. Yalinkat fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel determinant1 hesaplama
caligmalar1 da hala popiilerligini korumaktadir (Altinkaya ve Yalgin 2016a,c, Altinka-
ya ve Yalcin 2018b, Elhosh 1986, Hayman 1968, Giiney ve ark. 2019, Janteng ve ark.

2007, Murugusundaramoorthy ve Magesh 2009, Srivastava ve ark. 2018a).
Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Tezin girig boliimiinde, mevcut ¢aligmalar tarihi bir seyir igerisinde sunulmustur.

Ikinci boliimde, temel topolojik kavramlar ve kompleks diizlemde diferansiyellene-
bilme, analitik fonksiyonlarin temel 6zellikleri, reel kismi pozitif fonksiyonlar, sa-
bordinasyon prensibi ve uygulamalari, yi1ldizil ve konveks fonksiyonlar, o mertebeli

yildizil ve konveks fonksiyonlar ve temel sonuglari verilmistir.

Uciincit boliimde, ilk olarak, S&¥(\) ve H&(h,) yeni alt smiflar1 tammlanmus,
bu smiflara ait fonksiyonlarm baglangig katsayilari |as|, |ag| igin {ist siirlar elde
edilmistir. Buna ilave olarak S2¥ (\) simfiyla S (3) suufi ve HE (h, §) simfiyla Hy,(3)
arasindaki ilgi ifade edilmistir. Daha sonra Salagean tiirev operatorii yardimiyla
kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarmm iki yeni alt siifi By, (p, \, ¢) ve Q(p, A, 5)
tanimlanmigtir. Bu siiflara ait fonksiyonlar i¢in |as|, |as| baglangig katsay1 tahmin-
leri ve Faber polinomlar1 yardimiyla |a,| igin iist sinir elde edilmigtir. Bu simiflara
ilave olarak sabordinasyon ilkesinden faydalanarak tammmlanan By (p, A, ¢) yeni alt

smifina ait fonksiyonlar i¢in |a,| katsay1 sinir1 elde edilmistir ve bu siifa ait fonksi-

yonlar i¢in Fekete-Szego problemi ele alinarak |az — na3| icin {ist sinir hesaplanmigtar.



Son olarak Prema ve Keerthi (2013), Jahangiri ve Hamidi (2015) tarafindan ¢aligilan
Ps(a, ) smifina, Jahangiri ve ark. (2014) tarafindan calhgilan Hyx (A, ) sinifina
ait fonksiyonlar i¢in baslangic katsayi1 tahminleri verilmis ve bunlara ilave olarak

Hy(2) = agay — a3 Hankel determinantinin modiilii igin iist siir hesaplanmigtir.

Dordiincii boliimde ise elde edilen sonuclara ait degerlendirmeler yer almaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavram ve teoremler

verilmigtir.

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilacak genel topolojik kavramlara yer verilecektir. Bu kav-

ramlar Goodman (1983) ve Palka (1991) dan derlenmistir.

Tanim 2.1.1. C kompleks sayilar kiimesi, zy € C, r > 0 olmak tizere D(zy,7) =
{z € C: |z — 20| < r} kiimesine zy merkezli v yarigapl agik disk (2o noktasmin r

komgulugu) denir.

D(z,7) ={2€C: |z — 2| <1},

0D(zg,1) ={2€C:|z—z| =71}

kiimelerine sirasiyla zg merkezli r yaricaply kapaly disk ve ¢ember denir.

Tamim 2.1.2. A C C ve zy € A olmak tizere D(zy,r) C A olacak sekilde bir r > 0
say1s1 mevcutsa, zg noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir. A kiimesinin biitiin
i¢ noktalarinin kiimesine A kiimesinin ¢ denir. Eger A kiimesinin biitiin noktalar:

i¢ nokta ise, A kiimesine a¢ik kiime denir.
Tanim 2.1.3. A C C herhangi bir kiime, V' ve W, C de iki ayrik agik kiime olsun.
Eger ANV # @, ANW # @ve A CVUW ise A kiimesine baglantisiz kiime denir.

Baglantisiz olmayan kiimeye baglantilv kime denir.

Tanim 2.1.4. Agik ve baglantili bir kiimeye bdlge denir.



C hem agik hem de baglantili oldugundan bir bolgedir.

Tanim 2.1.5. Bir [¢, d] kapall arahginin z = v(§) stirekli fonksiyonu altindaki res-
mine C de bir yol veya egri denir. Her £ € [c,d] icin /() mevecut ve v/'(§) # 0
ise egriye duzgin egri denir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalari
bitisik olan egriye kapalr egri, sadece ug noktalarinda kesigsen egriye de basit kapal

egri (Jordan egrisi) denir.

Tanim 2.1.6. A C C bolgesinde her basit kapali egrinin sinirladigi kiime sadece A

kiimesinin noktalarindan olugsmug ise bu bolgeye basit baglantily bolge denir.

Tanim 2.1.7. A C C olmak tizere f : A — C bir fonksiyon ve 2y € A olsun. Her
e > 0 sayis1 ve |z — zg| < 0 sartin saglayan her z € A i¢in | f(z) — f(20)| < € olacak

sekilde 0 = d(e, z9) > 0 sayist mevcutsa f fonksiyonu zo noktasinda sireklidir denir.
2.2. Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve S Sinifi

Bu kisimda analitik yalinkat fonksiyon kavrami ve analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in

baz1 onemli teoremler yer almaktadir.

Tanim 2.2.1. f fonksiyonu bir D bolgesinde kompleks degiskenli kompleks degerli

bir fonksiyon ve zy € D olsun. Eger

o 1) = ()

Z—r20 Z — ZO
limiti mevcut ise f fonksiyonuna zy noktasinda diferansiyellenebilirdir (tiirevlienebi-
lir) denir. Limit degerine fonksiyonun z, noktasindaki tirevi denir. Bu tiirev f’(zp)

bi¢iminde gosterilir. Eger f fonksiyonu zy noktasinin belli bir komgulugundaki biitiin

noktalarda diferansiyellenebilirse f fonksiyonuna zg noktasinda analitik fonksiyon



denir.

Tanim 2.2.2. D kompleks diizlemde bir bolge olmak iizere f : D — C fonksiyonu
birebir ise f fonksiyonuna yalinkat fonksiyon denir. Bagka bir deyisle 21,290 € D
olmak tizere f(z1) = f(z2) olmasi z; = 2z olmasim gerektiriyorsa f fonksiyonuna D

bolgesinde yalinkat fonksiyon denir.

Geometrik olarak, diizlemde goriintii bolgesinin kathi bolge olmamasi seklinde yo-

rumlanir.

Ornegin; f(2) = 2z, U da yalinkat bir fonksiyon iken f(z) = (1+ 2)3, U da yalinkat

olmayan bir fonksiyondur.

D de yalinkat bir fonksiyon, D bdélgesinin biitiin alt kiimelerinde de yalinkattir. Bun-

dan boyle yalinkat fonksiyon denildiginde analitik yalinkat fonksiyon anlagilacaktir.

Tanim 2.2.3. Kompleks diizlemde f : D — C siirekli dontisiimii verilsin. Ayrica bir
zo € D noktasindan gegen, aralarinda 6 acis1 bulunan C; ve C5 diizgiin egrileri goz
oniine alinsm. Bu egrilerin f(C4) ve f(Cy) resim egrileri de wy = f(zp) noktasinda
aralarinda yon ve biyiiklilk bakimindan 6 acis1 tegkil ediyorsa, f fonksiyonuna z
noktasinda konform dontsium denir. f fonksiyonu her z, noktasinda konform ise f

fonksiyonuna D bolgesinde konformdur denir.



4 z-diizlemi 4 w-diizlemi

Sekil 2.1. f konform doniigiimii

Tanim 2.2.4. D bolgesinde analitik f fonksiyonu verilsin. zy € D olmak tizere

f'(20) #0

ise f fonksiyonu zy noktasinda konformdur denir (Duren 1983).

Teorem 2.2.5. D C Cve f: D — C olsun. f fonksiyonunun D bolgesinde konform
olmasi icin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun D de analitik ve yalinkat olmasidir

(Palka 1991).

Teorem 2.2.6 (Riemann Doniisiim Teoremi). D kompleks diizlemin basit baglan-

tili bir 6z alt kiimesi ve zy € D noktasi verilmig olsun. Bu takdirde

f(z20) =0

ve

f/(Z()) > 0

ozelliklerini saglayan, D bolgesini U tizerine birebir olarak resmeden bir tek analitik

10



f fonksiyonu vardir (Riemann 1851).

Tanim 2.2.7. U birim diskinde analitik ve f(0) = f’(0) — 1 = 0 sartlari saglayan

f fonksiyonuna normalize edilmis analitik fonksiyon denir.

U da analitik normalize edilmis
f(z)=z+ ianz" (2.1)
n=2
formundaki fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir.
U birim diskinde normalize edilmig yalinkat fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

S smifina ait en 6nemli fonksiyon; z € U igin

z
K(z) = 1=2)
seklindeki Koebe fonksiyonudur.
Koebe fonksiyonunun rotasyonlari
z
/{9(2) = (1 B eiez)g

olarak ifade edilmektedir.

Koebe fonksiyonu birim diski

bolgesi iizerine bire bir olarak dontistiiriir.
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Sekil 2.2. Gortintii bolgesi

S smifina ait diger fonksiyon ornekleri; U birim diskini U birim diskine resmeden

w=f(z) ==z

fonksiyonu, U birim diskini (w) > —% yar1 diizlemi tizerine konform olarak resme-

den

fonksiyonu ve U birim diskini kompleks diizlemden % <z <oo, —o0o<x< —% yarl

dogrularinin ¢ikarilmasiyla elde edilen bolge tizerine resmeden

w=f(z)=

1 — 22

fonksiyonu olarak verilebilir.

S siifi bazi elemanter dontigtimler altinda degismez kalir: f € S igin

e g(2) = f(Z) = z+azz* + a32® + - - - eglenik doniigiimd,

12



0 € R icin g(2) = e " f(e?z) rotasyonu,

0 <r<licgn g(z) =r~'f(rz) geniglemesi,

n € Z* i¢in g(z) = {/f(2") kok dontiglimii,

f(EE) - 10
(L —[7[*)f"(7)

X, f fonksiyonunun deger kiimesi iizerinde analitik yalinkat bir fonksiyon olmak

7| < 1igin g(2) = disk otomorfizmi,

tizere g(z) = (x o f)(2) bilegke doniigtimii

seklinde tanimli ¢g fonksiyonlar1 da S sinifina aittir.

Teorem 2.2.8 (Koebe Dort Ceyrek Teoremi). f € S ve f fonksiyonu «y degerini
almasin; yani f (z) = v denkleminin U da ¢6ziimii olmasi. Bu durumda v > }l diir

(Koebe 1907).

Koebe Dort Ceyrek Teoremi, S sinifina ait her f fonksiyonunun f (U) goriintii bolge-

sinin orijin merkezli }l yaricapl acik diski kapsadigini gosterir.
Teorem 2.2.9 (Bieberbach Teoremi). S siifindaki her f fonksiyonu igin
’CL2| S 2

esitsizligi saglanir. Egitlik hali, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar: tarafindan saglanir

(Bieberbach 1916).

Teorem 2.2.10 (Bieberbach Tahmini). S sinifina ait her f fonksiyonu

la,| <n (n>2)

13



esitsizligini saglar. Esitlik Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari igin saglanir (Bieberbach

1916).

Teorem 2.2.11 (Fekete-Szeg6 Problemi). 0 < n < 1 olmak iizere S simifina ait

her f fonksiyona Lowner metodu uygulanarak

2
|a3 — nag} <1+ 2exp (—%)

esitsizligi ispatlanmigtir. Esitlik her n degeri i¢in kesindir (Fekete ve Szegd 1933).
2.3. Reel Kism Pozitif Fonksiyonlar ve P Sinifi

U birim diskinde analitik, pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar sinifi Carathéodory
tarafindan insa edilmistir. Carathéodory sinifi yalinkat fonksiyonlar teorisinde 6nemli
bir yere sahiptir.

Tanim 2.3.1. U da analitik, ¢(0) =1 ve z € U igin Rp(z) > 0 sartin1 saglayan

90(2) =1+ Z@nzn
n=1

bi¢iminde seri agilimina sahip fonksiyonlara reel kismi pozitif analitik fonksiyon de-

nir. U da reel kismi1 pozitif analitik fonksiyonlarin sinifi P ile gosterilir.

P siifina ait en 6nemli fonksiyon

olup U birim diskini sag yar1 diizlem tizerine konform olarak resmeder. Koebe fonk-

siyonunun S sinifinda oynadigi temel rolii, ¢ fonksiyonu P de oynar.

14



P simfina ait bir fonksiyonun yalinkat olmasi gerekli degildir. Ornegin; n > 2 icin

f(2) =1+ 2", P smifina ait bir fonksiyon olmasina ragmen yalinkat degildir.

Lemma 2.3.2 (Carathéodory Lemma). Eger ¢ € P ise
lon] <2 (n €N)

dir (Pommerenke 1975).

Lemma 2.3.3. |z| < 1 ve |z| < 1 egitsizliklerini saglayan baz1 x, z sayilar igin

p € P ise

202 = f + (4 — ¢7)

dps = o} +2(4 — Pz — (4 = p})2® +2(4 — P} (L — |a]*)=
esitlikleri gerceklenir (Grenander ve Szego 1958).

2.4. Sabordinasyon Tlkesi

Sabordinasyon ilkesi kompleks analizde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu kavram ilk
olarak Lindelof (1909) tarafindan ortaya atilmigtir, fakat temel galigmalar Littlewood
(1925) ve Rogosinski (1943) tarafindan yapilmigtir.

Lemma 2.4.1 (Schwarz Lemmasi). w (2) = ¢;2 + ¢p2? + - - - fonksiyonu U birim
diskinde tanimli ve analitik olsun. Ayrica w (0) = 0 ve |w (z)| < 1 sartlarini saglasin.

Bu durumda

w (2)] < [2| ve [w(0)] <1
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esitsizlikleri gergeklenir. Egitlik durumu ancak ve ancak w (z) = ¢z, [¢] = 1 fonksi-

yonu i¢in gegerlidir.

Tanim 2.4.2. Schwarz Lemmasinin kogullarini gergekleyen bir fonksiyona Schwarz

fonksiyonu denir. Bu fonksiyonlarin kiimesi €2 ile gosterilir (Graham ve Kohr 2003).

Teorem 2.4.3 (Sabordinasyon Ilkesi). U birim diskinde analitik olan f ve g

fonksiyonlar: icin

sartini saglayan bir w Schwarz fonksiyonu varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna sabor-

dinedir denir ve f (z) < g (2) ile gosterilir.

Teorem 2.4.4. f, g U da tanmimh analitik iki fonksiyon ve g fonksiyonu da U da

yalinkat olsun. Bu takdirde f < g olmasi i¢in gerek ve yeter sart

ve

fU) Cg(U)

olmasidir.
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Sekil 2.3. f < g

P ve ) simiflarina ait fonksiyonlar arasindaki iligki agagidaki lemma ve teorem ile

ifade edilebilir.

Lemma 2.4.5. p € P ise

dir.

Teorem 2.4.6. ¢ fonksiyonunun P simifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter gsart w(z) €

) olmak tizere

seklinde yazilabilmesidir.

Tamim 2.4.7 (P,,(3) Sinif1). U da analitik, ®(0) = 1 ve z = re olmak iizere m > 2,

21
/0

0<p<1igin

r dfd < mm

M‘
-5
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sartini saglayan fonksiyonlarin simifi P, (/) ile tanimlanir (Padmanabhan ve Parvat-

ham 1975).

Ayrica A sinirh varyasyonlu reel degerli,

/% dA(t) = 2
/ TlaA® < m (m > 2)

sartlarim saglayan bir fonksiyon olmak iizere § = 0 igin P,, := P,,(0) simfi elde

edilir. P, smifi U da analitik, ®(0) = 1 sartin1 saglayan

B(z) = /0 Tl A

1+ zett

formundaki fonksiyonlarin sinifini temsil eder; m = 2 olmasi durumunda Carathéodory

fonksiyonlarinin sinifi P := P, elde edilir.
Lemma 2.4.8. z € U olmak iizere
Q(z) =1+ i@nz’”
n=1
forumdaki @ fonksiyonlar: i¢in ® € P,,(/) olsun. Bu durumda
[©n] <m(1-5) (n=1)

dir (Alkahtani ve ark. 2016).
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2.5. Hadamard Carpimi
Bu alt basglk altinda Hadamard Carpimi kavrami ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.5.1 (Hadamard Carpimi). f fonksiyonu (2.1) formunda ve h € A

fonksiyonu
h(z)=z+ ihnz" (2.2)
n=2
bi¢iminde verilmig olsun.
(fxh)(z)=z2z+ ianhnz”
n=2
ifadesine f ve h fonksiyonlarimn Hadamard Carpima (konvolusyon) denir.

Hadamard Carpim icin baz 6zellikler; g € A ve

g(2) =2+ Zgnz”
n=2

olmak tlizere

o frh=hxf,

o [x(gxh)=(fxg)xh,

o frlg+h)=(fxg)+(f*h)

e a e Rigin a(f*h) = (af)*h = f* (ah),

o Lifxh)y=Lsh=fxd
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olarak verilebilir.

2.6. Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siniflar1

Bu kisimda, S sinifinin en 6nemli alt siniflarindan olan yildizil ve konveks fonksiyon

simiflar1 tamitilacak ve bazi temel ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.6.1. D C C olsun. Eger sabit bir wy € D noktasini, her bir w € D

noktasina birlegtiren dogru pargasi D iginde kaliyorsa, yani her p € [0, 1] i¢in
(1—p)wy+pw e D

ise D kiimesine wy noktasma gore yildizal kiime denir. Ozel olarak wy = 0 icin D

bolgesi orijine gore yildizildir denir.

i Im /
\ 5.4

A 5 ,?ff \"‘.
x| /
A~ X/ )
|/ Wi < I||
= ll / \ | = Re

| o W /

Sekil 2.4. wy noktasina gore yildizil bolge
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Tanim 2.6.2. f, U da yalinkat bir fonksiyon olsun. Her z € U igin f(z), U bdlgesini
wo = f(20) noktasina gore yildizil olan bir bolgeye resmediyorsa, f(z) fonksiyonu wy

noktasina gore yildizildir denir.

wo = 0 olarak segilirse f(z) fonksiyonu yildizil fonksiyon olarak adlandirilir. Yildizil

fonksiyonlarin kiimesi S* ile gosterilir.

Koebe fonksiyonu, wy > —;11 olmak iizere wy noktasina gore yildizil fonksiyondur.
Tanim 2.6.3. B karmasik diizlemde bir bolge olsun. Her wq,wy € B noktalari ve
0 <7 <1igin 7wy + (1 — 7)ws dogru parcast B bolgesinde kaliyorsa B bolgesine

konveks bolge denir.

Herhangi bir dairesel disk veya bir diizlem konveks bir kiimedir.

Im

. 0 /

Sekil 2.5. Konveks bolge

Konveks bir B kiimesi, B nin i¢indeki her bir noktaya gore yildizildir. Tersine B

kiimesi her bir i¢ noktasina gore yildizil ise B konveks kiimedir.

Tanim 2.6.4. U da analitik f fonksiyonunun f(U) goriintii kiimesi konveks bir bolge
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ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S smifina ait konveks fonksiyonlarin

kiimesi K ile gosterilir.

bir konveks fonksiyon ornegidir.

Konveks ve yildizil fonksiyon siiflari i¢in
KcscS

kapsamasi yazilir.

Tanim 2.6.5. f : U — C analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu taktirde f

fonksiyonun yildizil olmasi igin gerek ve yeter sart f'(0) # 0 ve her z € U igin

R ) >0
(77)

olmasidir.

Tanim 2.6.6. f : U — C analitik bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Bu taktirde f

fonksiyonun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(0) # 0 ve her z € U igin

R (1 + Z;t,/;(;))) >0

olmasidir.

Teorem 2.6.7. Tanim 2.6.5 ve Tanim 2.6.6 den konveks ve yildizil fonksiyonlar
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arasindaki ilgi
feK & zf e S*

olarak ifade edilir.

Tanim 2.6.8. f € S olsun. U birim diskinde

R (ZJJ:;S)) >3 (0<8<1)

ise f fonksiyonuna [ mertebeli yildizil fonksiyon denir.

Tanim 2.6.9. f € S olsun. U birim diskinde

2f"(2)
3%(1+ 702 ) >p (0<p8<1)

esitsizligi gergekleniyorsa f fonksiyonuna S mertebeli konveks fonksiyon denir.

U birim diskinde (2.1) formundaki normalize edilmig § mertebeli yildizil ve konveks

fonksiyonlarin sinifi sirasiyla S*(5) ve K (f) ile gosterilir.
Teorem 2.6.10. Tanim 2.6.8 ve Tamim 2.6.9 dan

fEKPB) & zf € ()

K(B)cs5'(p) S

sonucuna ulagilir.
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Sabordinasyonu kullanarak S*(5) ve K () smuflar

2f(2)  1+(1-20)z
) 1z

S*(ﬁ):{feA: ,O§ﬁ<1}

ve

K(p) = {feA: (1+ Zf"(2)> L1 (1-2p)e

F) =k 0so<)

seklinde ifade edilir.
2.7. Analitik Fonksiyonlarin Baz1 Tiirev Operatorleri

Bu boliimde tiirev operatorleri icinde temel tegkil eden Salagean tiirev operatoriiniin

tanimi verilmigtir.

Tanim 2.7.1 (Salagean Tirev Operatorii). f € A olmak tizere
D°f () = f(2)

D'f () = Df (2) = 2f'(2)

Drf(z)=D'(D""'f(z)) (p€N)

ile verilen DP : A — A operatoriine Salagean tiirev operatorii denir (Salagean 1983).

Buradan (2.1) forumdaki f fonksiyonu igin
DPf(2)=2z2+ ananz”
n=2

elde edilir.
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2.8. Kendisi ve Tersi Yalinkat Fonksiyonlar

Bu boliimde birim diskte tersi de yalinkat olan analitik fonksiyonlarin 3 smifi tize-

rinde durulacak ve ¥ simifinin bazi onemli alt simiflarinin tanimi verilecektir.

Tanim 2.8.1. Koebe Dort Ceyrek Teoremine gore S simfina ait (2.1) formundaki

her f fonksiyonu igin
[ fR)=2 (z€V)
ve
Pt ) = (ol <n(m =)
sartlarni saglayan
g(w) = 1 (w) =w —aw®+ (243 — az) w* — (5a3 — Sasaz + as) w4+ (2.3)

seklinde bir f~! ters fonksiyonu mevcuttur.

Eger f ve f~! fonksiyonlar1 U da yalimkat ise f € A fonksiyonuna U da kendisi
ve tersi yalinkat fonksiyon (bi-univalent fonksiyon) denir. Kendisi ve tersi yalinkat

fonksiyonlarin siifi ¥ ile gosterilir.

z 1 142
“log(l—2), -1
o —lost- 2, glog (1)

> siifina ait ornekler iken Koebe fonksiyonu
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S sinifina ait fakat 3 sinifina ait olmayan bir 6rnektir. Ayrica

z z
Z—— ve
2 1 — 22

Y sinifina ait olmayan diger bilinen ¢rneklerdir.

Tanim 2.8.2. ¢, (2.3) ile tammli bir fonksiyon olsun. (2.1) formunda verilen bir f

fonksiyonu

fex, 0<p<lvez,wel

olmak tlizere

*(5e)>

ve

/
R (wg (W)) -3
g(w)
artlar saglamyorsa [ mertebeli bi-yildizil fonksiyonlarin S5 (5) smifindadir denir

S
(Brannan ve Taha 1986).

Tanim 2.8.3. g, (2.3) ile tamimh bir fonksiyon olsun. (2.1) formunda verilen bir f

fonksiyonu
fex, 0<p<lvezzwelU

icin
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ve

R(g'(w)) > P

sartlari saglaniyorsa 3 mertebeli bi-konvekse yakin fonksiyonlarin Hy,(5) sinifindandir

denir (Srivastava ve ark. 2010).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin yeni alt simiflar1 tanimlanmigtir.
Tanimlanan bu yeni simiflara ait fonksiyonlarin baslangic katsayilari olan as ve as
iin modiilleri icin {ist smirlar elde edilmistir. Daha sonra ¢ Hankel determinant:
kullanilarak Hy(2) = asay — a? ikinci Hankel determinantinin modiilii igin st smir
hesaplanmigtir ve Fekete-Szego esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak Faber poli-

nomlar1 yardimiyla a,, genel katsay1 tahmini yapilmigtir.
3.1. S2¥(\) Simufi

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin yeni bir alt sinifi olan Sg’w()\)
sinifi tanimlanacak ve bu simifa ait fonksiyonlarin baglangic katsayilari as ve as tin
modiilleri i¢in {ist siir elde edilecektir. Ayrica degigskenlerin bazi 6zel halleri i¢in

elde edilen alt siniflar incelenecektir.

Tanim 3.1.1. ¢, ¢ : U — C fonksiyonlar1 i¢in

min {R (4(2)) , R (Y(w))} >0,

olsun. g = f~! olmak iizere (2.1) formundaki f fonksiyonu
fexX, 0<A<lvez,welU

icin

L(2f()  (=f'(2))
§(f<z> “(75) )EW’
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1
1 [wg'(w) (wg/(W))*
= + e (U
; ( o) T\ gl )
sartlarini sagliyorsa S§’¢(A) smifindadir denir (Akgiil ve Altinkaya 2017).

Uyar1 3.1.2. Burada ¢ (2) = ¢ (2) = (22)” (0 < @ < 1) olarak secilirse Altinkaya
ve Yalgin (2015d) tarafindan tanimlanan ve ¢aligilan Sy (A, o) sinifi elde edilir. Ayrica
p(2) = Y(z) = % (0 < B < 1) olarak segilirse yine Altinkaya ve Yalgin

(2015d) tarafindan tanimlanan ve ¢aligilan Sy (A, 5) swmifi elde edilir.

Uyar1 3.1.3. Tamm 3.1.1 de A = 1 olarak almrsa SZ¥(\) suufi Bulut (2013)

Liz)®

tarafindan tammlanan BSY simfina doniigiir. BSY smifinda ¢ (2) = ¢ () = (1=

(0 < a <1) olarak segilirse Si(a), ¢ (2) = ¢ (2) = % (0 < B < 1) olarak
segilirse S5 () smuflar elde edilir. S% (o) ve S&(F) smuflart Brannan ve Taha (1986)

tarafindan tanimlanmig ve caligilmigtir.

Teorem 3.1.4. (2.1) formunda verilen bir f fonksiyonu S&¥(\) smufina ait olsun.

Bu takdirde

o] < min | () 20O 1 O 2 \/ (19" O + [ (O)) »2
o= (1+N)° ’ A2+ A +1

ve

a5] < min 2(1¢/ O)F + [ OF) A, (1¢" ()] + [¢" (0)]) X
o (1+ ) TSy

(6X% + 502 + M) [¢" (0)] (233 + 32 — \) [ (0)]
41+ 022 +A+1) 4(1+)\)(2)\2+)\+1)}

dir (Akgiil ve Altinkaya 2017).
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ispat. Kabul edelim ki f € S&¥(\) olsun. Tamm 3.1.1 kullanilarak

L(z2f()  (2f()\7) _
§<f@>+(ﬂa))‘”“”

L (g | (ug@\
2<gw>+(gw>)>‘w<)

yazilir ve ¢ (2), 1 (w) fonksiyonlar:

>l

¢ (2) =14 P12+ po2® + -+ -,

w(w):1+¢1w+¢gw2+

seklinde Taylor-Maclaurin seri agilimlarima sahiptir. (3.1) ve

esitlenirse

A1
2\

Qy = (bla

ve

1—-A
2 a§:¢2

ZD)
bulunur. (3.3) ve (3.5) esitliklerinden

¢ =~

30
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ve

A+1)°
AL = 62 4 (3.7)
oldugu goriiliir. Ayrica (3.4) ve (3.6) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

2A2+ A +1
N2 ay = 2+ s (3.8)

esitligi elde edilir. Boylece (3.7) ve (3.8) esitliklerinden

0o < 218 QP+l OF) »
o= (1+A)°

Y

2 _ (19" (0)] +[p" (0))) A*
|as|” < 5
2202+ A+ 1

bulunur.

a3 katsayisimin modiiliine ait tist simir1 bulmak igin (3.6) esitligi (3.4) den gikarihirsa

2(A+1
2OED 0y~ a3) = 2 v (3.9)
elde edilir. (3.9) da sirasiyla (3.7) ve (3.8) esitliklerindeki a3 degeri yazilirsa

2B UDA | (- ) )
AT1)? | 200+1)

a3

B 2(¢2+¢2)/\2+ (2 — 2) A
2024 A+ 1 2(A+1)

bulunur. Buradan da

2 (|¢/ () + ¢ (0)*) A L (" O+ [ (O A

Jas] < (1+A)° 4(1+N)
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ve

(6A3 +5X2 4+ X) |" (0)] (23 +3X2 = X) |[¢" (0)]
A(T4+XN)CN2+A+1) 4(1+N)CN2+A+1)

las| <
esitsizlikleri yazilir.ll

Sonug 3.1.5. f fonksiyonu (2.1) formunda ve BSY simfina ait olsun. Bu durumda

las| < min \/ ¢’ (0)* + v/ (0)” \/|¢"<o>|+|w"<o>|
a 2 ’ 4

ve

la5] < min { [ (O + [ () 6" (0)] + " (0)] 316" (0)] + [v" (0)] }
< ) : | :

dir (Bulut 2013).
3.2. H (h,3) Stmifi

Bu boltimde konvolusyon yardimiyla kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin yeni bir
alt simifi tanitilacaktir. Sinifa ait fonksiyonlarin baglangic katsayilar: olan as ve as

iin modiilleri i¢in iist sinirlar elde edilecektir.

Tanim 3.2.1. (2.1) formunda verilen bir f € ¥ fonksiyonu
0<pB<l, m>2vedecC, z,welU
icin

(1 0) VD srany(e) e poo),
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sartlarim saghyorsa HY, (h, 3) simifindadir denir (Altinkaya ve Yalgin 2016d).
Burada h, (2.2) formunda bir fonksiyon, (f * h)~!(w) ise

(fxh) ! (w) =w —a2h2w2+(2a%h§ - a3h3) wi— (5a§h§ — Baghgashs + a4h4) wh- -
seklindedir.

Uyar1 3.2.2. § = 1, m = 2 ve h(z) = = olarak secilirse HY, (h, 3) smufi Srivastava

11—z

ve ark. (2010) tarafindan galigilan Hy () sinifina dontisiir.

Teorem 3.2.3. hy, hy # 0 ve § € C\ {—1, -1} olmak tizere f € H (h, 3) olsun. Bu
takdirde

. m(1—-p)  m-p)
<
|a2|_mln{ |1+25||h2|2’|1+5||h2| )

m-9) |, moBR ml-p) |

as| < min ,
a3 < {\1+25\ |hs| \1+5]2]h3\ |1 4 26| |hs]

dir (Altinkaya ve Yal¢in 2016d).

Ispat. Kabul edelim ki f € HE (h, ). Tamm 3.2.1 den

1-0) LG irany () = 0,
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- )

PSR (w) = U(w)
yazilir. @, ¥ € P, () oldugundan

O(2)=1+®2+ DPp2%2+---,

U(w) =1+ Vw+ Pow? + -
seklinde seri acilimlar1 vardir. Buradan

(1+6) aghy = @4,

(1 -+ 2(5)a3h3 = (I)Q,
— (14 6) aghy = ¥,

ve

(1 -+ 25) (ZCL%hg - a3h3) = \Ifg

elde edilir. Ayrica &, ¥ € P,,(/3) oldugundan Lemma 2.4.8 geregi

[P <m(1 =) (n>1),

Tl <ml-B) (n>1)

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

esitsizliklerinin saglandigi da bilinmektedir. (3.11) ile (3.13) esitlikleri taraf tarafa

toplanir, (3.14) esitsizlikleri uygulanrsa

] < [Pof +[Wa| _ m(1-5) (56@\{—%})

T 201+ 26| |ho|® T |1+ 26] |he|*
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bulunur. (3.10) ve (3.11) esitliklerinden sirasiyla

m(1 - f3)
ol < ———M — 2
’2|—|1+5||h2|

(0 C\{-1}),

yazilir. Diger taraftan (3.13) esitligi (3.11) esitliginden gikarilirsa
2(1 + 25)(a3h3 - a%hg) = CI)Q — \IIQ

bulunur. Elde edilen son denklemde, ®5 ve Wy igin (3.14) esitsizlikleri uygulanirsa

m(l—8) | mi(1—p) ( {_ _1})

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.3 iin ispat1 tamamlanir.ll

Sonug 3.2.4. (2.1) formunda verilen bir f fonksiyonu Hy, (/) smifina ait olsun. Bu
takdirde

las| <

dir.

Uyar 3.2.5. Sonuc 3.2.4 te, % < B < 1icin elde edilen |ag| tist st ve 0 < § < 1
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icin elde edilen |as| tist simr1 Srivastava ve ark. (2010, Teorem 2) tarafindan elde

edilen egitsizliklerden daha kiigtiktiir.

3.3. By (p, A, p) Simifi

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin sabordinasyon yardimiyla yeni bir
alt simifi olan By (p, A, ) smifi tamimlanacak, bu smifa ait fonksiyonlarin baglangig
katsayilar1 as ve az iin modiilleri igin iist sinir elde edilecektir. Daha sonra Faber

polinomlar: kullanilarak a, genel katsayisinin modiilii i¢in list sinir hesaplanacaktir.

Tanim 3.3.1. Kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin ¥ sinifina ait bir f fonksiyonu

A>1, peNyvez,welU

olmak tizere

(1—X) DPf (2) + ADP*Lf (2)

<@ (2)

ve

(1—A) DPg (w) + AD"* g (w)

< ¢ (w)

sabordinasyon gartlarim saglyorsa By, (p, A, ¢) sinifindadir denir (Altinkaya ve Yalgin
2014b).

Teorem 3.3.2. p € Ny ve A > 1 olmak iizere f fonksiyonu By (p, A, ¢) siifina ait

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

las] < Biv/ By
BB -4 (140 Ba| + 42 (14 0) By
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ve

B . 4P(140)°
3P(2A+1)’ By < 3P (22 +1)
las| <
|37 (20+1) B3 =47 (140)° Ba| B1+3P (2A+1) B} B> 4P(140)?
3P (20+1) [ |37 (20+1) B3 =47 (141)* Ba [ +4P(141)° B1 | L= 3r2a+1)

dir (Altinkaya ve Yalgin 2014b).

Ispat. ¢ € P ve o(U) reel eksene gore simetrik, 1 noktasina gore yildizil olsun. Bu

durumda ¢ fonksiyonu
0 (2) =1+ Biz+ Byz? + B3z® +--- (B; > 0) (3.15)

biciminde Taylor seri agilimina sahiptir.

Ayrica u(z) ve v(w), Q simifina ait fonksiyonlar oldugundan

u(z)=cz+ Y 2" (]2 <1),

n=2
(3.16)
v(w) =dyw+ Y, dyw" (Jw] <1)
n=2
bi¢iminde seri agiliminlart mevcuttur ve
1] <1, ool < 1=l
(3.17)

|di| <1, |do] <1— |d1|2

esitsizlikleri saglanir.
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(3.15) ve (3.16) esitliklerinden

¢ (u(z)) =14 Bierz+ (Bica + Baci) 2%+ -+ (|2 < 1) (3.18)
ve

¢ (v(w) =1+ Bidiw + (Bidy + Badi) w> + - -+ (Jw| < 1) (3.19)

elde edilir.

Tanim 3.3.1 geregi

(L =N DPf(z) + ADP* [ (2)

: = ¢ (u(2)
ve
(1 =X) DPg (w) + AD"*lg (w)
2 = ¢ (v(w)

yazilabilir. Burada kargilikli katsayilar egitlenirse

[(1=X)2" +A2°*] ay = By, (3.20)

[(1 — )\) 3P -+ )\3p+1] as — 31C2 + BQC% (321)
ve

— [ =) 2P+ X2"*"'] ay = Bydy, (3.22)

(1= X) 37+ A3*1] (2a3 — a3) = Bids + Badj (3.23)

38



esitlikleri elde edilir. (3.20) ve (3.22) esitliklerinden
d1 = —C (324)

oldugu goriiliir. Ayrica (3.21) ile (3.23) taraf tarafa toplanir ve as icin (3.20) esitligi

kullanilirsa
[2 [(1— )37+ A3PH] B2 — 2 [(1 — M) 27 + A2r+)? BQ} a2 = B% (cs + ds)
bulunur. Bu son esitlik i¢in (3.17) uygulanirsa

’2 [(1 =) 37+ A3771] B2 — 2[(1 — A) 2 + A2""1]? By |as[* < 2B% (1 — |eu]?)

esitsizligi elde edilir. Buradan da as katsayisinin modiiliine ait tist sinir

|a2|< Bl\/Bl
BB -4 (1A Ba| + 42 (14 0) By

olarak bulunur.

a3 katsayisinin modiiliine ait tist sinirt bulmak igin (3.23) esitligi (3.21) dan ¢ikarilirsa
2[(1 =) 37+ A3 az —2 [(1 = A\) 37+ N3P a3 = By (¢ — do) + Bs (¢} — d7)
bulunur. (3.24) ve (3.17) birlikte diigiiniildiigiinde elde edilen esitsizlik
[(1 = X) 37+ X387 By |ag| < {[(1 = A\) 3P+ A3PT!] By — 47 (1 + \)*} |ao|* + B
dir. Sonug olarak |as| i¢in Teorem 3.3.2 de iddia edilen iist siir elde edilir.l

Burada P sinifina ait bazi 6zel ¢ fonksiyonlari i¢in elde edilen sonuglar agagida ifade
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edilmistir.

Sonug 3.3.3. Eger

1 [e%
o(2) = (J’Z) =l+20z+2%°+- (0<axl)

olarak alinirsa Teorem 3.3.2 de elde edilen esitsizlikler

las] < 2a0
V123 @A+ 1) - 4 (14 20 0+ 4 (1+ )

ve
2a . 2P—1(14))
) 0<a< Feg
las| <
2[[2.37(20+1)—4P(142)? [+2.37 (22 +1)]0?  gp-1(14))

3P (20+1)[[2:37 (2A+1)—4P (140)?|a+4P (14X)?] 7 3P(2A+1) <axl

olarak bulunur (Altinkaya ve Yalgin 2014b).

Uyar: 3.3.4. |az| ve |as| i¢in elde edilen bu iist sirlar Porwal ve Darus (2013,

Teorem 2.1) tarafindan elde edilen sinirlardan daha kiigliktiir (Altinkaya ve Yalgn

2014D).

Sonug 3.3.5. Eger

:1+(1—25)z

¢ (2) T

olarak alinirsa Teorem 3.3.2 de elde edilen esitsizlikler

VI2(1=8)37 (20 +1) — 40 (14 X)?| + 47 (14 1)
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ve

2(1-8) . 3P (22 +1)—2P~1(14-))
3P(2A+1)? 3P(22+1) <p<1

las| <

2[]2(1-B)3P (2A+1)—4P (14+1)? | +2(1- )37 (2A+1)| (1) _ 0<8< 3P(20+1)—2P~ 1 (142
3P (2A+1)[[|2(1-8)3P (2A+1)—4P(142)% | +4P(14+1)°] = 3P(22+1)

olarak bulunur (Altinkaya ve Yalgin 2014b).
Uyar1 3.3.6. |as| ve |as| i¢in elde edilen bu iist smrlar Porwal ve Darus (2013,
Teorem 3.1) tarafindan elde edilen sinirlardan daha kiigiiktiir (Altinkaya ve Yalgin

2014b).

Bs: (p, A, ¢) smifina ait fonksiyonlar igin |a,| katsayr simirim elde etmeden 6nce is-

patta kullandigimiz Faber polinomlar: hakkinda kisaca bilgi verelim (Faber 1903).

A smifina ait, (2.1) formunda tammmh f fonksiyonlar igin Faber polinom agilimi

kullanilarak, f nin ters fonksiyonu f=! =g

bi¢iminde ifade edilmistir (Airault ve Bouali 2006).

Burada
-n __ (=n)! n—1 (=n)! n—3
K5 = e ® . T peeieoente @
(=n)! n—4
T Coraea 2 M
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—n)! n—
oG a5+ (—n 4 2) ad]

_n) n—
 Camaeds [0 + (=20 +5) asad]

+2 a7 Ve

r>7
olarak elde edilmistir ve 7 < r < n olmak iizere V, polinomlari as, as, ..., a,, degiskenlerine

baghdir (Airault ve Ren 2002).

O halde K™ i¢in ilk ¢ terim

-2
Kl — _a27

N

K% =242 — as, (3.25)

W=

%K3_4 = — (50,% — 5&2&3 + a4)

olarak bulunur. Genel olarak ise

- Zom! (ay)" .. (ap)'™"
ve EP = EP? (ag,as, ...) olmak iizere p € N i¢in
p(p=1) Pl p'
K? = pa, E E+..+ ——FE
n P T ey e T T G

bi¢imindedir (Airault 2007).

(3.25) esitliginde a; = 1 iken, verilen toplam

H1+ p2+ oy =M,
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pr+ 202+ o Fnp, =n

sartlarin1 saglayan negatif olmayan tim o, ..., 4, tam sayr degerlerini alir. Sonug

olarak EV (a1, ag, ...,a,) = a} elde edilir (Airault 2008).

Teorem 3.3.7. p € Ny ve A > 1 olmak lizere f € By (p, A, ) olsun. Eger a,, =

0 ve 2 < m < n — 1 gartlan saglaniyorsa

2
nl < ; >4
|a|_np[1—|—(n—1))\] "

dir (Altinkaya ve Yalgin 2015e).

Ispat. A sifina ait (2.1) formundaki analitik f fonksiyonlar icin

(L-NDrf(z) + ADPf (=

z

) =1+ in” 1+ (n—1)Na,z"* (3.26)

ve g = f ~!icin

(1= X)DPg(w) + ADPYg(w) 14 inp 1+ (n—1)A

w n=2

XLK ™ (a2, a3, ..., ap) w"" (3.27)

=1+ > 0?1+ (n—1)\buw"!

n=2

elde edilir.

Diger yandan, Tanim 3.3.1 geregi

u(z) =1+ chz”
n=1
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ve
v(w) =1+ Zdnw”
n=1

fonksiyonlar1 P sinifina ait olmak iizere

(L-X)DPf(z) + ADPFLf (2)

= p(u(2)),

(1 =X DPg(w) + AD" g (w)

esitlikleri yazilir. Burada

o(u(z)) =1+ ZZ@;CE’; (€1, €y ey ) 2"

n=1k=1

ve

ev(w)) =1+ ZZ@;CES (dy,da, ..., d,) w"

n=1k=1

dir. (3.26) ve (3.28) egitliklerinde kargilikli katsayilar esitlenerek

n—1
n’[1+(n—1)Na, = ngkEfj_l (€1,€2y ey Cn_1)
k=1
benzer gekilde (3.27) ve (3.29) esitliklerinden

n—1
nP (L4 (n = 1) Aby =Y @orBEr  (di,dy, ..., dyy)
k=1
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elde edilir. a,, =0 ve 2 <m <n —1 i¢in b, = —a, oldugu kullanilirsa

n?[1+ (n—1)Na, = ¢1¢h-1,
(3.30)
—nP 14+ (n—1)Aa, = pid,_1

olarak yazlabilir. (3.30) esitliginde, |p1] < 2, |cp—1| < 1 ve |d,—1| < 1 esitsizlikleri

kullanilirsa a,, genel katsayisinin modiilii igin

1601 _ l1dn1] < 2
W+ m—DN wotm-DN =m0+ mn-DN

lan| =

seklindeki st sinir elde edilir.ll

Teorem 3.3.8. A > 1 olmak iizere f € By, (p, A, ¢) olsun. Bu takdirde

(i) aof < min{ ! ; 2 } = .
211+ A)" \/3(1 + 2)) 2711+ A)

1 2 2
g < i
@ ol <min{ s ey

1 2
o 220-2(1 4 \)2 T3 (142))

2
(iti)  |ag —na3| < 3 n n=1,2

1+2\)

esitsizlikleri elde edilir (Altinkaya ve Yalgin 2015e).

Ispat. (3.30) esitliginde n yerine sirasiyla 2 ve 3 yazihrsa

2p(1 + /\)CLQ = Y11, (331)
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3P (1 + 2)\) az = P1Cy + SOQC%

ve
_2p(1 + )\)Clg = gpldl,

37 (1 + 2)) (242 — a3) = p1dy + pod?
bulunur. (3.31) ve (3.33) esitliklerinden

lag| = ] ded] 1
AT+ 22(14+N) T 21+ N

yazilir. Ayrica (3.31) ve (3.33) toplanarak
2.3 (1+2)) a3 = @1 (2 + do) + 2 (& + dF)
ve buna denk olarak

las| <

3°(1+ 2))

elde edilir.

(3.32) esitliginden

162 + @aci] 4
las| = <
(1420 = 30 (1+ 2N

yazilir. Ayrica (3.32) esitliginden (3.34) gikarihirsa

2.37 (1+2X) (a3 — a3) = ¢1 (c2 — do) + 2 (¢} — d7)
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ve

2

1 (2 — dy)|
3 (1 +2\)

< 2
T

Jas| < lao|* + (3.37)

elde edilir. (3.34) ve (3.35) esitliklerinden a2 degeri gekilir (3.37) esitliginde yerine
yazilirsa, sirasiyla

1 2
<
9] < s e T a o

ve

2
< =

bulunur. Diger yandan (3.34) esitligi
3p (1 + 2/\) (ag — 2(1%) = — ((,01d2 + @Qd%)

olarak yazilirsa

lp1da + @ad3] < 4

— 2 —
a5 — 203 3 (1+2\) — 30 (l+2))

elde edilir. Buna ilave olarak (3.36) esitligi az—a3 degerini elde etmek igin kullanilirsa

= |01 (c2 = da) + @2 (¢] — )] 2

2
_ <
|as — a3 30 (1+2)) =3 (14+2))

bulunur.®

Uyari 3.3.9. Teorem 3.3.8 de p = 0 olarak alinirsa elde edilen |as| ve |as| esitsizlikleri
Frasin ve Aouf (2011) tarafindan elde edilen esitsizliklerden daha kiigliktiir (Altinkaya
ve Yal¢in 2015e).
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Uyar: 3.3.10. Teorem 3.3.8 de p = 0 ve A = 1 olarak alinirsa elde edilen |az| ve |as]
sinirlar: Srivastava ve ark. (2010) tarafindan elde edilen siirlarindan daha kiigiiktiir

(Altinkaya ve Yalgin 2015e).

3.4. Q(p, A\, ) Smifi

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarim yeni bir alt siifi olan Q(p, A, 3)
sinifi tanimlanacak ve bu sinifa ait fonksiyonlarin a,, genel katsayisinin modiilii i¢in
tist sinir elde edilecektir. Elde edilen |a,| katsay1 siir1 kullanmilarak |as| ve |as| igin

simirlar verilecektir.

Tanim 3.4.1. S smifina ait bir f fonksiyonu

A>1,0<8<1, peNy vezelU

i¢in

2 { (1-A)Drf(z)+ )\Dp“f(?«’)} -8

z

sartin1 saghyorsa Q(p, A, 8) smifindadir denir (Altinkaya ve Yalgin 2015b).

Uyar: 3.4.2. Burada p = 0 olarak almirsa Q(p, A, ) smfi Frasin ve Aouf (2011)

tarafindan galigilan By (3, A) simifina déniisiir.

Uyar: 3.4.3. p = 0 ve A = 1 olarak almirsa Q(p, A, #) sifi Srivastava ve ark. (2010)

tarafindan tammlanan ve galigilan Hy(f) sinmifina doniisiir.

Teorem 3.4.4. p € Ny, 0 < f < 1, A > 1 olmak tizere f € Q(p,\, () ve g €
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Q(p, A, B) olsun. Eger a,,, =0, 2 < m < n — 1 gartlar saglaniyorsa

2(1-p)

ol < T DA

n>4

dir (Altinkaya ve Yal¢in 2015b).

Ispat. A simfina ait (2.1) formundaki analitik f fonksiyonlar1 ve g = f~! i¢in Tamim

3.4.1 den

(L—=A)DPf(2) + ADP*f (2)

z

=14+(1- 6)iK}L (c1,C9, .y ) 2" (3.38)

n=1

ve

(1—A) Drg (w) + ADP*g (w)

=14+ (1-8)> K, (d,dy,...;d,)w"  (3.39)
n=1
bulunur.

(3.38) de katsayilar egitlenirse
nP[1+(n—1Na,=(1-8)K! ,(c1,¢ ... Cn 1),
(3.39) de katsayilar egitlenirse
nP[1+(n—1DANb,=(1-B)K! | (d,dy,...,dn_1)
elde edilir. a,, =0, 2 < m < n — 1 olmak iizere b, = —a,, oldugu goéz oniine alinirsa

nP 1+ (n—1)Na,=(1-0)cui,
(3.40)
—nP[l+(n—1)Aa,=(1-08)d,1
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egitlikleri yazilir. Her iki egitlikte mutlak deger alinirsa ve Carathéodory Lemma

uygulanirsa
|6L |: (1_B)|Cn—l| _ (1_5)‘dn—1| < 2<1_B)
el +(n—=1N nP[l+n—-1)N " n2[l+(n—1))
bulunur.®

Teorem 3.4.5. 0 < < 1ve 1 <\ < 1++/2 olmak iizere Q(p, A, §) smifina ait f

ve g fonksiyonlarinin baglangi¢ katsayilari igin

(
2 (1 - 5) . 3P(1422)—22P—1(14-2))2
oy C=0% 2N
(1) lagf <
2(1—=8)  spagon)—22-1(1422)2
L 27 (1+2)) 37(1+2%) <p<l

.. 21—
(i) Jas| < ﬁ

... 2 1_
(#11) |az — 2a3| < 317%1-1-@\)

esitsizlikleri gergeklenir (Altinkaya ve Yalgin 2015b).

Ispat. (3.40) esitliginde n yerine sirasiyla 2 ve 3 yazilirsa

2 (14N a=(1-8)er, (3.41)
3P (1 + 2)\) as — (1 — @) Co (342)

50



3P (1+2)) (205 — a3) = (1 — B) do (3.44)

elde edilir. (3.41) veya (3.43) esitliginde mutlak deger alimp Carathéodory Lemma

uygulanirsa

|a‘:(1—6)|01|:(1—6)|d1|<2(1—6)
AT (14 21+ N T 20 (14N

esitsizligi elde edilir.

(3.42) ve (3.44) esitliklerinin toplamindan

2o 4= (c2 +da)
2 23r(142))

elde edilir. Ayrica (3.42) esitliginden

’CL |: (1_6)|02| < 2(1_5)
T3 (1 +2)) T 3 (1+2)N)

bulunur. Son olarak ise as ve az arasindaki baginti

_(1=B)lds| _ 2(1=5)
3 (1+2X\) — 37 (1+2))

az — 2a§|

olarak ifade edilir.H

Uyari 3.4.6. Teorem 3.4.5 de p = 0 olarak alimirsa |as| ve |as] igin elde edilen smirlar

Jahangiri ve Hamidi (2013) tarafindan elde edilen sonuglar ile gakigir.

3.5. By (i, A, ) Sinifi

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin sabordinasyon yardimiyla By, (i, A, )
sinifi tanmimlanacak, bu sinifa ait fonksiyonlarin baglangi¢ katsayilar1 as, az ve genel

katsayisi a,, in modiilleri icin tist smr elde edilecektir. Ayrica bu smifa ait fonksi-
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yonlar i¢in Fekete-Szego esitsizlikleri verilecektir.

Tamim 3.5.1. g = f~! olmak iizere A smifina ait bir f fonksiyonu

A>1, p>0vez,welU

icin

ve

-0 (22) g (@) <o w)

sabordinasyon gartlarim saghyorsa By, (u, A, ¢) simifindadir denir (Altinkaya ve Yalgin
2016b).

Teorem 3.5.2. A > 1 ve p > 0 olmak tlizere f € By (u, A, ) olsun. Eger a,, =

0, 2 <m < n —1 olarak secilirse

2
|an| € ————+7 n=4
i+ (n—1)A

elde edilir (Altinkaya ve Yalgin 2016b).

Ispat. Kabul edelim ki (2.1) formundaki f fonksiyonu By, (11, A, ¢) siifina ait olsun.

(1—X) (@)uﬂﬁ(z) (@) - = 1+§Fn1 (ag, a3, ..., ap) an 2"~ (3.45)

92



ve

(1—=X) (#)u—l—/\g'(w) <#>#1 = 1+§:1Fn_1 (Ag, As, ..., Ay) anw™ ' (3.46)
esitliklerinden baglangi¢ katsayilar:
Fi = (p+Xas,
jol :(M+%)W;1@+%,

Fy = (p+37)
olarak ve genel katsay ise
Foor = [p+(n=DA > [(p—1)Y]

Z aél a? . ai{“l
X 0 ; - ; -
igligl i [ — (i i+ F )]

i1+2ig+(n—1)ip_1=n—1

olarak bulunur (Bulut 2014).

Diger yandan, Tanim 3.5.1 geregi

-0 (1) e (1 (z))“_l — o(u(2))

z

ve
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esitlikleri yazilir. Burada (3.45) ve (3.28) esitliklerinden

n—1
[+ (n =N an =Y @uEr  (c1,¢0, 0 Cam1) (0> 2),
k=1

benzer sekilde (3.46) ve (3.29) esitliklerinden

n—1

[+ (n = DA by =Y @rEF  (di,dy, ...ydpy) (n > 2)
k=1
elde edilir. a,, = 0 ve 2 < m < n—1 oldugu kullanilirsa b, = —a,, bulunur. Buradan

[+ (n = DA an = picp,
(3.47)

—[p+ (n—1Na, = p1d, 1

yazilabilir. Yukaridaki egitliklerde her iki tarafin modili alimir, 1] < 2, |¢,—1| <1

ve |d,—1| < 1 oldugu kullanilirsa |a,| katsay1 siniri

|901Cn—1| o |901dn—1| < 2

‘“”|:M+(n—1)A_u+(n—1)A T opt (= 1)A

olarak bulunur. B

Teorem 3.5.3. A > 1 ve u > 0 olmak iizere f € By (i, A, ¢) olsun. Bu takdirde

(0)  fao| < min{ﬂix\/(wr%?(w 1)}

(i) |a3|smn{ LI B }
(p+AN)?* p+20 (p+20) (p+1)  p+2X

esitsizlikleri gerceklenir.
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Ispat. (3.47) esitliginde sirasiyla, n = 2 ve n = 3 almrsa

(4 Naz = @4,

—1
(14 2X) [M 5 a% + a3] = 162 + @26%

ve

—(p+ Nag = ¢1ds,

+3
(1 +2N) [M 5 az — GS] = p1dy + ad]

bulunur. (3.48) veya (3.50) esitliklerinden

el eada 2
las| = = <
pHEN AN A

oldugu goriiliir. (3.49) ve (3.51) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(14 2X) (n+ 1) a3 = 1 (ca + d2) + 2 (¢ + dF)

esitligi ve burada Carathéodory Lemmasi kullanilirsa

jas] < 5
\/(u +2X0) (p+1)

tist sir1 bulunur. a3 katsayisina ait iist smir1 hesaplamak igin (3.49) v

egitlikleri taraf tarafa gikarilirsa
2(p+2X) (a3 — a3) = 1 (2 — do) + 2 (¢ — d})

elde edilir. Buradan

1 (2 — dy)| -

as| < |a 2—1—

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

e (3.51)

(3.54)



bulunur. Diger yandan (3.52) ve (3.53) deki a2 degeri (3.54) esitsizliginde kullanilirsa

lag] < 4 n 2
a
TP ERTE )
ve
2
lag| < +
(p+2\) (p+1)  p+2X2
bulunur.

Teorem 3.5.4. (2.1) formunda verilen bir f fonksiyonu By (u, A, ¢) smifina ait

olsun. Bu takdirde n € R olmak tizere

B . +1 2(B2—B1)(u+))?
>t =1 <5 ’1 + (ufw(lw)B%

asz — 77a§| <
2B3|n—1]| ) _ ptl 2(Ba—B1) (u+))?
‘(H+2>\)(#4‘1)3%1-"2(32—31)(/‘4-/\)2‘7 =12 il (u+20) (u+1) B

dir (Orhan ve ark. 2016).

3.6. Px(a, 8) Sumf

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin genel bir alt sinifi olan, Prema
ve Keerthi (2013) tarafindan gahsilan Py(«, 5) smifina yer verilmistir. Prema ve
Keerthi (2013) bu simfa ait fonksiyonlar igin |as| ve |as| katsay1 tahminlerini he-
saplamigtir. |a,| katsay1r tahmini ise Jahangiri ve Hamidi (2015) tarafindan hesap-
lanmigtir. Pg(, 5) smifina ait fonksiyonlar i¢in Hy(2) Hankel determinantiyla ilgili

caligmalar Altinkaya ve Yalgin (2016¢) tarafindan yapilmigtir.
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Tanim 3.6.1. g = f~! olmak iizere A smifina ait bir f fonksiyonu
fex, 0<a<l, g>0vez,welU

i¢in

Ry <—Zl_ﬂf/1<_z)> >«
[f ()7

1-8 ./
g g(w)) N
([g<w>11-6 7

sartlarini saghyorsa Pg(a, ) smmfindadir denir (Prema ve Keerthi 2013).

ve

Uyar1 3.6.2. Tanim 3.6.1 de o = 0 alimirsa S5(5) smufi elde edilir.

Teorem 3.6.3. (2.1) formunda verilen bir f fonksiyonu Px(c, §) simifina ait olsun.

Bu takdirde

ve

2(1 —a)  4(1 —a)?
113  (113)°

dir (Prema ve Keerthi 2013).

Teorem 3.6.4. 0 < a < 1,3>0igin f € Ps(a,f) olsun. a,, =0ve2<m <n-—1
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sartlar1 saglaniyorsa

dir (Jahangiri ve Hamidi 2015).

Teorem 3.6.5. 0 < a < 1 olmak tizere (2.1) formunda verilen f fonksiyonu Ps(a, )

simifina ait olsun. Bu takdirde
|asay — a3 <

( 4(1 — a)?
3(B+1)°(B+3)

2(8+43)(B+2)(1—a)* +3(8+1)7],

3(B+1)(B+3)+(B+1)4/9(8+3)2+48(8+2)3 (8+3)
a€ [O’ 1- S(31272(319) }

! (1—@V{w$y

3[(82+56+6)(1—a)+(B+1)(82+48+6)]”
— (BH)(B+2)%(B+3)[2(8+2)3 (B+3) (1—)2=3(B+1)(B+2)(B+3) (1—) —3(8+1)2(B2+45+5)] [

1 3(B+1)(B+3)+(8+1)/9(8+3)+48(8+2)3(8+3) 1
ac (- 8(3+22(3+3) )

dir (Altinkaya ve Yalgin 2016¢).

Ispat. f € Ps(a, 8) olsun. ¢ ve 1 fonksiyonlar1 P simifina ait olmak iizere

(L))lﬁ F(z) = (f(z)>/3 (zf’(z)> — ot (1—a)p(2) (3.55)

flz 2 f(2)
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ve

o) o= () () oot
yazilabilir. (3.55) ve (3.56) den

(1+B)as = (1—a)g, (3.57)

2+ Bas — & _5)2(”5)6@ —(1-a)ps, (3.58)

(34 B)as — (1 — B)(3 + Bagaz — TAEREE 8 — (1 — ) g (3.59)

—(1+pB)as=(1—a)i, (3.60)

wag — (24 Nas = (1 — a) 1y, (3.61)

(124784 B)azay — (3+ Bas+ | 20D — 534 )| 0 = (1- )y (3.62)

esitlikleri elde edilir. (3.57) ve (3.60) dan

Y1 = -1 (3.63)

ve

(1-a)

ag = ©1

oldugu kolayca goriiliir. a3 katsayisini elde etmek igin (3.58) ve (3.61) kullanilirsa

(1-a? , (1-a)

“T e 2+ )

(1 n ﬂ) (902 - 2/12)
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bulunur. a4 katsayisi i¢in (3.62), (3.59) den gikarilirsa

(1-B)(4+B)(1-a)® 3 5(1—a)? (—a)
6(1+8)° ©] + 1148218 Pl (2 — p2) + 2(3+/5 ( — 13)

ay =

sonucuna ulagilir. Béylece Hy(2) determinanti

2| _ | [(1=p)(4+5) (=) 4 (1—a)®
|azay — ag| = ) [ 6 1] oA T i Pl (P2 — v)
(3.64)
(1-o)?
tamima P (s — ¥s) — 2+5 = (02 — 12)’
seklinde elde edilir.
Lemma 2.3.3 ve (3.63) birlikte kullanilirsa
202 = ¢} + (4 — ) L
=@ =t = — A (w—y) (3.65)

20y = Y+ y(4 — ¥?)

ve
dos = @2 +24—Hp1r — 1(d — pha® +2(4 — (1 — |2[*)z,
Apy = 4204 — )y — (4 — D)y +2(4 — D)1 — |y[Hw
3
Py —thy = DL p U)oy yy Ul (2 oy el ] ) — (1 — [y Pw]

2
(3.66)
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bulunur. (3.65), (3.66) esitlikleri (3.64) de kullanihirsa

—(2+38+8%) (1-a)* + (1-a)® 2 (4=¢3)

|aza4 — ag] = 5wt amerem P 2 ()

(1—a)® (1-a)? 2 (4=¢7)
T AE Yl s e 3 (T Y)

(1-a)? 2(@-¢d) 2, 2
BEIET L o (z° +y°)

a 2
oo S (1 |2?) = — (1 - |yf?) w]

1-a 4—p2)2
((2+ﬁ)) ( fl) (I+y)2‘

bulunur. ¢ € P oldugundan |¢;| < 2 dir. Ayrica |¢;| = ¢ ve ¢ € [0,2] i¢in iicgen

esitsizligi uygulanirsa

(2+3/\+/\ ) (1—a)* (1=a) (1-a)? 2
e e ? T ey P4 — ¢7)

|azas — a| <

(1—a)®  9(4-¢?) (1—a)®  o(4- w)
+ 4(1+X)2 (2+A)90 2 T 20N BN ¥ (|| + [yl)

(1-a)® 2 (4—¢?) (1-a)® (4—¢?) 2 2
T _2(1+A)(3+A)90 f CICESV ISR 2@ }(!x\ +1y[%)

1-a)? (4—p?)?
i (12 + )

esitsizligi elde edilir. Buradan n = |z| <1 ve p = |y| < 1 i¢in

_ _ (-a)? [ (B+38+2)(1-0a)? 1 4
h = Tiy) = 2(1+8) [( 3(148)° T 2(3+6)) 3+6"0 + 3+,390 2 0,

B  (1-a)? (1—a) 1
T, = Tp) = aa+p ¥ (4=¢Y) [W+ m} =0
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Ty = T5(¢) = simmamped — ¢ —2) <0,

olmak tlizere

lagas — a3 < Ty4 (4 p) To + (> + 12) Ty + (9 + p)° Ty

= G(n, p)

fonksiyonu elde edilir. Simdi G(n, x) fonksiyonunun [0, 1] x [0,1] karesi tizerinde
maksimum degerini bulmak i¢in ¢ € (0,2), ¢ = 0 ve ¢ = 2 durumlar1 g6z 6niine

almarak G,,.G,, — (Gy,)? incelenecektir.

1. durum: ¢ € (0,2) olsun. Béylece T3 < 0 ve T3 + 27, > 0 olacagimdan
GGy — (Gyp)* < 0

elde edilir. Bu durum G fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] karesinin i¢inde yerel maksimuma
sahip olamayacagim gosterir. G fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] karesinin simirmdaki
durumunu incelemek igin n = 0 ve 0 < pu < 1 (benzer gekilde p =0 ve 0 < n < 1)

sartlar1 altinda elde edilen
G(0,p) = H(p) = (T + Tu)p® + Top + T

fonksiyonu incelenecektir.

e Burada T3 + Ty > 0 ise H'(u) = 2(T5 + Ty)uw + To > 0 olup H(p) artan

fonksiyondur. O halde H(u) fonksiyonu maksimum degerini g = 1 noktasinda
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alir ve

maXH(M>IH(1):T1+T2+T3+T4

elde edilir.

e I5+T, <0ise T2+2(T3—|—T4) >0 ve T2+2(T3—|—T4) < 2(T3—|-T4)[L—|—T2 < T
olacagindan H'(y) > 0 olarak bulunur. H(u) fonksiyonu maksimum degerini

i = 1 noktasinda alir.

2. durum: ¢ = 2 olsun. Bu durumda

8(1—a)* [(B+2)(1—a)? 1
1+ 3(1+p)? 2(3+5)

G(n, ) = (3.67)

bulunur. (3.67) esitligi de 0 < u < 1 ve 0 < ¢ < 2 gartlar altinda 1. durumdaki gibi

incelenirse

maxH(p):H(l):T1+T2+T3+T4

elde edilir.

Bu iki durum 7 = 1 ve 0 < g < 1 (benzer gekilde p = 1 ve 0 < n < 1) sartlan

altinda tekrar degerlendirilirse
G(1,p) = F(p) = (Ts + To)p® + (To + 2T+ Ty + Ty + T + T
elde edilir ve yine T3 + T} icin pozitif veya negatif olma durumu incelenirse
max F(u) = F(1) =T, + 215 + 275 + 4T,

bulunur. Buradan ¢ € [0,2] i¢in H(1) < F(1) oldugu goriiliir ve G fonksiyonu
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maksimum degerini n = 1 ve p = 1 noktalarinda alir. Bu durumda

K(p) :==maxG(n,pu) = G(1,1) =T, + 215 + 2T5 + 4T, (3.68)

olarak elde edilir ve T7, Ty, T3, Ty degerleri (3.68) esitliginde yerine yazilirsa

4

_ 2 (8243B+2)(1—-a)’ 1 1 1
K(p) = (1-a) {( 6(1+5)* T I8P EA G 4(2+B)2> ¥

11—« 2 3 2 4
+ <(1+6)2(2+5) T @eE T <1+5>(3+5>> P —<2+/3>2}

oldugu goriiliir. Simdi K (¢) nin maksimum degerini hesaplamak igin tiirev alinirsa

/ _ 2 [ (2(82438+2)(1—)? 1—o 5446482 3
Kle) = (1=a) {< 3(1+8)* - (1+B)22+B) (1+B)(2+B)2(3+B)> ¥

2(1-5) 2(645452)
- ((1+5)2(2+ﬂ) + (1+/3)(2+/3)2(3+ﬁ)) @ }

bulunur.
: - [ 2(8%438+2)(1—a)® 1-a 5445432
e Kabul edelim ki ( )T — 0P h) (1%)(2%)2(3%)) > 0 olsun.
3(1+8) (3+8)+(1+8)1/9(3+8)2+24(2+8) (3+8) (5+45+52)

Bu durumda o € [0,1 —

1287 G1h) olup
¢ € (0,2) icin K'(¢) > 0 elde edilir. K artan bir fonksiyon olarak bu-

lundugundan maksimum degerini ¢ = 2 noktasinda alir. Buradan K(2)

max K (¢) = K(2) =

8(1L-aP [(B+2(1-af 1 }
1+5 3(1+ )2 23+ 5)

dir.

: [ 2(82438+2)(1—a)? 1« 5446452
e Kabul edelim ki < S A)T ~ 0TA2TR) (1+ﬁ)(2+ﬁ)2(3+5)> < 0 olsun.

3(1+8) (3+8)+(1+8) \/9(3+8)2+24(2+8) (3+5) (5+45+52)
B 4(2+H)2(3+B) 7

Bu durumda o € (1 1) olup
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K'(¢) = 0 dir. Buradan iki kritik nokta

o, =0
ve
B \/ —6[(82+58+6) (1—a)+(1+8) (82 +48+6) | (1+8)*
Y02 =\ 3B (PP 36+ 2)(1-a)2—3(1 P22+ A) 3+ A)(1-a)—3(1+ B)* (B2 +4B+5)
bulunur.

(145) [33+8)+1/9(3+ B)2+24(2+ B) (3+5) (5 45+ 2)]
ae\1- TEHBCH) !

(146) [3(3+6)+/9(3+5)2+48(2+B)? (3 5)|

1- 8(2+08)2(3+8)

icin g, > 2 olarak bulundugundan g, kokii (0,2) araligimn diginda kalir. O
halde K artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini ¢ = 2 noktasinda

alir. Buradan

max K (¢) = K(2) =

8(1 — «a)? (6+2)(1—a)2+ 1 ]
1+ 75 3(1+ B)? 23+ 08)

dir.

we 1 3(1+8)B+8)+(1+8)v/9B+5)? +482+ 5)°(3 + ) .
8(2+ B)*(3+p) ’

icin g, < 2 olarak bulunur; yani ¢, kokii (0,2) arahig iginde kalir. K”(ipg,) <

0 oldugundan K () maksimum degerini ¢ = ¢y, noktasinda alir. Buradan

K(po,) = (1 - a)* { G-

3[(82458+6) (1-a)+(1+8)(82+46+6)]”
(1+8)(2+8)° (3+8)[2(2+8)3 (3+8) (1—)2—3(1+8) (2+8) (3+8) (1—) —3(1+8)? (82 +45+5)]
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dir.l

Uyar1 3.6.6. Teorem 3.6.4 de f = 0 olarak alimirsa S5 («) smfi i¢in ikinei Hankel
determinanti elde edilir (Deniz ve ark. 2015).

Uyar: 3.6.7. Teorem 3.6.4 de § = 0 ve a = 0 olarak alimirsa kendisi ve tersi yildizil
fonksiyon sinifi S5 igin ikinci Hankel determinanti elde edilir (Deniz ve ark. 2015).

Sonug 3.6.8. (2.1) formunda verilen f fonksiyonu S% smifina ait olsun. Bu takdirde

|a2a4 — ag‘ < @

3

elde edilir (Altinkaya ve Yalgin 2016c¢).
3.7. Hx(\, 5) Sumuf

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin genel bir alt sinifi olan, Jahangiri
ve ark. (2014) tarafindan tanimlanan Hx (A, §) siufi caligilmigtir. Jahangiri ve ark.
(2014) tarafindan elde edilen |as|, |as| ve |a,| katsay1r tahminleri verilmigtir. Daha
sonra bu smifa ait fonksiyonlar i¢in Ho(2) = asas — a3 Hankel determinant1 elde

edilmigtir.

Tamim 3.7.1. A € N ve g = f~! olmak iizere A smifina ait bir f fonksiyonu
fexX, 0<p<lvez,wel

icin
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R (g (w) > 5

sartlarin sagliyorsa Hy (A, 5) smifindadir denir (Jahangiri ve ark. 2014).

Uyar1 3.7.2. Tamim 3.7.1 de A = 1 olarak alimirsa Hy () smifi elde edilir. Bu simif

Srivastava ve ark. (2010) tarafindan tanimlanmig ve galigilmigtir.

Teorem 3.7.3.0 < 8 < 1 ve A > 2 olmak iizere (2.1) formunda verilen f fonksiyonu
Hyx (A, B) siifina ait olsun. Bu takdirde

]__
o] < 127

A

dir (Jahangiri ve ark. 2014).

Teorem 3.7.4. 0 < f < 1 ve A\ € N olmak iizere f € Hx(\, ) olsun. Eger a,, =

0, 2 <m < n —1 olarak secilirse

2(1-p)

<
jan] < nA

;o n>3
elde edilir (Jahangiri ve ark. 2014).

Teorem 3.7.5. 0 < 8 < 1 olmak tizere (2.1) formunda verilen f fonksiyonu Hx (A, 3)

simifina ait olsun. Bu takdirde

[6(1 — B) + 11\
[3(2X2 43X+ 1) (1 — B)2 — 6A(1 — ) — 1022

1— 2
|a2a4 —a%‘ < (3652) 16 — 5

dir (Altinkaya ve Yal¢in 2016a).

Ispat. Kabul edelim ki f € Hy (A, B) olsun. ¢ ve v fonksiyonlar1 P sinifina ait olmak
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uzere

ve
(¢'(w))* =+ (1= Bl (w)
esitlikleri yazilabilir. (3.69) ve (3.70) de katsayilar esitlenirse
2)\@2 = (1 - 5) ©1,
3Xaz + 2A(A — 1)a3 = (1 — 8) o,
4
4Xay + 6A(\ — 1)azasz + gA(A —1)(A—=2)a5 = (1 — ) 3
ve

_2>\a2 = (1 - ﬁ) wb

3M\(2a3 — az) + 2A(A — 1)a3 = (1 — ) s,

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

—4X (5a3 — basas + a4)—6/\()\—1)(2a§—a2a3)—g/\()\—l)(/\—Z)ag = (1-B)¢3 (3.76)

elde edilir. Burada (3.71) ile (3.74)

o1 =~

ve
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esitliklerini verir. (3.72) ve (3.75) esitliklerinden

(1-8)°
N

(1-5)
6\ (2

o7 + — 1)

a3 —

elde edilir. (3.73) ve (3.76) taraf tarafa gikarihirsa

—(2X2 43X —5)(1—pB)° 5(1 — B)2 1
AR 31 30D o o=+ T (s - )

ay =

bulunur. Boylece Hs(2) determinanti

—(2X2 432 +1)(1 - p)* e
( 96A4)( ) ot + S8 02 (0; — 4hy)

lasay — a3| = '

(3.77)

+(16>\2) ¢1 (3 — ¥3) — (13652 (2 %Dz)
seklinde elde edilir. (3.65), (3.66) ve (3.77) esitliklerini kullanilirsa

—(2X2430+1)(1-8)* 411 +

2(4_ 2
s = ) 1(4 @1)($_y)+ (1— 5)

A8N3 2 322 i

lasay — a3| =

4—
+(116/\2) o1 ( @01)($+y) (116)@ ( )(:E +y)

)2 4— 2 2 2
+(11652) = 2 = [(1 —|2[")z — (1 — |yl )w}

1—B8)2 (4—p2)2
~l (@ — )

bulunur. ¢ € P oldugundan |p;| < 2 elde edilir. Ayrica |p1| = ¢ ve ¢ € [0,2] i¢in

tiggen esitsizligi uygulanirsa

22 A Y
e +39;)\14)(1 2 904 + (132){32) 90 + (16)\2) 90(4_ 802)

|azay — a3| <
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1— 3 24_2 1— 2 24_2
_1_[(4853) 2o 4 0-9) eo(Qeo)} (12| + ly])

1-8) p?(4—¢? 1-8)° p(4—? 2 2
+[(1652> <p<4<p>_ (16@ o 2@)] (2 + ly[?)

1-8)? (4—¢?)?
+(36:\82) ( :f) (]| + |?JD2

bulunur. Buradan n = |z| < 1 ve p = |y| <1 igin

1—p)? 2 _g2 1 3
I = Tl(@):( ) K(?A e +—) 904—£+<P} >0,

4N 8 1
T, = Tp) = (135—@2%02(4 = [(13}5) + 1] >0,
Ty = Ti(p) = (16;@290(4 — ") p—2) <0,
T, = Typ) = (1-58)" (4—¢?»? >0

olmak tlizere

jasas —a3| < Ty+ (n+p) To+ (P + p2) Ty + (0 + p)* T

= G(n,p)

fonksiyonu elde edilir. Simdi G(n, 1) fonksiyonunun [0, 1] x [0,1] karesi tizerinde
maksimum degerini bulmak i¢in ¢ € (0,2), ¢ = 0 ve ¢ = 2 durumlarini géz 6niine

alarak G,,.G,, — (Gy,)° degeri incelenecektir.

1. durum: ¢ € (0,2) olsun. Béylece T3 < 0 ve T3 + 27, > 0 olacagimdan

GGl — (G)* < 0
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elde edilir. Bu durum G fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] karesinin i¢inde yerel maksimuma
sahip olamayacagimi gosterir. G fonksiyonunun [0, 1] x [0,1] karesinin sinirindaki
durumunu incelemek i¢gin 7 = 0 ve 0 < p < 1 (benzer gekilde p =0ve 0 < n < 1)

sartlart altinda
G(0,p) == H(p) = (Ts + Tu)p* + Top + Th

elde edilir.

e Burada 75 + T, > 0 ise H'(u) = 2(T5 + Ty)p + 1o > 0 olup H(u) artan
fonksiyondur. O halde H(u) fonksiyonu maksimum degerini ;1 = 1 noktasinda

alir ve
max H(p) =H(1) =T, +To + T3 + T4

elde edilir.

o T5+ T, <0ise T2+2(T3+T4) >0 ve T2+2(T3+T4) < 2(T3+T4)/J+T2 < Ty
olacagindan H'(u) > 0 olarak bulunur. H(u) fonksiyonu maksimum degerini

1 = 1 noktasinda alir.

2. durum: ¢ = 2 olsun. Bu durumda

(1-p)?

=i [(2X% +3X + 1) (1 — B)* + 3N7] (3.78)

G(n,p) =

bulunur. (3.78) esitligi de 0 < u < 1 ve 0 < ¢ < 2 gartlar altinda 1. durumdaki gibi

incelenirse

maXH(,u) :H<1):T1+T2+T3+T4
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elde edilir.

Bu iki durum n = 1 ve 0 < pu < 1 (benzer gekilde p = 1 ve 0 < n < 1) sartlan

altinda tekrar degerlendirilirse
G(lpu):=F(u)= T+ T’ + (T +2T)p+ T + To + Ty + Ty
fonksiyonu elde edilir ve yine T5+T} i¢in pozitif veya negatif olma durumu incelenirse
max F'(p) = F(1) =Ty + 2T, + 275 + 4T,

bulunur. Buradan ¢ € [0,2] i¢cin H(1) < F(1) oldugu goriliir ve G fonksiyonu

maksimum degerini 7 = 1 ve u = 1 noktalarinda alir. Bu durumda

K(p) :=maxG(n,n) = G(1,1) =Ty + 275 + 215 + 4T, (3.79)

olarak yazlir ve T1, Ty, T3, T} degerleri (3.79) esitliginde yerine yazilirsa

_ @-p)? (e )(-p)° _ (1-8) _ 5\ 4 (1-8) , 11\, .2, 16
K(p) = v [( 2452 BT _%>90 +< 3\ +E>90 +3]

esitligi elde edilir. Simdi K () nin maksimum degerini hesaplamak igin

1—-8)2 6A24+IN+3)B2—6(2A24204+1)5— (422 —31—3 6(1—8)+11)
K'(p) = 02 [(( M)A -6(@I I+~ ( >> o 4 =D (p}

tiirev fonksiyonunu goz oniine alalm. 0 < ¢ < 2 ve her 8 € [0,1) igin (6A% + 9\ +
3)8% — 6(2)2 + 2\ + 1)8 — (4\2 — 3A — 3) < 0 ve 6 (1 — B) + 11\ > 0 elde edilir. Bu
durumda K'(¢) = 0 olmak tizere iki reel kritik nokta

Yo, = 07
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B —2[6(1 — ) + 11\ A
70 A BN 3N+ 1) (1— )2 — 6A(1 — ) — 10N

bulunur. Her 8 € [0,1) igin o, < 2 dir. Ayrica K”(pg,) < 0 oldugundan K ()

maksimum degerini ¢ = ¢(, noktasinda alir. Boylece

_ _ -5 [6(1—B)+11A]”
max K () = K(po,) = 16 — 2[B2A2+3A+1)(1—B)2—6A(1—B)—10A2]

ve ¢ = 2 icin

(1-p)?

K2 =5

[(2X% +3X + 1) (1 — B)* + 3N7]
elde edilir. Bu ii¢ deger karsilagtirildiginda

K(0) < K(2) < K(¢0,)

oldugu kolayca goriiliir. Buradan K fonksiyonun maksimum degerini ¢y, noktasinda

aldigi sonucunu elde edilir.l

Sonug 3.7.6. 0 < § < 1 olmak iizere (2.1) formunda verilen f fonksiyonu Hx(f)

simifina ait olsun. Bu takdirde

2| o~ (1-8)? [6(1-p)+11]>
‘a2a4 - CL3| S [16 ~ 36(1-B)2—12(1-5)—20

dir (Altinkaya ve Yal¢in 2016a).
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3.8. Sx(a, 5) Simifi

Bu kisimda kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin Sy(«, 8) smufi igin Noonan ve
Thomas (1976) tarafindan tanimlanan ¢'* Hankel determinant1 kullanilarak Ho(2) =

asay — a3 ikinci Hankel determinanti igin tist sinir hesaplanacaktr.

Tanim 3.8.1. g = f~! olmak {izere A simufina ait bir f fonksiyonu
fex, 0<p8<1,0<a<l, z,welU

icin

(3 (- (Y

Q
S~
~—

V
=

ve

1 ((wg'(w) (wg%w))i
R = + > f
(2 ( o)\ gw
sartlarin saghyorsa Sy (a, §) simfindadir denir (Altinkaya ve Yalgin 2015d).

Teorem 3.8.2. 0 < a < 1ve 0 < 3 < 1 olmak {izere (2.1) formunda verilen f
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fonksiyonu Sx,(a, #) sinifina ait olsun. Bu takdirde

1602 2 | 8(60°+2022+3a+1) 2
Sty (1= 5) { s =08+ 1),

9a(a+1)2+(a+1)y/81a2(a+1)2+192(a+1) (6a3+2a2+3a+1)
be [07 1 - 32(6a% 1202 +3a+1) ]

agay — a3l < 4

402 (1—ﬁ)2 1— 9{2a(1—B)+(a+1)}?(a+1)
(a+1)? 32(6a342a2+3a+1)(1—8)?—36a(a+1)2(1—-8)—15(a+1)3 [’

1 9a(o¢+1)2+(o¢+1)\/810c2 (a+1)24192(a+1) (603 +202+3a+1) 1
fe - 32(6a3+202+3a+1) )

\

dir (Altinkaya ve Yal¢in 2018b).

Ispat. f € Sx(a, 8) olsun. Bu durumda ¢ ve 1 fonksiyonlar1 P simifina ait olmak

V(PG (2O g v
L(wg@)  (wd @\ _ o s

elde edilir ve bu egitliklerde kargiliklh katsayilar egitlenirse

= -8, (35
[0
atl (2a3 — ag) + aa% = (1—0) pa, (3.83)

2c 42
Set (3as + a3 — azas) + 58 (20205 — a3) + %ag =(1=P)es (384)

ve

a—+1

az = (1= )¢y, (3.85)
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a+1
2x

(0%

(3a3 — 2a5) + %ai = (1= 8) ¢, (3.86)

— Ll (3, + 10a3 — 12a2a3) — 25 (303 — 2aza3) — P02 63 — (1 B)iy (3.87)

bulunur. (3.82) ve (3.85) esitliklerinden

p1=—1 (3.88)

ve
_ 2 3.89
a=—=01=-Fn (3.89)

oldugu kolayca goriiliir. az katsayisini elde etmek icin (3.83) ve (3.86) esitlikleri
kullanilirsa
402

_ _ 2 2
a3*(a+1>2<1 B)” w1 +

(%

Satl) (1= B) (2 — 12) (3.90)

bulunur. a4 katsayisini igin (3.84) ve (3.87) esitliklerinden

Jo% a?—3a— o’ 3 a? 2
ay4 = 12 1gi§(a+f) 1 (a8+1)3 (1 - 6) SD? + 2(2+1)2 (1 - ﬂ) ¥1 (902 - ¢2)

(3.91)
_’_3(;;1) (1 - ﬂ) (903 - ¢3)
elde edilir. Bu esitliklerden H5(2) determinanti
a3+2a243a ot 4 as
|(12(L4 — ag\ = _ 1§jz(a_'f1)+1) ((13_1)4 (1 - B) (70111 + m (1 - ﬁ)s 50% ((702 - ¢2)

52 (1= B) 1 (3 — ¥s) — 1o (1= B) (2 — )
(3.92)
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olarak bulunur. (3.65) ve (3.66) esitlikleri (3.92) de yerine yazilirsa

602 +202+3a+1 at 4 ol 3 4—¢?
|azay — a3| = ~{ IQQQ(LI)JF ) (ii1)4 (1—=08)" ¢ + (at+1)? (1-5) @%%(1’ )

2(1_3)2 202(1—3)2 4—p? 202(1—3)2 4—p2
vt + 0 ) oy y) - B 2 1)

F2ROB 0 WD (1~ Jaf?) 2 — (1 [yf?) ]

2(1—8)2 (4—p2)2
_O;(i+1ﬁ;)2 ( ;ﬁ) (:E—y)Q‘

bulunur. ¢ € P oldugundan |p;| < 2 elde edilir. Ayrica |¢1| = ¢ ve ¢ € [0,2] i¢in

liggen esitsizligi uygulanirsa

603 +202+3a+1 ot 4 o? 2
|asas — a3| < ¢ 1;42(;“)+ )(jfu)‘* (1=5)" w1+ s (L= 5) 1

o2 2
+3(§+1)2 (]‘ - B) @1(4 - SO%)

a 3 4-¢7 2 2 4—p2
T i = e L 21>] (ja] + o)

| 3(at+1)? 1 4 3at1)? P12

+ 202(1-8)% 2(4—¢?)  2a%(1-p)* (4*%)] <|x|2+‘y|2)

a2(1—B8)2 (4—p2)2
e (el + )2

elde edilir. Buradan n = |z| < 1 ve p = |y| <1 i¢in

Ti = Tile) = g (1= 87 (MR (- 9+ 1) o' =260 80 20

] (6
Ty = Tulp) = 2255 (1 - ) P15 [a— (1-8)+ } >0
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olmak tlizere

lasay — a2l < Ty + (n+p) To+ (P + p?) Ts + (n+ p)> Ty = G(n, p)

fonksiyonu elde edilir. Simdi G(n, 1) fonksiyonunun [0, 1] x [0,1] karesi tizerinde
maksimum degerini bulmak i¢in ¢ € (0,2), ¢ = 0 ve ¢ = 2 durumlar1 gbz 6niine

almarak G.,.G, — (Gy,,)? incelenccektir.

1. durum: ¢ € (0,2) olsun. Béylece T3 < 0 ve T3 + 27, > 0 olacagimdan
GG — (G)* < 0

elde edilir. Bu durum G fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] karesinin i¢inde yerel maksimuma
sahip olamayacagim gosterir. G fonksiyonunun [0, 1] x [0, 1] karesinin simirmdaki
durumunu incelemek i¢in n = 0 ve 0 < p < 1 (benzer gekilde p =0 ve 0 < n < 1)

sartlar1 altinda
G(0,p) = H(p) = (T + Tu)p® + Top + T

elde edilir.

e Burada 75 + T, > 0ise H'(u) = 2(T5 + Ty)p + 1o > 0 olup H(u) artan
fonksiyondur. O halde H(u) fonksiyonu maksimum degerini g = 1 noktasinda
alir ve

maxH(,u) :H(l) :Tl +T2—|-T3—|—T4
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elde edilir.

® T3—|—T4 < 0ise T2+2(T3+T4) 2 0 ve T2+2(T3+T4) < 2(T3+T4)/.L—|—T2 < T2
olacagindan H'(u) > 0 olarak bulunur. H (uu) fonksiyonu maksimum degerini

1 = 1 noktasinda alir.

2. durum: ¢ = 2 olsun. Bu durumda

o 160&2 2 8(6a3+2a2+3a+1) 2
G(n,p) = 3@ t1) (1-5) St T (1-8)+1 (3.93)

elde edilir. (3.93) esitligi de 0 < p < 1 ve 0 < ¢ < 2 gartlan altinda 1. durumdaki

gibi incelenirse
maxH(u) = H(l) :T1 +T2+T3—|—T4

elde edilir.

Bu iki durum n = 1 ve 0 < p < 1 (benzer gekilde p = 1 ve 0 < 5 < 1) sartlar

altinda tekrar degerlendirilirse
G(1,p) = F(p) = (T + T)p* + (T + 2T)p+ Ty + T + Ts + T,
fonksiyonu elde edilir ve yine T3+T} i¢in pozitif veya negatif olma durumu incelenirse
max F'(u) = F(1) =Ty + 215 + 213 4 4T,

bulunur. Buradan ¢ € [0,2] i¢cin H(1) < F(1) oldugu goriiliir ve G fonksiyonu

maksimum degerini 7 = 1 ve p = 1 noktalarinda alir. Bu durumda

K(p) =maxG(n,u) = G(1,1) = T1 + 2T5 + 213 + 4T, (3.94)
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olarak yazilir ve Ty, Ty, T3, Ty degerleri (3.94) esitliginde yerine yazilirsa

_ a?2(1-p)? 8(6a3+2a2+3a+1) 2 a 4
K(g) = SUBPf(stbioiiorn (g2 e (1-6)~ 3¢
+ (22 (1-8)+2) " +4}

a+1

esitligi elde edilir. Simdi K () nin maksimum degerini hesaplamak igin

_ 2a2(1-p)? 16(6a3+2a243a+1) 2 2a 5\ .3
K'(p) = 20f” [ (10l iatiiont) (1 _ g — 2o.(1- )~ 3) ¢

+ (5 (L= 8) +2) ¢}

tiirev fonksiyonunu goz ontine alalim.

. . a®+20% 43 o
e Kabul edelim ki 2% QJZH;;S ) (1-8)* - 20 (1—p) — ¢ >0 olsun. Bu du-

9a(a+1)2+(a+1)v/81a2(a+1)%+120(a+1)(6a3+2a2+3a+1
rumda § € 10,1 — . )\/16(&543—1—23342—1—304-(&-1) . ) olup K'(¢)

> 0 elde edilir. K artan bir fonksiyon olarak bulundugundan maksimum

degerini ¢ = 2 noktasinda alr. Buradan K (2) degeri

1602(1-8)% | 8(6a3+202+3a+1)

max K(p) = K(2) = 3(a+1)2 3(at1)? (1—5)"+ 1]

dir.

. . a? 420243 o
e Kabul edelim ki 28 ;Erj+1;f;3 ) (1-8)* - 2 (1-4) — 2 < 0 olsun. Bu

9a(a+1)2+(a+1)\/81042 (a+1)24120(a+1) (603 +202+3a+1) 1)

olup

durumda g € (1_ 16(603+2a2 1 3a+1)

K'(p) = 0 elde edilir. Buradan K fonksiyonunun iki kritik noktas

0, =0
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ve

. —36{2a(1—8)+(a+1)}{a+1)?
o, = 32(6a34+202+3a+1)(1—B)?—36a(a+1)2(1—8)—15(a+1)3

elde edilir.

1— 9a(a+1)2+(o¢+1)\/81(12(a+1)2+120(a+1)(6a3+20¢2+3o¢+1)
16(6a2+2a2+3a+1) )

b e

1 9a(a+1)2+(a+1)\/81&2(a+1)2+192(a+1)(6a3+2a2+3a+1)
o 32(6a3+2a2+3a+1)
i¢in g, > 2 olarak bulundugundan g, kokii (0,2) arahigimin diginda kalir. O
halde K artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini ¢ = 2 noktasinda

alir. Buradan

16a2(1—p)2 | 8(603+202+3a+1)

mox K (p) = K(2) = (205 | X00onst) 1 gyt

elde edilir.

B 1 9a(a+1)2+(a+1)\/81a2(a+1)2+192(a+1)(6a3+2a2+3a+1) 1
€ B 32(6a3+202+3a+1) )

i¢in ¢, < 2 olarak bulunur; yani ¢y, kokii (0,2) araligy i¢inde kalir. K”(i0,)

< 0 oldugundan K(¢) maksimum degerini ¢ = ¢q, noktasinda alir. Buradan

_ 402(1-p)? B 9{2a(1—B)+(a+1)}2(a+1)
K(po,) = T (a+1)? {1 32(6a3+2a2+3a+1)(1—5)2—36a(a+1)2(1—5)—15(a+1)3}

elde edilir.®

Uyar1 3.8.3. Tanim 3.8.1 de o = 1 olarak alimirsa Sx(/5) simfi i¢in ikinci Hankel

determinant: elde edilir.
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Sonug 3.8.4. (2.1) formunda verilen f fonksiyonu Syx(f) smifina ait olsun. Bu tak-
dirde

M2 (42— 88 +5), B e |0, 2TT)

Aoy — a§| <
2 (1382-148-7 29—/137
(1-5) <1Gﬁ27265+5> , be ( 32 71>

dir (Deniz ve ark. 2015).
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4. SONUC

Katsay1 esitsizlikleri elde etme problemi tek degiskenli kompleks degerli analitik
yalinkat fonksiyonlar i¢in en énemli arastirma alanlarindan biridir. Analitik yalinkat
fonksiyonlarda bu problemi ¢oziime ulastirmak i¢in bircok alt sinif tamimlama gerek-
liligi ortaya ¢ikmistir. Benzer durum kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlar i¢in de soz
konusudur. Bu gereklilikten hareketle, bu tez cahsmasimda, SZ¥(\) ve HS(h, 5) yeni
alt simiflar1 tanimlanmig, bu siniflara ait fonksiyonlarin baslangic katsayilar igin tist
siirlar elde edilmigtir. Daha sonra Salagean tiirev operatorii yardimiyla By, (p, A, ),
Q(p, A, B) alt siiflari, sabordinasyon prensibinden faydalanarak By (i, A, ) alt sinifi
tanmimlanmig ve galigilmigtir. Daha 6nce tanimlanan ve galigilan Px(«, 5), Hx (A, 5)
ve Sy (a, 8) smiflarindaki fonksiyonlara ait Hy(2) = ayas—a3 Hankel determinantinin

modiilii i¢in tist siir hesaplanmigtir.

S2¥(A) smifina ait fonksiyonlar igin

|az| < min 2 (|¢/ (0)* + [¢/ (0)[*) N2 \/(quﬁ” )+ [¢" (0)]) A2
o (L+2)* ’ T F A+ 1 !

9

as < mind 2L OF I OF A (16" O] + [ Q)
0o (14 X)° 4(1+N)

(6A3 +5X2 4+ ) [@" (0)] (23 +3X2 = X) [¢" (0)] }
A(T+N)CN2+A+1) 4(1+N)CA2+A+1)

katsay1 smirlar elde edilirken HZ(h, 3) smifina ait fonksiyonlar icin

. m(1—p5)  m(—-p)
<
|a2|_mln{ |1+25| |h2|21|1+5||h2| )

mi =), mU_ PR =) )

as| < min ,
az] < b1+%umw 14 3 ] 1L+ 23] o

83



siirlar elde edilmigtir (Akgiil ve Altinkaya 2017, Altinkaya ve Yalgin 2016d). Daha

sonra By, (p, A, ¢) smifina ait fonksiyonlar igin

2
n| < ; >4,
|a|_np[1+(n—1))\] "
Q(p, A\, f) smifina ait fonksiyonlar i¢in
2(1 —
|an| < 0—p) ; n>4
nP 1+ (n—1) )
ve By (i, A, ¢) smifina ait fonksiyonlar i¢in
2
an| € —————57; n>4
w4 (n—1)A

katsay1 egitsizlikleri elde edilmigtir (Altinkaya ve Yalgin 2014b, Altinkaya ve Yalgin
2015b,e, Altinkaya ve Yalgin 2016b). Bu simflara ilave olarak, bu ¢alismada daha
onceden tanmmlanan Ps(«, 8) ve Hx (A, ) smiflarina da yer verilmigtir. Prema ve
Keerthi (2013) tarafindan tamimlanan, |as| ve |as| katsayilar1 i¢in iist sinirlar: elde
edilen Ps(a, f) smifina ait fonksiyonlar i¢in

(el [2(843) (84 2) (1 - ) +3(8+ 17,

3(B+1)(B+3)+(B+1)4/9(8+3)2+48(8+2)3 (8+3)
ac [O’ 1- SE 27 (313) }

aay—aj) <¢ (1—a) { Ty

3[(82+56-+6) (1—0) +(+1) (8°+46+6)]”
T B (B2 (B3R T2} (B3 (12 —3(p+ (B2 (B+3)(1—a) 3BT 12 (2 +4p+5)] [’

1 3(B+1)(B+3)+(8+1)/9(8+3)2+48(8+2)3(8+3) 1
ac (- 8(3+22(3+3) )
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esitsizlikleri elde edilmigtir (Altinkaya ve Yalgin 2016¢). Yine Jahangiri ve ark. (2014)

tarafindan tamimlanan ve galisilan Hx (A, §) sinifina ait fonksiyonlar igin

agay — az| <

107 |16 _ [6(1— )+ 11
3622 2[3(2A2 +3X+1) (1 — )2 = 6A(1 — 5) — 10A?]

katsay1 esitsizligi elde edilmigtir (Altinkaya ve Yalgin 2016a). Son olarak Altinkaya
ve Yalgin (2015d) tarafindan tanimlanan Sy (a, ) sinifina ait fonksiyonlar i¢in Hy(2)

Hankel determinanti

(
1602 2 8(6a3+2a2+3a+1) 2
m(l_ﬁ) { 3(a+1)? (1=5)"+11,

9a(a+1)2+(a+1)\/810{2(a+1)2+192(a+1)(6a3+2a2+3a+1)
B e {0> 1 - 32(607 1207 +3a-1) ]

Aoy — ag <

4a? (1_5)2 1— 9{2a(1—B)+(a+1)}?(a+1)
(a+1)2 32(6a34202+3a+1)(1—8)2—36a(a+1)2(1—8)—15(a+1)3 [ *

§e {1 _ 9a(a+1)*+(a+1)y/81a? (et 1)2+192(a+1)(6a7+2a2 1 3a+ 1) 1)
32(6a3+2a2+3a+1) ’

seklinde hesaplanmigtir.

Elde edilen bulgulardaki parametreler i¢in bazi 6zel se¢imler yapilirsa daha once
tanimlanan ve calisilan, kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlar i¢in temel tegkil eden

siniflara ait sonuclar elde edilir.

Biitiin bu galigmalara ilave olarak birgok yazar (Srivastava ve ark. 2016, Xu ve ark.
2012, Yavuz 2018) baslangi¢ katsayilari as ve az iin modiilleri igin tist simur elde
etme caligmalar1 yapmigtir. Baz1 yazarlar ¢aligmalarin1 Fekete-Szego problemi, Han-
kel determinanti tizerine yogunlagtirmigtir (Altinkaya ve Yalgin 2015¢,d, Altinkaya
ve Yalgin 2016a,c, Deniz ve ark. 2015, Murugusundaramoorthy ve ark. 2019). Son

yillarda ise a, genel katsaymin modiilii i¢in iist sinir elde etme iizerine ¢aligmalar
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yapilmaktadir (Altinkaya ve Yalgin 2015b,e, Altinkaya ve Yalgin 2016b, Bulut 2014,
Hamidi ve Jahangiri 2016, Jahangiri ve Hamidi 2013, Jahangiri ve Hamidi 2015, Ja-
hangiri ve ark. 2014, Srivastava ve ark. 2018b, Zireh ve ark. 2016). Literatiir taramasi
yapildiginda bu caligmalar oldukga sinirhdir ve sadece Faber polinomlar1 yardimiyla
genel katsay1 tahmini yapilabilmektedir. Bu nedenle n € N\ {1,2}; N={1,2,3,...}

olmak {izere |a,| katsay1 tahmini 3 smuifi i¢in hala acik bir problemdir.
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