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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

PSEUDOANAL·IT·IK FONKS·IYONLAR VE UYGULAMALARI

Yeşim SA¼GLAM

Uluda¼g Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Sezayi H¬zl¬yel

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, pseudoanalitik fonksiyonlara ili̧skin tan¬mlar ile türev ve integraline

ili̧skin temel özellikler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, kompleks pseudoanalitik fonksiyonlar¬n reel k¬s¬mlar¬na ili̧skin

ikinci basamaktan eliptik denklemlerin çözümleri ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca temel Vekua

denklemi incelenmi̧s ve Schrödinger denklemi için Cauchy integral teoremi elde

edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, kuvvet fonksiyonlar¬incelenmi̧s, temel teoremler ele al¬nm¬̧st¬r.

Bir do¼gurucu dizinin inşas¬incelenmi̧stir.

Son bölüm olan beşinci bölümde ise pseudoanalitik fonksiyonlar için Cauchy integral

formülü için ön bilgilerden bahsedilmi̧s ve transplant operatörü incelenmi̧stir.

2013,v+79 sayfa.

Anahtar Kelimeler : Pseudoanalitik fonksiyonlar, Do¼gurucu çiftler, Schrödinger

denklemi, Vekua denklemi, Transplant operatörü.
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This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, de�nitions and basic properties of derivatives and integrals

of pseudoanalytic functions are given.

In the third chapter, solutions of second-order elliptic equations as real components

of complex pseudoanalytic functions have been examined. Also, the main Vekua

equation have been examined and Cauchy integral formula for Schrödinger equation

have been obtained.

In the fourth chapter, power functions have been examined,main theorems are given.

Explicit construction of a generating sequence have been examined.

In the �nal chapter, preliminary informations for Cauchy integral formula for pseudo-

analytic functions are given and transplant operator have been examined.
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1. G·IR·IŞ

Pseudo analitik fonksiyonlar kabaca söylenecek olursa genelleştirilmi̧s Cauchy Rie-

mann denklemlerinin çözümleridir. Böyle fonksiyonlar Picard (1891) ve Beltrami

(1911) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Ancak ilk sonuçlar ·Isveç matematikçi Carleman

(1933) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Kompleks k¬smi türevli denklemler ve buna ba¼gl¬ olarak genelleştirilmi̧s analitik

fonksiyonlar, 1950�li y¬llardan beri üzerinde ünlü matematikçilerin çal¬̧st¬¼g¬bir konu-

dur. L. Bers�in yazd¬¼g¬�Theory of Pseudoanalytic Functions (1953)�isimli mono-

graf ile I. N. Vekua�n¬n ayn¬y¬llarda Bers�ten ba¼g¬ms¬z olarak yazd¬¼g¬�Generalized

Analytic Functions (1959)�isimli kitap bu konunun temelini oluşturmaktad¬r. Bers

genelleştirilmi̧s analitik fonksiyonlar¬, tan¬mlad¬¼g¬�do¼gurucu fonksiyonlar�kavram¬

yard¬m¬yla Hölder-sürekli fonksiyonlar uzay¬nda incelemi̧stir.

Pseudoanalitik fonksiyonlar¬n matematikte ve matematiksel �zikte farkl¬alanlarda

pek çok uygulamas¬vard¬r. Özellikle eliptik sistemlerin genel teorisinin genelleştiril-

mesinde önemli rol oynam¬̧st¬r. Pseudoanalitik fonksiyonlar özel hallerinin Elastisite

Teorisi ile Gazlar Dinami¼ginde kullan¬ld¬¼g¬bir konudur.
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2. PSEUDOANAL·IT·IK FONKS·IYONLAR

Bu bölümde ilerideki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬ temel kavramlar, teorem

ve tan¬mlar verilmi̧stir. Birinci k¬s¬mda do¼gurucu çiftler ve türev, ikinci k¬s¬mda

pseudoanalitik fonksiyonlar ve üçüncü k¬s¬mda pseudoanalitik fonksiyonlar¬n türev

ve integralleri ele al¬nm¬̧st¬r.

2.1 Do¼gurucu Çiftler ve Türev

·Ikinci mertebeden hemen-hemen lineer

L� = A (x; y)�xx + 2B (x; y)�xy + C (x; y)�yy + F
�
x; y; �; �x; �y

�
= 0 (2.1)

denklemini göz önüne alal¬m. Burada A; B ve C; xy-düzleminin bir D bölgesinde x

ve y nin iki defa sürekli türetilebilir fonksiyonlar¬d¬r ve A2 +B2 + C2 6= 0 d¬r.

L = AD2
x+2BDxDy+CD

2
y operatörüne (2:1) denkleminin esas k¬sm¬denir. Denk-

lemin özelliklerini belirleyen k¬s¬m buras¬d¬r.

�(x; y) = B2 (x; y)� A (x; y)C (x; y)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona (2:1) denkleminin diskriminant¬denir.

E¼ger D nin bir (x0; y0) noktas¬nda

�(x0; y0) > 0 ise, (2:1) denklemine bu noktada hiperboliktir,

�(x0; y0) = 0 ise, (2:1) denklemine bu noktada paraboliktir,

�(x0; y0) < 0 ise, (2:1) denklemine bu noktada eliptiktir,

denir. Bir D bölgesinin tüm noktalar¬nda hiperbolik, parabolik veya eliptik bir

denkleme D de s¬ras¬yla hiperbolik, parabolik veya eliptiktir denir.
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E¼ger denklem eliptik ise ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin uygun bir de¼gi̧simiyle (2:1) denklemi

�xx + �yy + ~F
�
x; y; �; �x; �y

�
= 0 (2.2)

kanonik formuna dönüştürülebilir. En basit eliptik denklem

�xx + �yy = 0 (2.3)

Laplace denklemidir. Bu denklemin teorisi oldukça geni̧s çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. (2:3) denk-

leminin çözümleri, z = x+ iy olmak üzere, f (z) analitik fonksiyonlar¬n¬n reel k¬s¬m-

lar¬d¬r.

Bu çal¬̧sma boyunca z = x + iy; � = � + i�; w = u + iv; ::: şeklinde kompleks

de¼gi̧skenler kullan¬lacakt¬r ve kompleks eşlenikler �z = x� iy; �w = u� iv; ::: ile gös-

terilecektir. x ve y nin fonksiyonlar¬, analitikli¼gi sa¼glamaks¬z¬n, z nin fonksiyonlar¬

şeklinde yaz¬lm¬̧st¬r. K¬smi türevler alt indisler yard¬m¬yla gösterilecektir. Klasik

türev operatörleri (@=@z) ; (@=@�z)

2wz = wx � iwy ; 2w�z = wx + iwy (2.4)

ba¼g¬nt¬lar¬yla tan¬mlanm¬̧st¬r. wz ve w�z türevlerinin mevcut olmas¬ için gerek ve

yeter koşul wx ve wy türevlerinin mevcut olmas¬d¬r.

wz =
1

2
f(ux + vy)� i (uy � vx)g (2.5)

w�z =
1

2
f(ux � vy) + i (uy + vx)g (2.6)

oldu¼guna dikkat edilmelidir. Bu operatörler çarp¬m, toplam, vb. üzerinde bilinen

türev gibi rol oynar.

Bir bölge düzlemde aç¬k ba¼glant¬l¬bir kümedir. D bölgesinin kapan¬̧s¬D; s¬n¬r¬D0

ile gösterilecektir. E¼ger D s¬n¬rl¬ve D0 sonlu say¬da parçal¬ sürekli türevlenebilir

basit kapal¬Jordan e¼grisinden oluşuyorsa bölgeye regülerdir denir.
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w (z) fonksiyonu z0 noktas¬nda, K sabiti ve �; 0 < � < 1; üsteliyle birlikte

jw (z)� w (z0)j � K jz � z0j�

şart¬n¬sa¼gl¬yor ise w fonksiyonuna Hölder şart¬n¬ sa¼gl¬yor denir. E¼ger bir fonksiyon

ayn¬K ve � ile D nin bütün noktalar¬nda Hölder şart¬n¬sa¼gl¬yorsa bu fonksiyon D

üzerinde bir düzgün Hölder şartn¬sa¼glar. Bir fonksiyon D1 � D olacak şekilde her

D1 bölgesinde düzgün Hölder şart¬n¬sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona D bölgesinde Hölder

süreklidir denir. Bu eşitsizlikte � = 1 olmas¬durumunda w fonksiyonuna D de

Lipschitz sürekli fonksiyon ad¬verilir.

(2:5) ve (2:6) göz önüne al¬n¬rsa fonksiyon teorisindeki elemanter sonuçlar aşa¼g¬daki

şekilde ifade edilebilir.

Lemma 2.1.1.

w0 (z0) = lim
z!z0

w (z)� w (z0)

z � z0
(2.7)

limiti mevcut ise wz (z0) ; w�z (z0) mevcuttur ve

w�z (z0) = 0 (2.8)

wz (z0) = w0 (z0) : (2.9)

wz (z) ve w�z (z) mevcut, z0 noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda sürekli ve (2:8) geçerliyse

(2:9) mevcuttur.�

(2:7) de w (z0) kompleks bir sabittir, yani �:1 + �:i şeklindedir. Burada � ve �

ler reel sabitlerdir. Fonksiyon teorisinin genelleştirilmesi 1 ve i yerine key� F (z)

ve G (z) fonksiyonlar¬n¬n al¬nmas¬na dayan¬r. Bu fonksiyonlar¬n bir D0 bölgesinde

tan¬ml¬olduklar¬n¬varsayal¬m. (Bütün D bölgelerinin D0 da bulunan kapan¬̧s¬n¬n

s¬n¬rl¬oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.)
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D bölgesinde ki her z0 için

w (z0) = �0F (z0) + �0G (z0)

olacak şekilde bir tek �0 ve �0 reel sabitleri bulunuabilir.

lim
z!z0

w (z)� �0F (z)� �0G (z)

z � z0
(2.10)

(sonlu) limiti mevcut ise w (z) ; z0 da (F;G)-t�ureve sahiptir denir ve _w (z0) ile gös-

terilir.

Tan¬m 2.1.2 D0; C de �D � D0 koşulunu sa¼glayan bir bölge olmak üzere aşa¼g¬daki

özellikleri sa¼glayan bir fonksiyon çiftine D0 da do¼gurucu çift denir:

i) z 2 D0 için Im
�
�F (z)G (z)

	
> 0

ii) Fz (z) ; F�z (z) ; Gz (z) ; G�z (z) türevleri var ve Hölder-sürekli

z0 sabiti için

W (z) = w (z)� �0F (z)� �0G (z) (2.11)

olsun. �0 ve �0 reel sabitleri

W (z0) = 0 (2.12)

şart¬yla tek olarak belirlenebilir (Bers 1953).

W (z) nin (sürekli) k¬smi türevlere sahip olmas¬için gerek ve yeter koşul w (z) nin

k¬smi türevlere sahip olmas¬d¬r. _w (z0) ¬n mevcut olmas¬için gerek ve yeter koşul
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W 0 (z0) ¬n mevcut olmas¬d¬r. O halde

_w (z0) =W 0 (z0)

dir. Burada W 0 (z0) ; W n¬n z0 noktas¬ndaki kompleks türevidir:

W 0 (z0) = limz!z0
W (z)�W (z0)

z � z0
. Buradan Wz (z0) ; W�z (z0) ve

W�z (z0) = 0 (2.13)

denkleminin varl¬¼g¬(2:10) un varl¬¼g¬için gereklidir. jz � z0j < r için Wz (z) ; W�z (z)

nin varl¬¼g¬ve süreklili¼gi ile (2:13) denklemi (2:10) un varl¬¼g¬için yeterlidir.

W fonksiyonu

W (z) =

���������
w (z) w (z0) w (z0)

F (z) F (z0) F (z0)

G (z) G (z0) G (z0)

��������������� F (z0) F (z0)

G (z0) G (z0)

������
(2.14)

şeklinde yaz¬labilir ve W�z (z0) = 0 olup���������
w�z (z0) w (z0) w (z0)

F�z (z0) F (z0) F (z0)

G�z (z0) G (z0) G (z0)

��������� = 0 (2.15)

elde edilir. (2:10) mevcut ise

_w (z0) =

���������
wz (z0) w (z0) w (z0)

Fz (z0) F (z0) F (z0)

Gz (z0) G (z0) G (z0)

��������������� F (z0) F (z0)

G (z0) G (z0)

������
: (2.16)
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L. Bers (Bers 1953) w�z = aw+b �w denkleminin Tan¬m 2.1.2 de ifade edilen özellikleri

sa¼glayan F ve G gibi iki çözümünün varl¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

F�z = aF + b �F (2.17)

G�z = aG+ b �G

denklemleri ortak çözülerek

a(F;G) = �
�FG�z � F�z �G

F �G� �FG
; b(F;G) =

FG�z � F�zG

F �G� �FG
(2.18)

elde edilir. Benzer şekilde

Fz = AF +B �F

Gz = AG+B �G

denklemleri ortak çözülerek

A(F;G) = �
�FGz � Fz �G

F �G� �FG
; B(F;G) =

FGz � FzG

F �G� �FG
(2.19)

elde edilir. (2:18) ve (2:19) ile tan¬mlanan ifadelere (F;G)-do¼gurucu çiftinin karak-

teristik katsay¬lar¬denir. Burada (2:15) ve (2:16) denklemleri

w�z = aw + b �w (2.20)

_w = wz � Aw �B �w (2.21)

şeklinde yeniden yaz¬labilir.

Teorem 2.1.3. _w (z0) mevcut ise z0 da wz ve w�z mevcuttur ve (2:20) ; (2:21)

denklemleri geçerlidir. E¼ger z0 ¬n baz¬komşuluklar¬nda wz; w�z mevcut ve sürekliyse

ve z0 da (2:20) sa¼glan¬yorsa o halde _w (z0) mevcuttur ve (2:21) geçerlidir (Bers

1953).�
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Uyar¬2.1.4. (2:20) denklemi aij (x; y) katsay¬lar¬reel Hölder sürekli olmak üzere8<: ux � vy = a11u+ a12v

uy + vx = a21u+ a22v
(2.22)

reel sistemine denktir. Ayn¬mant¬kla her (2:1) eliptik denklemin (2:22) şeklinde bir

sisteme denk olaca¼g¬görülebilir. B = 0 olmak üzere (2:2) şeklindeki bir denklem

için bu aç¬kt¬r. � bir çözüm olsun ve u = �x; v = ��y alal¬m. Burada u; v

a11 = �B1; a12 = B2; a21 = a22 = 0

olmak üzere (2:22) i sa¼glar.

2.2 Pseudoanalitik Fonksiyonlar

Tan¬m 2.2.1. E¼ger _w; D bölgesinde her yerde mevcut ise w fonksiyonuna D böl-

gesinde birinci çeşit (F;G)-pseudonalitik (kar¬̧st¬rma tehlikesi yoksa k¬saca pseudoana-

litik) fonksiyon denir.

D bölgesinde Im
�
�FG
�
> 0 şart¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, bu bölgedeki her w fonksiyo-

nu tek

w = 'F +  G

gösterimine sahiptir. Burada ' ve  reel de¼gerli fonksiyonlard¬r.

! = '+ i 

al¬nd¬¼g¬nda w ve ! aras¬ndaki ba¼g¬nt¬birebirdir. Bunu

w =� ! ; ! =� w (modF;G)

yaz¬m¬yla gösterece¼giz.
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Her reel � ve � için

� (�w1 + �w2) = � (�w1) + � (�w2)

�0 = 0; �F = 1; �G = i oldu¼guna ve her kapal¬ �D bölgesinde

0 <
1

K
�
�����w (z)w (z)

���� � K

oldu¼guna dikkat edilmelidir. BuradaK sabiti yaln¬zca (F;G) veD bölgesine ba¼gl¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2 E¼ger w birinci çeşit (F;G)-pseudoanalitik fonksiyon ise ! =� w

fonksiyonuna ikinci çeşit (F;G)-pseudoanalitik fonksiyon denir.

Analitik fonksiyonlarda F ve G fonksiyonlar¬F = 1 ve G = i olarak seçilebilir ve

böylece w ve ! çak¬̧s¬rlar.

Teorem 2.2.3. Bir ! = ' + i fonksiyonunun ikinci çeşit (F;G)-pseudoanalitik

fonksiyon olmas¬ için gerek ve yeter şart ' ve  fonksiyonlar¬n¬n sürekli k¬smi

türevlere sahip olmas¬ve

'�zF +  �zG = 0 (2.23)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

E¼ger bu şart sa¼glan¬yorsa, w =� ! al¬nd¬¼g¬nda

_w = 'zF +  zG (2.24)

d¬r (Bers 1953).
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·Ispat.

W (z) = w (z)� �0F (z)� �0G (z)

fonksiyonunu ele alal¬m, burada �0 = ' (z0) ve �0 =  (z0) d¬r öyle ki

w (z0) = �0F (z0) + �0G (z0) :

Dikkat edilirse

W (z) = (' (z)� ' (z0))F (z) + ( (z)�  (z0))G (z)

şeklinde yaz¬labilir. Buradan,

W�z (z) = '�z (z)F (z) + (' (z)� ' (z0))F�z (z)

+ �z (z)G (z) + ( (z)�  (z0))G�z (z)

dir ve böylece z0 noktas¬nda

W�z (z0) = '�z (z0)F (z0) +  �z (z0)G (z0)

d¬r. Benzer yolla

Wz (z0) = 'z (z0)F (z0) +  z (z0)G (z0)

elde edilebilir.

w�z = aw + bw (2.25)

Vekua denklemi z0 da W�z (z0) = 0 Cauchy-Riemann şart¬na denk oldu¼gu için (2:25)

denkleminin (2:23) denklemine denk oldu¼gu elde edilir. _w (z0) =W 0 (z0) oldu¼gundan

(2:24) elde edilir.�
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Örnek 2.2.4. f reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. F = f; G =
i

f
fonksiyonlar¬n¬ele

alal¬m. Böylece (2:23) denklemi

'�zf +  �z
i

f
= 0

şeklinde yaz¬labilir. Bu denklem

f'x �
1

f
 y = 0 ; f'y +

1

f
 x = 0

sistemine denktir. Bu sistem genelleştirilmi̧s Cauchy-Riemann sistemi şeklinde yaz¬la-

bilir:

'x =
1

f 2
 y ; 'y = �

1

f 2
 x

p; x ve y nin verilen pozitif bir fonksiyonu olmak üzere iyi bilinen

ux =
1

p
vy ; uy = �

1

p
vx

sistemi dikkate al¬nd¬¼g¬nda, bu sistemi sa¼glayan u+ iv kompleks fonksiyonlar¬na

p-analitik fonksiyon denir.

Böylece ikinci çeşit
�
f;
i

f

�
-pseudoanalitik fonksiyonlar¬f 2-analitiktir.

2.3 Pseudoanalitik Fonksiyonlar¬n Türev ve ·Integralleri

Bu k¬s¬mda pseudo-analitik fonksiyonlar¬n türev ve integral özellikleri için temel

tan¬m ve teoremler verilecektir.

2.3.1 Denk Do¼gurucu Çiftler ve (F;G)-türevleri için Vekua Denklemi

Analitik bir fonksiyonun kompleks türevi yine analitik bir fonksiyondur ve ikiside

Cauchy-Riemann sistemini sa¼glar. Bu ifade pseudoanalitik fonksiyonlar olmas¬du-

rumunda farkl¬d¬r. Genelde bir (F;G)-pseudoanalitik fonksiyonun (F;G)-türevi,

11



(F;G)-pseudoanalitik olmak zorunda de¼gildir. Bunun yerine başka bir do¼gurucu

çifte kaŗs¬l¬k gelen başka bir Vekua denklemini sa¼glar.

Tan¬m 2.3.1.

~F = a11F + a12G ve ~G = a21F + a22G

ise (F;G) ve
�
~F ; ~G

�
do¼gurucu çiftlerine denktir denir, burada aij reel sabitlerdir.

Teorem 2.3.2.

(i) Ayn¬bölgede tan¬ml¬iki do¼gurucu çiftin denk olmas¬için gerek ve yeter şart ayn¬

karakteristik katsay¬lara sahip olmalar¬d¬r.

(ii) E¼ger (F;G) ve
�
~F ; ~G

�
denk ise, birinci çeşit her

�
~F ; ~G

�
-pseudoanalitik fonksiyon,

birinci çeşit (F;G)-pseudoanalitiktir ve

d(F;G)w

dz
=
d( ~F ; ~G)w

dz

dir (Bers 1953).�

Tan¬m 2.3.3. (F;G) bir do¼gurucu çift olsun. (F;G) nin adjoint do¼gurucu çifti

(F;G)� = (F �; G�)

F � = � 2 �F

F �G� �FG
; G� =

2 �G

F �G� �FG

eşitlikleri yard¬m¬yla tan¬mlan¬r.
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Teorem 2.3.4.

(i) (F;G)�� = (F;G)

(ii) Karakteristik katsay¬lar aras¬nda aşa¼g¬daki ili̧ski geçerlidir.

a(F �;G�) = �a(F;G) ; A
(F�;G�) = �A(F;G)

b
(F�;G�) = �B

(F;G)
; B

(F�;G�) = �b(F;G)

(Bers 1953).

·Ispat. (i) Tan¬m 2.3.3 yard¬m¬yla

F �� = (F �)� = � 2F �

F �G� � F �G�
= F

bulunur. Benzer şekilde G�� = G oldu¼gu gösterilebilir.

(ii) Karakteristik katsay¬lar aras¬ndaki ili̧ski (2:18) ve (2:19) da ki ifadeler kul-

lan¬larak do¼grudan hesaplamalarla elde edilir.�

Tan¬m 2.3.5. (F;G) ve (F1; G1) ; D bölgesinde iki do¼gurucu çift olsun. E¼ger

a(F1;G1) = a(F;G) ve b(F1;G1) = �B(F;G)

ise (F1; G1) e (F;G) nin hale� ve (F;G) ye (F1; G1) in sele� denir.

Lemma.2.3.6. (F1; G1), (F;G) nin hale� ise (F;G)
� ; (F1; G1)

� ¬n hale�dir.

·Ispat. (F1; G1), (F;G) nin hale� olsun. O halde Teorem 2.3.4 yard¬m¬yla

a(F �;G�) = �a(F;G) = �a(F1;G1) = a(F �1 ;G�1)
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ve

b(F �;G�) = �B(F;G) = b(F1:G1) = �B(F �1 ;G�1)

elde edilir. Buradan (F;G)� ; (F1; G1)
� ¬n hale�dir.

Teorem 2.3.7. (F;G) ; D bölgesinde bir do¼gurucu çift olsun. D1 s¬n¬rl¬bir bölge

ve D1 � D olsun. O halde (i) (F;G) ; D1 de bir halefe (ii) (F;G) ; D1 de bir selefe

sahiptir (Bers 1953).�

Tan¬m 2.3.8. Do¼gurucu çiftlerin bir f(Fm; Gm)g ; m = 0;�1;�2; :::; dizisine,

(Fm+1; Gm+1), (Fm; Gm) in bir hale� ise do¼gurucu dizi denir. (F0; G0) = (F;G)

ise (F;G) ye f(Fm; Gm)g dizisi içerisine gömülüdür denir.

Teorem 2.3.9. (F;G) ; D de bir do¼gurucu çift olsun. D1 s¬n¬rl¬bir bölge veD1 � D

olsun. O halde (F;G) ; D1 de bir do¼gurucu dizi içerisine gömülebilir (Bers 1953).�

Tan¬m 2.3.10. Bir f(Fm; Gm)g do¼gurucu dizisine (Fm+�; Gm+�) ; (Fm; Gm) e denk

ise, yani ayn¬karakteristik katsay¬lara sahip iseler, � > 0 periyoduna sahiptir denir.

Teorem 2.3.11. w bir (F;G)-pseudoanalitik fonksiyon ve (F1; G1) ; (F;G) nin hale�

olsun. O halde

_w =
d(F;G)w

dz

bir (F1; G1)-pseudoanalitik fonksiyondur (Bers 1953).

·Ispat. ! = '+ i alal¬m. O halde

_w = 'zF +  zG (2.26)
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ve

'�zF +  �zG = 0

şeklindedir öyle ki

'z �F +  z �G = 0: (2.27)

(2:26) ve (2:27) denklemleri beraber çözülürse

'z =
�G _w

F �G� �FG
ve  z = �

�F _w

F �G� �FG
(2.28)

elde edilir. Dikkat edilirse

'z�zF +  z�zG+ '�zFz +  �zGz = 0:

( _w)�z = 'z�zF +  z�zG+ 'zF�z +  zG�z

= 'zF�z +  zG�z �
�
'z �F�z +  z �G�z

�
(2:28) son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

( _w)�z =

� �GF�z � �FG�z

F �G� �FG

�
_w �

 
GF�z � FG�z

F �G� �FG

!
_w

= a _w �B _w:

Böylece _w; ( _w)�z = a _w �B _w Vekua denkleminin bir çözümüdür.�

W bir (F;G)-pseudoanalitik fonksiyon olsun. (F;G) içerisine gömülmüş bir do¼gu-

rucu diziyi kullanarak, tümevar¬m formülü ile W n¬n yüksek basamaktan türevi

tan¬mlanabilir:

W [0] = W ; W [m+1] =
d(Fm;Gm)W

[m]

dz
; m = 0; 1; 2:::
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2.3.2 ·Integral

Teorem 2.3.11 in ispat¬nda (2:28) yard¬mc¬ba¼g¬nt¬çifti elde edildi.

'z =
�G _w

F �G� �FG
ve  z = �

�F _w

F �G� �FG
(2.29)

' ve  (dolay¬s¬yla ! ve w) _w den kurtar¬lmak isteniyorsa (2:29) daki ifadeler integre

edilmelidir.

Tüm kompleks düzlemde veya bir konveks bölgede

'z = � (2.30)

denklemini ele alal¬m. Burada � = �1 + i�2 kompleks de¼gerli bir fonksiyondur

ve ' reel de¼gerlidir. Bu denklemin aşa¼g¬daki sisteme denk oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

'x = 2�1 ve 'y = �2�2

Yaln¬zca aşa¼g¬daki uyuşma şart¬sa¼glan¬rsa bu denklem bir çözüme sahiptir.

@y�1 + @x�2 = 0 (2.31)

E¼ger bu şart yerine getirilirse, ' reel key� sabitlerle birlikte

' (x; y) = 2

�Z x

x0

�1 (�; y) d� �
Z y

y0

�2 (x0; �) d�

�
+ c

şeklinde tekrar yaz¬labilir. Burada (x0; y0) ilgili bölgede key� bir sabit noktad¬r.

Dikkat edilirse bu formül (x0; y0) dan (x; y) ye giden key� bir � e¼grisi boyunca

integral göz önüne al¬nd¬¼g¬nda herhangi bir basit ba¼glant¬l¬bölgeye geni̧sletilebilir.

' (x; y) = 2

�Z
�

�1dx� �2dy
�
+ c (2.32)
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A, (2:32) deki integral operatörü göstermek üzere

A [�] (x; y) = 2

�Z
�

�1dx� �2dy
�
:

Bu ifade şu şekilde de yaz¬labilir:

A [�] (x; y) = 2Re

Z
�

(�1 + i�2) (dx+ idy) = 2Re

Z
�

�dz: (2.33)

Benzer şekilde, @�z operatörüne kaŗs¬l¬k gelen ve tüm reel ve sanal k¬s¬mlar¬

@x�1 � @y�2 = 0

şart¬n¬sa¼glayan kompleks fonksiyonlara uygulanan integral operatörü

�A [�] (x; y) = 2

�Z
�

�1dx+ �2dy

�

şeklinde tan¬mlanabilir.

(2:29) denklemine dönülürse, ' ve  fonksiyonlar¬n¬key�sabitlerden kurtarmak için

ifadelerin sa¼g tara�ar¬na A operatörünün uygulanabilece¼gi görülür. Buradan

' = A

� �G _w

F �G� �FG

�
ve  = �A

� �F _w

F �G� �FG

�
(2.34)

ve böylece

! = A

� �G _w

F �G� �FG

�
� iA

� �F _w

F �G� �FG

�
:

(2:33) göz önüne al¬n¬rsa

! = Re

Z
�

2 �G _wdz

F �G� �FG
� iRe

Z
�

2 �F _wdz

F �G� �FG

17



ve

w = F Re

Z
�

2 �G _wdz

F �G� �FG
�GRe

Z
�

2 �F _wdz

F �G� �FG

oldu¼gu görülebilir.

Tan¬m 2.3.12. (F;G)-�-integrali

�
Z
�

Wd(F;G)z = Re

Z
�

G�Wdz + iRe

Z
�

F �Wdz

eşitli¼giyle ve (F;G) integrali

Z
�

Wd(F;G)z = F (z1) Re

Z
�

G�Wdz +G (z1) Re

Z
�

F �Wdz (2.35)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Burada �; z0 dan z1 e giden bir e¼gridir.

Tan¬m 2.3.13. D bölgesinde tan¬ml¬, sürekli bir W fonksiyonuna e¼ger D nin basit

ba¼glant¬l¬bir alt bölgesinde bulunan her kapal¬� e¼grisi için

I
�

Wd(F;G)z = 0

ise (F;G)-integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.3.14. Bir w (F;G)-pseudoanalitik fonksiyonunun _w (F;G)-türevi (F;G)-

integrallenebilirdir (Bers 1953).

·Ispat. (2:34) deki integrallerin yoldan ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬ndan elde edilir.�

Teorem 2.3.15. _w basit ba¼glant¬l¬birD bölgesinde w (F;G)-pseudoanalitik fonksi-

yonunun (F;G)-türevi olsun ve � � D; z0 dan z ye giden bir e¼gri olsun.
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O halde

�
Z
�

_wd(F;G)z = ! (z)� ! (z0) ; ! =� w (modF;G)

Z
�

_wd(F;G)z = w (z)� ' (z0)F (z)�  (z0)G (z)

eşitlikleri geçerlidir (Bers 1953).

·Ispat. ·Ilk eşitlik (2:29) ve (F;G)-�-integralin tan¬m¬ile

d' = 2Re ('zdz) , d = 2Re ( zdz)

özdeşlikleri yard¬m¬yla gösterilebilir. ·Ikinci eşitlik ise ilk eşitlikten yararlan¬larak

elde edilir.�

R x
x0
_wd(F;G)z integrali _w n¬n (F;G)-antitürevidir.

Teorem 2.3.16. W basit ba¼glant¬l¬bir D bölgesinde tan¬ml¬sürekli bir fonksiyon

ve W; (F;G)-integrallenebilir ise

W (z) =
d(F;G)w (z)

dz

olacak şekilde D de bir (F;G)-pseudoanalitik w fonksiyonu mevcuttur (Kravchenko

2009).

·Ispat. Teoremin hipotezleri alt¬nda

! = '+ i = �
Z
�

Wd(F;G)z

fonksiyonu iyi tan¬ml¬d¬r ve (D de herhangi sabit z0 noktas¬nda) sürekli k¬smi türevlere
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sahiptir.

' = Re

Z
�

G�Wdz =

Z
�

�GWdz �G �Wd�z

F �G� �FG

ve

 = Re

Z
�

F �Wdz = �
Z
�

�FWdz � F �Wd�z

F �G� �FG

şeklinde yaz¬labilir. Buradan

'z =
�GW

F �G� �FG
;  z = �

�FW

F �G� �FG

'�z = � G �W

F �G� �FG
;  �z =

F �W

F �G� �FG

ifadeleri kullan¬larak

'�zF +  �zG = 0 ve 'zF +  zG = W

ile Teorem 2.2.3 ten w = 'F + G fonksiyonunun pseudoanalitik oldu¼gu ve _w = W

elde edilir.�

Teorem 2.3.17. (F1; G1) ; (F;G) nin hale� ve W; (F1; G1)-pseudoanalitik bir

fonksiyon olsun. O haldeW; (F;G)-integrallenebilirdir ve böylece (tek de¼gerli olmak

zorunda olmayan) (F;G)-pseudoanalitik fonksiyonun (F;G)-türevidir (Kravchenko

2009).

·Ispat. Teorem 2.3.16 ya göre D regüler bir bölge ise ve �D; W n¬n tan¬m bölgesinde

bulunuyorsa

�
Z
@D

Wd(F;G)z = 0
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oldu¼gunu göstermek yeterlidir. (F �; G�) ; (F;G) nin adjointi olmak üzere herW için

Re

�
�
Z
@D

Wd(F;G)z

�
= Re

Z
@D

G�Wdz

ve

Im

�
�
Z
@D

Wd(F;G)z

�
= Re

Z
@D

F �Wdz:

Teorem 2.3.4 yard¬m¬yla

F ��z = �aF � �BF � ve G��z = �aG� �BG�

ve hipotezlerden

W�z = aW �BW

dir, burada a; b ve B; (F;G) nin karakteristik katsay¬lar¬d¬r.

Burada Green-Gauss integral teoreminin kompleks versiyonlar¬ndan biri kullan¬la-

cakt¬r. Bu teoreme göre regüler bir D bölgesi için ve x ile y ye göre sürekli diferen-

siyellenebilir, D da tan¬ml¬herhangi bir kompleks g (z) fonksiyonu için

Z
@D

F �Wdz = 2i

Z
D

(F �W )�z dxdy

= 2i

Z
D

�
�aF �W �BF �W + F �aW � F �B �W

�
dxdy

= �4i
Z
D

Re
�
F �B �W

�
dxdy

integrali sadece sanal k¬s¬mdan oluşur. Böylece

Re

Z
@D

F �Wdz = 0:
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Benzer i̧slemler yap¬larak

Re

Z
@D

G�Wdz = 0

oldu¼gu görülebilir.�

Teorem 2.3.18. (F;G) ; (F1; G1) in sele� olsun. Sürekli bir fonksiyonun (F1; G1)-

pseudoanalitik olmas¬için gerek ve yeter şart bu fonksiyonun (F;G)-integrallenebilir

olmas¬d¬r (Bers 1953).�
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3. KOMPLEKS PSEUDOANAL·IT·IK FONKS·IYONLARIN REEL

KISIMLARI ·IÇ·IN ·IK·INC·I BASAMAKTANEL·IPT·IKDENKLEMLER·IN

ÇÖZÜMLER·I

3.1 Zamandan Ba¼g¬ms¬z Schrödinger Denkleminin Çarpanlara Ayr¬lmas¬

f0 bir boyutlu zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denkleminin�
� d2

dx2
+ �(x)

�
f (x) = 0

s¬f¬rdan farkl¬bir özel çözümü ise o halde Schrödinger operatörü

d2

dx2
� �(x) =

�
d

dx
+
f 00
f0

��
d

dx
� f 00
f0

�

şeklinde ifade edilebilir. Bu sonuç iki boyuta genelleştirilecektir. D � R2 bölgesinde

iki boyutlu Schrödinger denklemi

(��+ �) f = 0 (3.1)

ele al¬nacakt¬r. Burada � =
@2

@x2
+

@2

@y2
ve � ile f reel de¼gerli fonksiyonlard¬r. f

fonksiyonunun ikinci mertebeden sürekli türevlenebilir oldu¼gu varsay¬lacakt¬r. C ile

kompleks eşlenik operatör gösterilecektir.

Teorem 3.1.1. f; D de (3:1) denkleminin pozitif özel bir çözümü olsun. O halde

reel de¼gerli her ' 2 C2 (D) fonksiyonu için aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

1

4
(�� �)' =

�
@�z +

fz
f
C

��
@z �

fz
f
C

�
' (3.2)

=

�
@z +

f�z
f
C

��
@�z �

f�z
f
C

�
'

(Kravchenko 2005a).
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·Ispat. Direkt hesaplamalarla (3:2) deki ilk eşitlik aşa¼g¬daki şekilde elde edilebilir.

�
@�z +

fz
f
C

��
@z �

fz
f
C

�
' =

�
@�z +

fz
f
C

��
@z'�

fz
f
'

�
= @�z@z'� @�z

�
fz
f
'

�
+
fz
f
@�z'�

fz
f

f�z
f
'

=
1

4
(�� �)' (3.3)

Buradan (3:3) ün her iki yan¬na C operatörünün uygulanmas¬yla ikinci eşitlik bu-

lunabilir.

I özdeşlik operatörü olmak üzere @z �
fz
f
I operatörü

@z �
fz
f
I = f@zf

�1I

şeklinde yaz¬labilir. Bu operatör P = f@zf
�1I ile gösterilmek üzere Teorem 3.1.1

e göre f; (3:1) denkleminin pozitif bir çözümü ise, P operatörü (3:1) in reel de¼gerli

çözümlerini

�
@�z +

fz
f
C

�
w = 0 (3.4)

Vekua denkleminin çözümlerine dönüştürür.

� = f�1w; (2:30) şart¬n¬sa¼glayacak şekilde, her kompleks de¼gerli w fonksiyonuna

uygulanabilir olan S = fAf�1I operatörü göz önüne al¬n¬rsa böyle bir w için

PSw = w oldu¼gu aç¬kt¬r.�

Önerme 3.1.2. f; (3:1) in bir pozitif özel çözümü ve w; (3:4) denkleminin bir

çözümü olsun. O halde reel de¼gerli g = Sw fonksiyonu (3:1) in bir çözümüdür

(Kravchenko 2005b).
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·Ispat. Öncelikle � =
w

f
fonksiyonunun (2:30) u sa¼glad¬¼g¬n¬kontrol edelim.

u = Rew ve v = Imw olsun. � = �1 + i�2 =
u

f
+ i

v

f
olmak üzere

@y�1 + @x�2 = @y

�
u

f

�
+ @x

�
v

f

�
=

1

f

�
(@yu+ @xv)�

�
@yf

f
u+

@xf

f
v

��
(3.5)

dir. Dikkat edilirse (3:4) denklemi

8><>:
@xu� @yv = �

@xf

f
u+

@yf

f
v

@xv + @yu =
@xf

f
v +

@yf

f
u:

sistemine denktir. (2:30) dan (3:5) ifadesi s¬f¬ra eşittir. Böylece � fonksiyonu (2:30)

u sa¼glar. Buradan ' = A [w=f ] reel de¼gerli fonksiyonu iyi tan¬ml¬d¬r ve

@z' =
1

2
(@x'� i@y') =

1

2
(@xA [w=f ]� i@yA [w=f ])

=
u (x; y)

f (x; y)
� i

�Z x

x0

@y
u (�; y)

f (�; y)
d� �

v (x0; y)

f (x0; y)

�
= u=f + iv=f = w=f

olup @z' = w=f denklemi sa¼glan¬r. Aşa¼g¬daki ifadeyi göz önüne alal¬m:

@�z@z (Sw) = @�z@z
�
fAf�1w

�
= @�z@z

�
fA

�
w

f

��
= @�z

�
A

�
w

f

�
@zf + w

�
=

�
1

4
�f

�
A

�
w

f

�
+ (@zf) @�zA

�
w

f

�
� @zf

f
�w: (3.6)

@�zA [w=f ] ifadesini hesaplamak için @�z = @z+i@y ifadesi ve A [w=f ] operatörü tan¬m¬

kullan¬lacak olursa

@�zA

�
w

f

�
= @zA

�
w

f

�
+ i@yA

�
w

f

�
=
w

f
� 2i v

f
=
�w

f
(3.7)
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elde edilir, burada

@yA

�
u+ iv

f

�
(x; y) = 2

�Z x

x0

@y

�
u (�; y)

f (�; y)

�
d� � v (x0; y)

f (x0; y)

�
= �2

�Z x

x0

@�

�
v (�; y)

f (�; y)

�
d� � v (x0; y)

f (x0; y)

�
= �2v (x; y)

f (x; y)

ifadesi kullan¬lm¬̧st¬r. Şimdi,

@�z@z (Sw) =
1

4
� (Sw) =

1

4
(�f)A

�
w

f

�

olmak üzere (3:7) ; (3:6) da yerine yaz¬l¬rsa �(Sw) = �fA
h
w
f

i
= �Sw bulunur.

Buradan (��+ �)Sw = 0 olup (3:1) sa¼glan¬r.�

Önerme 3.1.3. g; (3:1) denkleminin reel de¼gerli bir çözümü olsun. O halde

SPg = g + cf

dir, burada c key� reel sabittir (Kravchenko 2005b).

·Ispat. S = fAf�1I ve P = f@zf
�1I olmak üzere

SPg = fAf�1f@zf
�1g = fA@z

�
g

f

�
= f

�
g

f
+ c

�
= g + fc:

Basit hesaplamalarla A@z

�
g

f

�
=
g

f
+ c oldu¼gu görülebilir.�

Teorem 3.1.1 ile Önerme 3.1.2, (3:1) denkleminin (3:4) Vekua denklemine denk

oldu¼gunu gösterir. Bu denklemlerden birinin her çözümü, di¼ger denklemin bir

çözümüne dönüştürülebilir ve terside do¼grudur.

3.2 divpgrad+ q Operatörünün Çarpanlara Ayr¬lmas¬

Önerme 3.2.1. p ve q reel de¼gerli fonksiyonlar, p 2 C2 (D) ve D de p 6= 0 olsun.
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O halde D de

div p grad+q = p1=2 (�� r) p1=2 (3.8)

dir, burada r =
�p1=2

p1=2
� q

p
dir (Kravchenko 2009).

·Ispat. Uhlmann (1999) ¬n çal¬̧smas¬ndan iyi bilinen

div p grad = p1=2
�
�� �p

1=2

p1=2

�
p1=2 (3.9)

ba¼g¬nt¬s¬n¬n iki yan¬na q terimi eklenir ve sa¼g taraf p1=2 (q=p) p1=2 şeklinde yaz¬l¬rsa

div p grad+q = p1=2
�
�� �p

1=2

p1=2

�
p1=2 + q

= p1=2
�
�� �p

1=2

p1=2

�
p1=2 + p1=2

q

p
p1=2

= p1=2 (�� r) p1=2

elde edilebilir.�

Teorem 3.2.2. p ve q reel de¼gerli fonksiyonlar, p 2 C2 (D) ve D de p 6= 0 olmak

üzere u0

(div p grad+q)u = 0 , D de (3.10)

denkleminin bir pozitif özel çözümü olsun. O halde herhangi bir reel de¼gerli ikinci

mertebeden sürekli diferensiyellenebilir ' fonksiyonu için

1

4
(div p grad+q)' = p1=2

�
@z +

f�z
f
C

��
@�z �

f�z
f
C

�
p1=2' (3.11)

eşitli¼gi geçerlidir, burada

f = p1=2u0 (3.12)
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d¬r (Kravchenko 2006).

·Ispat. ·Ispat (3:2) ye dayanmaktad¬r. (3:8) den u0; (3:10) denkleminin bir çözümü

ise (3:12) fonksiyonu

(�� r) f = 0 (3.13)

denkleminin bir çözümüdür. Buradan (3:8) ve (3:2) birleştirilirse (3:11) elde edilir.�

Uyar¬3.2.3. (3:9) a göre �� r = f�1 div f 2 grad f�1 dir, burada f; (3:13) ün bir

çözümüdür. Böylece (3:8) den

div p grad+q = p1=2f�1 div f 2 grad f�1p1=2 (3.14)

elde edilir. (3:12) göz önüne al¬n¬rsa D de

div p grad+q = u�10 div pu20 gradu
�1
0

bulunur.

Uyar¬3.2.4. q � 0 olsun. O halde u0 � 1 olarak seçilebilir. Böylece (3:11) den

1

4
div (p grad') = p1=2

�
@z +

@�zp
1=2

p1=2
C

��
@�z �

@�zp
1=2

p1=2
C

��
p1=2'

�
elde edilir.

Bundan sonra D de (3:10) denkleminin bir pozitif özel çözümünün mevcut oldu¼gu

varsay¬lacak ve bu çözüm u0 ile gösterilecektir.

f , x ve y nin reel de¼gerli bir fonksiyonu olsun.

W�z =
f�z
f
W ; D de (3.15)
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Vekua denklemi ele al¬ns¬n. Bu denklem bundan sonraki k¬s¬mlarda oldukça önemli

bir role sahip oldu¼gu için bu denkleme temel Vekua denklemi denilecektir. Bu denk-

leme kaŗs¬l¬k gelen @�z � f�z
f
C operatörü (3:2) de oldu¼gu gibi (3:11) in çarpanlara

ayr¬lmas¬nda ortaya ç¬kar.

W1 = ReW ve W2 = ImW gösterimi kullan¬lacakt¬r.

Uyar¬3.2.5. W = W1 + iW2 olmak üzere (3:15) denklemi

W�z �
f�z
f
W = (W1�z + iW2�z)�

@�zf

f
(W1 � iW2)

= f
fW1�z � f�zW1

f 2
+
i

f
(fW2�z + f�zW2)

= 0

olmak üzere

f@�z
�
f�1W1

�
+ if�1@�z (fW2) = 0 (3.16)

şeklinde yaz¬labilir.

Teorem 3.2.6. W = W1 + iW2; (3:15) denkleminin bir çözümü olsun. O halde

U = f�1W1; D de

div
�
f 2rU

�
= 0 (3.17)

ilektenlik denkleminin ve V = fW2; D de

div
�
f�2rV

�
= 0 (3.18)

ilişkili iletkenlik denkleminin bir çözümüdür. r1 = �f=f olmak üzereW1 fonksiyonu

D de

��W1 + r1W1 = 0 (3.19)
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zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denkleminin bir çözümüdür.

r2 = 2 (rf)2 =f2 � r1 ve (rf)2 = f 2x + f 2y olmak üzere W2 fonksiyonu D de

��W2 + r2W2 = 0 (3.20)

ilişkili zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denkleminin bir çözümüdür (Kravchenko

2006).

·Ispat. Teoremin ilk k¬sm¬n¬ ispatlamak için (3:15) denkleminin Uyar¬ 3.2.5 de

verilen formu kullan¬lacakt¬r. (3:16) ; f ile çarp¬l¬r ve @z uygulan¬rsa

@z
�
f 2@�z

�
f�1W1

��
+ i@z (@�z (fW2)) = 0

@z
�
f 2@�z

�
f�1W1

��
+
i

4
� (fW2) = 0

elde edilir. Buradan @z (f 2@�z (f�1W1)) = 0 olup

Re
�
@z
�
f 2@�z

�
f�1W1

���
= @x

�
f 2@x

�
f�1W1

��
+ @y

�
f 2@y

�
f�1W1

��
= 0

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

div
�
f 2rU

�
= @x

�
f 2@x

�
f�1W1

��
+ @y

�
f 2@y

�
f�1W1

��
= @x

�
f 2@xU

�
+ @y

�
f 2@yU

�
= 0

bulunur. Böylece U = f�1W1; (3:17) nin çözümüdür.

Benzer şekilde (3:16) ; f�1 ile çarp¬l¬r ve @z uygulan¬rsa

1

4
�
�
f�1W1

�
+ i@z

�
f�2@�z (fW2)

�
= 0
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elde edilir. Re [@z (f�2@�z (fW2))] = 0 olmak üzere

div
�
f�2rV

�
= @x

�
f�2@x (fW2)

�
+ @y

�
f�2@y (fW2)

�
= @x

�
f�2@xV

�
+ @y

�
f�2@yV

�
= 0

dir. Böylece V = fW2; (3:18) denkleminin çözümüdür.

r1 = �f=f için (3:9) dan

div
�
f 2 grad

�
f�1W1

��
= f

�
�� �f

f

�
ff�1W1

= f (�� r1)W1

olmak üzere (�� r1)W1 = f�1 div (f 2r (f�1W1)) dir. Buradan yukar¬da ispat-

lanan (3:17) denkleminden W1; (3:19) un bir çözümüdür. r2 = 2 (rf)2 =f2 � r1

olmak üzere (3:9) dan

f div
�
f�2r (fW2)

�
= (�� r2)W2

elde edilir. Böylece (3:18) denkleminden W2; (3:20) un bir çözümüdür.�

Uyar¬3.2.7. (3:15) in çözümleri olan

F = f ve G =
i

f
(3.21)

fonksiyon çifti ele al¬ns¬n. (3:15) Vekua denklemine kaŗs¬l¬k gelen do¼gurucu çift bu

fonksiyonlarla gösterilecektir. Buradan (3:15) denklemi ikinci çeşit pseudoanalitik

fonksiyonlar için aşa¼g¬daki şekilde tekrar yaz¬labilir:

'�zf +  �z
i

f
= 0: (3.22)

Burada ' ve  reel de¼gerli fonksiyonlard¬r. E¼ger ' ve  ; (3:22) yi sa¼gl¬yorsa
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W = 'f +  
i

f
; (3:15) in bir çözümüdür ve terside do¼grudur.

w = '+ i gösterimi kullan¬lacak olursa (3:22) den

(w + w)z f + (w � w)�z
1

f
= 0

elde edilir. Son eşitlik düzenlenirse

w�z =
1� f 2

1 + f 2
w�z (3.23)

bulunur. (3:23) ve (3:17) ; (3:18) aras¬ndaki ili̧ski Astala ve Päivärinta (2006) taraf¬n-

dan incelenmi̧s, düzlemde Calderón probleminin çözümü için önemli oldu¼gu ortaya

ç¬kar¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.2.8. W = W1 + iW2; (3:15) in bir çözümü olsun. u0; D de (3:10) un

bir çözümü olmak üzere f = p1=2u0 varsay¬m¬yap¬ls¬n. O halde u = p�1=2W1; D de

(3:10) un bir çözümüdür ve v = p1=2W2�
div

1

p
grad+q1

�
v = 0 , D de (3.24)

denkleminin bir çözümüdür, burada

q1 = �
1

p

 
q

p
+ 2

�
rp
p
;
ru0
u0

�
+ 2

�
ru0
u0

�2!
(3.25)

d¬r (Kravchenko 2006).

·Ispat. Teorem 3.2.6 ya göre f�1W1 fonksiyonu (3:17) nin bir çözümüdür. (3:14)

den

p�1=2 (div p grad+q)
�
p�1=2W1

�
= p�1=2p1=2f�1 div f 2 grad f�1p1=2p�1=2W1

= f�1 div
�
f 2r

�
f�1W1

��
:
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f�1W1; (3:17) nin bir çözümü oldu¼gundan div (f 2r (f�1W1)) = 0 d¬r. O halde

(div p grad+q)
�
p�1=2W1

�
= 0 olup u = p�1=2W1 (3:10) un bir çözümüdür.

Teoremin ikinci iddias¬n¬elde etmek amac¬yla her bir reel de¼gerli ' 2 C2 (D) için

p1=2
�
div

1

p
grad+q1

��
p1=2'

�
= f div

�
f�2r (f')

�
gösterimi kullan¬lacakt¬r. (3:14) den

p1=2
�
div

1

p
grad+q1

��
p1=2'

�
= f div

�
f�2r (f')

�
:

(3:9) a göre

f div
�
f�2r (f')

�
=

�
�� �f

�1

f�1

�
' = (�� r2)':

Direkt hesaplamalarla aşa¼g¬daki eşitlik elde edilebilir.

�f�1

f�1
=
3

4

�
rp
p

�2
� 1
2

�p

p
+

�
rp
p
;
ru0
u0

�
� �u0

u0
+ 2

�
ru0
u0

�2
u0; (3:10) denkleminin bir çözümü oldu¼gundan

� �u0
u0

=
q

p
+

�
rp
p
;
ru0
u0

�

eşitli¼gi bulunur. Buradan

�f�1

f�1
=

3

4

�
rp
p

�2
� 1
2

�p

p
+ 2

�
rp
p
;
ru0
u0

�
+
q

p
+ 2

�
ru0
u0

�2
�p�1=2

p�1=2
=

3

4

�
rp
p

�2
� 1
2

�p

p
:

O halde

�f�1

f�1
=
�p�1=2

p�1=2
+ 2

�
rp
p
;
ru0
u0

�
+
q

p
+ 2

�
ru0
u0

�2
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olup q1; (3:25) formunda seçilirse (3:8) sonucu elde edilir.�

3.3 Eşlenik Metaharmonik Fonksiyonlar

Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.8, kompleks analitik bir fonksiyonun reel ve sanal k¬s¬m-

lar¬n¬n harmonik olmas¬n¬n yan¬s¬ra, temel Vekua denklemi (3:15) in bir çözümünün

reel ve sanal k¬s¬mlar¬n¬n, ili̧skili zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemlerinin

çözümleri oldu¼gunu ve ayn¬zamanda daha genel eliptik (3:10) ve (3:24) denklem-

lerinin yan¬nda iletkenlik denklemleriyle de ilgili oldu¼gunu gösterdi. Basit ba¼glant¬l¬

bir bölgede verilen key�bir reel de¼gerli harmonik fonksiyon için bir harmonik eşlenik

fonksiyonun yap¬land¬r¬labilece¼gi biliniyor. Öyle ki elde edilen harmonik fonksiyonlar

çifti, bir kompleks analitik fonksiyonun reel ve sanal k¬s¬mlar¬n¬gösterir. Bu ili̧sliki

zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemlerinin ve di¼ger eliptik denklemlerin çözüm-

leri için daha genel bir gerçe¼ge kaŗs¬l¬k gelir (ili̧sliki zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger

denklemi Vekua�n¬n tan¬m¬n¬n biraz daha genelleştirilmi̧sidir. Buna metaharmonik

fonksiyonlar denilecektir).

Teorem 3.3.1. W1 basit ba¼glant¬l¬ bir D bölgesinde (3:19) un reel de¼gerli bir

çözümü olsun. O halde W = W1 + iW2; (3:15) in bir çözümü olacak şekilde (3:20)

nin bir çözümü olan reel de¼gerli W2 fonksiyonu

W2 = f�1 �A
�
if 2@�z

�
f�1W1

��
(3.26)

şeklinde yap¬land¬r¬labilir.

(3:20) nin verilen bir W2 çözümü için W = W1 + iW2; (3:15) in bir çözümü olmak

üzere (3:19) un bir çözümü olan reel de¼gerli W1 fonksiyonu

W1 = �f �A
�
if�2@�z (fW2)

�
(3.27)

olarak inşa edilebilir (Kravchenko 2005a).
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·Ispat. (3:15) Vekua denklemini ele alal¬m. W = �f+ i =f; (3:15) in çözümü olsun.

Bu taktirde

 �z � if 2��z = 0 (3.28)

denklemi geçerlidir. Dikkat edilmelidir ki e¼ger W1 = ReW ise � =
W1

f
dir.

 �z = if 2��z = �
f 2

2
�y + i

f 2

2
�x olmak üzere

@y

�
�f

2

2
�y

�
� @x

�
f 2

2
�x

�
= �

�
W1xx +W1yy

� f
2
+
W1

2
(fxx + fyy)

dir, buradan W1 fonksiyonu (3:19) un çözümü oldu¼gundan ��W1 +
�f

f
W1 = 0

yaz¬labilir. O halde @y

�
�f

2

2
�y

�
� @x

�
f 2

2
�x

�
= 0 olup

 �z = if 2��z

 = �A
�
if 2��z

�
+ c

şeklinde yaz¬l¬r. Teorem 3.2.6 dan W2 = f�1 ; (3:20) nin çözümüdür.Böylece (3:26)

elde edilir. �A operatörü reel fonsiyonu key�bir reel sabite kadar tekrar yap¬land¬rd¬¼g¬

için (3:26) formülünde ki W2 fonksiyonu toplanm¬̧s cf�1 terimine kadar tek olarak

bellidir, burada c key� reel sabittir.

(3:27) denklemi için ispat benzer şekilde yap¬labilir.�

Uyar¬3.3.2. (3:19) da r1 � 0 ve f � 1 oldu¼gunda, (3:26) ve (3:27) denklemleri

kompleks analizde harmonik eşlenik fonksiyonlar¬n yap¬land¬r¬lmas¬için iyi bilinen

formüllere dönüşür.
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Sonuç 3.3.3. U; (3:17) nin bir çözümü olsun. O halde

W = fU + if�1V

(3:15) in bir çözümü olacak şekilde, (3:18) in bir V çözümü

V = �A
�
if 2U�z

�
(3.29)

formülüne göre inşa edilir.

Tersine (3:18) in verilen bir V çözümü için (3:17) nin kaŗs¬l¬k gelen U çözümü

U = � �A
�
if�2V�z

�
şeklinde inşa edilir (Kravchenko 2006).

·Ispat. W1 = fU ve W2 = f�1V fonksiyonlar¬n¬n s¬ras¬yla (3:26) ve (3:27) denklem-

lerinde yerlerine konmas¬yla gösterilebilir.�

Sonuç 3.3.4. u0; basit ba¼glant¬l¬bir D bölgesinde (3:10) un bir pozitif çözümü

olmak üzere f = p1=2u0 olsun ve u; (3:10) un bir çözümü olsun. O halde

W = p1=2u + ip�1=2v; (3:15) in bir çözümü olacak şekilde, (3:25) ifadesiyle tan¬ml¬

q1 ile (3:24) ün bir v çözümü

v = u�10
�A
�
ipu20@�z

�
u�10 u

��
formülüyle inşa edilir.

v; (3:24) ün bir çözümü olsun. O halde W = p1=2u + ip�1=2v; (3:15) in bir çözümü

olacak şekilde, (3:10) un u çözümü

u = �u0 �A
�
ip�1u�20 @�z (u0v)

�
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formülüne göre inşa edilir (Kravchenko 2006).

·Ispat. f = p1=2u0; W1 = p1=2u ve W2 = p�1=2v fonksiyonlar¬ (3:26) ve (3:27)

denklemlerinde yerlerine yaz¬larak istenilen elde edilebilir.�

3.4 Temel Vekua Denklemi

Önceki bölümün sonuçlar¬

(div p grad+q)u = 0 (3.30)

eliptik denkleminin teorisinin

W�z =
f�z
f
W (3.31)

denklemiyle yak¬ndan ilgili oldu¼gunu göstermi̧stir.

u0 ilgili bölgede (3:30) un pozitif bir çözümü olmak üzere f = p1=2u0 ise bu takdirde

(3:30) un herhangi bir u çözümü için (3:31) in kaŗs¬l¬k gelen birW çözümü mevcuttur

öyle ki

u = p�1=2ReW (3.32)

dir ve tersi de do¼grudur. (3:31) in verilen birW çözümü için (3:32) fonksiyonu (3:30)

un bir çözümü olacakt¬r. Uyar¬3.2.7 de belirtildi¼gi gibi F = f ve G =
i

f
fonksiyon

çifti bu denklem için bir do¼gurucu çifttir. Buradan kaŗs¬l¬k gelen A(F;G) ve B(F;G)

karakteristik katsay¬lar¬

A(F;G) = 0 , B(F;G) =
fz
f
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şeklindedir. (2:24) a göre (F;G)-türevi şu şekilde tan¬ml¬d¬r.

_W = Wz �
fz
f
W =

�
@z �

fz
f
C

�
W

Önerme 3.4.1. W; (3:31) in bir çözümü olsun. O haldeW n¬n (F;G)-türevi, w = _W

fonksiyonu (3:4) ün bir çözümüdür. Basit hesaplamalarla şu şekilde gösterilebilir:

�
@�z +

fz
f
C

��
@z �

fz
f
C

�
W =

1

4
(�� �)W

=
1

4
(�� �) (W1 + iW2)

Teorem 3.2.9 dan W (3:31) in bir çözümü olmak üzere (�� �)W1 = 0 ve

(�� �)W2 = 0 olup (�� �)W = 0 d¬r. Buradan
�
@�z +

fz
f
C

�
w = 0 gerçeklenir.

(2:35) e göre F = f ve G =
i

f
ise F � = �if ve G� = 1

f
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

(F;G)-antitürevi şu şekildedir:

Z z

z0

w (�) d(F;G)� = f (z) Re

Z z

z0

w (�)

f (�)
d� � i

f (z)
Re

Z z

z0

if (�)w (�) d�

= f (z) Re

Z z

z0

w (�)

f (�)
d� +

i

f (z)
Im

Z z

z0

f (�)w (�) d� (3.33)

Önerme 3.4.2. w (3:4) ün bir çözümü olsun. O halde

W (z) =

Z z

z0

w (�) d(F;G)�

(3:31) in bir çözümüdür.

(3:31) temel Vekua denklemi ve (3:4) Vekua denklemi aras¬nda kurulan ba¼g¬nt¬dan

ikincisinin çözümleri için Cauchy integral teoremi elde edilecektir.
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Teorem 3.4.3. w bir D bölgesinde (3:4) ün bir çözümü olsun. O halde D nin bir

basit ba¼glant¬l¬alt bölgesinde bulunan her kapal¬� e¼grisi için

Re

Z
�

w

f
dz + i Im

Z
�

fwdz = 0 (3.34)

dir (Kravchenko 2009).

·Ispat. Teorem 2.3.14 den _W = w türevi (F;G)�integrallenebilirdir. Yani

Im

Z
�

w

f
dz � iRe

Z
�

fwdz = 0

dir.�

3.5 Schrödinger Denklemi için Cauchy ·Integral Teoremi

Teorem 3.5.1. f; D bölgesinde (3:1) in pozitif bir çözümü ve u; D de (3:1) in

başka bir reel de¼gerli çözümü olsun. O halde D nin basit ba¼glant¬l¬bir alt bölgesinde

bulunan her kapal¬� e¼grisi için

Re

Z
�

@z

�
u

f

�
dz + i Im

Z
�

f 2@z

�
u

f

�
dz = 0 (3.35)

dir (Kravchenko 2005c).

·Ispat. (3:34) de w = Pu = f@z

�
u

f

�
yaz¬l¬rsa istenilen sonuç elde edilir.�

Uyar¬3.5.2. Bu teorem f � 1 oldu¼gunda yani u bir harmonik fonksiyon oldu¼gunda

da geçerlidir.O halde u harmonikse @zu analitik oldu¼gundan (3:35) in
R
�
@zudz = 0

eşitli¼gine dönüştü¼gü aç¬kt¬r.

Teorem 3.5.3. f; (3:1) in bir pozitif özel çözümü olsun. E¼ger (3:35) denklemi D

nin basit ba¼glant¬l¬bir alt bölgesinde yer alan her kapal¬� e¼grisi için sa¼glan¬yorsa

C2-reel de¼gerli u fonksiyonu da (3:1) in bir çözümüdür (Kravchenko 2009).�
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Örnek 3.5.4. Schrödinger denklemi için Cauchy integral teoremini örneklendirmek

amac¬yla f (x; y) = exy ve u = e�xy fonksiyonlar¬n¬göz önüne alal¬m.f ve u fonksi-

yonlar¬n¬n ikiside tüm düzlemde, ayn¬v (x; y) = x2+ y2 potansiyeline sahip, (3:1) in

çözümleridir. Böylece Teorem 3.5.1 uygulanabilir. � orijin merkezli birim çember

olarak al¬ns¬n. O halde

Re

Z
�

@z

�
u

f

�
dz + i Im

Z
�

f 2@z

�
u

f

�
dz

= Re

Z
�

(�y + ix) e�2xydz + i Im

Z
�

(�y + ix) dz

= Re

Z 2�

0

i (� sin � + i cos �) e�2 cos � sin �d�

+i Im

Z 2�

0

i (� sin � + i cos �) d�

= �
Z 2�

0

cos �e�2 cos � sin �d� � i

Z 2�

0

sin �d�

iki integralin de s¬f¬r oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Dolay¬s¬yla (3:35) gerçeklenir.

3.6 p-analitik fonksiyonlar

Tan¬m 3.6.1. z = x + iy kompleks de¼gi̧skeninin bir � = u + iv fonksiyonunun D

bölgesinde p-analitik olmas¬için gerek ve yeter şart

ux =
1

p
vy , uy = �

1

p
vx , D de (3.36)

burada p; x ve y nin verilen pozitif bir fonksiyonudur ve sürekli diferensiyellenebilir

oldu¼gu varsay¬l¬r.

p-analitik fonksiyonlar¬n teorisi Polozhy (1965) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bir anlamda

p-analitik fonksiyonlar, pseudoanalitik fonksiyonlar¬n bir alt s¬n¬f¬n¬gösterir. Bu alt

s¬n¬f, pseudoanalitik fonksiyonlar¬n büyük bir s¬n¬f¬taraf¬ndan korunmayan, analitik

fonksiyonlar s¬n¬f¬na ait baz¬özellikleri korur. Burada gösterilece¼gi gibi p-analitik

fonksiyonlar temel Vekua denkleminin çözümleriyle yak¬ndan ilgilidir.
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Uyar¬3.2.7 de bahsedildi¼gi gibi W = �f +
i

f
 fonksiyonunun (3:31) temel Vekua

denkleminin bir çözümü olmas¬için gerek ve yeter şart � ve  fonksiyonlar¬n¬n (3:22)

denklemini sa¼glamas¬d¬r. (3:22) denklemi düzenlenirse

�x =
1

f 2
 y , �y = �

1

f 2
 x

sistemine denk oldu¼gu görülür.

Di¼ger bir deyi̧sle W fonksiyonunun temel Vekua denkleminin bir çözümü olmas¬

için gerek ve yeter şart kaŗs¬l¬k gelen ikinci çeşit pseudoanalitik fonksiyonun f 2-

analitik olmas¬d¬r. Böylece zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemi ve p-analitik

fonksiyonlar¬n sistemi aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki şekilde verilebilir.

Teorem 3.6.2. f fonksiyonu

��f + �f = 0 (3.37)

denkleminin bir pozitif çözümü olsun. Burada � reel de¼gerli bir fonksiyondur. W1

bu denklemin başka bir reel de¼gerli çözümü olsun. Bu taktirdeW2; (3:26) ile tan¬ml¬

olmak üzere � =
W1

f
+ ifW2 fonksiyonu bir f 2-analitik fonksiyondur. Tersine, �

f 2-analitik fonksiyon olsun. O haldeW1 = f Re� fonksiyonu (3:37) nin bir çözümü-

dür (Kravchenko 2009).�

Aşa¼g¬daki teoremde iletkenlik denkleminin çözümleri ve p-analitik fonksiyonlar aras¬n-

daki ili̧ski ifade edilmi̧stir.

Teorem 3.6.3. f bir 
 bölgesinde pozitif sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olsun ve U

div
�
f 2rU

�
= 0 , D de (3.38)

denkleminin reel de¼gerli bir çözümü olsun. O halde � = U + iV fonksiyonu D de
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f 2-analitiktir, burada V; (3:29) ile tan¬ml¬d¬r. Tersine �, D de f 2-analitik fonksiyon

olsun. O halde U = Re�; (3:38) in bir çözümüdür (Kravchenko 2009).�

Böylece zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemi ve iletkenlik denkleminin çözüm-

leri p-analitik fonksiyonlara dönüştürülebilir. Terside do¼grudur.
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4. KUVVET FONKS·IYONLARI

4.1 Tan¬m

Bir do¼gurucu dizi Vekua denklemlerinin bir sonsuz dizisini tan¬mlar. Verilen bir (ori-

jinal) Vekua denklemi için sadece kaŗs¬l¬k gelen do¼gurucu çift de¼gil ayn¬zamanda

tüm do¼gurucu dizi biliniyorsa, yani orijinal denkleme kaŗs¬l¬k gelen denklemlerin

sonsuz dizisinden, her bir Vekua denklemi için tam ve ba¼g¬ms¬z çözümlerin bir çifti

bulunabiliyorsa orijinal Vekua denkleminin çözümlerinin bir sonsuz sistemi inşa

edilebilir.

Tan¬m 4.1.1. z0 2 D merkezli � katsay¬l¬ve 0 üstelli Z(0)m (�; z0; z) kuvvet fonksi-

yonu, �Fm (z0)+�Gm (z0) = � olacak şekilde saçilen � ve � reel sabit katsay¬lar¬yla

birlikte Fm ve Gm do¼gurucu fonksiyonlar¬n¬n lineer terkibi olarak tan¬mlan¬r.

n = 1; 2; ::: üsteline sahip kuvvet fonksiyonlar¬tümevar¬m formülüyle tan¬mlan¬r.

Z(n)m (�; z0; z) = n

Z z

z0

Z
(n�1)
m+1 (�; z0; �) d(Fm;Gm)� (4.1)

Bu tan¬m aşa¼g¬daki özellikleri gerçekler:

1. Z(n)m (�; z0; z), z nin (Fm; Gm)-pseudoanalitik bir fonksiyonudur.

2. �0
ve �00 reel sabitler ise o halde

Z(n)m

�
�
0
+ i�00; z0; z

�
= �

0
Z(n)m (1; z0; z) + �00Z(n)m (i; z0; z) :

3. Kuvvet fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki diferensiyel ba¼g¬nt¬y¬sa¼glar:

d(Fm;Gm)Z
(n)
m (�; z0; z)

dz
= nZ

(n�1)
m+1 (�; z0; z)
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4. Asimptotik formüller geçerlidir.

Z(n)m (�; z0; �) � � (z � z0)
n , z !1 (4.2)

Kuvvet fonksiyonlar¬n¬n 2. özelli¼ginden her bir � katsay¬s¬için Z(n)m (�; z0; z) ;

Z
(n)
m (1; z0; z) ve Z

(n)
m (i; z0; z) arac¬l¬¼g¬yla ifade edilebilir. Böylece herhangi n say¬s¬

için sadece bu iki kuvvet fonksiyonunu hesaplamak yeterlidir (Bers 1953).

Örnek 4.1.2. c bir reel sabit olmak üzere

�
��+ c2

�
u = 0 (4.3)

Yukawa denklemini düşünelim. (4:3) ün özel çözümü f = ecy ele al¬ns¬n. Kaŗs¬l¬k

gelen temel Vekua denklemi

W�z =
ic

2
W (4.4)

biçimindedir.

Dikkat edilmelidir ki (F;G) =
�
f (y) ;

i

f (y)

�
do¼gurucu çifti 1-periyodlu bir periyo-

dik do¼gurucu dizi içine gömülmüştür. Yani bu durumda herhangi m tamsay¬s¬için

do¼gurucu dizi (Fm; Gm) = (F;G) şeklinde seçilebilir. Orijin merkezli ilk bir kaç

kuvvet fonksiyonu aşa¼g¬daki şekildedir.

Z(0) (1; z0; z) = ecy ; Z(0)m (i; z0; z) = ie�xy

Z(1) (1; z0; z) =

Z z

0

Z(0) (1; z0; �) d(F;G)� =

Z z

0

ec�d(F;G)� , � = � + i �

= F (z) Re �
Z z

0

ec�d(F;G)� +G (z) Im �
Z z

0

ec�d(F;G)�

= xecy +
i

c
sinh cy
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Benzer i̧slemler yap¬larak di¼ger kuvvet fonksiyonlar¬da bulunabilir.

Z(1) (i; z0; z) = �sinh cy
c

+ ixe�cy;

Z(2) (1; z0; z) =
�
x2 � y

c

�
ecy +

sinh cy

c2
+
2ix sinh cy

c
;

Z(2) (i; z0; z) = �2x sinh cy
c

+ i

��
x2 +

y

c

�
e�cy � sinh cy

c2

�
; :::

Bu kuvvet fonksiyonlar¬n¬n asl¬nda (4:4) ün çözümleri oldu¼gunu ve (4:2) özelli¼gini

sa¼glad¬klar¬n¬görmek kolayd¬r. Örne¼gin Z(1) (1; z0; z) ve Z(1) (i; z0; z) fonksiyonlar¬n¬

alal¬m ve içerdi¼gi fonksiyonlar¬n Taylor seri aç¬l¬mlar¬n¬kullanal¬m.

Z(1) (1; z0; z) = x
�
1 + cy + (cy)2

2!
+ :::

�
+
i

c

�
cy + (cy)3

3!
+ :::

�
= x+ iy + x

�
cy + (cy)2

2!
+ :::

�
+
i

c

�
(cy)3

3!
+ (cy)5

5!
+ :::

�
� z ; z ! 0 için

Z(1) (i; z0; z) = �1
c

�
cy + (cy)3

3!
+ :::

�
+ ix

�
1� cy + (cy)2

2!
� :::

�
= �y + ix� 1

c

�
(cy)3

3!
+ (cy)5

5!
+ :::

�
+ ix

�
�cy + (cy)2

2!
� :::

�
� iz ; z ! 0 için

Kuvvet fonksiyonlar¬n¬n reel k¬s¬mlar¬n¬n al¬nmas¬yla Yukawa denkleminin çözüm-

lerinin bir tam sistemi elde edilir

u1 (x; y) = ecy , u2 (x; y) = xecy ; u3 (x; y) = �
sinh cy

c

u4 (x; y) =
�
x2 � y

c

�
ecy +

sinh cy

c2
; u5 (x; y) = �

2x

c
sinh cy ; :::

Bu örnekte ele al¬nan (F;G) =
�
f (y) ;

i

f (y)

�
do¼gurucu çifti, do¼grucu çiftlerin daha

genel bir s¬n¬f¬na aittir. Lipman Bers bu s¬n¬f için kaŗs¬l¬k gelen formal kuvvetler için

aç¬k formüller elde etmi̧stir.
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4.2 Önemli Özel Bir Durum

Bu k¬s¬mda � ve � kaŗs¬l¬k gelen de¼gi̧skenlerin reel de¼gerli fonksiyonlar¬olmak üzere

F (x; y) =
� (x)

� (y)
; G (x; y) =

i� (y)

� (x)

formundaki bir do¼gurucu çift durumunda kuvvet fonksiyonlar¬ için aç¬k formüller

elde edilecektir. Basitlik için z0 = 0 ve F (0) = 1 oldu¼gu varsay¬l¬rsa kuvvet fonksi-

yonlar¬aşa¼g¬daki şekilde elde edilir. ·Ilk olarak

X(0) (x) = ~X(0) (x) = Y (0) (y) = ~Y (0) (y) = 1

ve n = 1; 2; ::: için

X(n) (x) =

8><>:
n

Z x

0

X(n�1) (�)
d�

�2 (�)
; n tek

n

Z x

0

X(n�1) (�)�2 (�) d�; n çift

~X(n) (x) =

8><>:
n

Z x

0

~X(n�1) (�)�2 (�) d� n tek

n

Z x

0

~X(n�1) (�)
d�

�2 (�)
; n çift

Y (n) (y) =

8><>:
n

Z y

0

Y (n�1) (�)
d�

� 2 (�)
; n tek

n

Z y

0

Y (n�1) (�) � 2 (�) d�; n çift

~Y (n) (y) =

8><>:
n

Z y

0

~Y (n�1) (�) � 2 (�) d�; n tek

n

Z y

0

~Y (n�1) (�)
d�

� 2 (�)
; n çift

O halde � = �0 + i�00 ise

Z(n) (�:0; z) =
� (x)

� (y)
Re �Z(n) (�:0; z) + i

� (y)

� (x)
Im �Z(n) (�:0; z)
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dir, burada

�Z(n) (�:0; z) = �0
nX
j=0

�
n

j

�
X(n�j)ijY (j) + i�00

nX
j=0

�
n

j

�
~X(n�j)ij ~Y (j); n tek için

(4.5)

�Z(n) (�:0; z) = �0
nX
j=0

�
n

j

�
~X(n�j)ijY (j) + i�00

nX
j=0

�
n

j

�
X(n�j)ij ~Y (j); n çift için.

(4.6)

4.3 Benzerlik Prensibi

Hölder şart¬n¬ sa¼glayan ve geni̧s bir diskin d¬̧s¬nda özdeş olarak s¬f¬r olan a ve b

katsay¬lar¬yla

w�z = aw + bw (4.7)

Vekua denklemini ele alal¬m. Bu varsay¬mlar basitlik için yap¬lm¬̧st¬r.

q (z) = T� (z) = � 1
�

Z
D

� (�)

� � z
d�d� (4.8)

integralini ele alal¬m, burada D s¬n¬rl¬basit ba¼glant¬l¬bir bölgedir. � = � + i� ve �

her yerde tan¬ml¬ve R yar¬çapl¬bir diskin d¬̧s¬nda s¬f¬r olan kompleks de¼gerli Hölder

sürekli bir fonksiyondur.

Teorem 4.3.1. Sürekli, kompleks de¼gerli � fonksiyonu jzj < R diskinin d¬̧s¬nda

özdeş olarak s¬f¬r olsun ve her yerde j�j �M eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. O halde 0 < " < 1

olacak şekilde herhangi bir " için

jq (z)j � KM

1 + jzj" ; jq (z1)� q (z2)j � KM jz1 � z2j"

dir, burada q (4:8) ile tan¬mlanm¬̧st¬r ve K sabiti yaln¬zca " ve R ye ba¼gl¬d¬r.

Ayr¬ca, � fonksiyonu D de Hölder sürekli ise bu taktirde q Hölder sürekli k¬smi
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türevlere sahiptir ve D de

q�z = �

denklemini sa¼glar (Kravchenko 2009).�

Teorem 4.3.2. D de tan¬ml¬bir sürekli s¬n¬rl¬w fonksiyonunun (4:7) Vekua denk-

leminin bir çözümü olmas¬için gerek ve yeter şart

	 = w � T [aw + bw] (4.9)

fonksiyonunun D de analitik olmas¬d¬r (Vekua 1962).

·Ispat. Dikkat edilirse T [aw + bw] Hölder süreklidir. Böylece w n¬n Hölder sürekli

olmas¬için gerek ve yeter koşul 	 nin Hölder sürekli olmas¬d¬r. Ayr¬ca w sürekli dife-

rensiyellenebilirdir ancak ve ancak 	 sürekli diferensiyellenebilirdir. Teorem 4.3.1

den 	 analitikse ya da w pseudoanalitikse, o halde D de 	�z = w�z � aw � bw = 0

d¬r.�

Teorem 4.3.3 (Kald¬r¬labilir Singülerite Teoremi). w pseudoanalitik ve r > 0

say¬lar¬ için 0 < jz � z0j < r bölgesinde s¬n¬rl¬ bir fonksiyon olsun. O halde w

jz � z0j < r diskinin tümünde pseudoanalitik olacak şekilde z0 da tan¬mlanabilir.�

Teorem 4.3.4 (Benzerlik Prensibi). w bir D bölgesinde pseudoanalitik olsun. O

halde D de tan¬ml¬bir analitik � fonksiyonu ve D de tan¬ml¬Hölder sürekli bir s

fonksiyonu mevcuttur öyle ki

w = �es (4.10)

ve aksine �; D bölgesinde analitik bir fonksiyon olsun. O halde D de Hölder sürekli

bir s fonksiyonu mevcuttur öyle ki (4:10) D de pseudoanalitiktir. s fonksiyonu

herhangi bir z0 2 D sabit noktas¬nda s (z0) = 0 al¬nmas¬ yoluyla inşa edilebilir
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(Kravchenko 2009).

·Ispat. D�; D dan w (z) nin ayr¬k noktalar¬n¬n ç¬kar¬lmas¬yla elde edilen bölge olsun.

� (z) = a (z) + b (z)
w (z)

w (z)

olmak üzere �; D� da tan¬ml¬ve Hölder süreklidir. jaj+ jbj �M olmak üzere

j� (z)j � ja (z)j+ jb (z)j
����w (z)w (z)

���� �M:

Teorem 4.3.1 den s (z) = T

�
a+ b

w

w

�
(z) = T� (z) fonksiyonu göz önüne al¬n¬rsa

js (z)j � k

sa¼glan¬r. s (z) düzgün süreklidir ve D� da � (z) Hölder sürekli oldu¼gundan s Hölder

sürekli k¬smi türevlere sahiptir. Yani sz ve s�z mevcuttur. Teorem 4.3.1 den s�z = �

dir. O halde

� = e�sw (4.11)

olmak üzere

@�z� = @�z
�
e�sw

�
= �e�sw@�z (s) + e�s@�z (w)

= �e�s
�
a+ b

w

w

�
w + e�s (aw + bw)

= 0

elde edilir. Böylece � fonksiyonu D de analitiktir.

D�; D den � (z) nin s¬f¬rlar¬n¬n ve singüleritelerinin kald¬r¬ld¬¼g¬bölgeyi göstersin.

s (z) ; D� da sürekli diferensiyellenebilir olmak üzere w (z) = � (z) es(z) fonksi-
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yonunun D� da (F;G)-pseudoanalitik olmas¬için w�z = aw + b �w, yani

(�es)�z = a (�es) + b
�
�es
�

olmal¬d¬r. E¼ger â = a ve b̂ = b
��

�
; (es)�z = â (es) + b̂ (es) ise

(�es)�z = �
�
âes + b̂es

�
= a�es + b�es

olur. Buradan a ve b iki Hölder sürekli fonksiyon olmak üzere

â = a(F̂ ;Ĝ) ve b̂ = b(F̂ ;Ĝ)

ifadesini sa¼glayan
�
F̂ ; Ĝ

�
normal do¼gurucu çifti mevcuttur (Bers 1953).

es(z) = F̂ (z) + �Ĝ (z) al¬ns¬n.  ve � reel sabitleri es(z0) şart¬yla bellidir. es(z)

düzgün süreklidir. �D da s¬n¬rl¬d¬r ve z = 1 da limite sahiptir. O halde w (z)

istenilen pseudoanalitik fonksiyondur.�

Sonuç 4.3.5 (Carleman Teoremi). Özdeş olarak s¬f¬r olmayan bir pseudoanalitik

fonksiyon yaln¬zca ayr¬k s¬f¬rlara sahiptir.

Sonuç 4.3.6 (Liouville Teoremi). Tüm düzlemde tan¬ml¬olan ve düzlemde sabit

bir z0 noktas¬nda (z0 sonsuz olabilir) s¬f¬r olan s¬n¬rl¬bir pseudoanalitik fonksiyon

özdeş olarak s¬f¬rd¬r.

·Ispat. Teorem 4.3.4 ten w = �es; burada � tam fonksiyondur ve s s¬n¬rl¬d¬r.

Böylece � s¬n¬rl¬d¬r ve buradan analitik fonksiyonlar teorisindeki Liouville teoremi

yard¬m¬yla � sabittir. w (z0) = 0 oldu¼gundan bu sabit s¬f¬r olmak zorundad¬r.�

Sonuç 4.3.7 (Maksimum Modül Teoremi). w; D de tan¬ml¬ve D da sürekli bir
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pseudoanalitik fonksiyon olsun. O halde

jw (z)j �M max
t2@


jw (t)j ; z 2 D için

olacak şekilde yaln¬zca a ve b ye ba¼gl¬M � 1 pozitif sabiti mevcuttur.

4.4 Taylor Serisi

W (z) =
1X
n=0

Z(n) (an; z0; z) (4.12)

oldu¼gunu varsayal¬m. Burada m alt indisinin yoklu¼gu bütün kuvvet fonksiyon-

lar¬n¬n ayn¬(F;G) do¼gurucu çiftine kaŗs¬l¬k geldi¼gi anlam¬na gelir. Seriler z0 ¬n baz¬

komşuluklar¬nda düzgün yak¬nsakt¬r. Benzerlik prensibi temel al¬narak, pseudoana-

litik fonksiyonlar¬n düzgün limitinin pseudoanalitik oldu¼gu ve (F;G)-pseudoanalitik

fonksiyonlar¬n düzgün yak¬nsak bir serisinin terim terime (F;G)-türevlenebildi¼gi

Bers (1956b) taraf¬ndan gösterilmi̧stir. Böylece (4:12) dekiW fonksiyonu pseudoana-

litiktir ve r: türevi aşa¼g¬daki aç¬l¬ma sahiptir.

W [r] (z) =

1X
n=r

n (n� 1) ::: (n� r + 1)Z(n�r)r (an; z0; z)

Buradan katsay¬lar için Taylor formülleri

an =
W [n] (z0)

n!
(4.13)

şeklinde elde edilir.

Tan¬m 4.4.1. W (z) ; jz � z0j ¬n küçük de¼gerleri için tan¬ml¬verilen bir (F;G)-

pseudoanalitik fonksiyon olsun. (4:13) ile verilen katsay¬lara sahip

1X
n=0

Z(n) (an; z0; z) (4.14)
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serisine W n¬n z0 da Taylor serisi denir. Bu seri kuvvet fonksiyonlar¬yard¬m¬yla

şekillenir.

Taylor serileri genellikle asimptotik bir fonksiyonu temsil eder. Bütün N say¬lar¬

için

W (z)�
NX
n=0

Z(n) (an; z0; z) = O
�
jz � z0jN+1

�
; z ! z0 (4.15)

dir. Bir pseudoanalitik fonksiyon özdeş olarak s¬f¬r olmad¬kça, key�yüksek basamak-

tan s¬f¬ra sahip olamayaca¼g¬için türevlerin
�
W [n] (z0)

	
dizisi W fonksiyonunu tek

olarak belirler. E¼ger (4:14) serisi z0 ¬n bir komşulu¼gunda düzgün yak¬nsak ise bu

seri W fonksiyonuna yak¬nsar.

Teorem 4.4.2. Bir periyodik do¼gurucu dizi yard¬m¬yla tan¬ml¬kuvvet fonksiyon-

lar¬nda bir pseudoanalitik fonksiyonun (4:14) Taylor geni̧slemesi merkezin bir komşu-

lu¼gunda yak¬nsakt¬r (Bers 1953).�

Bu teorem kuvvet fonksiyonlar¬n¬n sisteminin yaln¬zca lokal taml¬¼g¬anlam¬na gelir.

Aşa¼g¬daki tan¬mda kaŗs¬l¬k gelen formal kuvvetler, z de¼gi̧skenine sahip kuvvetler

ve Cauchy-Riemann denklemi durumundaki gibi Vekua denkleminin çözümlerinin

global olarak tam bir sistemini temsil etti¼gi durum L. Bers taraf¬ndan verilmi̧stir.

Tan¬m 4.4.3. Bir do¼gurucu (F;G) çiftine e¼ger bu fonksiyonlar z nin bütün de¼gerleri

için tan¬ml¬ve Hölder koşulunu sa¼gl¬yor, F (1) ; G (1) limitleri mevcut,

Im
�
F (1)G (1)

�
> 0 ve F (1=z) ; G (1=z) fonksiyonlar¬da Hölder koşulunu sa¼gl¬yor

ise tamd¬r denir. F (1) = 1 ve G (1) = i ise bir tam do¼gurucu çiftine normaldir

denir (Bers 1953).

Tam bir do¼gurucu çifte denk olan do¼gurucu çiftte tamd¬r ve her do¼gurucu çift tek

olarak belirlenmi̧s normal bir çifte denktir. Bir tam (normal) do¼gurucu çiftin adjointi

de tamd¬r (normaldir).

52



Bundan sonra (F;G) nin bir tam normal do¼gurucu çift oldu¼gu varsay¬lacakt¬r. Bers�in

1953 y¬l¬nda yazd¬¼g¬kitaptan Wn fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi D nin her s¬n¬rl¬kapal¬

alt bölgesinde düzgün yak¬nsak ise bu dizi D de normal yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.4.4. W; jz � z0j < R için tan¬ml¬bir (F;G)-pseudoanalitik fonksiyon

olsun. O halde W fonksiyonu

W (z) =

1X
n=0

Z(n) (an; z0; z)

şeklinde bir tek aç¬l¬ma sahiptir. Bu fonksiyon jz � z0j < �R için normal yak¬nsakt¬r,

burada � do¼gurucu diziye ba¼gl¬pozitif bir sabittir.�

Bu teoremin ispat¬S. Agmon ve L. Bers (1952) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Uyar¬4.4.5. � = 1 ba¼g¬nt¬s¬için gerek ve yeter şart ne yaz¬k ki bilinmiyor. Ancak

Bers (1956b) (F;G) do¼gurucular¬n¬n k¬smi türevlere sahip olmas¬durumu için yeter

şartlar¬vermi̧stir. Bunlardan biri

jF�z (z)j+ jG�z (z)j �
sabit

1 + jzj1+"
; " > 0 için

dir. Di¼geri ise

Z Z
jzj<1

�
jF�zj2�" + jF�zj2+" + jG�zj2�" + jG�zj2+"

�
dxdy <1; 0 < " < 1 için

dir.

4.5 Runge Teoremi

Teorem 4.5.1. Basit ba¼glant¬l¬bir bölgede tan¬ml¬bir pseudoanalitik fonksiyon,

kuvvet polinomlar¬n¬n (pozitif üslere sahip kuvvet fonksiyonlar¬n¬n lineer terkibi)

bir normal yak¬nsak serisine geni̧sletilebilir (Bers 1956b).�
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Uyar¬4.5.2. Bu teoremin çok ba¼glant¬l¬bölgeler için genelleştirilmesi mevcuttur

(Bers 1956b).

Teorem 4.5.3. W , Jordan e¼grisiyle s¬n¬rl¬ bir D bölgesinde pseudoanalitik bir

fonksiyon olsun ve 0 < � � 1 olmak üzere � üsteliyle birlikte @D üzerinde Hölder

şart¬n¬sa¼glas¬n. O halde herhangi bir " > 0 ve n do¼gal say¬s¬için

jW (z)� Pn (z)j �
sabit

n��"
; herhangi z 2 D için

eşitsizli¼gini sa¼glayan pseudoanalitik fonksiyonlar¬n n: basamaktan bir polinomu mev-

cuttur. Burada sabit yaln¬zca " a ba¼gl¬d¬r (Kravchenko 2009).�

4.6 ·Ikinci Basamaktan Denklemler ·Için Çözümlerin Tam Sistemleri

D nin s¬n¬rl¬, basit ba¼glant¬l¬bir bölge oldu¼gu ve pozitif f 2 C1
�
D
�
fonksiyonunun

yeterince düzgün bir s¬n¬ra sahip daha büyük birD" bölgesinde tan¬mland¬¼g¬varsay¬la-

cakt¬r. Böylece z 2 D"nD için f fonksiyonu de¼gi̧stirilir ve büyük jzj ler için f = 1

ve z nin bütün sonlu de¼gerleri için Hölder şart¬n¬sa¼glayan f (1=z) ile birlikte f (z)

al¬narak tüm düzlemde devam edilir. Buradan

(F;G) = (f; i=f) (4.16)

do¼gurucu çifti tam ve normaldir.

Tan¬m 4.6.1. u (z) fonksiyonu jz � z0j ¬n küçük de¼gerleri için tan¬ml¬olan (3:10)

denkleminin verilen bir çözümü olsun. W (z) ; ReW = p1=2u olacak şekilde Sonuç

3.3.4 e göre yap¬land¬r¬lm¬̧s (3:15) in bir çözümü olsun. (4:13) de verilen katsay¬larla

birlikte

p�1=2 (z)

1X
n=0

ReZ(n) (an; z0; z)

serisine u nun z0 daki Taylor serisi denir, yani kuvvet fonksiyonlar¬yla ifade edilir.
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Teorem 4.6.2. u (z) ; jz � z0j < R için tan¬ml¬(3:10) denkleminin çözümü olsun.

O halde u (z) fonksiyonu

u (z) = p�1=2 (z)
1X
n=0

ReZ(n) (an; z0; z)

şeklinde jz � z0j < R için normal yak¬nsak olan bir tek geni̧slemeye sahiptir

(Kravchenko 2006).

·Ispat. Teorem 4.4.4 ve Uyar¬4.4.5 in do¼grudan sonucudur. Uyar¬4.4.5 deki gerek

koşullar¬n ikiside (4:16) do¼gurucu çifti için de geçerlidir.�

Teorem 4.6.3. (3:10) un s¬n¬rl¬basit ba¼glant¬l¬bir D bölgesinde tan¬ml¬bir key�

çözümü kuvvet polinomlar¬n¬n p�1=2 ile çarp¬lm¬̧s normal yak¬nsak bir serisine geni̧sle-

tilebilir. D de pozitif bir u0 2 C1
�
D
�
özel çözümü mevcuttur (Kravchenko 2006).�

Daha net olarak son teorem şu anlama gelir. Kuvvet fonksiyonlar¬n¬n ikinci özelli¼gin-

den, herhangi bir a Taylor sabiti için, Z(n) (a; z0; z) kuvvet fonksiyonu, Z(n) (1; z0; z)

ve Z(n) (i; z0; z) arac¬l¬¼g¬yla ifade edilebilir. Buradan Teorem 4.5.1 e göre (3:15) in

herhangi bir W çözümü Z(n) (1; z0; z) ve Z(n) (i; z0; z) nin lineer terkibinin bir nor-

mal yak¬nsak serisine geni̧sletilebilir. Sonuç olarak, (3:10) un herhangi bir çözümü

Z(n) (1; z0; z) ve Z(n) (i; z0; z) nin reel k¬s¬mlar¬n¬n lineer terkibinin p�1=2 ile çarp¬lm¬̧s

bir normal yak¬nsak serisine geni̧sletilebilir.

Teorem 4.6.3 aşa¼g¬daki sonucu ortaya ç¬kar¬r:

�
p�1=2 (z) ReZ(n) (1; z0; z) ; p

�1=2 (z) ReZ(n) (i; z0; z)
	1
n=0

(4.17)

fonksiyonlar¬, (3:10) un pozitif bir çözümünün mevcut oldu¼gu herhangi s¬n¬rl¬, basit

ba¼glant¬l¬D bölgesinde (4:17) fonksiyonlar¬yard¬m¬yla şekillenen bir seri, normal

yak¬nsak seri ile (3:10) un herhangi bir çözümünün temsil edilebilece¼gi mant¬¼g¬yla

(3:10) un çözümlerinin bir tam sistemini temsil eder.
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4.7 Düzlemde Ortogonal Koordinat Sistemleri Üzerine Bir Uyar¬

Düzlemde ortogonal koordinat sistemleri

u+ iv = �(x+ iy)

ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla x; y kartezyen koordinatlar¬ndan elde edilmi̧stir, burada � bir

key� analitik fonksiyondur (Madelung 1957). Ço¼gunlukla, daha genel koordinatlara

olan

� = � (u) ; � = � (v)

dönüşümü kullan¬l¬r. � ve � ortogonallik özelli¼gini korur.

Örnek 4.7.1 (Kutupsal Koordinatlar).

u+ iv = ln (x+ iy)

u = ln
p
x2 + y2; v = arctan

y

x
(4.18)

Genellikle aşa¼g¬daki yeni koordinatlar tan¬mlan¬r.

r = eu =
p
x2 + y2; ' = v = arctan

y

x

Örnek 4.7.2 (Parabolik Koordinatlar).

u+ ivp
2

=
p
x+ iy

u =
p
r + x; v =

p
r � x

Genellikle parabolik koordinatlar � = u2 ve � = v2 şeklinde al¬n¬r.
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4.8 Bir Do¼gurucu Dizinin ·Inşas¬

(3:15) Vekua denklemindeki f fonksiyonunun

f = U (u)V (v) (4.19)

formunda oldu¼gunu varsayal¬m. Burada u ve v bir ortogonal koordinat sistemini

temsil etmektedir ve önceki bölümde verilen aç¬klamaya göre � = u + iv fonksi-

yonunun z = x + iy de¼gi̧skeninin bir analitik fonksiyonu oldu¼gu varsay¬lacakt¬r. U

ve V key� diferensiyellenebilir s¬f¬rdan farkl¬reel de¼gerli fonksiyonlard¬r.

(3:15) temel Vekua denklemi için bir do¼gurucu dizinin inşas¬nda ilk ad¬m, Bölüm

3.4 de gösterilen temel Vekua denkleminin bir hale� olan (3:4) denklemi için bir

do¼gurucu çiftin inşa edilmesidir. Bunun için bu olas¬l¬klardan biri, (3:15) in çözüm-

lerinin başka bir çiftinin inşas¬n¬içerir. Buradan onlar¬n (F;G) türevleri (3:4) ün

çözümlerini verecektir.

(3:15) Vekua denklemini, denk olan (3:22) formunda alal¬m:

'�z +
i

f 2
 �z = 0 (4.20)

ve bir çözüm ' = ' (u) ;  =  (v) şeklinde olsun. O halde (4:20) de yerine yaz¬l¬rsa

'0 (u)u�z +
i

f 2
 
0
(v) v�z = 0

denklemi elde edilir. � = u + iv analitik olup ��z = u�z + iv�z = 0 oldu¼gundan

'0 (u) =  
0
(v) =f2 ise

'�z +
i

f 2
 �z = '0 (u)u�z +

i

f 2
 
0
(v) v�z = '0 (u) (u�z + iv�z) = 0
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olup (4:20) sa¼glan¬r. (4:19) kullan¬l¬rsa

f 2 =
 
0
(v)

'0 (u)
= U2 (u)V 2 (v)

ve böylece

 
0
(v)

V 2 (v)
= U2 (u)'0 (u)

olup

' (u) =

Z
du

U2 (u)
ve  (v) =

Z
V 2 (v) dv

elde edilir.

W1 = f' (u) +
i

f
 (v) olmak üzere (3:15) in

W1 = U (u)V (v)

Z
du

U2 (u)
+

i

U (u)V (v)

Z
V 2 (v) dv

şeklinde uygun bir W1 çözümünü alal¬m. W1 in (F;G) türevi (2:10) a göre

_W1 = f'0 (u)uz +
i

f
 
0
(v) vz

=
V (v)

U (u)
uz + i

V (v)

U (u)
vz

=
V

U
�z

şeklinde elde edilir.

Benzer yolla (4:20) nin bir çözümü

' = ' (v) ;  =  (u)
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olarak al¬n¬rsa (4:20)

'0 (v) v�z +
i

f 2
 0 (u)u�z = 0

şeklinde yaz¬labilir. E¼ger

'0 (v) = � 1

V 2 (v)
ve  0 (u) = U2 (u)

ise bu denklem gerçeklenir. Böylece

' (v) = �
Z

dv

V 2 (v)
ve  (u) =

Z
U2 (u) du:

(3:15) in kaŗs¬l¬k gelen W2 çözümü

W2 = f' (v) +
i

f
 (u) = �

Z
dv

V 2 (v)
U (u)V (v) +

Z
U2 (u) du

i

U (u)V (v)

şeklindedir. W2 nin (F;G) türevi (2:10) a göre

_W2 = f'z (v) +
i

f
 z (u)

= �U (u)
V (v)

vz + i
U (u)

V (v)
uz

= i
U

V
�z

biçiminde elde edilir.

F1 = _W1 ve G1 = _W2 yaz¬l¬rsa F1; G1 çiftinin Tan¬m 2.1.2 (i) ş¬kk¬n¬ ve (3:4)

denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬görmek kolayd¬r.

S¬radaki ad¬mda (F2; G2) do¼gurucu çifti elde edilecektir. Bunun için (3:4) denklemi-

nin çözümlerinin başka bir çifti bulunmal¬ve bu çifte (F1; G1) türevi uygulanmal¬d¬r.

Aşa¼g¬daki şekilde yaz¬lan (3:4) denklemi ele al¬ns¬n:

'�zF1 +  �zG1 = 0
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F1 =
V

U
�z; G1 = i

U

V
�z

olup

'�z
V

U
+  �zi

U

V
= 0 (4.21)

yaz¬labilir. Tekrar ' = ' (u) ;  =  (v) biçiminde bir çözüm al¬ns¬n. E¼ger

'0 (u) =

�
U (u)

V (v)

�2
 0 (v) ise (4:21) denklemi sa¼glan¬r. Buradan ' (u) =

R
U2 (u) du

ve  (v) =
R
V 2 (v) dv elde edilir. O halde (3:4) ün kaŗs¬l¬k gelen çözümü

w1 = F1' (u) +G1 (v)

=
V (v)

U (u)
�z

Z
U2 (u) du+ i

U (u)

V (v)
�z

Z
V 2 (v) dv

şeklindedir. w1 in (F1;G1) türevi

_w1 = 'zF1 +  zG1

= '0 (u)uz
V

U
�z +  0 (v) vzi

U

V
�z

= UV �z (uz + ivz) = UV (�z)
2

olarak elde edilir.

Benzer yolla (4:21) in bir ' = ' (v) ;  =  (u) çözümü al¬ns¬n. �'0 (v) = U2

V 2
 0 (u)

ise (4:21) denklemi sa¼glan¬r. Yani ' (v) = �
R dv

V 2 (v)
ve  (u) =

R du

U2 (u)
: Buradan

(3:4) ün kaŗs¬l¬k gelen çözümü

w2 = F1' (v) +G1 (u)

= �V
U
�z

Z
dv

V 2 (v)
+ i

U

V
�z

Z
du

U2 (u)
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şeklindedir. w2 nin (F1; G1) türevi

w2 = 'zF1 +  zG1

= '0 (v) vz
V

U
�z +  0 (u)uzi

U

V
�z

=
i

UV
(�z)

2

olarak bulunur.

F2 = _w1; G2 = _w2 çifti (F1; G1) in bir hale�dir.

(F1; G1) =

�
V

U
�z; i

U

V
�z

�
=

�
�z
U2
F;U2�zG

�
(F2; G2) =

�
UV (�z)

2 ;
i

UV
(�z)

2

�
=

�
F (�z)

2 ; G (�z)
2�

Bu formüller elde edildikten sonra, kaŗs¬l¬k gelen do¼gurucu dizinin genel halini tah-

min etmek kolayd¬r. Aşa¼g¬daki ifade bu sonuca ili̧skindir.

Teorem 4.8.1. F = U (u)V (v) ve G =
i

U (u)V (v)
olsun. Burada U ve V key�,

diferensiyellenebilir, s¬f¬rdan farkl¬, reel de¼gerli fonksiyonlard¬r. � = u+iv; z = x+iy

de¼gi̧skeninin D de analitik bir fonksiyonudur öyle ki �z s¬n¬rl¬d¬r ve �; D de s¬f¬ra

sahip de¼gildir. O halde (F;G) do¼gurucu çifti, D de, m = 0;�1;�2; ::: olmak üzere

Fm = (�z)
m F ve Gm = (�z)

mG ; m çift ise

Fm =
(�z)

m

U2
F ve Gm = (�z)

m U2G ; m tek ise

ile tan¬mlanan (Fm; Gm) do¼gurucu dizisi içerisine gömülebilir (Kravchenko 2008b).

·Ispat. Öncelikle, m = �1;�2; ::: için (Fm; Gm) in bir do¼gurucu çift oldu¼gunu
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gösterelim.

Im
�
FmGm

�
= Im

�
(�z)

m
F (�z)

mG
�
= Im

�
j�zj2m FG

�
> 0

a(Fm;Gm); m in hem çift hem de tek de¼gerleri için

a(Fm;Gm) = �
�FmGm�z � Fm�z

�Gm
Fm �Gm � �FmGm

= 0

olarak bulunur. Şimdi

b(Fm;Gm) = �B(Fm�1;Gm�1) (4.22)

oldu¼gunu gösterelim. ·Ilk olarak m tek olsun.

b(Fm;Gm) =

�
�z

�z

�m�
b(F;G) � 2u�z

U 0

U

�

ve

B(Fm�1;Gm�1) =

�
�z

�z

�m�1
B(F;G):

(4:22) nin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart
�z

�z

�
b(F;G) � 2u�z

U 0

U

�
= �B(F;G) ol-

mas¬d¬r. F = UV; G = i=UV olmak üzere

B(F;G) = uz

�
U 0

U
� i

V 0

V

�

ifadesininin gerçeklendi¼gini görmek kolayd¬r.

�z

�z

�
b(F;G) � 2u�z

U 0

U

�
= uz

�
�U

0

U
+ i

V 0

V

�

olup m nin tek oldu¼gu durum için (4:22) eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan ispat tamamlan¬r.
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Şimdi m çift olsun.

b(Fm;Gm) =

�
�z

�z

�m
b(F;G)

ve

B(Fm�1;Gm�1) =

�
�z

�z

�m�1�
B(F;G) � 2

U 0

U
uz

�
:

(4:22) eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart
�z

�z
b(F;G) =

�
�B(F;G) + 2u�z

U 0

U

�
olmas¬d¬r.

B(F;G) = uz

�
U 0

U
� i

V 0

V

�
ve
�z

�z
b(F;G) = uz

�
U 0

U
+ i

V 0

V

�

olup (4:22) gerçeklenir.

Tüm durumlar için (4:22) eşitli¼gi ispatland¬ve (Fm; Gm) ; m = 0;�1;�2; :::; dizisi

Tan¬m 2.3.5 gere¼gi bir do¼gurucu dizidir.�

Uyar¬4.8.2. Bu sonuç Bölüm 4.2 de u = x ve v = y olmas¬durumunda gösterilen

bir do¼gurucu dizinin aç¬k inşas¬n¬n bir genelleştirmesidir.
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5. CAUCHY ·INTEGRAL FORMÜLÜ

Bu bölümde pseudoanalitik ve p-analitik fonksiyonlar için Cauchy integral formülüy-

le ilgili bilgi verilecek ve xk-analitik fonksiyonlar için Cauchy çekirde¼ginin nas¬l oluş-

turulaca¼g¬gösterilecektir.

Bölüm 3.6 da bahsedildi¼gi gibi p-analitik fonksiyonlar¬n en önemli ve üzerinde en

çok çal¬̧s¬lan s¬n¬f¬xk-analitik fonksiyonlard¬r. Burada k herhangi bir tamsay¬d¬r.

Bu s¬n¬f üzerinde çok say¬da çal¬̧sma bulunmas¬na ra¼gmen kaŗs¬l¬k gelen Cauchy in-

tegral formülü sadece iki şekilde, k = 0 (1= (z � z0) Cauchy çekirde¼gine sahip klasik

Cauchy integral formülü) ve k = 1 durumlar¬için elde edilebilmi̧stir. Bu durumda

Cauchy çekirde¼gi eliptik integralleri içeren karmaş¬k bir şekle sahiptir.

Burada yukar¬da bahsedilen durumlar için Cauchy çekirde¼gi bilgisine dayanan, k

herhangi bir tamsay¬olmak üzere, xk-analitik fonksiyonlar için Cauchy integral for-

mülünün elde edilme aşamalar¬ verilecektir. Bu aşamalar p-analitik fonksiyonlar

ve temel Vekua denklemini sa¼glayan pseudoanalitik fonksiyonlar aras¬ndaki yak¬n

ili̧skiye dayan¬r.

5.1 Pseudoanalitik Fonksiyonlar için Cauchy ·Integral Formülüne ·Ili̧skin

Ön Bilgiler

Basit ba¼glant¬l¬s¬n¬rl¬bir D bölgesinde

@�zW = aW + bW (5.1)

temel Vekua denklemini ele alal¬m. Burada a ve b; Hölder koşulunu sa¼glayan

kompleks de¼gerli fonksiyonlard¬r. (5:1) in Dn fz0g bölgesinde

lim
z!z0

w (z)

� (z � z0)
�1 = 1 (5.2)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan çözümünün varl¬¼g¬Bers (1953) taraf¬ndan gösterilmi̧stir, burada

64



� herhangi bir kompleks say¬d¬r. Bu fonksiyon

w (z) = Z(�1) (�; z0; z)

olarak gösterilir.

Cauchy integral formülünün aşa¼g¬daki genellemesi geçerlidir.

Teorem 5.1.1. W , (5:1) in basit kapal¬sürekli diferensiyellenebilir � e¼grisiyle s¬n¬rl¬

bir D bölgesinde tan¬ml¬bir çözümü olsun. W n¬n s¬n¬ra kadar sürekli oldu¼gunu

varsayal¬m. O halde herhangi z 2 D için

W (z) =
1

2�

Z
�

Z(�1) (iW (�) d�; �; z) (5.3)

eşitli¼gi geçerlidir. Bu integral şu şekilde anlaş¬lmal¬d¬r. E¼ger � e¼grisinin parametrik

gösterimi � (t) ; 0 � t � T şeklindeyse � e¼grisi üzerinde tan¬ml¬ herhangi bir �

fonksiyonu için

Z
�

Z(�1) (� (�) d�; �; z) =

Z T

0

Z(�1) (� (�) � 0 (t) ; � (t) ; z) dt

d¬r (Bers 1953).�

Analitik fonksiyonlar durumunda s¬n¬rl¬bir D bölgesinde Cauchy integral formülü

için çekirdek 1= (z � z0) + w (z) olarak al¬nabildi¼gi gibi, (5:1) in (5:2) yi sa¼glayan

�Dn fz0g bölgesindeki herhangi bir çözümü (5:3) için Cauchy çekirde¼gi rolünde uygun

olabilir.

Kuvvet fonksiyonlar¬ve özellikle ilk negatif kuvvet fonksiyonu Z(�1) aşa¼g¬daki özel-

li¼gi gerçekler. �0 ve �00 reel sabitler ise

Z(�1) (�0 + i�00; z0; z) = �0Z(�1) (1; z0; z) + �00Z(�1) (i; z0; z) : (5.4)
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Böylece Cauchy integral formülü için gerekli olan Z(�1) (�; z0; z) kuvvet fonksi-

yonunun herhangi kompleks � katsay¬s¬için yaz¬labilmesi için Z(�1) (1; z0; z) ve

Z(�1) (i; z0; z) iki Cauchy çekirde¼gi inşa edilmelidir.

5.2 Temel Vekua Denklemi ve p-analitik Fonksiyonlar¬Tan¬mlayan Sistem

Aras¬ndaki Ba¼g¬nt¬

a = 0 ve b =
f�z
f
durumu, yani temel Vekua denklemi, ele al¬ns¬n. Buarada f; D de

tan¬ml¬sürekli diferensiyellenebilir reel de¼gerli pozitif bir fonksiyondur.

V := @�z �
f�z
f
C

burada C kompleks eşlenik operatördür. p = f 2 oldu¼gu varsay¬ls¬n ve aşa¼g¬daki

operatör tan¬mlans¬n:

� := f@�zP
+ +

1

f
@�zP

�:

Burada P� :=
1

2
(I � C) ve I özdeşlik operatörüdür.

�! = 0 (5.5)

denklemi

'x =
1

f 2
 y ; 'y = �

1

f 2
 x (5.6)

sistemine denktir, burada ' = Re!;  = Im! d¬r.

B := fP+ +
1

f
P�

olmak üzere

B�1 =
1

f
P+ + fP�

66



ifadesinin gerçeklendi¼gini görmek kolayd¬r.

Önerme 5.2.1.

V B = �:

·Ispat. CP+ = P+ ve CP� = �P� oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

V B =

�
@�z �

f�z
f
C

��
fP+ +

1

f
P�
�

= f@�zP
+ + f�zP

+ +
1

f
@�zP

� � f�z
f 2
P�

�f�z
f
C
�
fP+

�
� f�z
f 2
C
�
P�
�

= f@�zP
+ +

1

f
@�zP

� = �

elde edilir.�

Bu önerme, Vekua operatörü V ile p-analitik fonksiyonlar¬n (5:6) sistemine kaŗs¬l¬k

gelen � operatörü aras¬ndaki basit ba¼g¬nt¬y¬verir. W fonksiyonu

�
@�z �

f�z
f
C

�
W = 0 (5.7)

temel Vekua denklemini sa¼glarsa, W n¬n kaŗs¬l¬k gelen ikinci çeşit pseudoanalitik

fonksiyonu ! = B�1W (5:6) n¬n bir çözümüdür.

Uyar¬5.2.2. Önerme 5.2.1 den V = �B�1 oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

Z
(�1)
f (1; z0; z) ve Z

(�1)
f (i; z0; z) ifadelerinde alt indis bu Cauchy çekirdeklerinin (5:7)

nin çözümleri oldu¼gu anlam¬na gelmektedir. O halde (5:3) deki Cauchy integrali

CfW (z) =
1

2�

Z
�

Z
(�1)
f (iW (�) d�; �; z)

şeklinde al¬nabilir ve böylece p-analitik fonksiyonlar için aşa¼g¬daki Cauchy integral
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formülü elde edilir.

Teorem 5.2.3. !; (5:5) in basit kapal¬sürekli diferensiyellenebilir bir � e¼grisiyle

s¬n¬rl¬bir D bölgesinde tan¬ml¬bir çözümü olsun ve ! n¬n � s¬n¬r¬na kadar sürekli

oldu¼gunu varsayal¬m. O halde herhangi z 2 D için

! (z) = B�1CfB! (z) (5.8)

geçerlidir (Kravchenko 2008a).

·Ispat. (5:7) nin çözümleri için Cauchy integral formülünü ele alal¬m. W = CfW ve

W = B! yerine konmas¬yla ve B�1 in uygulanmas¬yla istenilen elde edilir. �! = 0

olsun. W; (5:7) nin çözümü olmak üzere VW = 0 d¬r. Buradan V B! = �! = 0.

W = CfW ) B! = CfB! ) ! = B�1CfB!

elde edilir.�

5.3 Transplant Operatörü

Bu bölü¼gmde xk-analitik fonksiyonlar için Cauchy çekirdeklerinin inşas¬nda kaŗs¬laş¬lan

yeni bir kavram ifade edilecektir. (5:7) temel Vekua denklemini ele alal¬m. Burada

f fonksiyonu

(��+ �) f = 0 ; D de (5.9)

zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denkleminin pozitif çözümüdür. Teorem 3.2.6 da

W; (5:7) nin bir çözümü ise W n¬n reel k¬sm¬W1 in (5:9) denkleminin bir çözümü

olmas¬gerekti¼gi gösterildi. Ayn¬zamanda W n¬n sanal k¬sm¬W2 de

(��+ �)h = 0 ; D de (5.10)
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Schrödinger denkleminin bir çözümüdür, burada � = 2
(rf)2

f 2
� � d¬r.

Ayr¬ca Teorem 3.3.1 e göre (5:9) un verilen birW1 çözümü içinW = W1+ iW2; (5:7)

nin çözümü olacak şekilde kaŗs¬l¬k gelen ( eşlenik metaharmonik) fonksiyon W2

W2 = f�1 �A
�
if 2@�z

�
f�1W1

��
(5.11)

şeklinde kolayca inşa edilebilir.

Şimdi g, (5:9) un başka bir pozitif çözümü olsun ve kaŗs¬l¬k gelen

w�z =
g�z
g
�w ; D de (5.12)

Vekua denklemi göz önüne al¬ns¬n. W; (5:7) nin bir çözümü olmak üzere ReW

ve Rew; (5:9) denklemini sa¼glarken, ImW ve Imw; genel olarak aşa¼g¬daki farkl¬

Schrödinger denklemlerini sa¼glar:

(��+ �1) ImW = 0 ; D de

(��+ �2) Imw = 0 ; D de

burada �1 = 2
(rf)2

f 2
� � ve �1 = 2

(rg)2

g2
� �:

Şimdi (5:7) nin çözümlerini (5:12) nin çözümlerine dönüştüren bir operatör tan¬m-

layal¬m:

Tf;g [W ] = P+W + ig�1 �A
�
ig2@�z

�
g�1P+W

��
: (5.13)

Bu operatörün uygulanmas¬nda (5:7) nin bir çözümünün sanal k¬sm¬yerine Teorem

3.3.1 e göre inşa edilen sanal k¬s¬m al¬n¬r. Böyle bir uygulaman¬n ard¬ndan

w = Tf;g [W ] yeni kompleks fonksiyonu (5:12) nin çözümü haline gelir. Bu yüzden

Tf;g operatörüne transplant operatörü denir.
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·Ilgili bölgenin belli bir noktas¬nda �A operatörünün uygulanmas¬n¬n sonucuna sabit

bir de¼ger atan¬rsa, (5:7) ve (5:12) nin çözümleri aras¬nda kurulan tersinir birebir bir

dönüşüm elde edilir. Tf;g nin tersi aşa¼g¬daki şekilde verilir.

T�1f;g [w] = Tg;f [w] = P+w + if�1 �A
�
if 2@�z

�
f�1P+w

��
:

Örnek 5.3.1. Tf;g operatörünün uygulanmas¬na bir örnek olarak

w�z =
1

2x
�w (5.14)

denkleminin çözümleri için Cauchy çekirde¼gini, analitik Cauchy çekirde¼gi
1

z � z0
dan başlayarak inşa edelim. f = 1 ve g = x olsun. f ve g fonksiyonlar¬n¬n ikiside

ayn¬ zamandan ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemini sa¼glar. Bu durumda zamandan

ba¼g¬ms¬z Schrödinger denklemi Laplace denklemine dönüşür. Bu özel durumda temel

Vekua denklemi W�z = 0 Cauchy-Riemann sistemidir. g = x olmak üzere (5:12)

Vekua denklemi (5:14) formunu al¬r. Bu denklemi C+ (Re z > 0) sa¼g yar¬düzlemde

ele alaca¼g¬z. z0 = x0 + iy0, C+ da herhangi bir nokta olmak üzere W =
1

z � z0
fonksiyonunu alal¬m ve transplant operatörünü uygulayal¬m.

Tf;g [W ] = w =
1

2
(I + C)

1

z � z0
+
i

x
�A

�
ix2@�z

�
1

2x
(I + C)

1

z � z0

��
=

x� x0

jz � z0j2
+
i

x
�A

�
ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
��

:

Burada

@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
�

=
1

2
(@x + i@y)

 
x� x0

x
�
(x� x0)

2 + (y � y0)
2�
!

=
jz � z0j2 x0 � 2x (x� x0)

2

2x2 jz � z0j4
� i

x (y � y0) (x� x0)

x2 jz � z0j4

=
x0

2x2 jz � z0j2
+
(x0 � x) (z � z0)

x jz � z0j4
:

ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
�
ifadesine �A operatörü uygulanmadan önce reel ve sanal k¬s¬mlar
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ayr¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir.

ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
�
=
x (x� x0) (y � y0)

jz � z0j4
+

ix2x0

2x2 jz � z0j2
� ix (x� x0)

2

jz � z0j4

�A

�
ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
��

= 2

Z x

x1

� (� � x0) (y � y0) d��
(� � x0)

2 + (y � y0)
2�2

+2

Z y

y1

x0d�

2
�
(x1 � x0)

2 + (� � y0)
2�

�2x1 (x1 � x0)
2

Z y

y1

d��
(x1 � x0)

2 + (� � y0)
2�2 + c1

Son ifadedeki üç integral hesaplan¬p yerine yaz¬l¬rsa

�A

�
ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
��

= �x (y � y0)

jz � z0j2
+ arctan

x� x0
y � y0

+ c

bulunur. Böylece (5:14) Vekua denklemine kaŗs¬l¬k gelen Cauchy çekirde¼gi

w (z) =
x� x0

jz � z0j2
+
i

x
�A

�
ix2@�z

�
x� x0

x jz � z0j2
��

=
1

z � z0
+
i

x

�
arctan

x� x0
y � y0

+ c

�

şeklinde elde edilir. Burada c reel sabiti s¬f¬r olarak seçilebilir ve böylece

Z
(�1)
x (1; z0; z) Cauchy çekirde¼gi

Z(�1)x (1; z0; z) =
1

z � z0
+
i

x
arctan

x� x0
y � y0

(5.15)

ifadesine dönüşür.

5.4 xk-analitik Fonksiyonlar için Cauchy ·Integral Formülü

Bu bölümde aşa¼g¬daki basit gözleme dayanan xk-analitik fonksiyonlar¬n Cauchy in-

tegral gösterimlerinin aç¬k şeklini elde etmek için Kravchenko (2008a) taraf¬ndan

kullan¬lan yol verilecektir.
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Uyar¬5.4.1. Herhangi k 2 R için x�k ve xk+1 fonksiyonlar¬n¬n her ikiside

�
��+ k (k + 1)

x2

�
h (x; y) = 0

Schrödinger denkleminin çözümleridir.

Şimdi benzer prosedür kompleks k¬sma da uygulanabilir. Bu bölümdeki bütün

denklemler basit kapal¬sürekli diferensiyellenebilir bir e¼gri ile s¬n¬rl¬olan key� bir

D � C+ bölgesinde ele al¬nacakt¬r. (5:7) denklemi için f = xk olmak üzere

Z
(�1)
xk

(a; z0; z) Cauchy çekirde¼gi oldu¼gunu varsayal¬m. Buradan f = x�k olmak

üzere iZ(�1)
xk

(a; z0; z) ; (5:7) denklemi için bir Cauchy çekirde¼gidir ve z0 da ki asimp-

totik davran¬̧s¬(� ia=z � z0) şeklindedir. Yani,

Z
(�1)
x�k (ia; z0; z) = iZ

(�1)
xk

(a; z0; z) :

g = xk+1 göz önüne al¬n¬rsa Uyar¬5.4.1 den f = x�k olmak üzere (5:7) ve g = xk+1

olmak üzere (5:12) aras¬nda (5:13) transplant operatörü yard¬m¬yla bir ba¼g¬nt¬kuru-

labilir. Buradan iZ(�1)
xk

(a; z0; z) ifadesine Tf;g operatörünün uygulanmas¬yla (5:12)

denklemi için bir Cauchy çekirde¼gi elde edilir. z0 da ki asimptotik davran¬̧s yine

(� ia=z � z0) şeklindedir. Buradan

Z
(�1)
xk+1

(ia; z0; z) = Tx�k;xk+1
h
iZ

(�1)
xk

(a; z0; z)
i

(5.16)

elde edilir. Böylece f = xk ya kaŗs¬l¬k gelen Cauchy çekirde¼ginin bilgisinden f = xk+1

olmak üzere (5:7) nin çözümleri için Cauchy integral formülünü aç¬k bir şekilde elde

etmek için belirlenen prosedür uygulanabilir.

Şimdi xk-analitik fonksiyonlara dönelim. k n¬n çift oldu¼gunu varsayal¬m: k = 2j;

j = 0; 1; 2; :::; O halde kaŗs¬l¬k gelen temel Vekua denklemi (5:7) de katsay¬f = xj

ifadesini içerir. Yukar¬da belirtildi¼gi gibi bu durumda Cauchy çekirde¼gi, analitik

Cauchy çekirde¼gi 1= (z � z0) dan tümevar¬mla inşa edilebilir. k tek ise, k = 2j + 1;

j = 0; 1; 2; :::; kaŗs¬l¬k gelen temel Vekua denklemi (5:7) de katsay¬f = xj+1=2 yi
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içerir. Bu durumda Cauchy çekirde¼gi yukar¬da bahsedilen prosedüre göre f = x1=2

için Cauchy çekirde¼ginden tümevar¬mla elde edilebilir.

Giri̧ste bahsedildi¼gi gibi, eliptik integralleri içeren oldukça karmaş¬k şekle sahip ol-

mas¬na ra¼gmen f = x1=2 için Cauchy çekirde¼gi bilinir. Bu Cauchy çekirde¼gi f = x1=2

olmak üzere (5:7) ile w =
p
xW şeklinde ili̧skili olan

@�zw �
1

2 (z + �z)
(w + �w) = 0

Vekua denklemi için inşa edilmi̧stir (Daniljuk 1963). Burada üstel k n¬n tek oldu¼gu

durumun üzerinde durulmayacakt¬r. Bu k¬s¬m¬n amac¬ bilinen Cauchy çekirdek-

lerinden yeni Cauchy çekirdekleri elde etmek için yöntem ve örnek vermektir. k

n¬n çift oldu¼gu durum için metodun uygulamas¬n¬inceleyece¼giz. Kaŗs¬l¬k gelen inte-

graller analitik olarak hesaplanabilir ve Cauchy çekirdekleri basit ve aç¬k bir şekilde

gösterilebilir. Buradan f = xj; j = 0; 1; 2; :::; olmak üzere (5:7) denklemini ele

alal¬m. (5:7) temel Vekua denklemindeki katsay¬n¬n j=2x; j = 0; 1; 2; :::; formunda

oldu¼guna dikkat edilmelidir. Bölüm 5.1 de bahsedildi¼gi gibi her bir j için asl¬nda iki

Cauchy çekirde¼gine ihtiyaç vard¬r.

Z
(�1)
xj

(1; z0; z) ve Z
(�1)
xj

(i; z0; z) :

Örnek 5.3.1 de 1= (z � z0) dan hareketle Z
(�1)
x (1; z0; z) inşa edilmi̧sti. Ayn¬yolla

şimdi i= (z � z0) al¬narak Z
(�1)
x (i; z0; z) elde edilebilir.

Z(�1)x (i; z0; z) = T1;x

�
i

z � z0

�
= P+

�
i

z � z0

�
+
i

x
�A

�
ix2@�z

�
1

x
P+
�

i

z � z0

���
=

y � y0

jz � z0j2
+
i

x
�A

�
ix2@�z

�
y � y0

x jz � z0j2
��

(5.17)

@�z

�
y � y0

x jz � z0j2
�

=
1

2
(@x + i@y)

 
y � y0

x
�
(x� x0)

2 + (y � y0)
2�
!

=
y � y0 + ix

2x2 jz � z0j2
+
(y � y0) (z � z0)

x jz � z0j4
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ix2@�z

�
y � y0

x jz � z0j2
�
ifadesi reel ve sanal k¬s¬mlara ayr¬ld¬ktan sonra �A operatörü

uygulan¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir.

�A

�
ix2@�z

�
y � y0

x jz � z0j2
��

=
x0 (x� x0)� (y � y0)

2

jz � z0j2
+ ln

1

jz � z0j
+ c

c = 0 seçilerek, elde edilenler (5:17) ifadesinde yerine konulursa

Z(�1)x (i; z0; z) =
i

z � z0
+
i

x
ln

1

jz � z0j
(5.18)

bulunur. Böylece (5:15) ve (5:18) ifadeleri yard¬m¬yla

Z(�1)x (�; z0; z) = �0Z(�1)x (1; z0; z) + �00Z(�1)x (i; z0; z)

=
�

z � z0
+
i

x

�
�0 arctan

x� x0
y � y0

+ ln
1

jz � z0j

�

elde edilir, burada � key� kompleks say¬ve �0 = Re�; �00 = Im� d¬r.

Son denklemde parantez içindeki ifadeye key� bir sabit eklenerek Cauchy çekirde¼gi

Z(�1)x (�; z0; z) =
�

z � z0
+
i

x
Im

�
� ln

1

z � z0

�

şeklinde yeniden yaz¬labilir.

Böylece x2-analitik fonksiyonlar için Cauchy integral formülünün yaz¬lmas¬na izin

veren Teorem 5.2.3 e göre (5:14) denklemi için Cauchy çekirde¼gi elde edilir. Şimdiki

ad¬mda Z(�1)x (�; z0; z) kullan¬larak Z
(�1)
x2 (�; z0; z) hesaplanacakt¬r. Bu i̧slemin sonu-

cunda

w�z =
1

x
�w (5.19)

denklemi için Cauchy çekirde¼gi ve böylece x4-analitik fonksiyonlar için Cauchy in-
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tegral formülü elde edilecektir.(5:16) dan

Z
(�1)
x2 (1; z0; z) = Tx�1;x2

�
iZ(�1)x (�i; z0; z)

�
= Tx�1;x2

�
�i
�

i

z � z0
+
i

x
Im

�
i ln

1

z � z0

���
= Tx�1;x2

�
1

z � z0
+
1

x
ln

1

jz � z0j

�

Z
(�1)
x2 (i; z0; z) = Tx�1;x2

�
iZ(�1)x (1; z0; z)

�
= Tx�1;x2

�
i

z � z0
� 1

x
Im

�
ln

1

z � z0

��
= = Tx�1;x2

�
i

z � z0
� 1

x
arctan

x� x0
y � y0

�

bulunur. Buradan Tx�1;x2 operatörü uygulan¬rsa

Z
(�1)
x2 (1; z0; z) =

x� x0

jz � z0j2
+
1

x
ln

1

jz � z0j
(5.20)

+
i

x2
�A

�
ix4@�z

�
1

x2

�
x� x0

jz � z0j2
+
1

x
ln

1

jz � z0j

���

Z
(�1)
x2 (i; z0; z) =

y � y0

jz � z0j2
� 1

x
arctan

x� x0
y � y0

+
i

x2
�A

�
ix4@�z

�
1

x2

�
y � y0

jz � z0j2
� 1

x
arctan

x� x0
y � y0

���
(5.21)

elde edilir. Kaŗs¬l¬k gelen integraller (5:20) için

�A

�
ix4@�z

�
1

x2

�
x� x0

jz � z0j2
+
1

x
ln

1

jz � z0j

���
= 3 (y � y0) (ln jz � z0j � 1) + 3x0 arctan

x� x0
y � y0

� x2 (x� x0)

jz � z0j2
+ c1
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ve (5:21) için

�A

�
ix4@�z

�
1

x2

�
y � y0

jz � z0j2
� 1

x
arctan

x� x0
y � y0

���
= �3x0 ln jz � z0j � 3x+

x2 (x� x0)

jz � z0j2
+ 3 (y � y0) arctan

x� x0
y � y0

+ c2

şeklinde hesaplan¬r. c1 = c2 = 0 seçimi yap¬larak son eşitlikler s¬ras¬yla (5:20) ve

(5:21) denklemlerinde yerine konulursa

Z
(�1)
x2 (1; z0; z) =

1

z � z0
+
1

x

�
1� 3i (y � y0)

x

�
ln

1

jz � z0j

�3i (y � y0)

x2
+
3ix0
x2

arctan
x� x0
y � y0

Z
(�1)
x2 (i; z0; z) =

i

z � z0
� 1

x

�
1� 3i (y � y0)

x

�
arctan

x� x0
y � y0

�3i
x
+
3ix0
x2

ln
1

jz � z0j

elde edilir.

Bu fonksiyonlar¬n ikisinin de (5:19) denkleminin C+nz0 da çözümleri oldu¼gu direk

yerine konularak gösterilebilir. Son iki ifade birleştirilirse (5:19) Vekua denklemi için

Cauchy çekirde¼gi şu formda yaz¬labilir:

Z
(�1)
x2 (�; z0; z) = �0Z

(�1)
x2 (1; z0; z) + �00Z

(�1)
x2 (i; z0; z)

=
�

z � z0
+
3ix0
x2

Im

�
� ln

1

z � z0

�
� 3i

x2
Im (�z)

+
1

x

�
1� 3i (y � y0)

x

�
Re

�
� ln

1

z � z0

�
:

Cauchy çekirde¼ginin inşas¬x4-analitik fonksiyonlar için Cauchy integral formülünü

verir. Benzer şekilde devam edilerek yüksek j kuvvetleri için xj-analitik fonksiyon-

lara kaŗs¬l¬k gelen Cauchy integral gösterimleri elde edilebilir.
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