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OZET

Bu tezde Bernoulli sayilart ve polinomlar tammianmis ve gesith ozellikleri ele
alinarak, kullanum alanlar gosterilmistir.

Bu tez dort bsliimden olusmaktadir. Birinci béliimde ¢alismamn diger béliimlerine
temel olugturacak kavramlar ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliimde Bemnoulli sayilar: ve polinomlart tammlanmis ve bunlan
hesaplamaya yarayan bagintilar ele ahnmugtir. Ayrica Bernoulli sayilan  ve
polinomlarimin baz1 6zellikleri ile bu sayilar ve polinomlar arasmdaki iligki
gsterilmigtir.

Ukiincit boliimde Bernoulli sayilar: ve polinomlarmin 6zellikleri verilmeye devam
edilmig, bu sayilarin ve polinomlarin kullanim alanlari, benzeri sayilarla olan iligkileri
ve bu sayilar yardimiyla bazi fonksiyonlarin seri agilimlari ele ahnmgtir,

Dérdiincii boliimde ise Bernoulli sayilart ve polinomlarinmin $zel birer halleri olan
genellestirilmis Bernoulli sayilar ve genellestirilmis Bernoulli polinomlar: tanimlanmig
ve baz1 dzellikleri verilmistir.




ABSTRACT

In this thesis, Bernoulli numbers and polynomials are defined and several properties
and usage areas are given.

The thesis consists of four chapters. In the first chapter, the preliminary notions
which are to be used in later chapters are given.

In the second chapter Bernoulli numbers and polynomials are defined and relations
to calculate them are considered. Also some properties of Bernoulli numbers and
polynomials and the relations between these numbers and polynomials are given.

In the third chapter some further properties of Bernoulli numbers and polynomials
are given and some usage areas of them, relations with similar numbers, and series
expansion of some functions by means of these numbers are studied.

In the fourth and final chapter, generalised Bemoulli numbers and polynomials
which are just some special cases of classical Bernoulli numbers and polynomials are
defined and some properties are given. -
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GiRiS .

Bernoulli sayillart Avrupa’da ilk olarak Isvecli matematikci Jacob Bernoulli’nin
(1654-1705) meshur bilimsel ¢aligmast Ars Conjectandi’nin 97. sayfasinda, ardigik
tamsayilarin kuvvetlerinin toplamm galisirken goriildii. Bernoulli kuvvet toplamlarim

hesaplamak i¢in saatlerce ugrasmak yerine, birkag dakikada (8 dakikadan az)
1" 4219 £3% £ +1000" =91,409,924,241,424,241,424,241,924,242 500

gibi bir toplami hesapladi, (http://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_numbers, 2009).

Japonya’da, belki Avrupa’dan daha &nce, Bernoulli sayilan bagimsiz olarak Seki
Takakazu tarafindan kesfedildi. 2000 yil 6nce Yunanl: matematik¢i Pythagoras
14243 4...4n |

tiggen sayilarim belirtti. Argimet
1P 4+22 334 +n? =~én(8n+l)<2n+1)
oldugunu kesfetti. Daha sonra 5. yy. da Hintli rﬁatématikgi Arythata, :
2
P+2* 43+ +4" = Bn(rﬁ 1)]
oldugunu ileri siirdii. 500 yzla kalmadan Arap matematik¢i Al-Khwarizm,
P +2* 43 ¢ +n' = ;—On(rz +1)(2n+1)(3n* +3n-1)
oldugunu gosterdi, (IL.in 2004).
Johann Faulhaber (1580-1635), 1615°te fayimlanan Mysteriurh Arit}ﬁneticum adll

eserinde 1 den n e kadar olan pozitif tam sayilarin 17. kuvvetine kadar toplam veren

bir formiil buldu,

(http://mumbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/bernoulli.htmi, 2009).




) Berﬁoulli | éayﬂan tanjant, hiperbolik tanjant, kotanjant, hipefbolik kotanjant
fonksiyonlarinin Taylor seri agihmlarnnda, Fuler Mac-Laurin formiiliinde ve Riemann
zeta fonksiyonunun belli degerleri icin ifadelerde goriiliir. Ayrica Fermat’in son
teoreminde de bu sayilarla karsilagilir. Kummer, eger bir p asali Bernoulli sayilarmin
hi¢birinin paydasim bolmiiyorsa, o p asalmnm 6zel oldugunu fark etti. Bu tarz asallara
su an “regular” denmektedir. Kummer ayrica, bir p asali regular ise Fermat’in son
teoreminin gecerli oldugunu yani x”+y” =z nin asikar olmayan ¢oziiminiin

olmadigim gosterdi, (Sandifer, 2005).

Bernoulli B,, a kadar olan Bernoulli sayﬂarmi hesapladiktan sonra Buler B, a

kadar olanlar1 hesapladi. 1 yy. sonra J. C. Adams B,,, ¢ kadar olan tiim Bernoulli
sayilarim bulan bir hesaplama yapti. 1996°da Simon Plouffe ve Greg J. Fee yaklagsik
800 000 basamakl: olan B, sayism: hesapladilar.

Euler, Bernoulli saylla.rlyia Basel probleminin ¢iziimiinde,

oldugunu gosterirken karsilagth ancak o zaman bunlarin Bernoulli sayilari oldugunu

anlamadi, (Sandifer 2005).

19. yy. da Charles Babbage, Akilli Motoru (Analytical Engine) dizayn eﬁiginde
makineden umdufu ¢ok &nemli bir performans da Bernoulli Sayilarinin
hesaplanmasiydi, (Sandifer, 2005).

Ada Byron’in 1942°de Akilli Motor (Analytical Engine) notlannda Bernoulli
sayilart ile dretilen bir bilgisayar algoritmast vardi. Yaymlanan ilk bilgisayar
progranmmn konusu olmasi da Bernoulli sayilarin: ayricahkh kilan bir durumdur,

(http://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_numbers, 2009).




1. TEMEL KAVRAMLAR .

Bu béliimde daha soﬁraki.bﬁiﬁmierd.e kullanilacak olan 'teor.emler., tanimlar ve bazi

temel kavramlar tanitilmastir,

Tanm 1.1: f:S cC—C fonksiyomu ve bir z, € C noktas1 verilsin. Eger z,
noktasimin belli bir komgulugundaki her noktada f diferensiyellenebilirse, f ye z,

nokiasinde analitiktir denir.

Teorem 1.1: f, z, € C noktasinda analitik bir fonksiyon ise, f nin z, 1n belli bir

komsulugundaki z noktalarinda

@)= a,G-z)"

:if(n)(zu)(zmzo)n

nl

bigiminde Taylor seri agilimina sahiptir, (Bagkan 2001).

Ornek 1: f(z)=¢* fonksiyonu her noktada, 6zel olarak z, =0 noktasinda analitik

oldugundan bu noktanin belli bir komgulugunda kuvvet serisi ile ifade edilebilir:

a, = f{(2,)
- O)=¢ =1,
a, = fl(zo)
1!
SO _¢




ve _ _
A CY

! n! :

WAKCONGERS

 nl nl oml

oldugundan f(z)=e’ fonksiyonunun

et Zn . . . . ’ .
=0 fh o T :
ZZI IZS Zn .
=l+z+—+—+.+—+..

213 !

seklinde Taylor seri agilim vardar.

}T

Tanm 1.2: A(t) = Za , B(t) = Zb "T 1k1 kuvvet serisi olmak fiizere bu
nl n!

n=0

serilerin ¢carpimlari

C, ()= [Za WJ(Z ;J Z(Z % g P tn__;)z]

n=0 n=0\_k=0 - n

seklindedir. Bu ¢carpima Cauchy ¢arpim denir.

Tamm 1.3: s>1 igin

o 1
5
(s) = Zn* ot

h=

seklinde tamimlanan fonksiyona Riemann zeta fornksiyonu denir, (Conwéy 1986).

Tamm 1.4 : Riemann zeta fonksiyonunun genellestirilmesi olarak digiiniilebilen

Hurwitz zeta fonksiyonu,

(s, a) = Z( +a)

seklinde tanimlanir, (Conway 1986).

o

a =1 alimrsa g(s,}) = Z =1+is+is+...=g(s) oldugu goritliir.
pr +1) 2° 3




~ Tamm 1.5 : f(x),(-L,L) de tamml ve 2L periyotlu bir fonksiyon, yani
flx+2L) = f(x) olsun. n=0,1,2,3,... icin

L
a, = %_,[ f(x) cosf?dx

ve _
bmliﬂﬁmﬂﬁﬁ
" L3 L
olmak lizere, f(x) in Fourier seri a?zlzmz

dy wx ) . RAX
—+ > ta,cos—+b, sin—
A — L L

seklinde tanimlanir,

Tek fonksiyonlarin Fourier seri acilimlarinda sadece sinterimleri, ¢iftlerin

aciliminda ise sadece cos terimieri bulunur. O halde katsayilar;

25 . hmx
f(x) tekse a, =0, b, =-L~6[f(x) sm—i—dx

ve
x
f(x) ¢ifise bn = 0,0, = 7 Jf(x)cos—dx
0 .

seklindedir, ( Spiegel 1974 ).




2. BERNOULLI SAYILARI VE POLINOMLART

- 2.1. Girig

S,(n) ile 1 den (n—1) ¢ kadar olan sayﬂafm p. kuvvetlerinin toplam1 gosterilmek

tizere,
So(h)'=n-—1,
L, 1 nn-1)
S =—n?—n= ,
1 () 2” 2n 5
Sz(n)=ln3—lnz-l-ln:n(n_l)(zn—l),
3 2 6 6
2. 12
S\my=int —Lyp L =D
4" 2 4 4
_ T 2 A
S.m=tps Ly L 1, ne=D)Qn-DGn’ ~3n-1)
5 2 3 30 30
2 2 A 2 _
Ss(n)ﬁlnﬁ_lns+_§_n4__1_n2=n(27’1 2n—-1)(n 1)_,_“.
6 2 120 12 1
yazilabilir. '

Jacob Bernoulli deneysel olarak (Z ya da faktdryel sembollerini kullanmadan)

S, (n) polinomlarmin

Sp(n)=w1 ntt ——l—n*" + et onr?
p+1 2 12
formunda oldugunu buldu. Bu agihmda goriilen p den bagmsiz 1, -%, %, 0, ...

sayilar1 Bernoulli sayilaridir ve k. Bernoulli sayis1 B, seklinde gésterilir. Buna gore

S,(n) diizenlenirse,




elde edilir. Pay ve payda (p +1)! ile garpilirsa,

n—1

z kP =S ,(n)
k=0
= N E&___L'npﬁ—k ' 2.0
i K (p+1-k)
;= 1 £ p +1 | p+If.k
= 7
prlig\ & _
pil B ' : B
B n” +&n” &pn”'l- +—=p(p-n"? + .. +-Ln
o p+1 1 2! 3 L
bulunur. Buna gore ilk birkag Bernoulli sayist,
1 1 .
B, =1, B, == B, =g B, =0, ...
seklindedir.
Bernoulli sayilari iirete¢ fonksiyonu yardimiyla da tanimlanabilir.
!
)=
fO=——
fonksiyonuna Bernoulli sayilariun tirete¢ fonksiyonu denir. .
L 3B <o | - | 2.2)
e —1 n! o

n=0
dir. Bu agilimdaki B, katsayilatina Bernoulli sayilar: denir.

t 2, " £ r
——=>B,— =By +Bt+B,—+B—+..
e'-1 S 2 3

. - .1 o o
agiliminda ¢ —> 0 iken sol taraf hng n = hng — =1 ve saj taraf B, olacagmndan,
1= 2 e = 2

B, =1 (2.3)
dir, (http://mumbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/bernoulli.html, 2009).

Diger Bernoulli sayilarini hesaplamak icin indirgeme formiiliine ihtiyag duyulur.




2.2. Bernoulli Sayitari i¢in indirgeme Formiili

(1.1) bagintisi, Tanmum 1.2. ve (2.2) bagm’usmdan,

3

¢ =_Hef—1
(an J{Zﬂ;)—z#ZB-—

o [l 2 Ik f”—k 3
ZL "“k"f(n—k)!) ) "_.

n=0

ve

i B, n_,
g&(;kwn Y EJ’ =

elde edilir. " lerin katsayilari karsilagtirthirsa # > 1 igin

kl(n—k)! T

o k! n
Zrln-k)Y a’

an:ZO[Z]Bk | o | 2.4)

indirgeme formiilii elde edilir. Buradan Bernoulli sayilar1 hesaplanabilir. Omegin,

n=2 icin,

o8GO B




dir. Bu sekilde devam edilerek

B,=0, B, =—%‘, B, =0, ...

istenilen Bernoulli sayilar1 hesaplanabilir, (ConWay 1986).

2.3. Bernoulli Polinomlar

=

fe -

e —1

f(t>x) =

fonksiyonu yardimuyla Bernoulli polhlbmlan- hesaplanabilir. /' (£, x)

Bernoulli polinomlarinin tireteg fonksiyonu denir.

I

te

ftx)= f()e”=

e —
oo . t_f’l
= Z Bn (JC) —' s
n=0 n

seri ag:lllinmdaki B, {x) katsayilarma Bernoulli polinomlar: denir.

<2m

7

2.4. Bernuolli Sayilar: ile Bernoulli Polinomlarr Arasmdaki fligki

(2.5) bagmtis1 diizenlenirse Tanim 1.2 den;

¢ 0 " ) ., "
—e" =| > B, —j > x —J
e -1 n=0 n! n=0 nl

w0 n k n—k .
— Z Bk t_ t xtkk _
=0 \_k=0 k! (n—- k)

 elde edilir. Buradan,

polinomuna

2.5)
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o . ) 'tn' .k n. ..
HZ;B,,(x)EiZO(g kk,(n k),]

dir. ¢ lerin katsayﬂan kargllagtmhrsa, _

%@ZEB Lk
S S TC I 51

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

Bu (x) ; B kl( _ k)l n_lic'
ve | _
B.(x)= in[ij"—" . | | | (2.6)

bulunur ki bu Bernoulli sayilari ile. polinomlart arasindaki iligkiyi verir, {Conway 1986).

2.5. Bernoulli Polinomlarmn Hesaplanmasi

Bernoulli polinomlarin hesaplamak igin (2.6) bagintis1 kullantlirsa,

n =0 igin,

B,(x) = (gJBox" =1

dir. n=1 i¢in,

AR
Bl(x):[o]Bux +(JB[x_ ,

. 1
Bi(x)—x-uzm :

dir. n=2 igin,

N (DY (2) .
B,(x)= 0 Byx™ + { B x + 5 B,x",
B(x)—xz—x+}—

’ 6

dir. Bu gekilde devam edilerek istenilen Bernoulli polinomlan hesaplanébilir.




(2.5) bagmtlsmdax =0 ahmrsa',

*Z%@

e n=0

©0 tn o0 tn'
2B, =2.B,0—

=0 L e

bulunur. ¢" lerin katsayilart kafslla§t1r111rSa,

Bﬂ = Bﬂ (0)

elde edilir. Bu sonug (2.6) bagimmtis1 kullamlarak da bulunabilir. Bunun igin bagmtldz{

x =0 alnrsa,

h " n n—l1 n
B (0)=| |B,0"+| B0 +.+| B
n 0 0 1 1 n R

bulunur. Bu esitligin gecerli olabilmesi igin

B,(0)=B,

olmalidir.

(2.5) bag.m'tlsmda x =1 alinirsa,

11 @ n

=3B m=,

-1 = n!

f = : a
=Y B ()—,

- Z NCk

t+23—-§}ﬂp—

n=0 '

t=3(8,()-B, )

=0

)’1

elde edilir. n>1 igin

B,()~ B, =0, yani B,(1) =B,

dir. n=1 i¢in
B.’? (1) - Bn = 1
dir. |

2.7)

(2.8)
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(2.6) ozelliginden | . }
P n 1,17 0
B, (x)= ( JB x" +( Jle +...+( ]Bn_lx +( ]B”x
i n-1) n -
= Byx" +nBx"" +...+nB,_ x+ B,

dir. Tiirev alumrsa

B )= d[Bx+an '4..+nB, x+B,]
dx dx '

=nByx"" +n(n-1)Bx"7 +...+nB,

=n[Byx"" +(n-DBx"7? +..+B, ;]

=7 n-1 Bx" '+ n-l Bx" 4.+ n-l B _x" D
0 o 1 1 n'"'l n-1

#-1

B.(x) = nZ( }B X" =pB_ (%) - (2.9)

ozelligi elde edilir, (Conway 1986)

B,(x)- B,(a)

Ornek 2: IB ()dt =—[B,,,+1 (t)] dir, (Abromowitz ve

Stegun 1964).

Ornek 3: |xB, (x)dx integralini iki farkli yoldan hesaplayarak

0

> M_Be B oldufunu gostermek igin kismi integrasyon metodu, (2.8) ve
\Nkjn+2-k n+l

(2.9) bagintilarindan yararlamlir. Gergekten,

IxB ()b = [ ,m(x)} 1 IB,HAx)dx'
: n+ n+l1

1 o1
B [M()]‘

__Bn+l - 1

ntl (n+1)(n+2) (B (0 -B,.2 ()
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— Bn+1 .

n+1

bulunur. (2.6) zelliginden .
1 : Lon (g .
xB, (x)dx = {x ( }Bx B
S

n () ksl
mz k#’f.‘-x
0

k=0

bulunur. Béylece;

Zn: n Bk _Bn+1
m\k/n+2-k n+l

oldugu goriiliir,

Teorem 2. 1: n>1 igin
B (x+1)— B, (x)=m""
dir. Aynica n>2 igin |
B,(0=B,()
dir, (Apostol 1976).

Ispat: (2.5) denkleminden yararlanilarak,

e(x+§)r Xt

A ) XTSI ) YL
! n=0 _ n 5 nl

e -1 e -1

n

(£ i[B (x+D)-B (x)]

o0 n_.n o rr

e =t 5 N [B (x+1)- B (x)]

w8 n=0

X iwuﬂ>3mk-
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o0 n_.n-1

SO _SB (e - B, (]

n=1 (n _1)' n=0 E,
ve

w0 n_n-1 o : ) no

Yt E— =Y [B, e+ D~ B0}

n=0 w! =0 nl

elde edilir. ¢" lerin katsayilar kargilagtinhirsa
B,(x+1)-B,(x)=m"" |

clde edilir. Burada »n > .1 igin .x =0 alinrsa,
BO)=B,a)

oldugu goriiliir. n=1 iginse

B, (0)= —% ve B/(1) z% oldugundan B, (1) # B,(0) dmr.

Conway ve Guy Bernoulli sayilarimn sik bir sunumunu verdiler. Buna gére n>1

icin,

(B+D)™ =B - (2.10)
olarak yazilirsa, sol ta:raf binom ac;ﬂnm olarak hesaplandiktan sonra B* lar B,
Bernoulli sayilar1 olarak gosterilirse, Bernoulli sayilart hesaplanabilir. Gergekten,
n =1 i¢in, '

(B+1)* = B*,

B* +2B' +1=B?,

B,+2B +1=28,,

dir. n =2 igin,
(B+1)} =B,
B* +3B%+3B' +1= B,
B, +3B, 438, +1=1B,,

bulunur. Bu sekilde devam ederek diger Bernoulli sayrlar1 da hesaplanir.
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(2.10) bagintisinda »n+1 yerine n ahmrsé, n= I-ig:in,
B, +1# B, |
oldugundén n>1ic¢in
(B+1)" =B"
bulunur. Buradan
(B+D)"-B" =0 |
elde.edilir. Burada n=2,3,4,... ic,'iri Bernoulli sayllai‘l ve Pascal iié:geni ile baglanhh,
sonsuz bir denklem sistemi elde edilir. O halde
0=18,+25,,
0=18,+3B, +3B,,
0=1B,+4B, +6B, +4B8;,
0=1B,+5B, +10B, +10B, +5B,, ...

olur, (Conway ve Guy 1996).
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3. BERNOULLI SAYTLARIT VE POLINOMLARININ KULLANIM ALANLARI

3.1 Girig

Tanim 3.1: m bir tamsay1 ve 0 <8 <1 olmak ﬁiere, herhangi bir x reel degisken;
X =m+0

bi¢iminde bir tek sekilde yazilabilir. m ve x in famsay: kismi denir ve [x] ile gosterilir.

Tanun 3.2: x bir reel degisken olmak lizere,
B,(x)=B,x-[x)
seklinde tanimlanan E:(x) fonksiyonuna Bernoulli fonksiyonu denir. Bemoulli
fonksiyonu B, (x +1)= B, (x+1-[x+1) = B, (x +1-[x]-1) = B, (x)
oldugundan periyodu 1 olan periyodik bir fonksiyondur ve [0,1] araliginda B, (x)ile
gakustr. |
By(x)=1
dir

B =x-[]-

ise x in tamsayi degerlerinde stireksizliklere sahiptir. Sag ve sol limitleri arasindaki

fark 1 birimdir. > 2 i¢in B_n(x) fonksiyonu siireklidir, (Cartier ve ark. 1992).

3.2. Euler - MacLaurin Formiilii

f yeterli bir mertebeye kadar stirekli tiirevlere sahip, stirekli bir fonksiyon olsun.

B,(x) =1 oldugu gbz oniine almr ve kismi integrasyon metodu uygulamrsa,




17

jf(x)dx jB @)/ (x)dx =[B,(x) f@)]; IB ©OF W

-5l - 22 e

0

=18, (x)f(x)]; %{[BZ ) @) - J B,(x)f" (x)dx}
=[5, (x)f(x)] —[Bwr e j] +1 jB @ f (e
- [, - s )+ é{[& @ @) - [Bs (x)dx}

=B @] ——[B @S )+ [B @ )~ jB @) ()
- (@@ - Bes @)+ 2B o @)

—5%{[84 @F" @) - [B ™ (x)dx}

bulunur. Bu sekilde devam edilerek,

{B ) o, )] rcy [ q(!x) o

[Fea =3

elde edilir. B,(1) = %,'Bl (0)=—— olduglmdan her iki tarafa — f(1) eklenirse,

jf(x)dx = f(l) f(O) Z( 1y I[B ) e, )} |

B,(x)

+(- 1)?] —L SO Gd

B,(x)

=Zq;(ﬂ1)f"l%{f(””(D—f(“’(O)} + ) j 2O @

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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B,(x)

F)= If(x)dx+z< ' { D)= SO (D j — SO Gas

elde edilir. Eger f(x) fonksiyonu yerine f{(n—1+ x) almrsa
 fn= jf(n 1+ x)dx +Z( 1y {f""" (M= £ (- 1)}

B, (x)

+(-D! j ; f@(n 1+ x)dx

0
elde edilir. ¢ ve b tamsayilar olmak l'izere, a-+1 den b ye toplam alinirsa
Y f(n)= jf(x)a’x +Z( 1y {f“"” )~ /(@) R, 3.1)
=g+l
bulunur. Burada kalan terim

—(- 1)412 j B 0 (014 myaie

n=a+l g

(wl)"1 ']B (e x])f(‘”(x)dx o L (3.2)

R,

dir. (3.1) ile birlikte (3.2) formiiliine Euler—MacLaurin formiilit denir, (Rademacher
1973). '

Teorem 3. 1: f, (2k). tiirevi siirekli reel bir fonksiyon ve

k

S, = 7Ot S+ 7)Y T - 0 0)

~olsun. Bu takdirde

(2k) z.k(r [])
ff O e

hata terimi olmak iizere,
D SD=5, R,
_ il
dir, (Bruijn).

ispat: Oncelikle g, [0,1] araliginda (2k). tiirevi siirekli herhangi bir fonksiyon

olsun.
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1 | 1 o~ B (e 21 | 2% k()
5(3(0)+g(1))"6‘-g(t)d1—21:(2)'(( )(1) g( )(0)) J'g( )()(;k)'

oldugu kabul edilsin. Tlimevarim y6ntemi uygulanirsa, k£ =1 igin

Z(gm-g ) 0P = D

=~2~2~(g M- g(e))—w{[B 0g ©} -2 jg 3B, (r)dr} .

=%(g M- g<0))——[B Mg (1)~ B,(0)g O+ jg (1)B, (Ot
(g() g O)-2 e~ £ ) Jg OB, ()t

-[B,0z0L jg(r)B it - B,0)g (D) - B, 0)2(0) - jg(r)dt

=%[g(1)+g(0>]~ et

- oldugundan kabul dogru olur. k£ i¢in dogru olsun. Yani,

By 4

g (1) - g () Jg”"’(r) e

B,
w(g(0)+g(1)) Ig(r)dr Z o

dogru olsun. £ +1 1(;,1n

K+l

Bzx {2 N {2i-1) (2k+2) 2k+2(f)
;m,( M- g (0))- J O 2),dr

i i B + + + .
2P W=V O)r g () - g% (0))

(2k+2) 2k+2 (.'t)
I ¢ )(2k 2)1

BZ 2i-1 2i-1 BZk+2 2k+i | .2 +]
2(2)!(( =g PO g W) - 0)

1
(2k +2)!

1
{[BM O™ O, @k +2) [Byn (g™ (r)a’r} |
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: ( (2i-1) (1) - g(:z 1) (0)) fgmzz ( (2k+E) (1) (2k+1')(0)) .

1

S  : 3 (k+1) gy (e
(2k+2)![32"*'2(1)g (1) = By (02 (0)]

1 .
+m [Borng® O yar

k

‘ . > (ng)!( (zaq)() g(zr—l) (0)) ZBka+22 ( (k1) (1) - g(ﬁkﬂ)(o)).

B, . . T 2k
o sg €T O8Ok G B g
‘0

1 .
@hﬂjﬂmwﬁ“mw
"0

£ B,
T (20!

"2

i

e R ORFARIOV

i

(e m-g* ()

)!

L1
2k +1)!

{[szﬂ (g™ o} -k +.1) IBH (g™ (t)dt} |

k

a1 (g0 1) - g V() — [2M®Qmm B0 0)]

Z@y 2k +1)!

(25}
(%yﬁa@g (et

- e

(e W= )2 [0 - 0]
i=l .

(2% +1)!

(2k}
(%yﬁmmg (0t

k B 1 .
=2 21)!( £ () - g ()~ - B, (08" (Hdt

(26!,

“oldugundan dogru olur. Simdi |
g(x)= flx+1l),g(x)= f(x+2),...g(x} = fx+n=1)

alimrsa,

1 ! L By T rim 21
UV 0+7@)- [+ - > ol %m aaloln
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(2k) By () |
jf (t jypelata o0 dt

U@ ) [rena=3. éz‘),[f“’ JOSVAS <2)]
_ ]‘f@k) (t + 2) BZk (t) df

(2Kk)!

U@+ 7®)- [reada=), (2),[1”( y- Fo )

2k) Zk()
jf D k)'

SU=D+7 )= [Fen=Dar =3 éﬁ,[f”‘”() 7 n-)]

mi (2k) n(f)
i

bulunur. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

IO+ Q)+ Ot 1) = [0 =321 () - o)

i (20!

N (e 3
jf 0=

olur. Diizenlenitse

> 70= [£@drs S (70 + )+ (;3,[1“2’"”( m- 7]

| om o B =]
jf O~ e

elde edilir. Yami,

if(f)zsk - R,

 dir.
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3.3. Stirling Formiilii

Euler-MacLaurin toplam formiiliiniin bir uygulamast olan Stirling formiilit ¢ok

kullanighdar. Stirling formiilii igin
f(x)=logx

fonksiyonuna Euler-MacLaurin formiilii uygulamp, a=1, b=N ve g =2m alnip
B = —% oldugu hatirlanirsa

2m

Zlognﬁ jlogxdx+z( )" {ff’ DN - £OWm)
+ (_I)Zmnl | 2m
@m! ;

[xbf(Zm) (x)dx
| elde edilir ve bu denklem diizenlenirse,

log 1= [logads—=L(F (W) - )

+%(f'(N)—f'(l))+---+(—l)2’" (f(z’"””(N) f”""”(l))

@m)!
(-1
i Pn GBS 00

bulunur.

F@=L F @t =25 o O ()= (D 2
X X X

“oldugundan,
N : '
: 1 B, (1 B, {2
log N'= |og xdx — log N +=2| — 1|+ -2 1+...
e flog ( )g Zf[N ] 4'(N3 ]

2m ((zm 2) ( m—Z)T)

(2”1)' NZm—l
(“1)2"171 Aj. [ :b _— V :
+ B, (x — XD 2m - 1)1x" dx
Qm) | °

bulunur. Diizenlenirse,




23

) _
1 ‘B, {1 B 1

log Nl= Hog xdx — oo N +=2f ——1|+=221 - —11+

¢ !gx [2] & 2'(N ] T (N ]

| BZm . .

2m-1 N . '
O 18, (e~ L) 2m i i
ml | ' _ .
1 AR x])
= Hlog xdx +- 10 N+ 1]+ [Pl x 2" b
ng ¢ -Zl(z X (N ) I
olur. Integral ahmirsa,
m B : N —
logN'—(N+ JlouN N+Y L_l -1J+ J.M—b—x_mdx
2 a(2j- 1)2 J\N ; 2m
m B. . 1
N+t logN-N+) __Zf | —= —1]
2 SRiI-1D20N
D]‘ . JC]) —Zerx ?Blrn x]) —2mdx _
1 N
1 B ~2 741 S BZ' |
( )1"“’ Y T Yo o
-1( Jj=D2j j=1 (2j-1D2j
IBZm(x X]) -Zrndx TBlf:J (X x])) ~2mdx (333)
1 2m N
elde edilir. Burada,
sznl(x [P e — ZL
T @02
ve
1 ¥ -2m
Q2m (N) =4 J‘BZm (x_[x])x ? dx
2m
denilerek

IogN!.z [N+ 1Jlagl\f N+iL ,3\f‘2f"*I +K ~Q, (N), m 2'1 (3;35)
2 J = (21 1)2‘] m m

olur. Burada X, N den bagimsizdir ve aslinda m den de bagmmsizdir.
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1 | B, .
logN!— | N+~ [logN+N->» —~ N4 =K
g [ ] g Zl (2] 1)2 . 2m (N) m

dir.

hm{logN'—(N+2]10gN+N} K, =K-

N->w

limiti vardir ve m ye bagh degildir.

R

20n )2k > (Rademacher 197'3).kosulu gec}erli oldugundan,

[Bye ¢ = [1]) <|Bu] <
(N) bu aralik ile tahmin edilen ifade, kalan terim olarak diistiniilebilir.

2m

D].BZm (x - [JC]) x—ZIﬂdx

" iBzm| ~2m !Blrn’ -2
Q = < —_ m
| 2m (N)| 3 Im < j o X dx = h.r[ dx
= |Blms x*2"’+1 i — |82m| N—2m+l
2m | —-2m+1 N 2m(2m—1)
1Q,, (V)] < Bl N B (3.4)

Zm(2m—1)
bulunur. Bu N nin bir fonksiyonudur. Aym zamanda Q, (N) in {ist sinirim gosterir.

Artan m ler igin (3.4) bagintist sifira gitmez ve (3.3b) denklemi m — oo igin raksak bir
seri belirtir. (3.4) bagintisi, her bir sabit m i¢in ve artan N ler igin asimptotik bir

formiildiir.

(3.3a) daki toplamin son terimi ve sz (N) terimi birlikte hata terimi olarak alinirsa

BZm N—-2m+i

2m—1)2m (V)

om =
-1 ij 2" g — iij (x - [x)x 2" dx
2m I 2:1.r . ZmN 2m

= _“!__ D](an (x - [x]) - BZm )x_zmdx

2m

bulunur (3.4) teki esitsizlikten R, ve B nin ayﬁl isarete sahip oldugu goriiliir.

2m

Bundan dolay,
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RZm = '91:" ﬁ!’___N“zm*‘l, 0 < ‘9m
(2m—-1)2m

kurulabilir. (3.3a) bagintis1
: . m-1
log N1= K+(N+ ;)logN N+
halini alir. Burada m =m +1 i¢in

IogN!—K+[N+ 1]10gN N+Z

B,

T
T2i- 1)2J

b i
a2j- 1)21

(3.5)

(3.6)

2m

m+2

B

2

=K+ [N+ ]IogN N+ Z + +R
2 T(27 - 1)2 7 Cm-1)2m

elde edilir. Buradan

2m+2

B
RZm = = + 2m+2
(Cm—1)2m
bulunur. (3.5) esitliginden,
B, .
R2m+2 = 19:w+i 2 N72n171> 0< ‘91114-1
(2m+1)2m+2)
bulunur. B,, ile B, 71t isaretli olduklarindan Rz,n ile R,,,, de zit isaretlidirler.
B
R2m = 2 N_2m+l + R2m+2
(2m—1)2m
— L -2m+1 B2(m+1) —2m-1
(2m—1)2m " Qm+1)(2m+2)

(2m— 1)2m

— BZm N~2m+1 1-9 |B2(m+1)
(2m _ 1)2m m+l

dir. (3.5) ile bagdastirilirsa,

| Bawen|__ @m—D2m

9, =1-9
2m | (2m+1)(2m+2)

m+l

2m |(2m+1)(2m+2)

)

ile temsil edildigi goriiliir. O halde 3, <1 dir ve bdylece 0 <9, <1 oldugu bulunur.

(3.6) agilim igin R, kalan terimi, ilk ihmal edilen terimin pozitif, ondalik kismudir.

Bu 6zellikteki iraksak serilere yar: yakinsak seriler denir.
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- m=15, =é icin Gzel olarak,
1 9.
logN'—K+(N+ )logN N +—, 0<9<l
12N

m-1 B | | | - o
=K +(N+ l]logN N+ Z—N“M +R2m : (3.7)
= (27 -D2j _

formiilldi Stirling formiilii olarak adlandirilir, (Rademacher 1973).

3.4. Bernoulli Saydarinm Urete¢ Fonksiyonu =~

fx)y=e"
fonksiyonuna Euler—MaéLaurin formiilii uygulamrSa, a=0, =N olmak tizere,

Ze"'mjﬂdHZ( 1y Bepriem 1)a - (3.8)

n=1

1) g-1 |

R, jB (x)tqu(" g | - (3.9)

elde edilir. Re() = 0 olsun. O halde |e| 1 dir. -

N

Ze"f = ret e+ +e
n=1
C Nt
» e -]
=e’(1+e’ +e + .. 1)’)=e’ - -
1]
e —1
N

0

J-ei'xdxz_::(eNt _1)

Nt
e e” —1
e(n 1+x)¢ — exr

o e -1 -
oldugundan, esitlikler (3.8) ve (3.9) esitliklerinde yerine yazilirsa,
e -1_ 1 (=7 e
e -1 q! e’

e

e 1)+ZH) G jB (x)e”dix

1

Nt Nt r~1 (""l)q_l t! P> |
(e = (e 1)[ +Z( 1) Ter_l(;‘.Bq(x)e de
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e 1 g B, ., (-DT' o ! o
=—+ ) (D7 + B_(x)e"dx 3.10
el -1 ¢ g( ) vl q! ef—laf § ) . (3.10)
- elde edilir.
L IIB (xje’xdx <l ]-IB (x)|e|ridx%w~L (.'R.ademacher“1973)
U gyt o 12Q2m)* -

oldugundan |t| <2m icin g — o iken -
1 |
1
4 0_[Bq (x)e'dx >0

dir. Buna gore, B, =1 oldugu goz 6niine almrsa (3.10) bagintismdan

t
[

e -1

1 & B ..
=—+ ) (-1 57
t ,Zzl:( ) r!

e’ g B
PN P S | s P
e -1 é( ) 2l
| e’ g B .. : 3 '
t = - = o : ' 3.11
b Mo o (311

elde edilir. Bu seri Bernoulli sayihrinin tireteg fonksiyonu olarak diisimiilebilir.

! ~

; e’ t_te5+e7
¢ -5 —
e -1 2 235_6-2—

cift fonksiyon oldugundan B, = :51 olmak tizere,

By, =0, k=1 B €A )

oldugu goriiliir. Béylece (3.11) esitlifi yeniden diizenlenirse Bernoulli sayilarmin {ireteg
fonksiyonu, '
e’ 1. B
t =30 g
e -1 ; r!
! a
— J"t?'

olarak elde edilir, (Rademacher 1973).
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3.5. Tanjant ve Kotanjant Katsayilarr

cot? ve tant igin kuvvet serileri (3.11) 6zelliginden kb]ayhkla.elde edilebilir.

~

i
Irel te'+l

i e
1 Y]
e t
=f e
e'—-1 2

:_%+§(—1)’£‘fﬂ'
:W2_+(1+( 1)m+( 1)? 2#»«-( 1) r +(- 1) ]

—1+( 1) t + (- 1) r +(- 1)

(3.12) dzelligi gbz oniine alinir, ¢ = 2ui denir ve esitlifin iki yam 1 ile garpilirsa,
u

—in

e +e = By, 20 |
. E 2i
e —e™ uim( Zk)'( u)

cotu =3 (-1)F Dok e 2 | 3.13
N e | | (.13

acilim elde edilir.

Tanjant agtlim igin benzer olarak asagidaki esitlikten yararlamlirsa

e -0 ot
e D) - 2
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e et

=2 N
e -1 -1 2

bulunur ve.(3. 11) bagintisindan yararlamhr.sa '

t —t

.iez—eZ =—£+i(Hl)ri(éf)r'_Z( 1)

2 L2 2 r! ~
e’ +e? o
! 2 2 =i 2B2 2
=—E+(l———— -1’ !(Zt) +...]—[l—7+(—1) ETI +)
=((—1)2%(2r)2+(_1)33§?_(2r)3+..] (( 1)° t + (- 1) )

= (1) %w(z2 - +(-1° %(23 -’ +(—1)4%(24 -t +...

elde edilir. (3.12) 6zelligi gdz éniine alinirsa

I ~t
2 _,2 © B
Lo mel oy Za o gy (3.14)

bulunur. ¢=2ui denirse ve esitligin iki yam da —- ile ¢arpilirsa
ui*

1 e”‘ _e Z Zk (22k 1)(2ul)2k

ie" +e™ i’ o (2k)! '

tanu = Z( 1)+ (2;:) (2% 1) 122k 2t - (3.15)
_I . .

agilim elde edilir. Bu agilimda yer alan
T = (—1)"“1—13—2;—(22" —1)2* - I (3.16)

sayilarina fanjant katsayilari denir ve tanjant agilimi, tanjant katsayilar yardima ile

tekrar yazilirsa

k—l

tanu = ZT 26D ' 3.17)

elde edilir, (Rademacher 1973).
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cothu ve tanhu agilimlari da benzer islemlerle elde edilir.

. t -t
tels ezwtei-l-l
2 2 5 21
el —e?

2r4'rre’—t
20 -1)

LY =3 B; I +..‘.+£
2 21 3! 2

dir. (3.12) ézelliginden ve ¢ = 2u denirse

r=0 (2k)!
_lw sz 2%
COthu_ukZ(]@k)‘( u)”
cothu:ié;:)'ZQ W+ : R o (3.18)

clde edilir. tanhu agilimu i¢inse tanu agifimini elde etmek icin izlenen yol uygulamr

ve (3_.14) bagintisinda ¢ = 2u alimirsa

utanhu =) By (22" D(2u)*
v (2k)

.1 > By, % 2%
tanka = 3 > o 2 D
. > By, % . Zk—.l o . :
anh k§::(2k)!2(4 DR e (3.19)

acthmina kdlayhkla ulagilir, (http://arxiv.org/PS_cache/math/pdf/0408/0408082v2.pdf,
2009).

" @ '_1 n22n lngn n
Ornek 4: log(secx) = z 1) ( )B,,%
n=l 2”(21’1)'

dir.
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|x| <% i&;iri log(secx) = jtantdz‘ oldugundan ve (3.15) agihmindan,
; _

1:22n (1 22n )ant% -1

] -1
log(secx) = Jtantdt 5[;,2_1; o (2n) dr
- % (_1)"2211(1-_22?1)32" f 2n 1
2 am
> (-2 (- 22")5’2,,
o (Zn}!
B o (__l)n 22n (] - 22n )B2"x21171
- Z; 2n(2n)!

oldugu elde edilir.

3.6. Bernoulli Polinomlarimin Fourier Actirmlary

B,()=B,(t-[t), ¢=1 fonksiyonu Bq(r+1—[r+1})=Bq(r+1—[:]—1)=3q(r—[z])

oldugundan periyodu 1 olan periyodik bir fonksiyondur.

1
=2 J'Bq (x) cos 2nmxdx
0
ve
’ 1
b," =2 [B, (x)sin 2nmxdx
4
olmak iizere,

Y O | |
B, (t) :—02—+ Z( @ cos2ant +b, (@ sm27mt)

r=1

seklinde Fourier acithmi vardir.

7 =0 olmast halinde (2.9) ézelliginden, ¢ =1,2, ... igin
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R
a,® =2 J’Bq(x)dxj
0

2 e
=EIBQ+1(x)dx
o ) .
:ﬁ(BqH(I)MBqH(O)) N '
=0

bulunur, 7> 0 oldugu incelenirse, kismi integrasyondan, g > 2 i¢in

1
@, =2 [B, (x)cos 2nmxds
0

. 1 ' 1 - .
sin 27nx 1 . .
=2/| B - B 2mxdx
U: (%) v L 271715[ , () sin 2o ]
2 1
= Jqu_l (x)sin 2mcdx

_ 2q ! . :
=- OIB“ (x) sin 2mmxd

@_ 9 p @D

W= 2an "

dir. Benzer sekilde ¢ =2 i(;ih
o1 '
5, =2 [B, (x)sin 2nmed
0

1

cos 2mnx 2 ! .. .
=-21B + B (x)cos2mnxdx
[q(x) — } 2mojq()

0

2 1
=5 - (]J.ng-l (x) cos 2mxdx

B 2q 1 _ . )
_ m%!Bq_l(x)COSZWdX _

-1
@w_. 9 ,6 ) on>1
2mmn

n n

(3.20)

(321
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dir. ¢ =1 hali igin, 'Bl (x) = x-% oldugu hatu‘lamréa, _

1 .
D _9 I{x - %) cos 2mnxdx
0 <,

1 1
=2 |xcos2mnxdx — |cos2anxdx
o 0 o

. i 1 T .
=2 [x S 27mx] — L _[Sinmxdx - jcos2imxdx
2mn §, 2mn - b :
Lol - 1 [_ cos27mx:|1 _[Sin"zfmx}l
2mn 2mm |, 2nn |,
=0

bulunur ve benzer gekilde,
b, D=2 j( ]sm 2y

i H
=2 lxsin 27mmxdx — jsin 2rnxdx
[\

0

2

p O =2(_ 1 )_[COSZWT
" 2m 2m |,

' 1 t ' H : :
= 2&»“ x cos Znnx] - I Icos 27mxdx] jsm 2rrmcdx
o 2mm

0 0

katsayilar elde edilir. Tﬁmevarmﬂa, k=1, n=0 igin-

a”(zk—l) -0, b, (2k-1) - (- I)k ?;2/(.)%1_)1
(2k} ( l)k—l 2(2k) h @k _ 0

@my*
elde edilif. Buradan,

Ig_2,'c_—1(f) = sz—l (t - [f])
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=D @E-Y sz)’;fﬂ k=1

=1
Ez;(t) = BZk(t - [t])
cos 2t

= 2(_1)k—1(2k)giW, k=1

n=1

Fourier acilimlar1 mevcuttur, (Rademacher 1973).

_ . 3.7. Bernoulli Sayﬂarl ve Riemann Zeta Fonksiyonu

Leonhard Euler, 1740’ta Riemann zeta fonksiyonunun ¢ift tamsayilardaki degerleri

ile Bernoulli sayilar: arasindaki iligkinin

2r)*" | |
2(2 )' 2K

c(2n) =

scklinde oldugunu belirtti.

cotz=l+2[ ! + ! ) (Baskan 2001)

z io\z+kn z-krn
1 o
I Z —(fm)

dir. Esitlik z ile garpilirsa,

2

cotz=1+2y ———
: 2_;22_(;“:)

2
&)
~1-23 )
k=1 Z
1—| =-
=)
elde edilir. Bu agtlm; z # kn,k = 12,... degerleri igin gecerlidir. Egér z, ® yarigapl,

=z . - . .
—| < 1°dir. Geometrik seri
- )

orjin merkezli gemberin igine kisitlamirsa saf tarafta

acihmindan |z' <7 igin,




35

zeotz =1— Zii(kz 2]

k=1 n=1

2
uomlzn

.:1_222}3%2}1
o o0 Zn
1 22(2]{%1] 2n .'

n=1i \ k=1

bulunur. Riemann zeta fonksiyonunun tammmdan,

2n

zeotz=1- ZZg(Zn)

n=l .
elde edilir. (3.13) bagmtlsmda u=z olarak ahmr ve esitligin her iki tarali z ile
carpilirsa,

ZCOtZ 1 n 211 22!1 25
g( . (2m)!

=1+ Z ( 1) an 2n 2n o
n=1 (zn)l
dir. Buradan zcotz ler e$itlenirse,

LS,
1- 2§g(2n) =1+ z:, ) |

(-1)"2™ B, o
-2 g(2n) s
Z zal (Zn)!
2 n—122"—1anZ'2" .

< z7 A=)
Z;G(zn)n”" =2, (2n)!

n=l

n=12, .. igin z*" lerin katsayilan karsilagtirilirsa,

(_I)H—I 22?1-—1 an n_zn

s(2n) = ol

(3.22)

elde edilir ki bu Riemann zeta fonksiyonu ve Bernoulli sayilan arasindaki iligkiyi verir.

n=12,73, ... i¢in,

(-n°2'B, , =’
2 =7 = —
c(2) 5 .

-n'2°B, , =t
4=~ A gt T
SW="" ~ %0
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(-1)?2°B;, ¢ =° '
6 =28 e
5(6) 6 " oas

bulunur. Herhangi # dogal sayist i¢in <.;(2n)' nin pozitif oldugu gorilir. Dolayisiyla, »
pozitif i¢gin B,, iIé (~1)"" aymu isarete sahiptir. Diger bir deyisle, B, ile baslayan
arcdisik ¢ift indeksli Bernoulli sayilar alterne igaretlidir. Yani, |

(-1)¥'B,, >0 S (3.23)

dir, (http://Www.serc.iisc.emet.inlwamohantV/SE.ZSS/bn.pdf,'2009). '

(3.16) tanjant katsayilari (3.23) ten dolay: pozitiftir.-

Teorem 3.2: A2 1,he Z* olmak iizere;

B
1-h)=-—~
c(1-h) .

dir, (Conway 1986).

Ispat: (1.1) ve (2.2) 5zelliklerinden ve geometrik seri agilimmdan

0 " —t
B =

h=0 n=0 h=0

o th w nhth-i-l
B, =

o0 th w @ nh-—lth
B —=—

;‘ " hl Z;;(k—l)'

ve

elde edilir. ¢ lerin katsayilar: kaaslamrsa., "
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B, = —thH
n=0 -
ve
B,
St (Y
) g( )

elde edilir.

Teorem 3.3: h e Z*, k=1 igin

B, (x) _

1—hx)=—
g x) Y

dir, (Conway 1986).

Ispat: (1.1) ve (2.2) zelliklerinden

ZB()E=

—te

— _tie(lﬁx)!; lt_| , e!

n=0
< t" o (n+x)
;Bh(x)‘h_!'z”‘fzz 7

n=0 k=0

(n+x)
gB (x) __ZZ (h— 1)'

n=0 h=1

n+x)h I+t

>

ve

o)

#n=0 h=0

bulunur, #* lerin katsayilart kargﬂaﬁmhrsa,

B,(x) =AY (n+x)",

- Bh}ix) _ i(n_i_x)h—l.

=¢c(1-h,x)
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elde edilir. % =A+1 denirse,

Bhﬂ (x) . h.
——_ 7 — +
h+1 "z:;‘(n %)

=c(-h,x) .' -

bulunur. -

3.8. Bernoulli Sayilar: ve Benzeri Sayilar

3.8.1. Euler sayilan ile baglanti

Tamm 3.8.1 : secy = fonksiyonun Taylor seri agilimindaki katsayilara
e +e

Euler sayilan denir ve E, ile gosterilir. Buna gore,

SeCu =
“+e

3 E Zn
" 2ot

n=0

dir.

Fuler sayilari ile Bernouli sayilar arasindaki iliskiyi gostermek igin (2.5)

bagmtisinda x =% ve X =% almrsa,

ve

bulunur, Buradan,
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S S

dir. B, (1-x)=(-1)" B, (x), (Carlitz 1968) oldugundan

- glenls

.bulunur‘ n=2k+1 alimrsa,

5, o o
e’ —34 i ' 1 I‘Zk
B 20k +1)! B

dir. Burada ¢ = 4iu alinirsa,

3Itl iu o L :
e -
e Z(2k 1)‘ 2k+l[ J(4lu)2k
Sz'u iu ) 1)k+1 42k 1 -
Z " Byen| —
1 &k 4
bulunur
S€CY = -
em e
em _ e—!u
=2— _
e2ru _e—ZIu
3w
= 2 ° 4iu °
e -1

oldugundan (3.24) diizénlenirse

( 1)k+142k 1 ik . ’
sec 2 — e,
u= Z 2k +1)! B A
kvl 4 2k+1 :
secu = Z( D 2k+1(l)u2'f
i (2k+1) 4
ve
i Ek z( 1)k+142k+1 [l)uzk
2o ~& orenr Tl
elde edilir. #>* katsayilar1 kiyaslanirsa,

Ek B (_1)k+1 42](+1 B [1]
20 Ck+1) 4 )

(3.24)
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. (ml)k+l42k+l 1 . N ' - . . )
E =~—B —| . : . R 3.25
k 2k+1 2k+1 4 | o . N . ( )

bulunur ki bu Euler ve Bernoulii sayﬂari arasindaki ﬂiskiyi veren bagintidir. Bagka bir

bagmt1 da (3.25) denkleminde (2.6) kullanilarak elde edilebilir:

(_l)k+142k+1 2l ] 1 2k+1-4
E,=—t Z - Bj

2k+1 =\ 5 \s
’ ("“].)k+! 2k+1 2k_|_1 )
= 4B,
2k +1 JZO J !

de Euler ve Bernoulli sayilar arasindaki iligkiyi verir, (Rademacher 1973).

3.8.2. Genocchi sayilar ile baglant

Tanmm 3.8.2 :

1 fonksiyonunun seri agilimindaki katsayilara Genocchi sayilar
e +

denir ve G, ile gosterilir. fonksiyonuna Genocchi sayilarimin tiretec fonksiyonu

e +1

denir. Buna gire,

2t = t"
= Z G, —
n=0 4

e +1
dir.
(2.2) bagmntismda ¢ yerine 27, (2.5) bagintisinda ise t'yerine. 2t ve x :% alinirsa,
2te

t ) 1 2"I"
= B
e’ -1 Z "(2) n!

n=0

- Ve

2t =, 2"
=>»B
e’ —1 Zo "ol L _
bulunur. Bu bagmtilar Genocchi sayilari ile Bernoulli sayilart. arasindaki iliskiyi
gastermek icin kullambirsa, '

> " 2t e -1 2t 2t
ZGH T =T =Tn T
m noe +1 e” —1 e’ -1 e’ -1
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_ 328 (%2 t ~ZB,,2 (o
n=D n 2 i n=0 nl _
-3(g [ 1 J_ B 2"t
L a\2 ) o _

elde edilir. #” lerin katsayilari karsilagtirilirsa

n 1
G, =2 [Bn[——)~BnJ

- 2

bulunur ki bu Genocchi sayilar1 ile Bernoulli sayilart arasindaki ngkiyi verir, (Conway

1986).

3.8.3. Stirling kiime sayilari ile baglanti

Tammm 3.8.3 : # elemanh bir kilmeyi m tane bos olmayan alt kiimeye b&lmenin

yollarimin sayisina Stirling kiime sayist ya da 2. gegit Stirling sayist denir.

Stirling kiime sayilar; S(n,m), .Sﬁm) , 8 S,(n,m) ya da {n} gibi ¢esitli
' m
gosterimlere sahiptir.
(')megin; {1,2,3} kiimesi, fig¢ tane ait kiimeye {{1}, {2}, {3}} olarak tek gekilde ayrilwr.
Iki tane alt kiimeye ise {{1},{2,3}}, {L.2},{3}} {{1.3},{2}} seklinde olmak iizere 3 bigimde

aynhr, Bir tane alt kiimeye ise {1,2,3} olarak tek sekilde ayrilir. { ?

} gosterimi
m

kullanilirsa,

dir.

n elemanl bir kiime 1 tane- ya da n tane alt kiimeye tek sekilde ayrilacafindan

-t
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nRm

dir. Ozel olarak, & = Kronecker delta fonksiyonu olmak {izere,

dir. Stirling kiime sayilari, (Z] binom katsayilar: olmak {izere |

nl 1& [k | o
{k}=7c—!§(—1) (J(k«z)

toplam formiilii ile hesaplanabilir,

(http://mathworld.wolfram.com/ StlrhngNumberoftheSecondKlnd html, 2009)

Bernoulli sayilar ile Stirling kiime sayilar: arasindaki iliski de B :% icin;

B30

-seklindedir.
n=0,1,2,... i¢in,

B, =|{®}|'.—_1,

_ 10‘ 1 . 2 1! ]- :
-co e

:0+l
2

2

1 _ -_ S
L0 {2 2], a2
oot

= —— 4 —
2 3

-4

1
6

L0 [3 L3 s2[3] 633
ottt
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1 2. 6

— gy
2 37 4
-0, .

elde edilir, (http://www.en wikipedia.org/wiki/Bernoulli_numbers, 2009).
3.8.4. Eulerian sayilan ile baglanti

Tanm 3.84 : Bir penhiitasyonda artan dizilerin kiimesi bir permiitasyon aszz
(permutation run) olarak adlandirtlir. Siralanmig bir permiitasyon tek bir akistan olusur.

Ters permiitasyonu ise 1 er elemanli » tane akistan olugur.

Oregin; {1,2} permiitasyonu bir tek {,2} akigna sahipti.r. {2,1} ise {2} ve {1}
olmak tizere iki akisa sahiptir. {2,3 1} permiitasyonu {2,3} ve {1} seklinde iki akiga,
{3,2,1} permiitasyonu ise {3}, {2}, {1} seklinde i¢ tane akiga sahiptir,

(bitp://mathworld. wolfram.com/PermutationRun.html, 2009).

Tanm 3.85 : p={a,a,,.,a,} bir permiitasyon olsun. Eger a, <a,, ise i bir

permiitasyon ¢ikist (permutation ascent) dir denir.

Ornegin; {1,2,3,4} permiitasyomm {1,2}, {2,3}, {3,4} olmak iizere {i¢ tane
permiitasyon ¢ikisindan olusur, |

(hitp://mathworld. wolfram.com/PermutationAscent.html, 2009).

Tanm 3.8.6 : » clemanly, & ¢ikisl permiitasyonlarin sayist Eulerian dezSI olarak -

adlandirilir ve <:> ile gosterilir.

1755°te ilk olarak Leonhard Euler tarafindan tamtﬂmiﬂlr. <z> gOsterimi ilk olarak

Knuth tarafindan kullamilmistir. Ayrica Eulerian sayilar permiitasyon akiglart ile de

ilgilidir. # elemanly, k akigh bir permiitasyonun sayis1 a(n, &) ise,
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a(nk) = <k’1 1>

dir. Eulerian sayilar, S
kel A+l ' | . ' B .
<n> :Z(—DJ(H ' ](" —jED - | (3.26)
kil o J o . _ ' :

toplamt ile hesaplanabilir. Eulerian sayitar,

§<Z> w

bagmtisim saglar, (http://mathWoﬂd,Wolfram.com/EulerianNumbef.html 2009).

Bernoulli sayifari ve Eularian sayilarn arasindaki iligki de

Py n1

Z(_l)k<z> — 2n+1 (2n+l H__})_‘?ﬂil_ | (3‘27)
ve _ |
" AN n -1 | o B .
~1)* =mn+1)B ' ' ' 3.28
sorl)f) -an. o
formiilleri ile verilir. Iki formiil de B, = % alimirsa, » > 0 igin; .B] == %1 alinirsa sirasry-

la n>1, n=2 igin gecerlidir,

(3.27) baginfisinda n=2 igin,

Lo W2\ s By
YD <k>—2(2 D7

k=0

yani,

olmalidir. (3.26) denkleminden dolay1,

2 0 3 2 1 3 2
ool

=1,

2 0 3 2 1 3 2 2 3 2
()= een (e co3p .
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ve |

2 3 3 ' 3 3 :

<2> = (~1)"(0]32 + H){Jf_ +(—1)2[2]12 +(—1)3(3]02
S =9-1243 | |

=0 | R

dir. Buna gére gercekten, ' S

2 2 /2 2 2

gl ool

=1+(-DI+0 |

=0
dir. (3.28) formiilinde n =2 i¢in,

g ()

2 J\(2)" |
bt K\ k 6 2 .
olmalidir. Gergekten, .

A AR AR R Bl

~z1——1~+0=l
2 2

Ve

dir, (http://www.en.wikipedia.org/wiki/Bernolli numbers, 2009).

3.8.5. Worpitzky sayilan ile baglanti.

Tamm 3.8.7 : Isaretsiz Worpitzky sayilart,

k k
ra-gcron(!)

seklinde tammlanur, Stirling kiime sayilar: yardim ile taninu da
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W =k n-1
" k+1

seklindedir. Worpitzky sayilart 18837te Julius Worpitzky tarafindan tammlanmistr.

* Bernoulli sayilar: ve Worpitzky sayilart arasmdaki iliski B, :r:l): icin,

B, ;H) k+1

seklindedir. Ger¢ekten » =2 i¢in,

o k+1
olmahdir. Aynca -

=1.1
=1,
3
W,, =1 )
=13
=3
ve E
3
w,, =2
=203}
=21
'oldugundan
Z(~ = (-1)°
:1M§+%
23
1
=——-:B
6 2
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dir. Bernoulli sayilarmm Worpitzky gésterimi

1
B(): '1—,
1 1
B, = —_———
! 1
1 2

B, = ' '—~-3~+——,

' 1 2 3
s l1.p6

: 1 2 3 4

- 115 5060 24

1 2 3 4 5
' 1 31 180 390 360 120
By s 5 - + -
1 2 3 4 5 -6

seklindedir, (http://www.en. wikipedia.org/wiki/Bernolli_numbers, 2009).

3.8.6. Bernoulli sayilart icin Akiyama-Tanigawa algoritmasi
S. Akiyama ve Y. Tanigawa, zeta fonksiyonunun katsayilarinin, pozitif olmayan
degerlerinin ¢ahisilmasinda Bernoulli sayilarim hesaplamak i¢in Pascal {iggeninde

binom katsayilarinin hesaplanmasina benzeyen eglenceli bir algoritma bulmuglardir.

Algoritma su sekildedir:

- 0. satir 1, 1 l, 1, ; . ile bas]asm
1. satir 1 1u~i , 2 l—l , 3 11 , 4 1.1 - $eklind'e tamimlansin. Boylece
' 2 2 3 3 4 4 5
111
237 . dizisi meydana gehr 2. satir tammiamrsa

1.

5 . .

——= .3 1 —l burada 1 l,—3—, ... dizisi meydana gelir.
4 5/ 6 6 20

3, satir 1 l—l , 2 —1——3— , ... oldugundan 0, i, ... dizisi olugur.
6 6 6 20 30
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Bu sekilde devam edilerek ». satirn m. elemani a,, ile gosterilmek tizere (12 + 1).' satir

1

i¢in elemanlar,
l(an,(l - an,l 2(an,1 —an,2)’ 3(an,2 “61"’3 )J Lees m(an,nr~1 - an,m (m + 1)(an,m o an,m+l)’

seklinde oldugundan (n +1) satirda m. eleman,

Qm = (m + 1)({""n,m - an,m+1)

dir. Her satirin 0. elemant olan a, , lar n. Bernoulli sayisin1 verir. Bu islem asagidaki

1

sekilde gosterilebilir:
1 1

111
=R - =
o <)2 3 4 7

1 1
5 6 )
A WA WA A WAV A WS

9

1 1t 1 1 1 1 1
aszl s — =
3 4 5 6 7 8 9
N N N N N N
o =R 1 3 2 5 3 7
0T & 20 .15 42 28 72
N NN NN Y
1 1 2 5 5
#50=Ps © 30 0 35 4 M
AW WA AW W
4 =B o3 1
oo 30 140 105
N NN
. 1 1 4
a;0=B; | @'4—2 58 o5
N NN
aﬁnzBG i __1_.
* 42 40
| N\
2,,=B; 0 % ”
o’

(Kaneko 2000).
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4. BERNOULLI SAYILARI VE POLINOMLARININ GENELLESTIRILMESI

4.1. Giris

Bu kisimda Befnoulii sayilari ile Bernoulli polinomlar: pozitif reel sayﬂaré bagh
olan, genellestirihnig Bernoulli sayilari ile genellestirilmis Bernoulli polinomlars denilen
say1 ve polinomlara genellestirilerek, bu say1 ve polinomlar tanimlanarak birbirleriyle

olan iligkileri verilmigtir.

Tanm 4.1 : 0,5 >0 ve a # b olsun. Gernellegtirilmis Bernoulli sayilart B, (a,b) ile

gosterilir ve

2
]lnb —In al

B(ab)

—=), <

n=0

seklinde tammlanir.

Tamm 4.2 : a,b,c >0 ve a #boisun. Genellestrilmis Bernoulli polinomlar:, n

negatif olmayan bir tamsayi olmak tizere, B, (x; a,b, c) ile gosterilir ve

eR

™ _ Z‘“: B, (x;a,b, (:),L,1 H 27

f «<— _ x
b —a = a! ’ |lnb—lna[’

seklinde tammlantr. -

4.2, Genellestiribmis Bernoulli Polinomlarinm Bazi Ozellikleri

a,b,c>0,a#b olsun. x € Rve n=0 igin;
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i) B, (x;1,e,e)= B, (x) '

di. Gergekten,

iBn (x;Lee), te”

= 7] e —1

Ew:B (x)

=0 n'

oidﬁgundan t" lerin katsayilart karsilagtirihirsa B, (x;1,e,e) =

i) B,(0;a,b,¢) = B, (a,b)

dir. Gergekien,

Z“’: B,(0;a,b,c),, tc"®

— n! b'—a*

_$ @),

n!

=
Il
=1

oldugundan " lerin katsayilan karsilastirthnca B, (0;a,b,¢) = B, (a,b) oldugu gériiliir.

iii) B, (0;Le,e) =B,
dir. Gergekten,

- B,(0;Lee) , e
" =
=0 n! et "'].t

t

e —1

_Z““I

n=0 I’t

esitliginde' £” lerin katsayilari karsﬂagtmhr.sa B (0;1,e,e) ='Bn elde edilir.

iv) B (x;l,e,1)=B,

dir. Gergekten,

B,(x) dir.
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iBn(x;i,e,nm 1

n=0 n! et"‘].t o

t
e’ 1.

' - Bn n |

n=0

egitliinde ¢" lerin katsayilan kiyaslanirsa istenilen elde edilir.

v) B (x;a,b,1)= B, (a,b)
dir. Gergekten,

i B, (x;a,b1), 117

!
n=0 Fl! b '_‘at .

esitliginde ¢ lerin katsayilan karsilagtmlirsa istenilen elde edilir.

Vl) Bn (x; a, b, C) = i(Z](lnc)"k Bk (a,b)x"fk

dir. Gergekten,

i=0 i

(e 5]

w ok Joi
Y
o = Mk —D!

"laney* B (a, by |-
k
"\ k& 7l

dir. " lerin katsayilari karsilagtirihirsa istenilen elde edilir,
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vii) B,;(x+1;a,b,c)=Z(:](lﬁc)""‘Bk(x;a,b,c) |
. k=0 .

~ dir. Gergekten,

(xﬂ)t xt

i B” (x +1;Cl, b’c)*n B tc te ct .
n=0 ! " T -d b -d o o

(5t ]{Z ey }

1= . T’I. oy
B ii (Inc)"™ B, (x;a,b,c)x"* ,
10 k=0 E(n—-k) _ ’
' :i(i(n](]nc)"“kjgk(x;a,b,c)JL :
n=01\ k=0 k n!

oldugundan ¢" lerin katsayilar: karsilagtirilirsa istenilen elde edilir, (Luo ve ark. 2003).
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TESEKKUR

_ Yiiksek lisans tez calismam boyunca bilgi ve ﬁkirleriyle beni yonlendiren, destegini

highir zaman benden esirgemeyen, anlayisi ve sabriyla yanimda oldugunu hissettiren, her
zaman ornek aldiim degerli hocam Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL’ e igtenlikle tegekkiir
ederim.

Caligmalanm boyunca manevi deste§ini, yardimlarmi ve sabrim fazlasiyla
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ederim.
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destekleyen TUBITAK a tesekkiir ederim.




