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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

ÖKLİT UZAYINDA SABİT AÇILI YÜZEYLERİN BİR KARAKTERİZASYONU 

Kader ASLAN 

Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 

Bu çalışmanın amacı   deki sabit açılı yüzeylerin bir sınıflandırmasını vermektir.  

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölüm temel kavramlardan oluşmaktadır. 

Üçüncü bölümde  Öklit uzayları arasındaki açılar ile ilgili temel özellikler ele 

alınmıştır.  

Dördüncü bölümde  deki sabit açılı dönel yüzeyler ve kanal yüzeyler ile ilgili bazı 

sonuçlar elde edilmiştir.  

Beşinci bölümde  deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır.   

Son bölümde ise ×2S  deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır.  

Anahtar Kelimeler: Yüzey, dönel yüzey, sabit açılı yüzey  

2015, vi+35 sayfa. 
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ABSTRACT 

MSc Thesis 

A CHARACTERIZATION OF CONSTANT ANGLE SURFACES IN EUCLIDEAN 

SPACES  

Kader ASLAN 

Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 

The aim of this thesis is to give a characterizations of constant angle surfaces in . 

This thesis consist of six chapters.  

First chapter is introduction. 

In the second chapter it is given some basic definitions and theorems which will be use 

in the other chapters.  

In the third chapter angles between the Euclidean spaces in  are considered.  

In the fourth chapter constant angle surface of revolution and canal surfaces in  are 

considered. Some original results are obtained. 

In the fifth chapter constant angle surfaces in 4-dimensional Euclidean space  are 

considered. 

In the final chapter constant angle surfaces in ×2S   are considered. 

Key Words: Surface, surface of revolution, constant angle surface  

2015, vi+35 pages. 
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∇~    M~  üzerinde afin koneksiyon 

⊥∇               Normal koneksiyon 
><,                          χ(M)  üzerinde iç çarpım fonksiyonu 

h    İkinci temel form 
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MTp
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1. GİRİŞ 

Bu çalışmanın amacı n-boyutlu Öklit uzayı deki sabit açılı yüzeylerin bir 

sınıflandırmasını vermektir.  

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölüm temel kavramlardan oluşmaktadır. Bu bölümde  deki yüzeylerin Gauss 

denklemi, Weingarten denklemi ve ikinci temel form ile ilgili temel kavramlar 

tanımlanmış bunlarla ilgili bazı temel özellikler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde  Öklit uzayları arasındaki açılar ile ilgili temel özellikler ele 

alınmıştır. Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda deki alt uzaylar 

arasındaki açılar ele alınmıştır. İkinci kısımda  de yüksek boyutlu açılar ile ilgili 

temel özellikler verilmiştir. Üçüncü kısımda ise asli açılar ilgili sonuçlar ve bazı 

eşitlikler verilmiştir. Son kısmında ise deki 2-boyutlu alt uzaylar arasındaki asli 

açılar incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde  deki sabit açılı yüzeyler ile ilgili temel kavramlar ele alınmıştır. 

Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda  deki sabit açılı yüzeylerin bir 

karakterizasyonu verilmiştir. İkinci kısımda  deki dönel yüzeylerin sabit açılı olması 

ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. Üçüncü kısımda ise deki kanal yüzeylerin sabit 

açılı olması için gerek ve yeter şartlar incelenmiştir. 

Beşinci bölümde deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölüm iki kısımdan 

oluşmakta olup bazı orijinal sonuçlar içermektedir. Birinci kısımda  deki bir yüzeyin 

sabit açılı olması için gerek ve yeter şartlar ele alınmıştır. İkinci kısımda  deki 

meridyen yüzeylerinin sabit açılı olması ile ilgili sonuçlar verilmiştir.  

Altıncı bölümde ×2S deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. Bunlar ile ilgili bazı 

temel sonuçlar verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.0. Giriş       

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan  de regüler yüzey yamasının 

Gauss ve Weingarten eşitlikleri ile ilgili bazı temel kavramlar, teorem ve tanımlar 

verilmiştir.  

2.1.  de Yüzeyler 

Tanım 2.1.1: ⊂U açık alt küme olmak üzere ⊂UX : ; 

)),(),...,,(),,((),( 21 vuxvuxvuxvuX n=  biçiminde tanımlanan türevlenebilir dönüşüme 

koordinat yaması ve bu X dönüşümünün izi ya da görüntüsü X(D) ye de lokal yüzey 

denir (Gray 1993). 

M yüzeyi ⊂UX :  yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp∈  noktasındaki teğet 

uzayı )(MTp , uX  ve vX  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece M nin birinci temel 

formu 

22 2 GdvFdudvEduI ++=          (2.1.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,

=

=

=

            (2.1.2) 

1. temel form katsayıları olup , bir Öklit iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.1.2) 

yardımıyla 

22 FEGXX vu −=×          (2.1.3) 

elde edilir. Eğer 0≠× vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir (Gray 1993). 
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Tanım 2.1.2: M,  de bir yüzey olsun. M üzerinde için  MTMX p→:  birebir ve 

örten dönüşümüne bir vektör alanı denir ve M üzerinde vektör alanları kümesi ( )Mχ  ile 

gösterilir (Hacısalihoğlu 1994). 

Tanım 2.1.3: M,  de bir yüzey olsun. M üzerinde vektör alanları uzayı  ( )Mχ  olmak 

üzere   

( ) ( ) ( )
YYX
MMM

X∇→
→×∇

),(
;: χχχ
 

dönüşümü, ( )MZYX χ∈∀ ,,  ve ∞∈∀ Cgf ,   ,  için 

i) ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ +  , 

ii) YfYffY XXX ∇+∇=∇ )()(  

özelliklerini sağlıyorsa ∇  ya  de bir afin koneksiyon denir. Ayrıca bu afin 

koneksiyon, 

iii) [ ]YXXY YX ,=∇−∇ , 

iv) [ ] YZZYZYX XX ,,, ∇+∇=  

şartlarını da sağlıyorsa de bir Riemann koneksiyonu olarak adlandırılır 

(Hacısalihoğlu 1994). 

Tanım 2.1.4: ⊂M  yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. de 

Riemann koneksiyonu ∇~ ile gösterilsin. Bu durumda ( )MYX χ∈∀ , lokal vektör 

alanları için M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu ∇  olmak üzere 

M nin ikinci temel form dönüşümü 

,~),(;)()()(: YYYXhMMMh XX ∇−∇=→× ⊥χχχ      (2.1.4) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.1.4) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 
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Tanım 2.1.5: ⊂M  yüzeyi ),( vuX regüler yaması ile verilsin. 

( )MX χ∈∀ ve )(M⊥∈ χξ için M nin şekil operatörü dönüşümü 

ξξχχχ ξ
⊥⊥ ∇+∇−=→× XXXAMMMA ~;)()()(:       (2.1.5) 

biçiminde tanımlanır. Burada XAξ , ξ ya karşılık gelen şekil operatörü ve ⊥∇ ise 

)(M⊥χ normal demete ait normal koneksiyondur.  Herhangi )(, MTYX p∈  için 

ξξ ),,(, YXhYXA =          (2.1.6) 

dir. Bu operatör self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatürde (2.1.5) eşitliği Weingarten 

denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 
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3.  ÖKLİT UZAYLARI ARASINDAKİ AÇILAR  

3.0. Giriş 

Bu bölümde n-boyutlu Öklit uzayı  deki alt uzaylar arasındaki açılar incelenmiştir. 

Bu bölüm 4 kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda alt uzaylar arasındaki açılar 

incelenmiştir. İkinci kısımda alt uzaylar arasında yüksek boyutlu açılar ve bunlarla ilgili 

bazı bilinen sonuçlar verilmiştir. Üçüncü kısımda asli açılar incelenmiştir. Dördüncü 

kısımda ise 4-boyutlu Öklit uzayı  deki alt uzaylar arasındaki asli açılar incelenmiştir. 

3.1. Alt Uzaylar Arasındaki Açılar 

( >< , ) n-boyutlu reel lineer uzay olsun. Herhangi βα ,  vektörleri için α  ileβ  nın iç 

çarpımı    

>< βα , =∑
=

n

i
ii

1
βα           (3.1.1) 

ile tanımlanır. Bununla birlikte,  deki p-tane ( )np ≤≤1  vektörün dış çarpımından 

oluşan lineer uzay pΛ  ile gösterilir. Bu uzayın elemanları p-vektörlerdir. Bir p-

vektör p-tane vektörün tek tip olarak dış çarpımı olarak yazılırsa bu p-vektör 

ayrıştırılabilir (ya da basit) dir denir. Herhangi pΛ∈βα ,  p-vektör çiftleri  

p

p

bbb
aaa

∧∧∧=

∧∧∧=

...

...

21

21

β

α
                     (3.1.2) 

için 

>< βα , = det ( >< ii ba , )                    (3.1.3) 

ile tanımlanır.  

Y.Teorem 3.1.1: pΛ  lineer uzayı >< , ile oluşturulmuş bir Öklit uzayıdır (Jiang 

1996). 
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İspat. de { je }, nj ≤≤1 ortonormal bir baz seçilsin. Bu takdirde pΛ nin 

ortonormal bir bazı { kE }, 







=

p
n

k ,...,2,1
 
dir. Burada kE  p-tane farklı je vektörlerinin 

dış çarpımında oluşan bir p-vektördür (Flanders 1963, sf.14 ). 

Herhangi bir  p-vektörü 
→

α  

∑ Ε=
k

kkλα                       (3.1.4) 

biçiminde gösterilir. Burada ∈kλ  reel skalerdir. Böylece 

><
→→

αα , =∑
k

k
2λ                                (3.1.5)  

elde edilir. Buradan ∈α pΛ  için 0, =>< αα  dır 0=⇔α  dır. Böylece >< ,  bir 

Öklit iç çarpımı olduğu sonucuna varılır (Jiang 1996).  

3.2. Yüksek Boyutlu Açılar 

paaa ∧∧∧= ...21α  sıfırdan farklı basit bir p-vektör olsun. Bu takdirde α  p- vektörü 

nin p- boyutlu alt uzayı pA  ye karşılık gelir. Tersine pA  alt uzayının herhangi bir 

baz vektörü ακ  ya eşit olan baz vektörlerinin dış çarpımıdır. Bununla birlikte 

nqp <<≤1  için pA ile qB  sırasıyla α  ve β  ya karşılık gelen alt uzaylar ve ⊥A  de 

A nın   deki dik bileşeni ise bu takdirde 

⊥+= i
T
ii aaa  ,  AaT

i ∈  , ⊥⊥ ∈ Aai  , pi ≤≤1  

dir.  Böylece  
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M
p

MMM

p

T
p

TTT

aaa

aaa

αααα

α

α

∧∧∧=

∧∧∧=

∧∧∧=
⊥⊥⊥⊥

...

...

...

21

21

21

         (3.2.1)  

için  

⊥−−= αααα TM  

alınırsa 

MT αααα ++= ⊥                                                                                                   (3.2.1)* 

elde edilir. Burada Tα , ⊥α  ve Mα sırasıyla α nın teğeti, dik ve karışık kısımlarıdır 

(Jiang 1996). 

Y.Teorem 3.2.1: (3.2.1) ayrışımı pA  alt uzayının bazları arasındaki dönüşümler altında 

invaryant kalır. Sonuçta pA alt uzayı içinde başka bir { }ja′  bazı seçilirse bu baza karşılık 

gelen p-vektör 

paaa ′∧∧′∧′=′ ...21α           (3.2.2) 

dir. Bu p-vektörün bileşenleri Tα′ , ⊥′α , Mα′  olmak üzere 

MM

TT

καα

καα

καα

καα

=′

=′

=′

=′

⊥⊥
           (3.2.3) 

dir. Buradan 0≠κ  bir skalerdir (Jiang 1996).  

Y.Teorem 3.2.2: pΛ∈α bir p-vektör olmak üzere 0, ≥>< Tαα dır. Eşitlik 

durumunda 0=Tα  dır (Jiang 1996). 
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İspat. paaa ∧∧∧= ...21α  olsun. Bu takdirde T
p

TTT aaa ∧∧∧= ...21α  dir. Buradan  

>< Tαα , = det( 0), ≥>< T
ii αα         (3.2.4) 

bulunur.  

Y.Teorem 3.2.3: pT Λ∈α  bir p-vektör olmak üzere  

2222 MT αααα ++= ⊥  

dir (Jiang 1996). 

İspat. (3.2.1)* ayrışımı yardımıyla  

0,,, === ⊥⊥ MMTT αααααα        (3.2.5) 

şartları kullanılarak istenilen sonuç elde edilir.  

Tanım 3.2.4: pA  ve qB , qp ≤  alt uzayları arasındaki açı θ  olmak üzere  

α

α
θ

T

arccos=           (3.2.6) 

biçiminde tanımlanır (Jiang 1996). 

Açıklama 3.2.5: 

i) p-boyutlu açı iki doğru, doğru-düzlem ve iki düzlem arasındaki klasik açıların bir 

genellemesidir. Böylece Y.Teorem 3.2.3 den 
2

0 πθ ≤≤  dir. Eğer 
2
πθ =  ise pA  ve qB  

birbirine diktir. 
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ii) p = q alındığında (3.2.6) formülü                                                                 

βα
βα

θ
.
,

arccos=           (3.2.7) 

biçimine dönüşür. Burada α  ve β  basit p-vektörleri arasındaki p-boyutlu açı θ , pΛ   

den indirgenen α  ve β   vektörleri arasındaki Öklit açısına eşit olur. 

Teorem 3.2.6: (İndirgenme Teoremi) A  ve B ,  nin sırasıyla p ve q boyutlu alt 

uzayları olsun. ( )nqp <≤≤1 . Farz edelim ki φ≠∩ BA  ve BA∩  nin A  da ve B  deki 

dik bileşenleri sırası ile A′  ve B′  olsun. Bu takdirde A  ve B  arasındaki açı A′  ile 

B′arasındaki açıya eşittir (Jiang 1996). 

Teorem 3.2.7: (Üç Kosinüs Teoremi) pA  ve qB , nqp <≤≤1 , birbirine dik olmayan 

alt uzayları olsun. Farz edelim ki pC , pA  nin qB  içindeki dik izdüşümü ve pD  de 
qB nun p-boyutlu alt uzayı olsun. Bu takdirde, θ ′ ,θ  ve φ  sırasıyla pA  ile pD , pA  ile 

qB  ve pC  ile pD arasındaki açılar olmak üzere  

φθθ cos.coscos =′           (3.2.8) 

dir. 

İspat. α ve δ  sırasıyla pA  ve pD  ye karşılık gelen p-vektörler olsun. Bu takdirde 
Tα , ⊥α  ve Mα ,α  nın qB  ya göre teğet, normal ve karışık bileşenlerini belirtsin. Bu 

nedenle ⊥α , pC  ye karşılık gelir ve 0,, ==⊥ δαδα M dır. Böylece  

δα

δα

δα
δα

θ
.

,

.
,

cos
T

==′  

δα

δα

α

α

.

,
.

TT

=  
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φθ cos.cos=   

dır.            

Sonuç 3.2.8: pA  ve qB ,  nin sırasıyla p ve q boyutlu alt uzayları olsun. 

( ).1 nqp <≤≤  Bu takdirde pA  ile qB  arasındaki θ  açısı pA  ile qp BD ⊂  arasındaki 

açının minimum değerine eşittir (Jiang 1996). 

Teorem 3.2.9: (Üçgen Eşitsizliği) A , B ve C   nin üç farklı p-boyutlu alt uzayları 

olsun. ( )np <<1 . Ayrıca ABθ , ACθ  ve BCθ  sırasıyla A  ile B , A  ile C  ve B  ile C  

arasındaki açılar olsun. Bu takdirde  

ACBCAB θθθ ≤+                      (3.2.9)  

dir. Eşitlik durumunda 1)( −=∩∩ pCBAboy  dir. 

Teorem 3.2.10: (Bileşen) pA  ve qB ,  nin alt uzayları ( nqp <<≤1 , qnp −≤ ) ve 

⊥B  , B  nin  deki dik bileşeni olsun. Bu takdirde θ  ve ⊥θ  sırasıyla A  ile B  ve A  ile 
⊥B  arasındaki açılar olmak üzere 1coscos 22 ≤+ ⊥θθ dir. Eşitlik durumunda p = 1 yada 

0=⊥θθ  durumunda  1>p  dir. 

3.3.  Asli Açılar 

pA  ve qB  sırasıyla nin p ve q boyutlu alt uzayları olsun. ( )nqp <≤≤1 . Bu takdirde 

pA  ile qB  arasındaki asli açılar 
2

...0 21
n

p ≤≤≤≤≤ θθθ  

ii

ii
i ba

ba
.
,

cos =θ           (3.3.1) 

biçiminde tanımlanır. Burada pAa∈ , qBb∈  dur (Miso ve Ben-İsrael 1992). 
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Teorem 3.3.1: pA  ve qB  arasındaki açı θ  ve asli açılar pθθθ ,...,, 21 olsun. Bu takdirde  

pθθθθ cos...cos.coscos 21=          (3.3.2) 

dir. 

İspat. ia  ve ib  ler birim vektörler olsun. Böylece pA  ye karşılık gelen p-vektör  

paaa ...21 ∧∧=α  

birim vektör, yani 1, =αα  olsun. Bu takdirde ii
T
i ba θcos=  , pi ≤≤1  yardımıyla  

pp
T bbb ∧∧∧= ...cos...cos.cos 2121 θθθα  bulunur. Buradan  

p
T θθθαθ cos...cos.coscos 21==  

dir.  

3.4.  deki 2-Boyutlu Alt Uzaylar Arasındaki Asli Açılar 

Tanım 3.4.1: V  ve W  düzlemleri,  ün 2-boyutlu alt uzayları olsun. Böylece V  ile 

W  arasındaki 
2

0 21
πθθ ≤≤≤  asli açıları  (3.3.1) yardımıyla  

111 ,cos wv=θ { }1,,:, ==∈∈= wvWwVvwvmaks      (3.4.1) 

222 ,cos wv=θ { }wwvvwvwvmaks ⊥⊥=== ,,1:,                 (3.4.2) 

dir. Buna göre V  ve W  düzlemleri,  ün 2-boyutlu alt uzayları olmak üzere 

:WP W→ dik izdüşümü yardımıyla V  üzerinde 

( ) ( ) ( ) VvvvPvP WVWW ∈= ,, θ          (3.4.3) 
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biçiminde simetrik semidefinit kuadratik formu tanımlanır. Böylece Vvv ∈′∀ ,  için 

WVS  simetrik endomorfizm  

( ) ( ) ( )vPvPvvS WWWV ′=′ ,,          (3.4.4) 

şeklinde tanımlanır. Yani ( )VSymSWV ∈  dir (Bayard ve ark. 2011). 

Önerme 3.4.2: WVS  nin özdeğerleri 1
2cos θ  ve 2

2cos θ  dir. Sonuçta { }21,vv  V nin  

ortonormal  bir bazı vardır V∋  nin her  bir 2211 vxvxv +=   elemanı için  

( ) 2
22

21
22

1 coscos θθ xxvQWV +=         (3.4.5) 

dir (Bayard ve ark. 2011).  

İspat. (3.4.3) eşitliği yardımıyla 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

122
2
211

2
1

22
2
211

2
1

22112211

,,

,,

,

,

vvSxvvSx

vPvPxvPvPx

vxvxPvxvxP

vPvPvQ

WVWV

WWWW

wW

WWWV

+=

+=

++=

=

 

dir. Böylece ( ) 1
2

11 cos, θ=vvSWV , ( ) 2
2

22 cos, θ=vvSWV  eşitliklerinden istenilen 

sonuç elde edilir.  

Y.Teorem 3.4.3: V  ve W , ün 2-boyutlu alt uzayları olsun. Bu takdirde V  ile W  

nun asli açıları 1θ  ve 2θ  olmak üzere V  ile W ′  arasındaki asli açılar  

1221 22
θπθθπθ −=<−= ⊥⊥          (3.4.6) 

dir (Bayard ve ark. 2011). 

 

İspat. ∀ Vv∈ elemanı 
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( ) ( )vPvPv wW +=    ,   ( ) ( )vPvP WW ⊥⊥        (3.4.7) 

için 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )vv

vPvPvPvPvv

VWWV

WWWW

⊥

⊥⊥

+=

+=

θθ

,,,
                  (3.4.8) 

dir.  Böylece (3.2.3) den dolayı 

( ) 2
2

21
22

1 sinsin θθθ xxvVW +=⊥                    (3.4.9) 

dir. Bununla birlikte Önerme 3.4.2 yardımıyla W  yerine ⊥W  alınarak 2
2

1
2 sincos θθ =⊥   

ve  1
2

21
2 sincos θθ =⊥

 elde edilir.  

Önerme 3.4.4: Verilen 
2

0 21
πθθ ≤≤≤  açıları için  de V ve W gibi iki düzlem vardır 

ve bu açılar bu düzlemlerin asli açılarıdır (Bayard ve ark. 2011). 

İspat.{ }4321 ,,, wwww  de ortonormal baz olsun. Ayrıca { }21 , wwSpW =  alınırsa 1v  

ve 2v  ortonormal vektörleri  

32122

41211

sincos
sincos

wwv
wwv

θθ
θθ

+=
+=

 

biçiminde tanımlanır.  

Böylece { }21 ,vvSpV =  olmak üzere  

 

dir.  Ayrıca 2211 vxvxv +=  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2

22
21

22
122

2
211

2
1

22112211

coscos,,

,,

θθ

θ

xxvPvPxvPvPx

vxvxPvxvxPvPvPv

wwww

wwWWWV

+=+=

++==
 

( )
( ) 122

211

cos
cos

wvP
wvP

W

W

θ
θ

=
=
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elde edilir. Buradan Önerme (3.4.4)  yardımıyla 1θ  ve 2θ  asli açılar olduğu görülür.  

Tanım 3.4.5: (Lagrange özdeşliği) 2Λ  vektör uzayı üzerinde  

211222112121 ,,,,, wvwvwvwvwwvv −=∧∧                (3.4.10) 

biçiminde tanımlanan doğal skaler çarpımı Lagrange özdeşliği olarak bilinir (Bayard ve 

ark. 2011).  

 de yönlü düzlemler V  ve  W  olmak üzere { }21,vv  ve { }21,ww  sırasıyla V  ve  W  

nun ortonormal bazları olsun. Ayrıca V  ile W  arasındaki [ ]πθ ,0∈  açısı  

2121 ,cos wwvv ∧∧=θ                             (3.4.11) 

dir. Bununla birlikte V  ile ⊥W  arasındaki açı ⊥θ [ ]π,0∈  ile ifade edilirse W  ile ⊥W  in 

pozitif yönlü bazlarının birleşimi  ün pozitif yönlendirilmiş bazını verir. Yani 

{ } WvvSp ≡21 ,  ve { } ⊥≡WwwSp 21 , ise = ⊥⊕WW dir. Benzer şekilde ⊥V  ile 

W arasındaki açı da θ  dır. 

Y.Teorem 3.4.6: θ  ve ⊥θ  sırasıyla V  ile W  ve V  ile ⊥W  (yada ⊥V  ile W ) arasındaki 

açılar olmak üzere  

21

21

sin.sinsin

cos.coscos

θθθ

θθθ

=

=
                   (3.4.12) 

dir. Buradan 1θ  ve θ asli açılardır (Bayard ve ark. 2011). 

Sonuç 3.4.7: 2, Λ∈βα  için 2,,, ><≥><>< βαββαα  dir. Eşitlik durumunda 

α bivektörü β  dan skaler faktör ile ayrılır. 
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4. DE SABİT AÇILI YÜZEYLER 

4.0. Giriş 

Bu bölümde 3-boyutlu Öklit uzayında sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölüm 2  

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda  deki bir yüzeyin sabit açılı olması şartları 

ele alınmıştır. İkinci kısımda de sabit açılı dönel yüzeyler incelenmiştir. Son kısımda 

ise de sabit açılı kanal yüzeyler ele alınmıştır. 

4.1.  de Sabit Açılı Yüzeyler  

⊂M yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. M üzerinde bir ortonormal çatı, 

u

u

X
Xe =1            (4.1.1) 

( )

( ) 2

2

2

,

,

u

u
vuv

u

u
vuv

X
XXXX

X
XXXX

e

−

−

=          (4.1.2) 

213 eee ×=            (4.1.3) 

biçiminde seçilsin. Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla 

( )jijeje eehee
ii

,~ +∇=∇                     (4.1.4) 

iee eAe
i 33 −=∇                                                       (4.1.5) 

( )2,1 ≤≤ ji  elde edilir.  
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Tanım 4.1.1: ⊂M  yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bununla birlikte  

→→→

+= 3cos eXk u θ                      (4.1.6)  

birim sabit vektörü tanımlansın. Burada θ , 
→

k  ile 
→

3e  arasındaki açı fonksiyonudur. 

Eğer θ  açısı sabit ise M yüzeyine sabit açılı yüzey denir (Nistor 2009,2011). 

⊂M sabit açılı bir yüzey olsun. Bu taktirde 

2
3

22
2

cos eXk u θ+=
→

                    (4.1.7) 

dir. Bununla birlikte 
→

k  birim vektör olduğundan θsin=uX dır. Yani 1sin eX u θ=  

dir. Böylece 

31 cossin eek θθ +=
→

          (4.1.8) 

elde edilir. Bu vektörün 1e  ve 2e  yönündeki türevleri sırasıyla  

=0 31 111

~cos~sin~ eek eee ∇+∇=∇
→

θθ         (4.1.9) 

31 222

~cos~sin~0 eek eee ∇+∇=∇=
→

θθ                  (4.1.10) 

dir. Weingarten denklemi yardımıyla 

211131

~ eeee µλ −−=∇                    (4.1.11) 

221232

~ eeee µλ −−=∇ .                             (4.1.12) 

Burada ( )MCii
∞∈µλ ,  dir. Böylece (4.1.9)-(4.1.12) yardımıyla  

)(cot~
211111

eeee µλθ +=∇                             (4.1.13) 
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)(cot~
221212

eeee µλθ +=∇                   (4.1.14) 

elde edilir. Ayrıca 0, 31 =ee  ifadesi 1e  ve 2e  ye göre türevlerinden, 

0~,,~
3131 11
=∇+∇ eeee ee                   (4.1.15) 

0~,,~
3131 22
=∇+∇ eeee ee                   (4.1.16) 

bulunur. Buradan, (4.1.11) - (4.1.16) denklemleri yardımıyla 021 == λλ  bulunur. 

Ayrıca şekil operatörü simetrik olduğundan  

0,,

0,

21121

12

3

3

=−=

=

eeeeA

eeA

e

e

µ
 

yardımıyla 01 =µ  dir. 

Benzer şekilde 23,ee  nin 1e  e göre türevi alınırsa  

( ) 32121 ,,
3

eeeheeAe = 32 ,~
1

eee∇=  

dır. Ayrıca 1, 22 =ee  in 1e  vektörüne göre türevi alınırsa 0,~
221
=∇ eee bulunur. 

Buradan 0~
21
=∇ ee  elde edilir. Bununla birlikte 0, 32 =ee  ın 2e  vektörüne göre türevi 

alınırsa  

0~,,~
3232 22
=∇+∇ eeee ee  

bulunur. Buradan 

232 ,~
2

µ=∇ eee   
yani  ( ) 3222 , eeeh µ=  

dir. Ayrıca 0, 21 =ee  ın 2e  vektörüne göre türevi alınırsa  
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0~,,~
2121 22
=∇+∇ eeee ee  

bulunur. Buradan 

θµ cot,~
2122

−=∇ eee   
yani  122 cot

2
eee θµ−=∇  

dir. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Y.Teorem 4.1.2: ⊂M  sabit açılı bir yüzey olsun. Bu takdirde  

32122

221

2

1

cot~
cot~
0~
0~

2

2

1

1

eee

ee

e

e

e

e

e

e

µµθ

µθ

+−=∇

=∇

=∇

=∇

                  (4.1.17) 

dir (Munteanu ve Nistor 2009). 

Böylece (4.1.17)  yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 4.1.3: ⊂M  sabit açılı bir yüzey olsun. Bu takdirde M nin şekil operatörü 

matrisi 









=

20
00

3 µeA                     (4.1.18) 

biçimindedir. Burada )(2 MC∞∈µ  dir. 

Sonuç 4.1.4:  deki tüm sabit açılı yüzeyler düz olup ortalama eğrilikleri 22
1 µ=H  

dir. 

İspat. ⊂M  sabit açılı yüzey olsun. Bu takdirde (4.1.18) yardımıyla 0det
3
== eAK  

ve 22
1

2
1

3
µ== eizAH  elde edilir.  
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Tanım 4.1.5: (Konformal yama) ⊂M  yüzeyi ),( vuX  yaması ile verilsin. Bu 

taktirde 

( )
0,

,,, 2

=

==

vu

vvuu

XX

vuXXXX β
                  (4.1.19) 

sağlanırsa ),( vuX ye konformal yama adı verilir (Fröhlich 2013). Burada β  

türevlenebilir bir fonksiyondur.  

Önerme 4.1.6: ⊂M  yüzeyi konformal yama ile verilsin. Eğer M sabit açılı bir 

yüzey ise bu taktirde 

( ) 0cot2
22 =− uβθβµµ                   (4.1.20) 

dir. 

İspat. ⊂M yüzeyi ),( vuX  konformal yama ile verildiğinden  

u

u

X
Xe =1  ,   

v

v

X
Xe =2

                            
(4.1.21)  

dir. Böylece ikinci kısmi türevler kullanılarak  

221

1
2

111

11

1

~~

~~

ee

eeee

eeXXX

u
u

euXu

XuXuXuu

u

uuu

β
β
β

β

ββββ

β

===

∇+=∇+=

∇=∇=∇=

                                                    

(4.1.22) 

v
u

eu

XvXuv

Xee

eXX
uu

β
β

ββ

β

=∇+=

∇=∇=

2
2

2

2

1

~

~~

                 (4.1.23) 
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22
2

1

1
2

1

1

cot

~

~~

2

ee

ee

eXX

v

ev

XuXvu vv

θµββ

ββ

β

+=

∇+=

∇=∇=

                  (4.1.24) 

( )3212
2

2

22

2

cot

~

~~

eee
eXe

eXX

v

vv

XvXvv vv

µθµββ

ββ

β

+−+=

∇+=

∇=∇=

                           (4.1.25) 

elde edilir. Burada  vuuv XX =  olduğundan (4.1.23) ve (4.1.24) eşitliklerinden  

22
2

12 cot eee vu µθβββ +=                   (4.1.26) 

elde edilir. Böylece 

2
2 cot

0

θµββ

β

=

=

u

v

         
           (4.1.27) 

dır. Ayrıca 3e  vektörünün uX ve vX  ye göre kovaryant türevleri alınırsa  

veeX

eeX

Xeeee

eee

v

u

222333

333

22

11

~~~
0~~~

µβµβ

β

β

β

−=−=∇=∇=∇

=∇=∇=∇
               (4.1.28) 

elde edilir. Buradan 

0~~~~
33 =∇∇+∇∇− ee

uvvu XXXX                   (4.1.29) 

Schwartz eşitliği ve (4.1.28) eşitliği yardımıyla 

( ) 0~~~~~
233 =∇−=∇∇+∇∇− vXXXXX Xee

uuvvu
µ  

elde edilir. Buradan 
 

( ) 022 =+ uvvu XX µµ                    (4.1.30)
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bulunur. Böylece (4.1.23) eşitliği kullanılırsa 

( ) 022 =+
β
βµµ u

u                    (4.1.31) 

bulunur. Benzer şekilde (4.1.24) eşitliği yardımıyla 

Ayrıca (4.1.27) eşitliğinden 

( ) 0cot2
22 =+ θβµµ u                    (4.1.32) 

elde edilir. Böylece (4.1.32) eşitliğindeki ifadeler karşılıklı eşitlenirse (4.1.20) elde 

edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

4.2.  de Sabit Açılı Dönel Yüzeyler 

 ⊂M yüzeyi, 

)sin)(,cos)(),((),( vuhvuhugvuX =                    (4.2.1) 

yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun, burada ))(),(()( uhugu =α  eğrisi M nin üreteç 

eğrisidir. M nin teğet uzayı 

( )
( )vhvhX

vhvhgX

v

u

cos,sin,0
sin,cos,

−=

′′′=
 

vektörleri ile gerilir. M  nin 1. temel form katsayıları  

( ) ( )

2

22

,

0,

,

hXXG

XXF

hgXXE

vu

vu

uu

==

==

′+′==

                  (4.2.1)* 

dir.  Böylece  

( ) ( )222 hghFEGXX vu ′+′=−=×  

yardımıyla 
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( ) ( )
( )vgvgu

hgXX
XXN

vu

vu sin,cos,
''

1
22

′−′−′
+

=
×
×

=  

bulunur. Ayrıca uX  ve vX  nin u  ve v  ye göre türevlerinden  

( )
( )
( )vhvhX

vhvhX
vhvhgX

vv

uv

uu

sin,cos,0
cos,sin,0

sin,cos,

−−=

′′−=

′′′′′′=

 

dir. Böylece M  nin 2. temel form katsayıları  

( ) ( )

( ) ( )22322

312

22311

,

0,

,

hg

gheXc

eXc
hg

hggheXc

vv

uv

uu

′+′

′
==

==

′+′

′′′−′′′
==

 

dir. Böylece (Bulca 2012) den   

( ) ( )22
22

22

12
12

11
11

0

hgh

g
G
ch

EG
ch

E
ch

′+′

′
==

==

=

 

dir. Böylece M nin şekil operatörü matrisi  

( ) ( )( )

( ) ( ) 



















+

′
′+′

′′′−′′′

=







=

22

2
3

22

2221

1211

''
0

0

hgh

g
hg

hggh

hh
hh

AN      (4.2.2) 

elde edilir. Buradan Önerme 4.1.2 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Teorem 4.2.1: ⊂M yüzeyi (4.2.1) yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. Bu 

takdirde M yüzeyinin sabit açılı olması için gerek ve yeter şart 

0=′′′−′′′ hggh           (4.2.3) 

( ) ( )222
hgh

g
′+′

′
=µ                       (4.2.4)  

olmasıdır. 

Bu teoremin yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.2.2: ⊂M  yüzeyi (4.2.1) yaması ile verilen bir dönel yüzey ve M nin üreteç 

eğrisi ))(),(()( uhugu =α  birim hızlı olsun. Bu taktirde M yüzeyinin sabit açılı olması 

için gerek ve yeter şart 

cuaugbauuh +−±=+= 21)(,)(  ya da cuauhbauug +−±=+= 21)(,)(   (4.2.5) 

olmasıdır. Burada a,b ve c integral sabitleridir.  

İspat. ))(),(()( uhugu =α  birim hızlı olsun. Bu taktirde M yüzeyi sabit açılı ise (4.2.3) 

eşitliğinden  

( ) ( ) 1'',0'''''' 22 =+=− hghggh                    (4.2.6) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin aşikar olmayan bir çözümü (4.2.5) 

dür.  
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Bu yüzeylerin 114.01,52.0 +−±=+= uguh  ya da 

114.01)(,52.0)( +−±=+= uuhuug değerleri için grafikleri sırasıyla Şekil 4.1 ve Şekil 

4.2 de verilmiştir.   

 

       

 

 

       Şekil 4.1 Şekil 4.2 

Genel durumlarda aşağıdaki örnekler verilebilir.  

Örnek 4.2.3: 

1) θsin=g  sabit olsun. Bu takdirde M  dönel yüzeyi bir düzlem olup 02 =µ dır. Bu 

nedenle düzlem minimal, sabit açılı bir yüzeydir. 

2) θsinug =  olsun. Bu takdirde (4.1.21) eşitliğinden 0=′′h dır. Buradan 

( ) bauuh += bulunur. Böylece M  dönel yüzeyi bir koni olur. Ayrıca (4.1.22) 

eşitliğinden  

( ) θ

θµ
222

sin

sin

++
=

abau
 

dır. 

3) θsin=h  sabit olsun. Bu takdirde M  dönel yüzeyi bir silindir olup 
θ

µ
sin

1
2 = dır. 

4) ueh λ=  olsun. Bu durumda  

uu ececg λλ 2
2

2
1

−+=  
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dır. Bu takdirde M  dönel yüzeyi bir koni olup  

( ) ( )222
hgh

g
′+′

′
=µ  

dir (Şekil 4.3). 

 

    

 

 

          Şekil 4.3 ueh 2=  için sabit açılı dönel yüzey 

Sonuç 4.2.4: ⊂M  yüzeyi sabit açılı dönel yüzey olsun. Bu takdirde M nin minimal 

olması için gerek ve yeter şart M nin bir düzlem parçası olmasıdır. 

İspat. ⊂M  sabit açılı bir dönel yüzey olsun. Bu taktirde Sonuç 4.1.3 ve Teorem 

4.1.4 yardımıyla  

( ) ( )22
2

hgh

gH
′+′

′
=  

dir. Buradan 0=H  ise =g sabit dir. Bu da bize M nin bir düzlem parçası olduğunu 

gösterir. Tersine M düzlemin bir parçası olsun. Bu takdirde M yüzeyi sabit açılı 

minimal bir yüzeydir.  

Teorem 4.2.5: ⊂M dönel yüzeyi konformal yama ile verilsin. Bu takdirde 

M yüzeyinin sabit açılı ise M  yüzeyi  

bauuugaucuh ++=+= 22

4
1)(,)

2
1()(        (4.2.7) 
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parametrizasyona sahip bir yüzeyidir. 

İspat. ⊂M  dönel yüzeyi konformal yama ile verilsin. Bu taktirde (4.1.19) ve 

(4.2.1)* yardımıyla 2hhggh =′′′−′′′  elde edilir. Ayrıca M yüzeyi sabit açılı olduğundan 

Teorem 4.2.1 den 0=′′′−′′′ hggh dir. Bu iki denklemin çözümü (4.2.7) olduğu 

görülür.  

(4.2.7) parametrizasyonu ile verilen yüzey bir koni yüzeyidir. Bu yüzeyin a=3, b=5, c=1 

değerleri için grafiği Maple komutları ile çizdirilip Şekil 4.4 de verilmiştir. 

 

 

 

 

                 Şekil 4.4 sabit açılı dönel yüzey 

4.3.  Sabit Açılı Kanal Yüzeyleri 

Düzlemde ( ) ( ) ( )( )0,, 21 ufufu =γ birim hızlı regüler bir eğri olmak üzere Frenet 

denklemleri sağlanır. Buradan ( )ue1 ve ( )ue2 sırasıyla γ nın teğet ve normal 

vektörleridir. de ( )1,0,03 =e  sabit vektörü için γ  eğrisi üzerine kurulan kanal yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )vuevueuruvuX sincos, 32 ++= γ                  (4.3.1) 

regüler yaması ile tanımlanır (Gal ve Pal 2009). 

M  nin teğet uzayı  

( )
32

321

cossin
sincoscos1

ververX
ververevrX

v

u

+−=

′+′+−= κ
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vektörü ile gerilir. Burada κ , γ  nın Frenet eğriliğidir. Böylece M nin 1. temel form 

katsayıları 

( ) ( )

2

22

,

0,

1,

rXXG

XXF

osvrrXXE

vu

vu

uu

==

==

−+′== κ

 

dir. Böylece WFEGXX uu =−=× 2  yardımıyla  

( ) ( ){ }321 cos1sincos1cos1 evrvrevrvrerr
WXX

XXN
vu

vu κκ −−−−′=
×
×

=  

bulunur. Kısmi türevler yardımıyla 

32

321

32
2

1

)sin()cos(
)cos()sin()sin(

)sin()coscos()2(cos

evrevrX
evrevrevrX

evrevrvrerrvX

vv

uv

uu

−−=

′+′−=

′′+′′+−+′+′−=
κ

κκκκ

 

EG
vrrNXc

EG
vrrNXc

rrrrrvrv

vrrrrrrrv
EG

NXc

vv

uv

uu

cos,

sin,

})(cos)2(cos

)sin)(2({cos1,

32

22

2

12

3323222

2222
11

κ

κ

κκκ

κκκκ

−
==

′
==

′′−−′′++

′′+−′′−′−==

 

dir. Böylece  

EG
vr

EGr
vrr

EGEG
ECEC

W
h

rvrr
vrr

W
vrrC

W
h

rrrrrvrv

vrrrrrrrv
EGEE

Ch

cos1cos1
))cos1()((

sinsin1
})(cos)2(cos

)sin)(2({cos1

2

32
22

22222

222

2

2

2

1212

3323222

222211
11

κκ

κ
κκ

κκκ

κκκκ

−
=

−
===

−+′
′

=
′

==

′′−−′′++

′′+−′′−′−==

                          

(4.3.2) 
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elde edilir (Öztürk ve ark. 2010). Bununla birlikte M yüzeyi sabit açılı ise (4.1.18) 

eşitliğinden 11h =0, 012 =h  ve 222 µ=h  dür. Buradan 0=′κr  elde edilir. Böylece 

aşağıdaki durumlar söz konusudur; 

i) Mrr ⇒≠≠=′ )0()0(0 κ  tüp yüzeydir. Ayrıca 011 =h  

olduğundan ( ) 0cos1 =− vrκ bulunur. Buradan 022 =h  olduğundan yüzey bir düzlem 

parçasıdır. 

ii) γ⇒= 0k  eğrisi düz doğrudur. Böylece (3.2.7) denklemi yardımıyla 0=′′rr  

bulunur. Buradan baur +=  ve 
21)(

1
abau ++

=µ   olup M yüzeyi bir silindir belirtir. 
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5. DE SABİT AÇILI YÜZEYLER  

5.0. Giriş 

Bu bölümde 4-boyutlu Öklit uzayında sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölüm 3 

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda  deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. İkinci 

kısımda ise deki sabit açılı meridyen yüzeyleri incelenmiştir. 

5.1. de Sabit Açılı Yüzeyler 

Tanım 5.1.1: ⊂M  lokal yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Ayrıca ⊂π  

2-boyutlu alt uzayı (düzlem) olmak üzere 1θ  ve 2θ  bu düzleme göre asli açılar olsun. 

Eğer 1θ  ve 2θ  açıları sabit ise M yüzeyine π  düzlemine göre sabit açılı yüzey denir. 

⊂2M yüzeyi ⊂π  düzlemine göre sabit açılı yüzey olsun. Ayrıca MTTT p∈21 ,  

ve MTNN p
⊥∈21 , için 

22222

12111

sincos
sincos

NTe
NTe

θθ
θθ

+=
+=

        (5.1.1) 

vektörleri π  düzlemini geren vektörler olsun. Böylece M üzerinde tanımlı bir vektör 

alanı için 

1111

11

11111

sin),(cos

sin.~cos

~sin.~cos~

1

NTXh

XAT

NTe

X

NX

XXX

⊥∇++

−∇=

∇+∇=∇

θθ

θθ

θθ

        (5.1.2) 

ve 

2222222

22222

sin),(cossincos

~sin~cos~

21
NTXhXAT

NTe

XNX

XXX
⊥∇++−∇=

∇+∇=∇

θθθθ

θθ

                           
(5.1.3) 
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elde edilir (Bayard ve ark. 2011). Ayrıca M üzerinde tanımlı reel değerli bir →Mf :  

fonksiyonu için  

12

21

)(~
)(~

eXdfe

eXdfe

X

X

−=∇

=∇
          (5.1.4) 

dir. Böylece (5.1.3) ve (5.1.4) denkleminde teğet ve normal kısımlar düzenlenirse 

sırasıyla 

XATTXdf

XATTXdf

NX

NX

2

1

22211

11122

sincos)(cos

sincos)(cos

θθθ

θθθ

+∇−=

−∇=
                                                  (5.1.5) 

ve 

222211

111122

sin),(cos)(sin

sin),(cos)(sin

NTXhNXdf
NTXhNXdf

X

X
⊥

⊥

∇+=

∇+=

θθθ

θθθ

                                                           
(5.1.6) 

elde edilir. Böylece (5.1.6) eşitliği yardımıyla  

),(),(
0),(

2211

21

TThTTh
TTh

⊥
=

          (5.1.7) 

bulunur (Bayard ve ark. 2011). Buradan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 5.1.2: M yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Eğer M  yüzeyi sabit açılı 
ise bu takdirde M nin şekil operatörü matrisleri 









=

10
00

1 µNA  ,    







=

00
02

2

µ
NA         (5.1.8)  

biçimindedir. Burada                         

0),(
),(
),(

21

1122

2211

=
=
=

TTh
NTTh
NTTh

µ
µ

          (5.1.9) 

dir. 
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Sonuç 5.1.3: ⊂M deki tüm sabit açılı yüzeyler düz ve ortalama eğrilikleri 

( )212
1 µµ +=H dir. 

İspat. ⊂M sabit açılı yüzey olsun. Bu takdirde (5.1.8) yardımıyla 

0detdet
21
=+= NN AAK  ve ( ) ( )212

1
2
1

21
µµ +=+= NN izAizAH  elde edilir.  

Örnek 5.1.4: (Clifford Tor) ⊂′×′= SST 2 tor yüzeyi 

( ){ ∈=Π 432112 ,,, xxxx }043 == xx  düzlemine göre sabit açılı bir yüzeydir. 

Çözüm: 2T  yüzeyinin ( )4321 ,,, xxxxp =  noktasındaki tanjant uzayı  

( )0,0,, 121 xxv −= , 

( )342 ,,0,0 xxv −=  

ortonormal vektörleri tarafından gerilir. Böylece 12
2

11 Π∩∈= TTvw p  olduğundan 

1,cos 111 == wvθ  dir. Buradan 01 =θ  elde edilir. Bununla birlikte 12 vv ⊥  olduğundan 

( ) 12212 0,0, Π∈= xxw ve 12 ww ⊥  dir. Böylece 0,cos 222 == wvθ dır. Yani 
22
πθ = dir. Bu 

nedenle Clifford tor yüzeyi 12Π  düzlemine göre 01 =θ ,
22
πθ =

 
sabit asli açılı bir 

yüzeydir. Yani 2T  yüzeyi 12Π  düzlemine göre sabit açılı bir yüzeydir.   

Benzer şekilde 2T  yüzeyi ( ){ ∈=Π 432134 ,,, xxxx }021 == xx  düzlemine göre sabit 

asli açılı bir yüzeydir. 
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5.2. de Sabit Açılı Meridyen Yüzeyleri 

ün standart ortonormal bazı { }4321 ,,, eeee  olmak üzere { }321 ,, eee  tarafından gerilen 

orjin merkezli birim küre )1(2S  olsun. Bu takdirde )1(2S  birim küresi üzerinde birim 

hızlı RJvv ⊂∈= ),(γγ eğrisi verilsin. γ ′=T olmak üzereγ eğrisinin çatısı 

)(),(),( vvNvT γ  vektörleri ile verilir ve 

)()()(
),()()()(

),()(

vTvvN
vvNvvT

vTv

κ
γκ

γ

−=′
−=′

=′

         (5.2.1) 

denklemleri sağlanır. Burada ( )vκ ,γ eğrisinin küresel eğriliğidir ve )(uακ da 

))(),(()(: 21 uuu αααα =  meridyen eğrisinin eğriliği olup  

2
1

1
2121

))((1

)()()()()(
u

uuuuu
α

ααααακα
′−

′′−
=′′′−′′′=       (5.2.2) 

dır. 

Tanım 5.2.1: ))(),(()(: 21 uuu αααα =  eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. Bu takdirde 

421
2 )()()(),(: euvuvuXM αγα +=                              (5.2.3) 

parametrelendirmesiyle verilen 2M  yüzeyi α  meridyen eğrisinin 4E  de 4Oe  ekseni 

etrafında döndürülmesiyle elde edilen 43 EM ⊂  rotasyonel hiperyüzeyinde yatan bir 

yüzeydir. Böylece 2M  yüzeyi 3M ün meridyenlerinden oluştuğundan meridyen yüzeyi 

adı verilir (Ganchev ve Milousheva 2010). Burada )(1 uα ve )(2 uα reel değerli 

türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece ))(),(),(()( 321 vvvv γγγγγ == olmak üzere (5.2.3) 

parametrelendirilmesiyle verilen meridyen yüzeyi  

))(),()(),()(),()((),(: 2312111
2 uvuvuvuvuXM αγαγαγα=                                         (5.2.4)  

yamasıyla ifade edilir. 
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M  bir meridyen yüzeyi olmak üzere M  nin p noktasındaki teğet uzayı 

( )MTp { }21 , XX  ve p  noktasındaki normal uzayı ( )MTp
⊥  ise { }21 , NN  ortonormal 

bazları ile gerilsin. Bu vektörler sırasıyla 

( ) ( ) ( ) 4211 euvu
X
X

X
u

u αγα ′+′==  

( )vT
X
X

X
v

v ==2  

( )vNN =1  

( ) ( ) ( ) 4122 euvuN αγα ′+′−=  

biçiminde bir ortonormal çatı oluşturur. Bununla birlikte (2.1.4) Gauss denklemi 

yardımıyla 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 2

1

1
1

2
1

2
1

1
1

1

1
2

21

2

2

1

~

~

~

X
u
uX

N
u
uN

u
vX

u
uX

NuX

X

X

X

α
α

α
α

α
κ

α
α

κα

′
=∇

′
++

′
−=∇

=∇

      (5.2.5) 

elde edilir. Burada ( )vκ ,γ  eğrisinin küresel eğriliğidir ve ( )uακ  da ( ) ( )( )uaua 21 ,:α  

meridyen eğrisinin eğriliğidir. (5.2.5) denklemlerindeki normal bileşenleri 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) 2

1

2
1

1
22

21

211

,

0,
,

N
u
uN

u
vXXh

XXh
NuXXh

α
α

α
κ

κα

′
+=

=
=

        (5.2.6) 

dir. Böylece (5.2.6) denkleminden M  nin şekil operatörü matrisleri 
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( )
( )













=

u
vAN

1
0

00
2

α
κ    ,   

( )
( )
( ) 














′=

u
u

u
AN

1

20

0

1

α
α

κα
                  (5.2.7) 

biçimindedir. 

Buradan (5.1.8) ve (5.2.7) denklemleri yardımıyla M  sabit açılı bir yüzey ise 

( )
( )
( )
( ) 02

2

1
1

=′
=

=

u
u
u
v

α
µκ

µ
α
κ

α                       (5.2.8) 

bulunur. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 5.2.2: M  yüzeyi (5.2.3) yaması ile verilen bir meridyen yüzeyi olsun. Eğer 

M yüzeyi sabit açılı ise bu taktirde M yüzeyi, meridyen eğrisi   






 ++−= baucuau ,1)( 2α                     (5.2.9) 

olan açılabilir bir regle yüzeyidir. 

İspat. M yüzeyi (5.2.3) yaması ile verilen bir meridyen yüzeyi olsun. Eğer M  yüzeyi 

sabit açılı ise bu takdirde (5.1.8) ve (5.2.7) deki şekil operatörü matrisleri 

karşılaştırılırsa ( )u2α′ =0 elde edilir. Ayrıca )(uα  meridyen eğrisi birim hızlı olduğundan 

( ) ( ) 12
2

2
1 =′+′ uu αα  dir. Maple komutları ile bu diferansiyel denklemlerin ortak 

çözümünden istenilen sonuç elde edilir.  
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6. ×2S   DE SABİT AÇILI YÜZEYLER  

6.0. Giriş 

Bu bölümde ×2S   deki sabit açılı yüzeyler ele alınmıştır. Bunlar ile ilgili bazı temel 

sonuçlar verilmiştir. 

6.1. ×2S  de Sabit Açılı Yüzeyler 

×2S , 2-küresi ile nin Riemann çarpımı olsun. Bu takdirde ×⊂ 2SM  de bir 

yüzey olmak üzere 
t∂
∂

 birim vektörü ( )RST ×2  nin tanjant demetinin elemanı olsun. 

Böylece 
t∂
∂

 

θξcos+=
∂
∂ T
t           (6.1.1) 

biçiminde bir ayrışıma sahiptir. Burada T vektörü M nin tanjant uzayı üzerine 

izdüşümüdür. 

Burada MT ⊥∈ξ  birim vektörü 
t∂
∂

 
nin normal bileşenidir.θ  ise açı fonksiyonu olup 

Mp∈∀  için 

ξθ ,)(cos
t

p
∂
∂

=           (6.1.2) 

dir (Dillen ve ark. 2007). 
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Önerme 6.1.1: TMX ∈∀ için 

AXTX θcos=∇                      (6.1.3) 

ve 

[ ] TAXX ,cos −=θ           (6.1.4) 

dir (Dillen ve ark. 2007). 

İspat. 
t∂
∂

 
birim vektörü ×2S  de paralel vektör alanıdır. Bu nedenle 0~ =

∂
∂

∇
tX

 
dır. 

Burada  

( ) [ ]
( )

[ ]ξθξθ

θ

ξθ

ξθξθθξ

ξ

ξ

coscos),(

cos
cos),(

cos~cos~cos~0

XTXh

XAT
XATXhT

XTT

X

X

XX

XXX

+∇++

−∇=

∇+−++∇=

+∇+∇=+∇=

⊥

⊥

 

ve 

−∇ TX 0cos =θξ XA  

dır. Buradan 

[ ] 0coscos),( =+∇+ ⊥ ξθξθ XTXh X         (6.1.5) 

elde edilir. Böylece 1. eşitlikten  

XATX ξθcos=∇  

bulunur. Ayrıca 2. eşitlik ξ  ile çarpılırsa  

  0cos,cos),,( =+∇+ ⊥ θξξθξ XTXh X  
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elde edilir. Böylece 

ξξ ),,(, TXhTXA =  

yardımıyla 

[ ] 0cos,cos, =+∇+ ⊥ θξξθξ XTXA X        (6.1.6) 

dır. Bununla birlikte 

1, =ξξ  

olduğundan 

0,~ =∇ ξξX  

dır. Ayrıca Weingarten denklemi yardımıyla  

0, =∇+− ⊥ ξξξ XXA  

bulunur. Böylece XAξ ile ξ  birbirine dik olduğundan 0, =∇⊥ ξξX dır. Buradan  

[ ] 0cos, =+ θξ XTXA  

sonucuna varılır.  

Tanım 6.1.2: θ  açı fonksiyonu sabit ise ×⊂ 2SM yüzeyine sabit açılıdır 

denir. 0=θ  ve 
2
πθ = aşikar durumlardır. 0=θ  durumunda 

t∂
∂

 vektörü her zaman 

normaldir. Bu nedenle { }0
2 tS ×  elde edilir. İkinci durumda ise 

t∂
∂

 her zaman teğet 

vektör olur. Bu durumda 2S  deki bir α eğrisi ile  nin Riemann çarpımı, yani ×α  

elde edilir (Dillen ve ark. 2007).  
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Farz edelim ki 






∉

2
,0 πθ  olsun. Böylece (6.1.4) eşitliğinden θ  sabit alınarak  

MTX p∈∀  için  

0,, == XTATXA ξξ  

bulunur. Bu da bize T nin asli eğrilik 0 'a karşılık gelen asli vektör olduğunu gösterir. 

Buradan da 
T
Te =1  , 2e  de 4e 'e dik bir vektör olacak şekilde seçilsin. Bu takdirde şekil 

operatörü matrisi  









=

λ0
00

A                                                       (6.1.7) 

biçimindedir. Burada →M:λ   reel değerli fonksiyondur. Gauss denklemi yardımıyla  

( )

WXTZTY

ZYTWTX

WYTZZX

ZXTWTY

WYZXZYWX

WAYZAXWAXZAYWZYXR

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,,

,,,,,,

−

−

+

+

−+

−=

                                          (6.1.8) 

eşitliği görülür. 

Teorem 6.1.3: ×⊂ 2SM sabit açılı bir yüzey olsun. M nin Gauss 

eğriliği ( ) θ2
1221 cos,, == eeeeRK                    

(6.1.9) ve T bir asli yöndür (Dillen ve ark. 2007).  

Böylece aşağıdaki sınıflandırma teoremi verilebilir 
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Teorem 6.1.4: ×⊂ 2SM sabit açılı olması için gerek ve yeter şart ×→ 2: SMF ; 

( ) ( )vuFvu ,, →  immersiyonu 

)sin),(')()cossin()()cos(cos(),( θθθ uvfvfuvfuvuF ×+=              (6.1.10) 
2: SIf → , birim hızlı eğri ve [ ]πθ ,0∈  sabit açıdır (Dillen ve ark. 2007). 

İspat. Önce (6.1.10) immersiyonu ×2S  de sabit açılı olduğunu gösterelim. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )0,cossincoscos

0,cossincoscos
sin,coscoscossincos

vfvuu
vfvfuvfuF

vfvfuvfuF

v

u

′+=

′′×+′=

′×+−=

τθθ
θθ

θθθθ

 

dır. Buradan →M:τ  dir. f  birim hızlı eğri olduğundan ff ′′×  çarpımı f ′  nün bir 
katıdır.  
Böylece  

( ) 42 R~ RST ⊂×∈ ⊥ζ  
dır. Böylece M nin ×2S  deki normali ζ  olmak üzere  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )θθθθζ coscoscoscossinsin vfvfuvfu ′×+−−=  

dir. Buradan 

θζ cos, =
∂
∂
t  

sabittir sonucuna varılır. 

 Sonuç: →If :  , büyük çember ise bu takdirde (6.1.10) immersiyonu 

( )θtan,sin,sincos,coscos),( uuvuvuvuF =  

biçimini alır. Burada ( ) 





∈⇒

2
,0: πθ  sabittir. 
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