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Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu galismanin amaci R® deki sabit agil1 yiizeylerin bir siiflandirmasini vermektir.
Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliim temel kavramlardan olusmaktadir.

Uclincti bolimde R® Oklit uzaylar arasindaki acilar ile ilgili temel ozellikler ele

alinmustir.

Dordiinci bélimde R* deki sabit agili donel yiizeyler ve kanal yiizeyler ile ilgili bazi

sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde R* deki sabit agil1 yiizeyler ele alinmustir.

Son bélimde ise S xR deki sabit a1l yiizeyler ele alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Yizey, donel ylizey, sabit agil1 ylizey
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ABSTRACT
MSc Thesis
A CHARACTERIZATION OF CONSTANT ANGLE SURFACES IN EUCLIDEAN
SPACES
Kader ASLAN
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

The aim of this thesis is to give a characterizations of constant angle surfaces in R".
This thesis consist of six chapters.

First chapter is introduction.

In the second chapter it is given some basic definitions and theorems which will be use
in the other chapters.

In the third chapter angles between the Euclidean spaces in R* are considered.

In the fourth chapter constant angle surface of revolution and canal surfaces in B? are
considered. Some original results are obtained.

In the fifth chapter constant angle surfaces in 4-dimensional Euclidean space R* are

considered.

In the final chapter constant angle surfaces in S? xR are considered.
Key Words: Surface, surface of revolution, constant angle surface

2015, vi+35 pages.
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¥(M) Tlizerinde i¢ carpim fonksiyonu

ikinci temel form
Sekil operatorii

p noktasinda teget uzay

p noktasinda normal uzay
Ortalama egrilik vektorii

Ortalama egrilik

M nin ikinci temel form katsayilar

Normal vektor
Gauss egriligi
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1. GIRIS

Bu calismanin amaci n-boyutlu OKlit uzayr R%deki sabit acili yiizeylerin bir

siniflandirmasini vermektir.
Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.
I1k boliim giris boliimiidiir.

Ikinci béliim temel kavramlardan olusmaktadir. Bu béliimde B deki yiizeylerin Gauss
denklemi, Weingarten denklemi ve ikinci temel form ile ilgili temel kavramlar

tanimlanmis bunlarla ilgili bazi temel 6zellikler verilmistir.

Uclincti bolimde B® Oklit uzaylar1 arasindaki agilar ile ilgili temel 6zellikler ele
almmistir. Bu boliim dort kisimdan olusmaktadir. Ik kisimda R"deki alt uzaylar
arasindaki acilar ele almmustir. Ikinci kistmda R® de yiiksek boyutlu agilar ile ilgili
temel Ozellikler verilmistir. Uciincii kistmda ise asli agilar ilgili sonuclar ve bazi
esitlikler verilmistir. Son kisminda ise R* deki 2-boyutlu alt uzaylar arasindaki asli

acilar incelenmistir.

Dérdincii boliimde R* deki sabit agili yiizeyler ile ilgili temel kavramlar ele alinmistir.
Bu bolim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kissmda R* deki sabit acil yiizeylerin bir
karakterizasyonu verilmistir. ikinci kissmda R® deki donel yiizeylerin sabit agili olmasi
ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir. Ugiincii kisimda ise B? deki kanal yiizeylerin sabit

acilt olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.

Besinci bolimde R* deki sabit agili yiizeyler ele alinmistir. Bu boliim iki kisimdan
olusmakta olup bazi orijinal sonuglar igermektedir. Birinci kisimda R* deki bir yiizeyin
sabit agili olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar ele almmustir. Ikinci kisimda R* deki

meridyen yiizeylerinin sabit acili olmasi ile ilgili sonuclar verilmistir.

Altinc1 bélimde S?xRdeki sabit agili yiizeyler ele almmustir. Bunlar ile ilgili bazi

temel sonuclar verilmistir.

11



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.0. Giris

Bu boliimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan R® de regiiler ylizey yamasinin
Gauss ve Weingarten esitlikleri ile ilgili baz1 temel kavramlar, teorem ve tanimlar

verilmistir.
2.1. R" de Yuzeyler

Tanmm  2.1.1:U cR%acik  alt kiime olmak iizere X:UcCcR*—>R"
X (u,v) = (% (u,v), X, (U,V),..., X, (U,v)) bigiminde tanimlanan tiirevlenebilir doniisiime

koordinat yamasi ve bu X doniisiimiiniin izi ya da goriintiisii X(D) ye de lokal ylzey
denir (Gray 1993).

M yiizeyi X :U c R? = R® yamasi ile verilsin. M nin p € X (u,v) noktasindaki teget
uzay1r T (M), X, ve X, ile gerilen bir vektdr uzayidir. Bdylece M nin birinci temel

formu

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv® (2.1.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada

E

F=(X,.X,) (2.1.2)
G

1. temel form katsayilar1 olup <,>bir OkKlit i¢ carpimidir. Bununla birlikte (2.1.2)

yardimiyla
|X, % X,| =EG-F? (2.1.3)

elde edilir. Eger X, x X, # 0 ise X(u,Vv) yamasi regiilerdir denir (Gray 1993).
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Tamm 2.1.2: M, R" de bir yizey olsun. M (zerinde icin X :M—)UTpM birebir ve

orten déniisiimiine bir vektdr alani denir ve M {izerinde vektér alanlari kiimesi (M) ile

gosterilir (Hacisalihoglu 1994).

Tanim 2.1.3: M, R" de bir ylizey olsun. M iizerinde vektor alanlar1 uzayi ;((M ) olmak

Uzere

VigMKkx(M)> z(M),

(X,Y) > VY
déniistimi, VX,Y,Z € (M) ve Vf,geC” (R", R™) igin

|) VfX+ng:vaZ+gVYZ )

i) Vy (FY)=(Vy F)Y + VY

ozelliklerini saghyorsa V ya R" de bir afin koneksiyon denir. Ayrica bu afin

koneksiyon,

i) VY -V X =[X,Y],

iv) X[(Y,Z)]=(VyY,Z)+(VyZ,Y)

sartlarmi  da saghiyorsa R"de bir Riemann koneksiyonu olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu 1994).

Tanim 2.1.4: M c R” yiizeyi X (u,V) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. B” de

Riemann koneksiyonu Vile gosterilsin. Bu durumda ¥ X,Y e 7(M)lokal vektor

alanlar1 igin M yizeyi Uzerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak (izere

M nin ikinci temel form doniisiimii
h: z(M)x z(M) = (M) ;h(X,Y)=V, Y -V,Y, (2.1.9)

bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde
(2.1.4) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).
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Tanim  2.1.5:M cR" yuzeyi X(u,v)regiiler =~ yamasi  ile  verilsin.

VX € y(M)veé e y (M)igin M nin sekil operatorii doniisiimii
Az (M) x 2 (M) = z(M); AsX ==V E+ V& (2.1.5)

bigiminde tammlanir. Burada A.X, Jya karsilik gelen sekil operatorii ve V'ise

(M) normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi X,Y eTp(M) icin

(A:X,Y)=(n(X,Y),&) (2.1.6)

dir. Bu operator self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatiirde (2.1.5) esitligi Weingarten
denklemi olarak bilinir (Chen 1973).
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3. R" OKLIT UZAYLARI ARASINDAKI ACILAR
3.0. Giris

Bu bélimde n-boyutlu Oklit uzay1 ™ deki alt uzaylar arasindaki acilar incelenmistir.
Bu bolim 4 kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda alt uzaylar arasindaki agilar
incelenmistir. ikinci kisimda alt uzaylar arasinda yiiksek boyutlu agilar ve bunlarla ilgili
baz1 bilinen sonuglar verilmistir. Ugiincii kistmda asli agilar incelenmistir. Dordiincii

kisimda ise 4-boyutlu Oklit uzay1r R* deki alt uzaylar arasindaki asli agilar incelenmistir.
3.1. Alt Uzaylar Arasindaki Acilar

(R", <,>) n-boyutlu reel lineer uzay olsun. Herhangi «, B vektorleri icin « ile f nimn ig
carpimi

<a,p> :Zn:aiﬂi (3.1.1)

ile tanimlanir. Bununla birlikte, B® deki p-tane (1< p < n) vektoriin dis carpimindan

olusan lineer uzay APR" ile gosterilir. Bu uzayin elemanlar1 p-vektorlerdir. Bir p-

vektor p-tane vektoriin tek tip olarak dis ¢arpimi olarak yazilirsa bu p-vektor

ayristirilabilir (ya da basit) dir denir. Herhangi «, g € AP R" p-vektor ciftleri

a=a rna,A..AQ,

(3.1.2)
B=b AbyA..AD,
icin
<a,p>=det(<a,b >) (3.1.3)

ile tanimlanir.

Y.Teorem 3.1.1: APR" lineer uzay1 <,> ile olusturulmus bir Oklit uzayidir (Jiang

1996).
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Ispat.R"de {e;}, 1< j<nortonormal bir baz secilsin. Bu takdirde A"R"nin

n
ortonormal bir baz1 {E, }, K :1,2,...,£pj dir. Burada E, p-tane farkli e, vektdrlerinin

dis garpiminda olusan bir p-vektordur (Flanders 1963, sf.14 ).

Herhangi bir p-vektoru P

a=> AE, (3.1.4)
k

biciminde gosterilir. Burada A, € R reel skalerdir. Boylece

<aa>=Y 2 (3.1.5)
k

elde edilir. Buradan o e APR" igin < a,a>=0 dir a=0 dir. Boylece <,> bir

OKlit i¢ carpim1 oldugu sonucuna varilir (Jiang 1996). []

3.2. Yiiksek Boyutlu Acilar

a=a Aay A..Ad, sifirdan farkli basit bir p-vektor olsun. Bu takdirde o« p- vektori
R nin p- boyutlu alt uzayr AP ye kargilik gelir. Tersine AP alt uzaymin herhangi bir

baz vektdri xa ya esit olan baz vektorlerinin dis c¢arpimidir. Bununla birlikte

1< p<qg<n icin APile BY sirasiyla o ve B ya karsilik gelen alt uzaylar ve A" de

A nin R" deki dik bileseni ise bu takdirde
a=a +a", a eA,a A", 1<i<p

dir. Boylece
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a' =a] Aay A..nQ

at =aan2l/\.../\aZ (3.2.1)
a" =" ney! /\.../\ag/'
icin
aV =a-a" -at
alinirsa
a=a +a +a" (3.2.1)*

elde edilir. Burada o' ,a" ve a" srasiyla o nin tegeti, dik ve karisik kisimlaridir
(Jiang 1996).

Y.Teorem 3.2.1: (3.2.1) ayrisim1 AP alt uzayinin bazlari arasindaki doniistimler altinda

invaryant kalir. Sonugta AP alt uzayi i¢inde baska bir {a'j } bazi se¢ilirse bu baza karsilik

gelen p-vektor
a'=a Ay A Al (3.2.2)

1

dir. Bu p-vektoriin bilesenleri o™, a'*, o' olmak lizere

a'=ka
a T
o' =ka
| . (3.2.3)
a' =ka
arM :K'OKM

dir. Buradan x = 0 bir skalerdir (Jiang 1996).

Y.Teorem 3.2.2: acA’R bir p-vektor olmak iizere <a,a' >>0dir. Esitlik

durumunda o' =0 dir (Jiang 1996).
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Ispat. @ =a, na, A...aa, olsun. Bu takdirde «" =a] na; A..aa] dir. Buradan

<a,a’ > =det(<a, o >)=0 (3.2.4)
bulunur. []
Y.Teorem 3.2.3: ' € AP ™ bir p-vektdr olmak iizere
o ="+ o+ e [
dir (Jiang 1996).
Ispat. (3.2.1)* ayrisini yardimiyla
(a".a)=(a".a")=(a"a")=0 (3.2.5)
sartlar1 kullanilarak istenilen sonug elde edilir. []

Tamm 3.2.4: AP ve B, p <q alt uzaylar arasindaki ag1 & olmak (izere

0= arccosM (3.2.6)

|
bi¢iminde tanimlanir (Jiang 1996).
Aciklama 3.2.5:

1) p-boyutlu ag1 iki dogru, dogru-diizlem ve iki diizlem arasindaki klasik agilarin bir

genellemesidir. Boylece Y.Teorem 3.2.3 den 0< es% dir. Eger 6’:% ise A" ve B

birbirine diktir.
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ii) p = g alindiginda (3.2.6) formiili

(e )
1A

@ = arccos

(3.2.7)

bigimine doniisiir. Burada @ ve S basit p-vektorleri arasindaki p-boyutlu ag1 8, AP R®

den indirgenen a ve g vektorleri arasindaki Oklit agisina esit olur.

Teorem 3.2.6: (indirgenme Teoremi) A ve B, R® nin sirasiyla p ve g boyutlu alt
uzaylari olsun. (1< p<q<n).Farzedelimki ANB=¢ ve AnB nin A dave B deki

dik bilesenleri siras1 ile A’ ve B’ olsun. Bu takdirde A ve B arasindaki ag1 A’ ile
B'arasindaki agiya esittir (Jiang 1996).
Teorem 3.2.7: (Ug Kosiniis Teoremi) A® ve B, 1< p<qg<n, birbirine dik olmayan

alt uzaylar1 olsun. Farz edelim ki C?, AP nin B i¢indeki dik izdiisiimii ve D" de

B?nun p-boyutlu alt uzay1 olsun. Bu takdirde, 8" & ve ¢ sirasiyla A” ile D”, A’ ile

B? ve C’ ile D" arasindaki agilar olmak iizere

cos 6’ = cosf.cos ¢ (3.2.8)
dir.

Ispat. ave o sirasiyla A” ve DP ye karsilik gelen p-vektorler olsun. Bu takdirde

a',at ve o a nin BY ya gore teget, normal ve karisik bilesenlerini belirtsin. Bu

nedenle a*, C° ye karsilik gelir ve <0¢l , 5> = <a M, 5> = 0dir. Boylece

(@) [(a".0)

o = =
A ™ R P TE
] [ 5)
e el

19



= C0SH.cos¢

dir. []

Sonu¢ 3.2.8: AP ve BY, R" nin sirasiyla p ve q boyutlu alt uzaylari olsun.
(1S p£q<n.) Bu takdirde AP ile BY arasindaki @ agisi AP ile D < B? arasindaki

acinin minimum degerine esittir (Jiang 1996).

Teorem 3.2.9: (Ucgen Esitsizligi) A,Bve Cc R® nin ii¢ farkli p-boyutlu alt uzaylar
olsun. (1< p<n). Ayrica 0,5, 0,. Ve 6,. swasiyla A ile B,A ile C ve B ile C

arasindaki agilar olsun. Bu takdirde

Opg +0pc <O (3.2.9)
dir. Esitlik durumunda boy(AnBNC) = p-1 dir.

Teorem 3.2.10: (Bilesen) A? ve BY, R" nin alt uzaylar1 (1< p<q<n, p<n-q) ve
B*, B nin k" deki dik bileseni olsun. Bu takdirde @ ve 0" sirasiyla A ile B ve A ile
B* arasindaki agilar olmak iizere cos® @+ cos® 8 <1dir. Esitlik durumunda p = 1 yada

00+ =0 durumunda p >1 dir.
3.3. Asli Acilar

AP ve B sirasiyla R™ nin p ve g boyutlu alt uzaylari olsun. (lS p<g< n). Bu takdirde

>

AP ile BY arasindaki asli agilar 0<6, <0, <..<6, <~

N

(a.b)
cosf, = (3.3.1)
o e

bi¢iminde tanimlanir. Burada a € A®, b e BY dur (Miso ve Ben-Israel 1992).
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Teorem 3.3.1: AP ve B arasindaki a¢1 @ ve asli agilar 0,,0,,...,0,0lsun. Bu takdirde
oS & = €0S ¢;.€0S6,...c0S 0, (3.3.2)
dir.
Ispat. a, veb, ler birim vektorler olsun. Béylece AP ye kargilik gelen p-vektor

a=a A, A8,
birim vektor, yani (a,«)=1 olsun. Bu takdirde a; =b, cosd, , 1<i<p yardimyla
a' =€0s6,.c056,...c0s0,b, Ab, A...Ab, bulunur. Buradan

cosé = HaT H =C056,.056,...C0S 6,
dir. []
3.4. R* deki 2-Boyutlu Alt Uzaylar Arasindaki Asli A¢ilar

Tammm 3.4.1: V ve W diizlemleri, B* {in 2-boyutlu alt uzaylar1 olsun. Boylece V ile

W arasindaki 0< 6, <9, < 7 asli acilar1 (3.3.1) yardimiyla

2
cos, =(v;, W) = maks{(v, w):veV,weW,|v|=|w|= 1 (3.4.1)
oSG, =(V,,W,) = maks{(v, w) V]| =|w|=Lv Lv,wL w} (3.4.2)

dir. Buna gore V ve W dizlemleri, B* (n 2-boyutlu alt uzaylar1 olmak iizere

R, : R* 5w dik izdiisiimii yardimiyla V (zerinde

(Ry (v), Ry (V) = 8 (v), v eV (3.4.3)
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bigiminde simetrik semidefinit kuadratik formu tanimlanir. Boylece V v,v' €V igin

Sy Simetrik endomorfizm
(Sun (v).v') =Ry (v). Ry (v')) (3.4.4)
seklinde tanimlanir. Yani S, e Sym(V ) dir (Bayard ve ark. 2011).

Onerme 3.4.2: S, nin 6zdegerleri cos?d, ve cos?@, dir. Sonucta {v,,v,} V nin

ortonormal bir bazi vardir > V nin her bir v=xyv, + X,v, elemani i¢in
Quv (V)= X7 cos® 8, + x2 cos® 6, (3.4.5)
dir (Bayard ve ark. 2011).

Ispat. (3.4.3) esitligi yardimiyla

dir. Boylece (S, (v,)v,)=cos?8,, (S, (v,)V,)=cos’6, esitliklerinden istenilen

sonug¢ elde edilir. []

Y.Teorem 3.4.3: V ve W R*iin 2-boyutlu alt uzaylari olsun. Bu takdirde V ile W

nun asli agilart 6, ve 9, olmak tizere V ile W' arasindaki asli agilar
0, =%—02 <6 =%—91 (3.4.6)

dir (Bayard ve ark. 2011).

Ispat. v veV elemam
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v=PR,(v)+P,(v) , R, (vV)LP . (v) (3.4.7)

(v,v)=(Py (v), Ry (v)) + <PWL (v).P,. (v)>

(3.4.8)
=0 (vV)+6,., (v
dir. Boylece (3.2.3) den dolay1
6,.,(v)=x’sin? 6, + x,sin* 6, (3.4.9)

dir. Bununla birlikte Onerme 3.4.2 yardimiyla W yerine W+ almarak cos? 6, =sin? 6,

ve cos® 8, =sin® g, elde edilir. []
Onerme 3.4.4: Verilen 0<0, <6, s% acilart i¢in R* de V ve W gibi iki diizlem vardir
ve bu acilar bu diizlemlerin asli a¢ilaridir (Bayard ve ark. 2011).

Ispat. {w,,w,,w,,w,} R* de ortonormal baz olsun. Ayrica W = Sp {w,,w, } alinirsa v,

ve v, ortonormal vektorleri

v, =C0S&,w, +sing,w,
Vv, =C0sé,w, +sin 8,w,

bi¢iminde tanimlanir.

Boylece V = Sp{v,,v, } olmak tzere
P, (v,)=cosé,w,
R, (v,) = cosé,w,

dir. Ayrica v =XV, + X,V, i¢in

Oy (V) = <PW (V)’ Py (V)> = <Pw (X1V1 + XpV, ), Py (X1V1 + X5V, )>
= %2 (P, (v ). P, (v )y + X2 (P, (v, ), P, (v, )) = X7 cos® &, + x5 cos® 6,
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elde edilir. Buradan Onerme (3.4.4) yardimiyla 6, ve 0, asli agilar oldugu goriiliir. []

Tamim 3.4.5: (Lagrange ozdesligi) A>R* vektor uzayi iizerinde
(V3 AV, Wy AW, ) = (Vy, Wy ) (Vo Wy ) = (Vy, Wy )y, W) (3.4.10)

bi¢iminde tanimlanan dogal skaler ¢carpimi1 Lagrange ézdesligi olarak bilinir (Bayard ve
ark. 2011).

R* de yonlii duzlemler V. ve W olmak tizere {v,,v,} ve {w,,w,} sirasiyla V ve W

nun ortonormal bazlar1 olsun. Ayrica V ile W arasindaki 6 [0, z] agis1

COS 6 = (V; AVy, Wy AW,) (3.4.11)

dir. Bununla birlikte V ile W* arasindaki ag1 8- €[0,7] ile ifade edilirse W ile W* in
pozitif yonlii bazlariin birlesimi R* {in pozitif yonlendirilmis bazini verir. Yani
Spiv,,v,} =W ve Sp{w,w,}=W"'ise R*=W @®W"dir. Benzer sekilde V< ile

W arasindaki a¢1 da € dir.

Y.Teorem 3.4.6: @ ve 6" sirastyla V ile W ve V ile W~ (yada V"~ ile W) arasindaki

acilar olmak Uzere

lcos 6| = cos 6,.cos 6,
(3.4.12)

Isin 6] =sin 6,.sin 6,
dir. Buradan @, ve ¢ asli agilardir (Bayard ve ark. 2011).

Sonu¢ 3.4.7:a,feNPR* igin <a,a><pB,B>><a,f>> dir. Esitlik durumunda

a bivektori g dan skaler faktor ile ayrilir.
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4. R* DE SABIT ACILI YUZEYLER
4.0. Giris

Bu bolimde 3-boyutlu Oklit uzayinda sabit acgili yiizeyler ele almmistir. Bu bolim 2
kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda R* deki bir yiizeyin sabit agili olmasi sartlar
ele alinmistir. Tkinci kistmda R? de sabit agil1 donel yiizeyler incelenmistir. Son kisimda

ise B? de sabit ag1li kanal yiizeyler ele alinmstir.
4.1.R? de Sabit Acih Yiizeyler

M < R? yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. M (izerinde bir ortonormal ¢ati,

e = M (4.1.1)

(Xv_<xu7xv>) Xuz
. i3 w1

) 1.
X
X, = (X, X, :

( v < u >)||Xu 2
e, =€ xe, (4.1.3)
biciminde se¢ilsin. Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla
ilej =V.8, +h(ei,ej) (4.1.4)
V.8 =—A¢ (4.1.5)

(1<i, j < 2) elde edilir.
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Tamm 4.1.1: M < E? yiizeyi X (u,V) regiiler yamast ile verilsin. Bununla birlikte

- - -

k =X,+cosfe, (4.1.6)

— e
birim sabit vektorii tanimlansin. Burada €, k ile e, arasindaki a¢1 fonksiyonudur.

Eger 6 acis1 sabitise M yuzeyine sabit a¢ili yiizey denir (Nistor 2009,2011).

M < R? sabit acili bir yiizey olsun. Bu taktirde

N 2
Hk” = ||Xu||2 +cos? 0||e3||2 (4.1.7)

dir. Bununla birlikte K birim vektor oldugundan ||Xu||:Sian1r. Yani X, =sinf e,

dir. Boylece
K =sin Oe +cosfe, (4.1.8)

elde edilir. Bu vektoriin e, ve e, yoniindeki tiirevleri sirastyla

0= 581 k =sin eilel + cosé’%ele3 (4.1.9)
0=V, k=sindV, e +cosdV,e, (4.1.10)

dir. Weingarten denklemi yardimiyla

Vo8 =—4e — 1€, (4.1.11)
Ve 85 =~ A8 — 116, (4.1.12)
Burada 4;, i, € C*(M) dir. Boylece (4.1.9)-(4.1.12) yardimiyla

V& = CotO(4e, + 148,) (4.1.13)
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~

V.8 =cotd (4, + 1,e,) (4.1.14)

elde edilir. Ayrica (e, e;) =0 ifadesi e, ve e, ye gore tiirevlerinden,

V.e,e)+(e,V. e )=0 (4.1.15)
(Voewes)+ (e Voes)

V.e.e)+(e,V e)=0 (4.1.16)
(Voene)+(eVoe)

bulunur. Buradan, (4.1.11) - (4.1.16) denklemleri yardimiyla A, =4, =0 bulunur.

Ayrica sekil operatorii simetrik oldugundan

<Ae3€2ael> =0
<Ae3elve2> = —,ul<el,e2> =0

yardimiyla g, =0 dir.

Benzer sekilde (es,ez) nin e, e gore tiirevi alinirsa

<Aeael’ e2> = <h(ell ez)ea> = <§e1e2’e3>

dir. Ayrica (e,,e,)=1 in e, vektoriine gore tirevi alimrsa <§ele2,e2>20bulunur.

Buradan ilez =0 elde edilir. Bununla birlikte (e,,e,)=0 mn e, vektoriine gore tiirevi

alinirsa

~

<§ezez,e3>+<e2,veze3> =0
bulunur. Buradan
<§eze2,es> = u, yani he,e,)= e,

dir. Ayrica (e;,e,)=0 m e, vektdriine gore tiirevi alinirsa
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<V62e1,e2>+<el,veze2> =0
bulunur. Buradan
<§eze2,e1> =—u,cotd Yyani V€ =—u,cotde

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Y.Teorem 4.1.2: M < R? sabit acili bir yiizey olsun. Bu takdirde

§e1e1 =0

i e, =0

o (4.1.17)
V. e =cotéu,e,

592 e, =—coté u,e, + u,e,

dir (Munteanu ve Nistor 2009).
Boylece (4.1.17) yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.1.3: M < E? sabit agil1 bir yiizey olsun. Bu takdirde M nin sekil operatorii

matrisi

A =(0 OJ (4.1.18)
0

bicimindedir. Burada p, eC*(M) dir.

Sonu¢ 4.1.4: R? deki tim sabit acili yiizeyler diiz olup ortalama egrilikleri H :% Ly
dir.

Ispat. M < R?® sabit acili yiizey olsun. Bu takdirde (4.1.18) yardimiyla K = det A, =0

ve H :%ierg =%,u2 elde edilir. [
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Tammm 4.1.5: (Konformal yama) M —R?® yiizeyi X(u,v) yamasi ile verilsin. Bu

taktirde
(4.1.19)
saglanirsa X (U,v)ye konformal yama adi verilir (Frohlich 2013). Burada g

tirevlenebilir bir fonksiyondur.

Onerme 4.1.6: M cR? yiizeyi konformal yama ile verilsin. Eger M sabit acili bir

yuzey ise bu taktirde

1,1, 5% cot 0~ g, )=0 (4.1.20)
dir.
ispat. M = R? yiizeyi X (u,v) konformal yama ile verildiginden

X X
e = oo X (4.1.21)
B A I

dir. Boylece ikinci kismi tiirevler kullanilarak

qu =VXL,Xu =VXU ”Xu”el =quﬂel
=B,e,+ BV & =B,e+pV, ¢ (4.1.22)
_ﬂuelz%:ﬂzez
X :6XUXV :%xuﬁez
- V; (4.1.23)
:ﬁu eZ +ﬁzvelez :?uxv
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X :vaxu :vxvﬂel
=p.e+pV, e (4.1.24)
=p.&, + B* cotOu,e,

Xw = ng X, :ngﬂez
=B, +BVX.e, (4.1.25)
=p.e,+ ﬂz(_ cotOue, + ,Uze3)

elde edilir. Burada X, = X, oldugundan (4.1.23) ve (4.1.24) esitliklerinden

B.e, = B.6 + B°cotd u,e, (4.1.26)

elde edilir. Boylece

A.=0 (4.1.27)
B, = B cotbu, -

dir. Ayrica e, vektorunin X, ve X, ye gore kovaryant tiirevleri alinirsa

?X“ ?ﬂel ﬂ?el% =0 (4.1.28)
Vi€ =V e =0V, e;==pue,=—u,X,
elde edilir. Buradan
~V, V,8+V,V, e =0 (4.1.29)
Schwartz esitligi ve (4.1.28) esitligi yardimiyla
—§Xu§xves +5XV§XueS :—§Xu (11,X,)=0
elde edilir. Buradan
(1), X, + 1, X, =0 (4.1.30)
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bulunur. Boylece (4.1.23) esitligi kullanilirsa

(1), + ﬂz%=0 (4.1.31)

bulunur. Benzer sekilde (4.1.24) esitligi yardimiyla
Ayrica (4.1.27) esitliginden
(1), + 1,° B oot =0 (4.1.32)

elde edilir. Boylece (4.1.32) esitligindeki ifadeler karsilikli esitlenirse (4.1.20) elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir. [ ]
4.2. ®? de Sabit A¢ih Donel Yiizeyler
M < R? yiizeyi,

X (u,v) =(g(u),h(u)cosv,h(u)sinv) (4.2.1)
yamasi ile verilen bir donel ylizey olsun, burada «(u) = (g(u),h(u)) egrisi M nin Uretec

egrisidir. M nin teget uzay1

=(g’,h’cosv,h’sinv)

XU
X, =(0,~hsinv,hcosv)

vektorleri ile gerilir. M nin 1. temel form katsayilari

E=(Xy X,)=(g) + ()

F=(X,,X,)=0 (4.2.1)*
G=(X,,X,)=h?

dir. Boylece

X, xX,[|=EG-F?=hy(g")* +(n')’
yardimiyla

31



X, x X, 1

XX (@ + ()

bulunur. Ayrica X, ve X, nin u ve v ye gore turevlerinden

N

(g”,h"cosv,h"sinv)
(0,~h’sinv,h’cosv)
(0,~hcosv,~hsinv)

XUU
XUV
XW

dir. Boylece M nin 2. temel form katsayilari

h!g "_ glh"

Cll <qu1 3>

e
C, =<Xuv’e3>
e

Cy :<xw’ 3>:

V@) +(hy
0

hg’
V@) +(hy

dir. Boylece (Bulca 2012) den

hy, = C_él
C
h, =2-=0
h,, -2 g
G hy(g) +(nY

dir. Boylece M nin sekil operatorii matrisi
hlg 14 _ g !h"

AN:(hM h“}= ((g')2+(h')2)§

h21 h22 0

(g’ + ()’

elde edilir. Buradan Onerme 4.1.2 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.2.1: M <= R? yiizeyi (4.2.1) yamasi ile verilen bir donel yiizey olsun. Bu

takdirde M yiizeyinin sabit agili olmasi igin gerek ve yeter sart

hg"-gh"=0 (4.2.3)

(4.2.4)

olmasidir.
Bu teoremin yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.2: M < R? yiizeyi (4.2.1) yamast ile verilen bir donel yiizey ve M nin Ureteg

egrisi a(u) = (g(u),h(u)) birim hizli olsun. Bu taktirde M yiizeyinin sabit agili olmasi

icin gerek ve yeter sart
h(uy=au+b, g(u)=+vyl-a’u+c yada gu)=au+b, h(u)=+yl-a’u+c (4.2.5)
olmasidir. Burada a,b ve c integral sabitleridir.

Ispat. a(u) =(g(u),h(u)) birim hizli olsun. Bu taktirde M yiizeyi sabit agil1 ise (4.2.3)

esitliginden
Hggh=0, (g +(nf -1 (4.29)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin asikar olmayan bir ¢oziimii (4.2.5)

dar. []
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Bu yuzeylerin h=0.2u+5, g=+vy1-0.4u+11 ya da
g(u)=0.2u +5, h(u) =++1-0.4u +11degerleri i¢in grafikleri sirasiyla Sekil 4.1 ve Sekil

4.2 de verilmistir.

Sekil 4.1 Sekil 4.2

Genel durumlarda asagidaki 6rnekler verilebilir.
Ornek 4.2.3:

1) g=sin@ sabit olsun. Bu takdirde M donel ylzeyi bir dizlem olup g, =0dir. Bu

nedenle diizlem minimal, sabit ag1l1 bir yiizeydir.

2)g=usingd olsun. Bu takdirde (4.1.21) esitliginden h"=0dir. Buradan
h(u)=au+bbulunur. Béylece M donel yiizeyi bir koni olur. Ayrica (4.1.22)

esitliginden

1, = sin@
, =
(au+bWa®+sin?0

dir.

3)h =sing sabit olsun. Bu takdirde M ddnel yiizeyi bir silindir olup g, = dir.

sin@

4)h =e™ olsun. Bu durumda
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dir. Bu takdirde M donel yiizeyi bir koni olup

dir (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 h=e® igin sabit agil1 dénel yiizey

Sonu¢ 4.2.4: M < R? yiizeyi sabit acili donel yiizey olsun. Bu takdirde M nin minimal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir diizlem pargasi olmasidir.

ispat. M = R? sabit acili bir donel yiizey olsun. Bu taktirde Sonug 4.1.3 ve Teorem
4.1.4 yardimiyla

dir. Buradan H =0 ise g =sabit dir. Bu da bize M nin bir diizlem pargasi oldugunu

gosterir. Tersine M diizlemin bir pargast olsun. Bu takdirde M yiizeyi sabit agili
minimal bir ylzeydir. []

Teorem 4.2.5: M < R? doénel yiizeyi konformal yama ile verilsin. Bu takdirde

M ylizeyinin sabit acili ise M ylizeyi

h(u)=c(%u+a)2, g(u)=%u2+au+b (4.2.7)
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parametrizasyona sahip bir yuzeyidir.

ispat. M —R?® donel yiizeyi konformal yama ile verilsin. Bu taktirde (4.1.19) ve
(4.2.1)* yardimiyla h'g”"—g'h" =h? elde edilir. Ayrica M yiizeyi sabit acili oldugundan
Teorem 4.2.1 den h'g"—g'h"=0dir. Bu iki denklemin ¢6ziimii (4.2.7) oldugu
gorular. []

(4.2.7) parametrizasyonu ile verilen yiizey bir koni yiizeyidir. Bu yuzeyin a=3, b=5, c=1

degerleri i¢in grafigi Maple komutlari ile ¢izdirilip Sekil 4.4 de verilmistir.

Sekil 4.4 sabit acili donel ylizey

4.3. Sabit Acil Kanal Yiizeyleri

Duzlemde y(u)=(f,(u), f,(u),0)birim hizli regiiler bir egri olmak iizere Frenet
denklemleri saglanir. Buradan el(u)ve e, (u)51ras1yla ynin teget ve normal

vektorleridir. R de e, = (0,0,l) sabit vektori igin y egrisi lizerine kurulan kanal yilizeyi

X(u,v)=y(u)+r(u)(e,(u)cosv+e,(u)sinv) (4.3.1)

regiiler yamasi ile tanimlanir (Gal ve Pal 2009).
M nin teget uzay1

X, =(1-rxcosv)e, +r'cosve, +r'sinve,
X, =-rsinve, +rcosve,
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vektorl ile gerilir. Burada «  » nin Frenet egriligidir. Boylece M nin 1. temel form

katsayilari

dir. Boylece || X, x X,|=EG - F? =W yardimiyla

N = XXy l{rre rcosv(l—rxcosve, —rsinv(l-rxcosvle, |

X, x| w

bulunur. Kismi tiirevler yardimiyla

Xy =—COSV(2r'x +rx’)e, + (k —rx’ cosv+r”cosv)e, + (r"sinv)e,
X, =(rxsinv)e, —(r'sinv)e, + (r'cosv)e,
X,, =(=rcosv)e, —(rsinv)e,

 =(XyN)= {cosv(=2r(r')’x—r’r's’ —rx+r’r'xsin’v)
uu J_
+c0s’ v(2rix?)+cos®v(rir'x —r’x®) —rr'}
r’r'xsinv
(Ko N) -
uv \/_
r’ —r’sxcosv
> =(XuN) =
w J_

dir. Boylece

2..n

C .
L {cosv(=2r(r)x—r’r'c’ —rx+rr'"xsin’v)

1
h = ——
Y E  EJEG

+cos’v(2rix?)+cos’ v(r’r'x —r’x®) —rr'"}

1 r’r'xsinv r’r'xsinv (4.3.2)
h,=—C,, = 2 =Nz 2\ 2
w w ((r')*+@—rxcosv))r
1 EC,, _r’-r’xcosv_1-rxcosv

W?Z % EGJEG  r’JEG JEG
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elde edilir (Oztiirk ve ark. 2010). Bununla birlikte M yiizeyi sabit agil1 ise (4.1.18)
esitliginden h;=0,h, =0 ve h,, =g, dir. Buradan r'x=0 elde edilir. Boylece

asagidaki durumlar s6z konusudur;

i) r'=0(rz0)(x20)=>M tlp yluzeydir. Ayrica h,=0
oldugundan (1- rxcosv)=0bulunur. Buradan h,, =0 oldugundan yiizey bir diizlem

pargasidir.

i) k=0=y egrisi diiz dogrudur. Boylece (3.2.7) denklemi yardimiyla rr"=0

1
bulunur. Buradan r=au+b ve u= olup M yuzeyi bir silindir belirtir.
(au +b)v1+a?
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5. R* DE SABIT ACILI YUZEYLER
5.0. Giris

Bu bolimde 4-boyutlu Oklit uzayinda sabit acgili yiizeyler ele alinmistir. Bu béliim 3
kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda R* deki sabit acili yiizeyler ele almmustir. fkinci

kisimda ise R* deki sabit ag1li meridyen yiizeyleri incelenmistir.
5.1. B* de Sabit Acil Yiizeyler

Tamm 5.1.1: M < R* lokal yiizeyi X (u,V) regiiler yamast ile verilsin. Ayrica 7 < R*
2-boyutlu alt uzay: (diizlem) olmak iizere 6, ve 6, bu diizleme gore asli agilar olsun.

Eger 6, ve 0, agilar sabit ise M yiuzeyine 7 diizlemine gore sabit agili yiizey denir.

M? c R*yiizeyi 7 c R* diizlemine gore sabit a1l yiizey olsun. Ayrica T,,T, eT,M
ve N;,N, eT*;M igin

e, =Cosé,T, +sing,N,;

e, =C0sd,T, +sind,N, (5.1.1)

vektorleri 7 duzlemini geren vektorler olsun. Boylece M iizerinde tanimli bir vektor

alani i¢in

V,e =c0sOV, T, +sin6V,N,
=cosf,V, T -sing,A, X (5.1.2)
+cosOh(X,T,) +singVy N,

ve

§Xe2 :cosHﬁXT2 +sin eﬁx N,

. . 5.13
=086,V T, —sind,A X +cosd,h(X,T,)+sin0,VyN, (.1.3)
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elde edilir (Bayard ve ark. 2011). Ayrica M iizerinde tanimli reel degerli bir f : M —> R

fonksiyonu icin
e

(5.1.4)
e

dir. Boylece (5.1.3) ve (5.1.4) denkleminde teget ve normal kisimlar diizenlenirse

sirastyla

cos 9,df (X)T, =cosO,V, T, —sin g, A X

cos6,df (X)T, =—cos6,V T, +sin6,A, X (5.1.5)
ve

sin @,df (X)N, =cosd,h(X,T,) +sing,V, N,

sin@,df (X)N, =cosé,h(X,T,) +sing,Vy N, (5.1.6)
elde edilir. Boylece (5.1.6) esitligi yardimiyla

o (5.1.7)

h(T,,Ty) L h(T,,T,)
bulunur (Bayard ve ark. 2011). Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 5.1.2: M yiizeyi X (u,V) regiler yamast ile verilsin. Eger M yiizeyi sabit agili
ise bu takdirde M nin sekil operatdrii matrisleri

P e N L 5.1.8
vFloou ) M Tlo o (5.1.8)
bicimindedir. Burada

h(Ty,T;) =,N,
h(T;,T;) =Ny (5.1.9)
h(T,,T,)=0

dir.
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Sonug 5.1.3: M cR*deki tim sabit agili yiizeyler diiz ve ortalama egrilikleri
1 .
H 25(/11 + 4y ) dir.

ispat. M — R*sabit acili  yiizey olsun. Bu takdirde (5.1.8) yardimiyla

1/ . 1 -
K =detA, +detA, =0 ve H :E(IZANl +|ZAN2):E(IU1+/UZ) elde edilir. [

Ornek 5.1.4: (Clifford Tor)T? =S'xS' c R* tor yuzeyi

I, = {(x, X, X5, X, ) e R* |X3 = X, = 0} diizlemine gore sabit agil1 bir yiizeydir.
Coziim: T2 yiizeyinin p = (X, X,, X3, X,) noktasindaki tanjant uzay1

v, = (=%,,%,0,0),

v, =(0,0,-%,, %)

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece w, =v, eT,T? nII;, oldugundan

cos6, =(v;,w;) =1 dir. Buradan ¢ =0 elde edilir. Bununla birlikte v, L v, oldugundan

W, =(xX,,00)eTl;,ve w, Lw, dir. Boylece cos6, =(v,,w,)=0dir. Yani 6, =%dir. Bu

nedenle Clifford tor yizeyi I1,, duzlemine gore 6,=0,6 =% sabit asli agili bir

ylzeydir. Yani T? yiizeyi I1,, diizlemine gore sabit agili bir yiizeydir.

Benzer sekilde T2 yuzeyi I1,, = {(xl,xz,xg,x4)e]1%.4|x1 =x, =0} diizlemine gére sabit

asli agil1 bir ylizeydir.
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5.2. R* de Sabit Acih Meridyen Yuzeyleri

R* {in standart ortonormal baz1 {e,,e,,e;,e,} olmak Uzere {g,e,,e,} tarafindan gerilen

orjin merkezli birim kiire S?(1) olsun. Bu takdirde S?(1) birim kiresi izerinde birim
hizliy = y(v), ve J < R egrisi verilsin. T =y’ olmak Uzere y egrisinin gatist

T(v),N(v),»(v) vektorleri ile verilir ve

y'(V)=T(v),
T'(v) = (VN (V) -y (v), (5.2.1)
N'(v) = —x (V)T (V)

denklemleri saglanir. Burada K(V),;/egrisinin kiiresel egriligidir ve «,(u)da

a:a(u)=((u),a,(u)) meridyen egrisinin egriligi olup

K, = a(U)a() - af(U)e(u) =——AH)__ (5.2.2)

V1= (g (w)?
dir.

Tamm 5.2.1: a:a(u) = (e (U),,(U)) egrisi birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde
M2 X (u,v) = (U)y (V) + a,(u)e, (5.2.3)

parametrelendirmesiyle verilen M? yiizeyi o meridyen egrisinin E* de Oe, ekseni
ctrafinda dondirimesiyle elde edilen M* c E* rotasyonel hiperyiizeyinde yatan bir
ylizeydir. Boylece M? yiizeyi M®(in meridyenlerinden olustugundan meridyen yiizeyi
adi verilir (Ganchev ve Milousheva 2010). Burada o;(u)ve a,(U)reel degerli
tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece y = y (V) = (3,(V), 7,(V), 75(v)) olmak tizere (5.2.3)

parametrelendirilmesiyle verilen meridyen ylzeyi

M? X (U, V) = (o5 ()71 (V), e, ()7, (), 0 (U) 73 (V), @, (u)) (5.2.4)

yamasiyla ifade edilir.
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M  bir meridyen yizeyi olmak (zere M nin p noktasindaki teget uzay1

T, (M) {Xl, Xz} ve p noktasindaki normal uzayi TpL(IVI) ise {Nl, N2} ortonormal

bazlar1 ile gerilsin. Bu vektorler sirasiyla

X
X, = M = al’(u);/(v)+ aé(u)ezt

X, X, T(v)

N, = _a;(u)?/(v)+a1'(u)e4

biciminde bir ortonormal ¢ati olusturur. Bununla birlikte (2.1.4) Gauss denklemi

yardimriyla

al(u) 2 (5.2.5)

elde edilir. Buradal((v),;/ egrisinin kiiresel egriligidir ve x,(u) da a:(al(u), a, (u))

meridyen egrisinin egriligidir. (5.2.5) denklemlerindeki normal bilesenleri

h(X11X1):Ka(U)N2
h(X;,X,)=0 (5.2.6)

dir. Boylece (5.2.6) denkleminden M nin sekil operatorii matrisleri
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ANZ—[g ’“?V)J ) ANl—[KaO(U) aéO(U)J (5.2.7)

bigimindedir.

Buradan (5.1.8) ve (5.2.7) denklemleri yardimiyla M sabit acil1 bir yiizey ise

)
K (u)=,u2 (5.2.8)
)=0

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.2.2: M yiizeyi (5.2.3) yamasi ile verilen bir meridyen yizeyi olsun. Eger

M yiizeyi sabit agil1 ise bu taktirde M yizeyi, meridyen egrisi
a(u):(\/l—azu +c,au+b) (5.2.9)

olan acilabilir bir regle yiizeyidir.

Ispat. M yiizeyi (5.2.3) yamasi ile verilen bir meridyen yiizeyi olsun. Eger M yiizeyi
sabit agili ise bu takdirde (5.1.8) ve (5.2.7) deki sckil operatérii matrisleri

kargilagtirilirsa o} (u)=0 elde edilir. Ayrica a(u) meridyen egrisi birim hizli oldugundan
aj(uff +a4(uy =1 dir. Maple komutlar: ile bu diferansiyel denklemlerin ortak

¢cozliminden istenilen sonug elde edilir. []
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6. S’ xR DE SABIT ACILI YUZEYLER

6.0. Giris

Bu bolimde S?xR deki sabit acil1 yiizeyler ele almmustir. Bunlar ile ilgili baz1 temel

sonuclar verilmigtir.
6.1. S? x R de Sabit Acih Yiizeyler

S? xR, 2-kiiresi ile Rnin Riemann carpimi olsun. Bu takdirde M — S® xR de bir

yuzey olmak Uzere P birim vektori T(S2 X R) nin tanjant demetinin eleman1 olsun.

0
Boylece —
YIC®
0 =T 17
a— +C0S 6& (6.1.1)

bi¢iminde bir ayrisima sahiptir. Burada T vektorli M nin tanjant uzayi {iizerine

1zdiisiimiidiir.

Burada &eT*M birim vektori % nin normal bilesenidir. @ ise a¢1 fonksiyonu olup

VpeM igin

cosa(p) :<§,§> (6.1.2)

dir (Dillen ve ark. 2007).
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Onerme 6.1.1: VX eTM igin

VT =cosd AX (6.1.3)
ve
X[cos0]=—(AX,T) (6.1.4)

dir (Dillen ve ark. 2007).

. ~ 0
Ispat. % birim vektorii S® x R de paralel vektdr alanidir. Bu nedenle V., P =0 dir.

Burada
0=V, (T +c0s65)=V,T +cosOV & + X[cos O]
=V, T +h(X,T)+cosf- A,X + V&)
=V,T-A.Xcosé
+h(X,T)+c0sO V% + X|[cos 0]
ve

VT — A Xcosd=0
dir. Buradan
h(X,T)+cos@V &+ X[cosf]é =0 (6.1.5)
elde edilir. Boylece 1. esitlikten

VT =cosd A. X
bulunur. Ayrica 2. esitlik & ile carpilirsa

(N(X,T),&)+cosO(Vy&, &)+ X[cos =0
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elde edilir. Boylece

(AX,T)=(h(X,T),&)
yardimryla
<A§X,T>+COSG<V§§,§>+X[cos@]:o (6.1.6)
dir. Bununla birlikte

(6:6)=1
oldugundan
(Vi&.6)=0

dir. Ayrica Weingarten denklemi yardimiyla

—<A§X +v;§,§> =0
bulunur. Boylece A.X ile & birbirine dik oldugundan (V&,&) =0 dir. Buradan

(AX,T)+ X[cos0]=0
sonucuna varilir. []

Tammm 6.1.2: & ag1 fonksiyonu sabit ise M < S*xRyiizeyine sabit agilidir

0
denir.6 =0 ve Hzgasikar durumlardir. € =0 durumunda " vektori her zaman

_ . 0
normaldir. Bu nedenle S®x{t,} elde edilir. ikinci durumda ise pn her zaman teget

vektor olur. Bu durumda S? deki bir « egrisi ile R nin Riemann ¢arpimi, yani a xR
elde edilir (Dillen ve ark. 2007).
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Farz edelim ki He{o,%} olsun. Boylece (6.1.4) esitliginden € sabit alinarak
VX eT, M igin
(AX,T)=(AT,X)=0

bulunur. Bu da bize T nin asli egrilik O'a karsilik gelen asli vektor oldugunu gosterir.

Buradan da e, = T ,e, de e,'e dik bir vektor olacak sekilde secilsin. Bu takdirde sekil

[Tl

operatori matrisi

00
A:[O /J (6.1.7)

bicimindedir. Burada A: M — R reel degerli fonksiyondur. Gauss denklemi yardimiyla

(R(X,Y)Z, W) =(AY, Z}AX,W)—(AX,Z){AY,W)

(6.1.8)

esitligi goralir.

Teorem 6.1.3:M < S®xRsabit acili  bir yiizey olsun. M nin  Gauss
egriligiK = (R(e,,e, )e,,e,) = cos’ @
(6.1.9) ve T bir asli yondur (Dillen ve ark. 2007).

Boylece asagidaki siniflandirma teoremi verilebilir
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Teorem 6.1.4: M — S? xR sabit agili olmasi igin gerek ve yeter sart F:M — S® xR;

(u,v) = F(u,v) immersiyonu

F(u,v) = (cos(ucos @) f (v) +sin(ucosé) f (v)x f'(v),usiné) (6.1.10)

f 11 — S?, birim hizli egri ve 0 € [0, 7[] sabit agidir (Dillen ve ark. 2007).

Ispat. Once (6.1.10) immersiyonu S? x R de sabit ac1l1 oldugunu gosterelim.

(cos @(—sin(u cos #))f (v)+ cos(u cos @) f (v)x f'(v),sin )
(cos(ucos@)f'(v)+sin(ucos@)f (v)x f"(v)0)
(cos(u cos @)+ sin(u cos @)z(v) f'(v),0)

FU
I:V

dir. Buradan 7:M — R dir. f birim hizli egri oldugundan f x f” ¢arpimi f' nilin bir

katidur.
Boylece

£ eT*(s2xR)cR*
dir. Béylece M nin S? x R deki normali ¢ olmak tizere

¢ =(-sin@(-sin(ucosd))f (v)+cos(ucosd)f (v)x f'(v)cosd)

dir. Buradan

0
<§’§>_COSQ

sabittir sonucuna varilir.

Sonug: f:1 —R*, blyik cember ise bu takdirde (6.1.10) immersiyonu

F (u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu,utan )

bigimini alir. Burada (=): 6 € [O, %) sabittir.
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