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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman : Doc. Dr. Esen [YIGUN

Bu galigmada 1- indeksli 3- boyutlu Yari-Oklidyen uzayda Null Egri, Pseudo Null Egri,
Cartan Null Egri ve 1-indeksli 4-boyutlu Yar1-Oklidyen uzayda Null, Pseudo Null,
Partially Null egrilerin siniflandirilmasi yapilmistir. Burada Frenet denklemlerine baglh

olarak egrilerin hangi alt uzayda yatip yatmadigi aragtirilmistir.
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Frenet Catisi

2019, v + 56 sayfa



ABSTRACT
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EUCLIDEAN SPACE
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In this study, classification of Null Curve, Pseudo Null Curve, Cartan Null Curve and 1-
index Null, Pseudo Null, Partially Null curves in 1-indexed 3-dimensional Semi-

Euclidean space were made. Here the fact that in which subspace, the curves lie in relation

with Frenet equations is investigated.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

B
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IR?

{T, N, B}
{Ta Na Bl' BZ}
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Vi, V,, ..., V.
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< >

KISALTMALAR
IR! = P

Aciklama

Binormal vektor alani

Birinci binormal vektor alani

Ikinci binormal vektdr alani

n- boyutlu Oklid uzay1

Egrinin birinci Frenet egriligi

Egrinin ikinci Frenet egriligi

Egrinin ticlincii Frenet egriligi

Normal vektor alani

Null uzay

1-indeksli 3-boyutlu Yar1-Oklidyen uzay
1-indeksli 4-boyutlu Yari-Oklidyen uzay
Minkowski (Lorentz) n-uzay

Teget vektor alani

Frenet 3-ayaklist

Frenet 4-ayaklis1

E" nin t noktasindaki tanjant uzay1
Vektor uzay1

Frenet r-ayaklisi

Egri

Egrinin teget vektori

M iizerinde vektor alanlarinin uzayi
Lorentz uzayinda X’in boyu (normu)
Bir vektdr uzayi tizerinde bir i¢-¢arpim

Vektorel ¢carpim

Minkowski (Lorentz) n-uzay



1. GIRIS

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Bu tezin amaci 1-indeksli 3 boyutlu Yari-Oklidyen
uzayda Pseudo null, Cartan null ve Null egriler ile 1-indeksli 4 boyutlu Yar1-Oklidyen
uzayda Pseudo null, Partially null ve Null egrilerin siniflandirilmasinin yapilmasidir. Bu

egrilerin Frenet ¢atilarina gore hangi alt uzayda yatip yatmadiginin arastirilmasidir.

Birinci boliim olan Giris boliimiinde tezin ana g¢ergevesini olusturan diger bdliimlerin

Ozetleri tanitilmustir.

Ikinci boliim olan kuramsal temeller boliimiinde tezin esasini teskil eden cesitli null
egrilerin incelenmesinde ihtiya¢c duyulan temel kavramlar verilmektedir. Bunun i¢in
Greub (1975), Q’Neill (1983), Hacisalihoglu (1983), Hacisalihoglu (1985), Lopez (2008),

kaynaklarindan alinan tanimlar verilmistir.

Uciincii boliim dort baslikta ele alinmistir. Bu basliklar sirastyla 1-indeksli 3-boyutlu
Yari1-Oklidyen uzayda Pseudo null, Cartan null ve null egrilerdir. Her bir egri i¢in ayri
ayri hangi alt uzayda yatip yatmadigi incelenmis ve bunlarla ilgili teoremler
ispatlanmistir. Dordiincii baghkta ise 1-indeksli 3-boyutlu Yari-Oklidyen uzayda egrilerin

alt uzaylar bazinda yatip yatmadigina gore siniflandirilmasi yapilmistir.

Doérdiincii boliim dort bagliktan olusmaktadir. Bu basliklar sirasiyla 1-indeksli 4-boyutlu
Yar1-Oklidyen uzayda Pseudo null, Partially null ve null egrilerdir. Her bir egrinin Frenet
catisina gore hangi alt uzayda yatip yatmadigi arastirilmis ve bunlarla ilgili bazi sonuglar
elde edilmistir. Dordiincii bashkta ise 1-indeksli 4-boyutlu Yari-Oklidyen uzayda

egrilerin alt uzaylar bazinda yatip yatmadigina gore siniflandirilmasi yapilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilmak {izere gerekli olan temel kavramlar,

once Oklid uzayinda daha sonra da Yar1-Oklidyen uzayda verilecektir.

Tanim 2.1. IcIR bir agik aralik olmak iizere, (I, o) koordinat komsulugu ile tanimlanan
a : [>E" diferensiyellenebilir doniisiimiine E" de egri denir. Buradaki IcIR aralifina a

egrisinin parametre aralifi ve tel degiskenine de o egrisinin parametresi denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.2. M egrisi E" de (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin.
o: - E"
t — out) = (aq (1), ay (b),..., an(t))
bir egri ve
o (©) = (@ (0, @0, .., ah(D)
olmak tizere o' (t) € Tt E" tanjant vektoriine M egrisinin tel parametre degerine karsilik

gelen o(t) noktasinda (I, o) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir. Burada

AW -0O ceklinde alinmustr. Vel igin

a'(t) = EI‘%
llo' (O =1

ise a egrisine birim hizli egri ve tel parametresine de yay parametresi denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4. McE" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
‘PZ{OL’, a’, ..., a® } sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k>r icin a®® eSp{W¥}

olmak tizere, ¥ den elde edilen {Vi, ..., V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-
Frenet r ayakli alan1 ve m € M i¢in {V; (m), ..., V.(m)} ye ise m€ M noktasindaki Serret-

Frenet r ayaklis1 denir. Her bir Vi, 1 < 1 < r ye Serret-Frenet vektorii adi verilir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.5. V bir reel vektor uzay1 olsun. Eger



<,>: VxVoIR
(xy) =<, >(Xy) = <X, y>

fonksiyonu i) 2-lineer,
ii) Simetrik,
iii) Pozitif tanimli

ise <, > ye bir i¢-carpim denir (Hacisalihoglu 1985).

Tanim 2.6. V bir vektdr uzay1 ve <, > V iizerinde bir i¢-garpim olsun. I¢-carpimin negatif
tanimli oldugu maksimal boyutlu alt uzaymin boyutuna V vektoér uzayinin indeksi denir

(Q’Neill 1983).

Tanim 2.7. V’de <, > i¢-¢arpimi verilsin.

Ny ={x€eV|] <x y>=0, Vy€eV}
null uzay1 i¢in

Ny = {0}
ise i¢c-¢arpimi dejenere degildir denir (Greub 1975).

Tanmm 2.8. V’de <, > dejenere olmayan i¢-carpimi verilsin. Eger V’nin indeksi 1 ise

V’ye bir Lorentz vektor uzay1 ve i¢-carpimina da Lorentz i¢-¢arpimi denir (Q’Neill 1983).

Tanim 2.9. Vx = (x1, X2,...,Xn) € IR" ve Vy = (y1, y2,...,yn) € IR"
i¢in
<, >=-X,y,+ Zn: XY,
seklinde tanimlanan; <, > fonksiyonuna IR" de ll)zlzr Lorentz i¢-carpimi ve bu i¢-¢arpim ile
IR" ye bir Lorentz vektor uzayi denir. Bu uzay IR} ile gosterilir. IR" deki Lorentz ig-

carpiminin standart baza gore karsilik geldigi matris

=1

1

| -

seklindedir. Bu ig-¢arpimla birlikte IR} ye n-boyutlu standart Lorentz uzay1 denir ve L"

S =

ile gosterilir. (Graves 1979).



Tanim 2.10. M n-boyutlu bir manifold ve % (M) lizerindeki i¢-¢arpim Lorentz i¢-carpim

olsun. Bu geometrik yapi ile belli olan manifolda Lorentz manifoldu veya 1-indeksli yari-

Riemannian manifold denir (Q’Neill 1983). Burada % (M) ile M iizerindeki vektor

alanlarinin uzay1, manifold ile de yari-Riemannian anlamindaki manifold ifade edilmistir.

Tanim 2.11. L" bir Lorentz uzay1, x Lorentz uzayinin bir vektorii ve <, >, L" lizerinde bir
i¢-carpim olsun. x’in boyu diye

Ixll = VI<xx>]
reel sayisina denir (Q’Neill 1983).

Tamm 2.12. x, V vektor uzayinin bir alt uzay1 ve <, > V’de bir Lorentz i¢-¢arpimi olsun.
X i¢in:

i) <, > |x pozitif tanimli yani (x, <, >) bir pozitif tanimli i¢-¢arpim uzay1 ise x alt uzayina
uzay benzeri,

ii) <,> |xindeksi 1 ve dejenere degil ise x’e zaman benzeri,

iii) <, > |x dejenere ise x’e 151k benzeridir denir.

X i¢in ii) ve iii) durumlarindan herbirine x’ in causal karakteri denir (Q’Neill 1983).

Tanim 2.13. L" bir Lorentz uzay1 ve iizerindeki i¢-carpim <, > olsun. XEL" i¢in;
i) <x, x> <0 ise x’e zaman benzeri vektor,
ii) <x, x> > 0 veya x=0 ise x’e uzay benzeri vektor,

iii) <x, x> = 0 veya x#0 ise x’e 151k benzeri veya null vektor denir (Q’Neill 1983).
Tanim 2.14. Zaman ve 151k benzeri vektorlere causal vektorler denir.

Tanim 2.15. n boyutlu v-indeksli IR} yari-6klidyen uzaymnda, v = 1 ve n > 2 i¢in IR}
Yar1-Oklidyen uzayina Minkowski n-uzay denir. IR? Yari-Oklidyen uzayinda n ile boyut,
v ile indeks ifade edilmistir. Boyutu 3, indeksi 1 olan IR uzayma Minkowski (Lorentz)

3-uzay1 denir (Q’Neill 1983).

Tamm 2.16. M bir yar1 Riemann manifoldu ve o : ICIR—M diferansiyellenebilir bir egri
olsun o egrisinin teget vektor alan1 o’ (t) = T olmak tizere,

i) <T, T> > 0 ise a egrisine uzay benzeri egri,



ii) <T, T> = 0 ise a egrisine null egri,

iii) <T, T> < 0 ise o egrisine zaman benzeri egri denir (Q’Neill 1983).

Tamm 2.17. IR3 Minkowski 3-uzayinda iki vektdr x ve y olsun.
X = (Xq, X2, X3) Ve Y = (V1, V2, Y3) olmak iizere
<X, y> = -X1Y11X2Y21X3Y3
ve
XAy = (X3Y2-X2¥3, X3V1-X1Y3, X1Y2-X,Y1 ) vektoriine x ve y’nin vektorel ¢arpimi
(veya dis carpimi) denir.
ij = {é i + ;
ise
e, = (di1, Oi2, di3), 1= 1, 2, 3 olmak {izere
e, —e, —e3
xAy = -det[X1 X2 X3 ]
yi. Y2 y3

veya

—€; € €3
XAy = det[ X1 X2 X3]
Y1 Y2 Y3

olarak hesaplanabilir. Burada
e;Ae, =-e3, e,Ae;=-e;, ezAe; =-e, dir. Saat yOniiniin tersi pozitif yonii

olarak alinmistir. (Q’Neill 1983, Lopez 2008).



3.1R} YARI-OKLIDYEN UZAYDA NULL EGRILER

Bu béliimde IR® ; Yari-Oklidyen uzaymda n=3, v=1 igin olusturulan uzaya 3-boyutlu

Lorentz uzay1 denir ve IR} = L? ile gosterilir. Bu uzaydaki Lorentz ig-garpimi

T VE=—H + E}LE.}.—E
seklinde tanimlanir. Burada x = (x4, X», x3-), y = (V1, Y2, ¥3) olarak alinmistir. {T, N, B}

Frenet catisinda, T ye teget, N ye normal ve B ye de binormal vektdr denir. Vs € IR i¢in

o'’ (s)

T(s) = o'(s), NGs) = o)

ve B(s) = T(s) A N(s)
dir ve k; ile egrinin birinci Frenet egriligi, k, ile de egrinin ikinci Frenet egriligi ifade

edilmistir.



3.1 IR} de Pseudo Null Egri

IR3 de {T(s), N(s), B(s)} Frenet catisi i¢in
(N(s), N(s)) = (B(s), B(s)) =(T(s), N(s)) =(T(s), B(s))=0,
(T(s), T(s)) =(N(s), B(s)) =1

sartlarinda tanimli olan Pseudo null egri

T'(s) 0 k,(s) 0 T(s)
N'®)|= 0 ko(s) 0 [N,
B'(s)] |=ki(®) 0 —ky(s)]|B(s)

T'(s) = k1 (s)N(s),

N'(s) = k(s)N(s),

B'(s) = -k; (s)T(s) - kz(s)B(s)
seklinde tanimlanmistir (Walrave 1995).

Teorem 3.1.1. o, IR3 de bir Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B(s)}, a nin Frenet ¢atisi
olsun. k,(s) = 1 i¢in Frenet denklemleri;

T'(s) = N(s)

N'(s) = kz(s)N(s)

B'(s) = -T(s) - kz(s)B(s)

olur.

Sonuc 3.1.2. IR3 deki Pseudo null egri k,(s) = 1 i¢in sadece k,(s) ikinci Frenet egriligine
sahiptir.

Teorem 3.1.3. IR3 de a bir Pseudo null egri ve o nin Frenet ¢atis1 {T(s), N(s), B(s)}
olmak tizere asagidaki esitlikler gerceklenir.
(T'(s), N(s)) =(T'(s), T(s)) =(N'(s), N(s)) = (B'(s), B(s))=(N'(s), T(s)) =0,
(T'(s), B(s)) = =(B'(s), T(s)),
(N'(s), B(s)) = ky(s),
(B'(s), N(s)) = —k(s),
(N'(s), B(s)) = —(B'(s), N(s)).

Ispat: i) (T'(s), N(s)) = 0 oldugunu ispatlamak i¢in Pseudo null egri taniminda verilen
T'(s) = ky(s) N(s)

esitligini yerine yazilirsa



(T'(s),N(s)) = (ky(N(s), N(s))
olup, ky(s) = 1 igin (N(s),N(s)) olur. IR} deki Pseudo null efri tanimindan
(N(s), N(s)) = 0 dur.
ii) (T'(s), B(s)) = 1 oldugunu ispatlamak i¢in Pseudo null egri taniminda verilen
T'(s) = ky(s)N(s)
esitliginden
(T'(s), B(s)) = (ky(s)N(s), B(s))
ve kKy(s) = 1 igin (N(s), B(s)) olur. Boylece (N(s), B(s)) = 1 elde edilir.
iii) (N'(s), B(s)) = k,(s){N(s), B(s)) olup ii den (N(s), B(s)) = 1 i¢in
(N'(s), B(s)) = kz(s)
dir. Benzer sekilde diger esitliklerinde ispatlar1 yapilir.

Teorem 3.1.4. IR} de a bir Pseudo null egri olsun. o nin birinci ve ikinci Frenet
egrilikleri;

kq(s) = (T'(s), B(s)),

ka(s) = (N'(s), B(s))
dir.

Ispat: Teorem 3.1.3 geregince (T'(s), B(s)) = 1 oldugundan ve k4(s) = 1 igin
ky(s) = (T'(s), B(s))

oldugunu goriiliir. Ayrica
ka(s) = (N'(s), B(s))

oldugu Teorem 3.1.3 den goriilmektedir.

Teorem 3.1.5. IR3 de bir Pseudo null egrisinin teget, normal ve binormal vektérleri
arasinda asagidaki bagintilar gergeklenir.

(T"(s), N(s)) = (T"(s), T(s)) = (N"(s), T(s)) = (N"(s),N(s)) =0,

(N"(s), B(s)) = (B"(s),N(s)),

(B"(s), T(s)) = (T"(s), B(5)),

(B"(s),B(s)) =-1.

Ispat: (T'(s),N(s)) = 0 oldugunu Teorem 3.1.3 den biliniyor. Esitligin her iki tarafinin

tirevi alinarak

(T"(s),N(s)) = 0



sonucu elde edilir. Digerleri de tiirev alinarak benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 3.1.6. o, IR3 de bir Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B(s)} egrinin Frenet catisi
olsun. Bu ¢atinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan egrisi

() = (5 + )T(S) + (= 5 = ¢(5) + ¢5)N(s)

veya

1+k2 S+C2k2

a(s) = (s + €)T(s) + (—F g +c12°)N(s)

dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa
o'(s) = A'($)T(s) + M&)T'(s) + W' (SIN(s) + p(s)N'(s)
elde edilir. a(s) = T(s) olmak tizere Teorem 3.1.1 deki T'(s) ve N'(s) Frenet denklemleri
yerlerine yazildiginda
T(s) = X(s)T(s) + A(s)N(s) + W' (S)N(s) + p(s)kz (SIN(s)
esitligi elde edilir.

Boylece
T(s) = M'(s)T(s) + [(A(s) + /() + u(s)ka($)IN(s)
_ { M(s) =1,
A(s) + 1'(s) + u(s)kz(s) =0
bulunur.

A (s) =1ise M(s) = s+ ¢, igin

A(s) + 1 (s) + u(s)k,(s) = 0 denkleminde
i) k,(s) = 0 alinirsa,

n'(s) = =(s)

= u'(s) =—s—c,

= () = =5 = () + 5 (c5,C3 b)
bulunur. A(s) ve u(s) degerleri denklemde yerlerine yazilirsa

() = (5 + €)T(S) + (= 5 = ¢(5) + ¢;)NE)
elde edilir.
ii) k,(s) # 0 alinirsa,

H'(s) + p(s)ka(s) = =s — ¢,



— eszds — e—kzs

u(s) e7kes = [e7kKeS(—s — ¢,)ds + ¢;

_ (14k, s)e"kzs ¢, e7kas

—kzs
u(s) e 2 - +c
k
nis) = 2+ 2 4 creke s
K2 ks
k k
u(s) = HZE% +c,eX2S  (cy, ¢, sbt)

bulunur. A(s) ve u(s) denklemde yerlerine yazilirsa

1+k2 S+C2k2

a(s) = (s + ) T(s) + (— 5=+, *)N(s)

elde edilir.

Teorem 3.1.7. IR3 deki
a(s) = dN(s) - B(s), (d bir sabittir)
sartin1 saglayan Pseudo null egrisi {N(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.

Ispat: Bu teoremin ispatinda o(s) = A(s)N(s) + p(s)B(s)

seklinde olup esitligin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa
a'(s) = A'(S)N(s) + M)N'(s) + w'(s)B(s) + u(s)B'(s)

esitligi elde edilir. Burada

T(s) = L' (s)N(s) + A(s) K2(s)N(s) + W' ($)B(s) + u(s)[=T(s) — ka(s)B(s)]

=T(s) = M'(s)N(s) + A(s) K2(s)N(s) + W' ($)B(s) - ()T (s) — n(s)kz(s)B(s)

=T(s) = - W(s)T(s) + (A'(s) +A(s) ka($))N(s) + (1'(s) —u(s)k,(s))B(s)

Burada a/(s) = T(s) olarak alinirsa

—u(s) =1,
A (s) + A(s)k,(s) =0,
w(s) —u(s)ky(s) =0

elde edilir. pu(s) =-1ise p'(s) = 0 olur ve bunlar tiglincii denklemde yerlerine yazildiginda
k, = 0 bulunur. Bu esitlik ikinci denklemde yerine yazilirsa A'(s) = 0 elde edilir. Béylece
A(s) = d dir. Burada d sabittir. O halde {N(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatan Pseudo
null egrimizin

os) = dN(s) - B(s)
oldugu elde edilir.
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Teorem 3.1.8. IR3 deki a(s) = - B(s)
sartin1 saglayan Pseudo null egrisi {T(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.

Ispat: a(s) = M(s)T(s) + pu(s)B(s)
egrisinde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + A(s)T'(s) + p'(s)B(s) + u(s)B'(s)
bulunur. a'(s) = T(s) i¢in T'(s), N'(s), B’(s) degerleri yerlerine yazilirsa
T(s) = 1'(s)T(s) + A(s)N(s) + W'(s)B(s) + p(s)[=T(s) — k2 (s)B(s)]
=T(s) = X'($)T(s) + Ms)N(s) + p'(s)B(s) - n(s)T(s) — u(s)k2(s)B(s)
=T(s) = (M(s) - w(s)T(S) + M)N(s) + [1'(s) — n(s) k2 (s)]B(s)

i¢in

A(s) =0
w'(s) — p(s)ka(s) =0

elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse A(s) = 0 = A/(s) = 0 ve
M) —u@E) =1=u() = -1, 1 (s) =0veky(s) =0
bulunur. O halde

{ A(s)—p(s) =1

a(s) =-B(s)
dir.
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3.2 IR} de Cartan Null Egri

(T(s),N(s), B(s)) Frenet ¢atisinda

T'(s) 0 k,(s) 0 T(s)
N'(®)[=]-ka(s) 0  —ki(s)||N(s)
B'(s) 0 k,(s) 0 B(s)

Frenet denklemlerinde

(T(s), T(s)) = (B(s), B(s)) =(T(s),N(s)) = (N(s), B(s))= 0,
(N(s),N(s)) = (T(s),B(s)) = 1

sartlarin1 saglayan egriye Cartan null egri denir (Duggal ve Jin 2007).

Teorem 3.2.1. o, IR3 de bir Cartan null egri ve {T(s), N(s), B(s)} de a. nin Frenet catis
olsun. kK, (s) = 1 i¢in Frenet denklemleri
T'(s) =N(s),
N'(s) = —k(s)T(s) - B(s),
B'(s) = kz(s)N(s)
dir (Ovalioglu ve lyigiin 2018).
Ispat: T'(s) = k; (s)N(s),
N'(s) = —k2()T(s) — k1 (s)B(s),
B'(s) = kx(s)N(s)
denklemlerinde kK, (s) = 1 igin
T'(s) =N(s),
N'(s) = —ka(s)T(s) — B(s),
B'(s) = kx(s)N(s)
oldugu acikca goriilmektedir.

Sonug¢ 3.2.2. k;(s) = 1 i¢in Cartan null egrinin Frenet denklemleri sadece ka(s) ikinci

Frenet egriligine sahiptir (Ovalioglu ve Iyigiin 2018).

Teorem 3.2.3. IR3 de o bir Cartan null egri ve egrinin Frenet catis1 {T(s), N(s), B(s)}
olmak iizere asagidaki esitlikler mevcuttur:

(T'(), T(s)) = (T'(s), B(s)) = (N'(s),N(s)) = 0,

(B'(s), T(s)) = (B'(s), B(s)) = 0,

(T'(s),N(s)) = —=(N'(s), T(s)),
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(N'(s),B(s)) = —(B’(s), N(s)) (Ovalioglu ve lyigiin 2018).

Teorem 3.2.4. IR3 de o Cartan null egrisinin birinci ve ikinci Frenet egrilikleri
k1(s) =(T'(s),N(s)),
ka(s) = (B'(s), N(s))

dir (Ovalioglu ve Iyigiin 2018).

Ispat: Teorem 3.2.1 deki denklemler yerlerine yazildiginda k,(s) = 1 igin ispatlar elde

edilir.

Teorem 3.2.5. IR3 de bir o Cartan null egrisinin teget, normal ve binormal vektdrleri
arasinda asagidaki iligkiler vardir.

(T"(s),N(s)) = 0,

(N"(s), T(s)) = 0,

(N"(s),B(s)) = (B"(s),N(s)) = 0,

(T"(s), T(s)) = -1,

(T"(s), B(s)) = (B"(s), T(s)),

(N"(s),N(s)) = =2k (s) ,

(B"(s),B(s)) = —ki(s)
dir (Ovalioglu ve Iyigiin 2018).

Ispat: Teorem 3.1.3 deki denklemlerin tiirevleri alindiginda ispatlar agikc¢a

goriilmektedir.

Teorem 3.2.6. o, IR3 de bir Cartan null egri ve {T(s), N(s), B(s)} egrinin Frenet ¢atisi

olsun. Bu ¢atinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur (Ovalioglu ve lyigiin
2018).

Ispat: a(s) = A(s) T(s) + u(s) N(s) egrisinde esitligin her iki tarafinda s parametresine
gore tiirev alinirsa
o'(s) = X' ($)T(s) + MO)T'() + ' ($IN(s) + p(s)N'(s)
elde edilir.
o(s) = T(s) olmak tizere Teorem 3.2.1. deki T'(s), N'(s) ve B'(s) i¢in
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T(s) = A'()T(s) + ASN(s) + w'(s)N(s) + u(s)[—kz(s)T(s) — B(s)]
=T(s) = [A'(s) = k2 (S)R(S)]T(s) + [A(s) + W (S)IN(s) - (s)B(s)
olmak iizere,

A (s) —kp(s)u(s) =1,
A(s) +u'(s) =0,
—n(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde p (s) = 0 ve p'(s) = 0 dur.
Eger u'(s) = 0 ise A(s) = 0 olur. Bu degerler i¢in
A (8) — ka(S)u(s) =1

denklemi saglanmaz. Boylece {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egri mevcut degildir.

Teorem 3.2.7. o, IR3 de bir Cartan null egri ve {T(s), N(s), B(s)} egrinin Frenet ¢atisi
olmak tizere bu ¢atinin {T(s), B(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
a(s) = (stc)T(s) + dB(s)

(s+c)

dir. Burada ikinci Frenet egriligi k,(s) =— olup d sifirdan farkli bir sabittir

(Ovalioglu ve lyigiin 2018).

Ispat: o(s) = A(s)T(s) + u(s)B(s)
egrisinde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(8)T(s) + A(s)T'(s) + W' ($)B(s) + n(s)B'(s)
bulunur. a'(s) = T(s) i¢in a/(s) ifadesi
T(s) = L'(s)T(s) + A(s)N(s) + p'(s)B(s) + p(s)kz (s)N(s)
=T(s) =X ($)T(s) + [A(s) + p(s)k2(s)IN(s) + p'(s)B(s)

seklini alir. Boylece

A(s) =1,
A(s) + u(s)kz(s) =0,
ws) =0

denklemleri ¢oziiliirse A'(s) = 1 ise A(s) =s + ¢ ve p'(s) = 0 ise u(s) = d elde edilir.
Burada c ve d birer sabittir. O zaman A(s) =s + ¢ ve u(s) = d i¢in ikinci Frenet egriliginin

(s+c)
d 2

k,(s) =— (d#0 sabit) oldugu goriiliir. Boylece,

a(s) = (s+c)T(s) + dB(s)
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egrisi {T(s), B(s)} alt uzayinda yatar.

Teorem 3.2.8. IR3 de bir Cartan null egri o ve {T(s), N(s), B(s)} egrinin Frenet ¢atisi

olsun. Bu ¢atinin {N(s), B(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur (Ovalioglu ve lyigiin
2018).

Ispat: a(s) = AM(s)N(s) + u(s)B(s)
egrisinin esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi alinirsa

a'(s) = '(s)N(s) + M)N'(s) + p'(s)B(s) + u(s)B'(s)
bulunur. a'(s) = T(s) olmak lizere N'(s) ve B'(s) degerleri yerlerine yazilirsa
T(s) = M'(s)N(s) + A(s)[—k2($)T(s) — B(s)] + 1 ($)B(s) + u(s)kz (s)N(s)
=T(s) = L' (SIN(S) —kz(IA(S)T(5)- A(s)B(S) + ' (s)B(s) + ko (s)n(s)N(s)
=T(s) = [M'(5) + k2 (SR(IN(S)— ka (HA(S)T(8)+ [—1(s) + 1'(s)]B(s)
esitligi elde edilir. Boylece

—ka(A(s) =11,

A'(s) + ky(s)u(s) =0,
—A(s)+ 1 (s)=0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziilirse —K,(s)A(s) =1 denklemi

saglanmadigindan {N(s), B(s)} alt uzayinda yatan bir egri mevcut degildir.
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3.3 IR3 de Null Egri

{T(s),N(s), B(s)} Frenet catisinda
(T(s), T(s)) = (B(s), B(s)) =(T(s),N(s)) = (N(s),B(s))=0

Ve

(N(s),N(s)) = (T(s), B(s)) = 1

sartlarinda taniml1 olan Null egrinin Frenet denklemleri

T'(s) 0 k,(s) 0 T(s)
N'(s) [ = |kz(s) 0 —k;(s)| [N(s)
B'(s) 0 —k,(s) 0 B(s)

icin
T'(s) = k1(s)N(s)
N'(s) = kz(s)T(s) - k1 (s)B(s)
B'(s) = —kz(s)N(s)
seklinde tanimlanmistir. (Duggal ve Jin 2007).

Teorem 3.3.1. a, IR3 de bir Null egri ve {T(s),N(s), B(s)} anin Frenet ¢catis1 olmak
tizere ki(s) = 1 i¢in Frenet denklemleri;

T'(s) = N(s),

N'(s) = k(s)T(s) - B(s),

B'(s) = —kz(s)N(s)
dir (lyigiin 2019).

Ispat: Teoremin ispat1 asikardir.

Sonu¢ 3.3.2. k;(s) = 1 i¢in Null egrinin Frenet denklemleri sadece k,(s) ikinci Frenet

egriligine sahiptir.

Teorem 3.3.3. IR3 de o bir Null egri ve o nin Frenet catis1 {T(s), N(s), B(s)} olsun. O
zaman asagidaki esitlikler mevcuttur:
(T'(s), B(s)) = (T'(s), T(s)) = (N'(s), N(s)) = (B(s), T(s))= (B'(s), B(s)) = 0,

(N'(s), T(s)) = -1,

(N'(s), B(s)) = ka(9),

(B'(s),N(s)) = —kz(s),

(T'(s),N(s)) = 1 (lyigiin 2019).
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Ispat: Null egrinin Frenet denklemleri yerlerine yazildiginda
(T'(s), B(s)) = (N(s), B(s))
(N(s),B(s)) = 0
(T'(s),B(s)) = 0
(T'(s),N(s)) = (N(s),N(s)) = 1
(N'(s), B(s)) = (ko(s)T(s) — B(s), B(s))
= K2 (s)(T(s), B(s)) — (B(s), B(s)) = ka(s)
(N'(s), B(s)) = kz(s)
(N'(s), T(s)) = (ko ($)T(s) — B(s), T(s))
=k ()(T(s), T(s)) = (B(s), T(s)) = —1
(N'(s), T(s)) = —1

elde edilir. Diger denklemlerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.4. IR3 de a bir Null egri olsun. Birinci ve ikinci Frenet egrilikleri
kq(s) =(T'(s),N(s))

ve
ka(s) = (N'(s), B(s))

seklindedir.

Ispat: Teorem 3.3.3 iin ispatinda goriildiigii iizere
(T'(s),N(s)) =1 =ky(s)

ve
(N'(s), B(s)) = kz(s)

dir.

Teorem 3.3.5. IR? de bir Null egrisinin teget, normal ve binormal vektorleri arasinda
asagidaki bagintilar mevcuttur.

(T"(s), B(s)) = (B"(s), T(s)) = ka(s),

(T"(s), T(s)) = —1,

(N"(s),N(s)) = 2ks(s),

(B"(s), B(5)) = —Kk3(s),

(N"(s), T(s)) = (N"(s), B(s)) = (B"(5), N(5)) = (T"'(5), N(5))= 0 (lyigiin 2019).

17



Ispat: Teorem 3.3.3 deki esitliklerin tiirevleri alinarak isenilenler agik¢a goriilmektedir.

Teorem 3.3.6. IR3 de bir o Null egrisi {T(s), N(s)} nin gerdigi alt uzayda yatmaz (lyigiin
2019).

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa
o'(s) = A'(s)T(s) + A()T'(s) + p'(s)N(s) + p(s)N'(s)

elde edilir. a/(s) = T(s) i¢in

T(s) = A'(s)T(s) + A(s)N(s) + W (s)N(s) + u(s)(K2(s)T(s) - B(s))
=T(s) = ' ($)T(s) + As)N(s) + p'(s)N(s) +p(s) Kz (s)T(s) - u(s)B(s)
=T(s) = ['(8) + u()k2 (]T(S) + [A(s) + W (S)IN(s) - u(s)B(s)
esitligi bulunur. Buradan

A(s) + p(s)ky(s) = 1,
A(s) +u'(s) =0,
—u(s) =0

denklemleri vardir. Bu denklemler ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 ve A(s) = 0 elde
edilir. '(s) = 0 birinci denklemde yerine yazildiginda denklemi saglamadig1 gériiliir.

Dolayisiyla, a egrisi {T(s), N(s)}nin gerdigi alt uzayda yatmaz.
Teorem 3.3.7. IR3 de bir o Null egrisi {N(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatmaz.

Ispat: o(s) = A(s)N(s) + u(s)B(s)
olsun. Esitligin her iki tarafinda s parametresine gore tiirev alinirsa
a'(s) = A'(S)N(s) + A(S)N'(s) + p'(s)B(s) + u(s)B'(s)

elde edilir. Buradan o'(s) = T(s) i¢in
T(s) = M(SN() + 1)Ky ($)T(s) — B+ W (s)B(s) + p(s) [~k (SIN(s)]
=T(s) = M'($)N(s) + A(s) k2 ($)T(s) - A(s)B(s)+ '($)B(s) - p(s)k2 (s)N(s)
=T(s) = [1'(s) — u(s)k2(8)IN(S) +A(s) ko (8)T(s) + [=A(s) + W' (S)]B(s)
bulunur. Elde edilen

AMS)ka(s) =1,

A (s) — u(s)kz(s) = 0,
—A(s)+u'(s)=0
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denklemleri ¢oziildiigiinde A(s) = k;(s) ise A'(s)=0 oldugu goriiliir. Ayrica
2

—u(s)k,(s) = 0 dan u(s) = 0 elde edilir. pu(s) = 0 ise 0 zaman p'(s) = 0 olur. Bulunan
degerler en son denklemi saglamaz. Boylece o nin {N(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda

yatmadig1 goriiliir.

Teorem 3.3.8. IR3 deki o Null egrisi {T(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatmaz.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)B(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
o'(s) = M'($)T(s) + M($)T'(s) + W'()B(s) + w(s)B'(s)
elde edilir. a/(s) = T(s) olmak lizere
T(s) = A'(s)T(s) + M)N(s) + p'(s)B(s) + p(s)[ k2 (s)N(s)]
=T(s) = L'(s)T(s) + [A(s) — u(s)ka($)IN(s) + p'(s)B(s)

esitliginden
AM(s) =1,
A(s) — p()ka(s) = 0,
uw(s)=0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziiliirse p'(s) = 0 ise p (s) = di, (d1 sabit) ve
A(s) = k,(s) d; olur. Bu da 1'(s) = 1 denklemini saglamaz. Béylece o, Null egrisinin
{T(s), B(s)} nin gerdigi alt uzayda yatmadig: gorliir.
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3.4 IR} deki Egrilerin Simiflandirilmasi

Bu kisimda IR} deki Pseudo Null, Cartan Null ve Null egrilerin smiflandiriimasi

asagidaki tabloda verilmistir.

< . Yatip
Egri Alt uzay Yatmadig
{T(s), N(s)} Yatiyor
Pse‘;zdg"ril\l ull "), Bs)} | Yatyor
{T(s), B(s)} Yatiyor
{T(s), N(s)} Yatmiyor
Cartan Null
Egri {N(s), B(s)} Yatmiyor

{T(s), B(s)} Yatiyor

{T(s), N(s)} Yatmiyor
Null Egri {N(s), B(s)} Yatmiyor
{T(s), B(s)} Yatmiyor
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4. IR} YARI-OKLIDYEN UZAYDA NULL EGRILER

Bu béliimde IRY ; Yari-Oklidyen uzaymda n=4, v=1 i¢in olusturulan uzaya 4-boyutlu

Lorentz uzay1 denir ve IRT = L* ile gosterilir. Bu uzaydaki Lorentz ig-garpimi
4
<X, Yy>=—XpY, +ZXiYi
i=2

seklinde tanimlanir. Burada x = (X4, X3, X3, X4), ¥ = (V1, Y2, V3. Y4) olarak alinmistir.
{T,N, B4, B,} Frenet catisinda, T ye teget, N ye normal B e birinci binormal, B2 ye de

ikinci binormal vektor denir. Burada Vs € IR igin

o'’ (s)

lla” ()l

T(s) = a'(s), N(s) = ve B(s) = T(s)AN(s)

dir. k, ile birinci Frenet egriligi, k, ile ikinci Frenet egriligi, k5 ile li¢iincii Frenet egriligi

ve A ile de Rf deki vektdrel carpim ifade edilmistir.
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4.1 IR} de Pseudo Null Egri

{T(s),N(s), B;(s), B,(s) } Frenet catisinda

(T(s), T(s)) = (B1(s),B1(s)) =1,

(N($),N(s)) = (B2(s),B2(s)) =0,
(T(s),N(s)) = (T(s), B1(s)) = (T(s), B2(s)) = (N(s), B1(s)) = (B1(s), B2(s)) = 0
ve (N(s),B,(s)) =1

sartlarinda taniml1 olan R deki Pseudo null egri

[T'()] 0 k@) O 0o [T
NG |_| O 0 k,(s) 0 N(s)

[B’l(s)j B l 0 k3(s) 0 —k;(s) B1(S)"
B',(s)] L7ki(® 0 —ks(s) 0 ]IB,(s)

T'(s) = k1(s)N(s)
N'(s) = ka(s)B1(s)
B'1(s) = k3(s)N(s) — k,(s)B2(s)
B'2(s) = —k1(s)T(s)— k3 (s)B1(s)
seklinde tanimlanmistir (Bonnor 1985 ve Walrave 1995).

Teorem 4.1.1. o, IR} de bir Pseudo null egri ve egrinin Frenet catis1 {T(s), N(s),
B, (s), B,(s) } olmak iizere asagidaki esitlikler mevcuttur:
(T'(),N(s)) = (T'(s), By (s)) = (T'(s), T(s)) = (N'(5), T(s)) = (N'(s),N(s)) = 0,
(N'(s), Bz(8)) = (B'1(s), T(s)) = (B'1(s), B1(5)) = (B'2(s), N(s)) = (B'2(5), B2(s)) =0,

(T'(s), B2(s)) = kq(9),

(N'(s), B1(s)) = kz(s),

(B'1(s),N(s)) = —kz(s),

(B'1(s), B2(s)) = k3(s),

(B'2(5), T(s)) = =k (s),

(B'2(s), B1(s)) = —k3(s).

Ispat: Tanimda verilen Pseudo null egri denklemleri yerlerine yazildiginda ispatlar

goriilmektedir.

Sonug 4.1.2. k;(s)=1 i¢in
(T'(s), Bz(s)) = 1
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Ve

(T(s),B'2(s)) = -1

oldugu gortiliir.

Teorem 4.1.3. IR} de bir Pseudo null egrisinin teget, normal, birinci ve ikinci binormal
vektorleri arasinda asagidaki bagintilar mevcuttur:
(T"(),N(s)) = (T"(s), B2(s)) = (T"(s), T(s)) = (N"(s), T(s)) = (N"(s), B, (s)) = O,
(B"1(s),N(s)) = (B"1(s), B2(s)) = (B"(5), T(s)) = (B"2(s), B'1(s)) = 0,

(T"(s), B1(s)) = (B"1(5), T(s)) = K1 (8)k2(s) ,

(N"(s),N(s)) = —k3(s),

(N"(s), B2(s)) = (B"2(s), N(5)) = kz(s)k3(s) ,

(B"1(s), B1(5)) = Zka(s)ks(s),

(B"2(s), B2(5)) = —[ki(s) + k3(s)].

Ispat: Teorem 4.1.1 deki esitliklerin tiirevleri almip Pseudo null egri Frenet denklemleri

yerlerine yazildiginda ispat goriilmektedir.

Sonuc 4.1.4. Eger k;(s)= 1 alinirsa Teorem 4.1.3 den
(T"(s), B1(s)) = (B1(s), T(s)) = ka(s)

Ve

(B"(s), B2(s)) = =1 — Kk3(s)
elde edilir.

Teorem 4.1.5. o, IR] de Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} bu egrinin Frenet
catis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan egrisi
SZ
a(s) = (s+d)T(s)— (; + sd)N(s)

dir. Burada d sifirdan farkli bir sabittir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa
a'(s) = A'($)T(s) + Ms)T'(s) + W' (S)N(s) + p(s)N'(s)
olup o/(s) = T(s) igin
T(s) = M'()T(s) + A(S)N(s) + p'(s)N(s) + u(s) [k (s)B1(s)]
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=T(s) = M ()T(s)[A(s) + 1/ (S)IN(s) + n(s)kz (s)B1 (s)
elde edilir. Boylece

{ A(s) =1,

A(s) +u'(s) =0,
n(s)kz(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse A'(s) = 1 ise A(s) = (s+d), (d # 0 bir
sabittir) ve

A(s) + () = 0= (std) + p'(s) =0
ise

u(s) = — (% + sd)
elde edilir. Boylece {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan aradigimiz egri

o(s) = (s+)T(s)— (S + sdNEs)

olarak bulunur.

Teorem 4.1.6. IR de o, bir Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} egrinin Frenet
catist olsun. Bu ¢atinin {T(s), B;(s)} alt uzayinda yatan egrisi

o(s) = (std)T(s)+d; B, (s)
dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)B;(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alindiginda
a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)T'(s) + p'(s)By(s) + u(s)By'(s)
elde edilir ve o/(s) = T(s) i¢in
T(s) = L'(s)T(s) + A(s)N(s) + W'(s)B1(s) + p(s)[k3 (sIN(s) — k,(s)B2(s)]
=T(s) = L'($)T(s) + A(s)N(s) + W'(s)B1(s) + p(s)k3 (sIN(s) - u(s)kz(s)B2(s)
=T(s) = X' ($)T(s) + [A(s) + n($)kz(S)IN(s) + H'($)By(S) - u(s)kz (s)B2(s)

esitliginden elde edilen

A(s) =1,
A(s) + u(s)ks(s) =0,
w'(s) =0,

—u(s)kz(s) =0
denklemleri ¢6ziildiigiinde A(s) = (s+d), (d # 0 bir sabit) ve u'(s) = 0 = u(s) = d,
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(d; # 0 bir sabit) i¢in
A(s) + u(s)ks(s) = 0
ise
(std) + d;k3(s) =0
olup

+d
ks(s) = = %52 (dy # 0)

bulunur. Boylece
-u(s)k,(s) = 0ise k,(s) =0
elde edilir. O zaman
ous) = (s+d)T(s)+d;B;(s)
dir.

Teorem 4.1.7. a,, IR] de Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} bu egrinin Frenet
catis1 ise bu ¢atinin {T(s), B, (s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s) = -Bz(s)
dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + p(s)B,(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa,
o'(s) = ' ($)T(s) + MO)T'(s) + u'()B(s) + p(s)B;'(s)
elde edilir. a'(s) = T(s) olmak {izere diizenlendiginde
T(s) = M'($)T(s) + Ms)N(s) + w'(s)B2(s) + u(s)[=T(s) — k3(s)B1 ()]
=T(s) = [A'(8) = n()IT() TA)N(s) +1'(s)B,(s) - p(s)k3(s)B1 (5)
den

AM(s)—u@s) =1,
A(s) =0,

w'(s) =0,
—u(s)ks(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse
A(s) =0ise ' (s)=0

dir ve

M) —ps)=1=p(s)=-1
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olup bu degerler denklemde yerine yazilirsa
ks(s) =0
bulunur. Boylece aranilan egri
a(s) = —B;(s)
seklindedir.

Teorem 4.1.8. o, IR] de Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} bu egrinin Frenet
catisi olsun. o egrisi bu catimin {N(s),B;(s)} tarafindan gerdigi alt uzayda

bulunmamaktadir.

Ispat: a(s) = A(s)N(s) + p(s)By(s) olsun. Esitligin her iki tarafinda s parametresine gore
tiirevi

a'(s) = M'(s)N(s) + M)N'(s) + p'(s)B1(s) + u(s)By'(s)
olarak elde edilir. Boylece a'(s) = T(s) i¢in diizenlendiginde
T(s) = M'()N(s) + A(s)k2(8)B1 (s) + p'(s)B1(s) + p(s)[k3()N(s) — ka(s)B2(s)]
=T(s) = M'($N(s) + As)kz($)B1 (s) +1'(8)B1(s) + p(s)k3 (S)N(S) - p(s)k2(s)B2(s)
olur. Esitligin sag tarafinda T(s) teget vektorii olmadigindan esitlik gerceklesmez ve

boylece {N(s), B;(s)} nin gerdigi alt uzayda bir egri bulunamaz.

Teorem 4.1.9. IR} deki
a(s) = (s+td)N(s)=B>(s)
sartin1 saglayan Pseudo null egrisi {N(s), B,(s)} nin gerdigi alt uzayda yatar.

Ispat: a(s) = AM(s)N(s) + u(s)B,(s) esitligin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
a'(s) = M'(s)N(s) + Ms)N'(s) + p'(s)Ba(s) + p(s)B2'(s)

olup a'(s) = T(s) igin

T(s) = M'(s)N(s) + A(s)kz(8)By(s) + p'(s)B2(s) + p(s)[=T(s) — k3(s)By ()]

=T(s) = M'($)N(s) + As)kz($)By(s) + p'(s)B2(s) - p(s)T(s) - u(s)kz(s)By (s)

dir. Buradan

—u(s) =1,

A(s) =0,
iMS)kz (s) — u(s)ks(s) =0,
w(s)=0
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denklemleri ¢oziildiigiinde p(s) = —1ise p'(s) = 0 ve A'(s) = 0 ise A(s) = (s + d),
(d # 0 bir sabit) olup iigiincii denklem ¢oziildiigiinde

M($)kz(s) — p(s)ks(s) = Oise (std)ky(s) = —k3(s)
oldugu goriiliir. Boylece ikinci Frenet egriligi

_ k3(s)
ka(s) = (s+d)

seklinde bulunur. O halde

,(s+d=+0)

a(s) = (s+d)N(s) — By(s)
elde edilir.

Teorem 4.1.10. o, IRT de Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B; (s), B,(s)} bu egrinin Frenet
catist olsun. Bu ¢atinin { B; (s), B,(s)} alt uzayinda yatan egriler
os) = -By(s)
veya
ou(s) = di1B;(s)—B,(s), (d1 # 0 sabit)
dir.

Ispat: a(s) = A(s)B4(s) + u(s)B,(s) esitliginde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa

a'(s) = A'(s)By(s) + A(s)By'(s) + p'(s)B2(s) + p(s)B2 (s)
elde edilir. a/(s) = T(s) olmak tizere
T(s)=N'(s) By (5)+M(s)[ks (S)N(S) — Kz (5)B5 () 1+ ()Bo(s)+R()[T(S) — ks(5)By (5)]
=T(s)=A"(s)B1(s)+A($)k3 (SIN(s) — A($)k2(s)B,(s) +1'(s)B2(s)-m(s)T(s) —
n(s)ks(s) B1(s).
Boylece

—u(s) =1,
i A'(s) = p(s)ksz(s) = 0,
A(s)ks(s) =0,

—A(s)k,(s) + u'(s) =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse u(s) = —1 ise p'(s) = 0 dir. Ayrica
L' (s) = —ks(s) olup A(s) k3(s) = 0 ve A(s) k,(s) = 0 bulunur.
Eger;
i) A(s) = 0 olursa a(s) = — B,(s) olur.
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ii) k3 (s) = 0 ise A(s) # 0 oldugu takdirde A'(s) = 0 olur, o zaman A(s) = d,
(d1 # 0 sabit) ise k,(s) = 0 olup

a(s) = d; B1(s)— Ba(s)
elde edilir.

Teorem 4.1.11. o, IR? de Pseudo null egrisinin {T(s), N(s), B, (s), B, (s)} Frenet ¢atisinin
{T(s), N(s), B;(s)} alt uzayinda yatan egrileri
o(s) = (sH)TE)+ (=5 = dz + d; ) NGs)
veya
o(s) = (s+)T(E)= (=5 = dy + diks(8)s) N(s) +; By (s)
dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + n(s)N(s) + y(s)B;(s) egrisinin her iki tarafinda s parametresine
gore tiirevi alinirsa

a/(s) = M(s)T(s) + M)T'(s) + W' (S)N(s) + w(s)N'(s) +'($)B1(s) +v(5)B1 ()
elde edilir. o'(s) = T(s) i¢in
T(s)=A"($)T($)TA()N(s)+1'(s)N(s)+($)K2 ()B4 () +y(5)B1 (s)+y(s)[K3 (S)N(s) —
ka(s)B,(s)]
=T(s)=L(s)T(s) + Ms)N(s) + p'(s)N(s) + p()kz ()B1 (s) +7'(s)B1(s) +y(s)k3 (S)N(s) —
7(8)k2(s)B2(s)

n(s)ky(s) +7'(s) =0,
—y(s)k(s) = 0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziildiigiinde

1) 1(s) = 0ise 1(5) = (s+), 1(s) = = (st ve (o) = - (5 — )+l

elde edilir. Boylece

A(s) =1,
{MS) + 1 (s) +v(s)ks(s) =0,

o(s) = (s+T(s)+ (=5 — dy + dy ) N(s)
bulunur. Burada d, di, d» sifirdan farkl: sabitlerdir.
ii) y(s) # 0 ve k,(s) = 0 ise buradan y(s) = d;, A(s) = (s+d),
n'(s) = —(std)— d;k3(s)
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elde edilir. Burada p(s) = — % —d, + dyks(s)s olup

o(s) = (s+ T+ (=S = dy + diks (8)5) N(s) +1 By (5)

elde edilir. Burada d, di, d> sifirdan farkli sabitlerdir.

Teorem 4.1.12. o, IRT de Pseudo null egri ve {T(s), N(s), B (s), B,(s)} bu egrinin Frenet
catis1 olsun. Bu c¢atinin {T(s), N(s), B,(s)} alt uzayinda yatan egri

- _ ks(s)
)= ~1,6)

(s+d) ks(s)
kz(s)

T(s)+ N(s)+(s + d)B,(s)

dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) + y(s)B,(s) egrisini alalim. Burada esitligin her iki
tarafinin s parametresine gore tlirevi alinirsa

a/(s) = A'($)T(s) + A($)T'(s) + W(s)N(s) + w(s)N'(s) +v'(s)B2(s) +(s)B2'(s)
elde edilir. a'(s) = T(s) olmak tizere T'(s), N'(s), B,'(s) denklemleri yerlerine yazilirsa
T(s) = L'(s)T(s) + L'(s)N(s) + p'(s)N(s) + p(s)kz(s)B1(s) + v'($)Ba(s) + v(s)[-T(s) —
k3(s)B1(s)]
ve elde edilen esitlik diizenlendiginde

A(s)—vy(s) =1,
{ A(s) +1'(s) =0,
n(s)ka(s) —v(s)kz(s) = 0,
Y(s) =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemleri ¢6zdiiglimiizde
Y(s) = (s + d), (d = sabit)
ve

(s+d) k3(s)

u(s) = R

. ’ _ ks(s) - k3(s)
(k,(s) # 0) olmak iizere u'(s) = e Ve A(s) = oy

elde edilir. Bulunan bu denklemler a egrisinin denkleminde yazildiginda

as) = — O g 4 DG

() () N(s) +(s + d)B,(s)

olur.

Teorem 4.1.13. o, IR} de Pseudo null egri olsun. Frenet ¢atisini {N(s), B, (s), B,(s)} alt

uzayinda yatan egrilerden biri

_ ka(s)
o(s) = dN(s)+d ) B,(s)
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ve diger egri ise

o(s) = (S22 — d,(9) ) NGs) +(—ks (S)s + d1)By(s) - By (s)

dir.

Ispat: a(s) = A(s)N(s) + p(s)B1(s) + V(5)B,(5)
egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

() = A'(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)B1(s) + p(s)By (s) + ¥'(5)B2(s) + (s)B2'(s)
elde edilir. a(s) = T(s) olmak tizere Frenet vektor denklemleri yerine yazildiginda
T(s) = M(s)N(s) + AMs)ka($)B1(s) + W()B1(s) + m(s)[kz(s)N(s) = ka(s)B2(s)]+
7' ()B2(s) + ¥(s)[=T(s) — k3(s)By1(s)]
esitlikleri bulunur. Elde edilen

( —v(s) =1,

i A'(s) + u(s)ks(s) = 0,

Ms)kz(s) + p'(s) = v(s)ks(s) = 0,
Y'(8) = u(9)ky(s) = 0

denklemleri ¢oziildiigiinde

k
i) u(s) = 0 ve k,(s) # 0 igin A(s) = d, (d = sabit) ve y(s) = CL;((SS))
3
bulunur.
ii) ky(s) = 0ve p'(s) # 0ise p'(s) = —ks(s) ve u(s) = —ks(s)s + d; olup
Kk2(s)s?

JORESELNO)
bulunur. O zaman egrimizin biri

ka(s)

o(s) = dN(s)+d )

Bi(s)
dir. Digeri ise

o(s) = (B2 — 4, (5) ) NGs) +(—ks(8)s + d1)By(5) = By(s)

seklinde elde edilir.
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4.2 IR} de Partially Null Egri

{T(s),N(s), B;(s), B,(s)} Frenet ¢atisinda
(T(s), T(s)) = (N(s), N(s)) = (B1(s), B2(s)) = 1,
(B1(5), B1(s)) = (B2(5), B2(s)) = (T(s),N(s)) = (T(s), B1(s)) = 0,
(T(s),B2(s)) = (N(s), B1(s)) = (N(s), Bz(s)) = 0

sartlarinda
[ e 0 ki(s) 0 0 J[T6)
N'(s) | _ [-ku(s) 0  ka(s) 0 N(s)
B ()| 0 0 k3(s) 0 ‘lBl(S)
B',(s) 0  —ko(s) 0 ~ks(S)[B,(s)

Frenet denklemlerini saglayan egriye Partially null egri denir (Bonnor 1985 ve Walrave

1995).

Teorem 4.2.1. a, IR} de bir Partially null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} o nin Frenet
catis1 olmak iizere k4 (s) = 1 i¢in Frenet denklemleri

T'(s) = N(s),

N'(s) = -T(s) + k2(s)B1(s),

B1'(s) =k3(s)By(s),

B;'(s) = —kz(S)N(s) — k3(s)B,(s)
seklindedir.

Teorem 4.2.2. {T(s), N(s), B; (s), B,(s)} Frenet ¢atisinda ve IR de bir Partially null egri
icin asagidaki esitlikler mevcuttur:

(T'(s),N(s)) = 1,

(T'(s), B1(s)) = (T'(s), B2(s)) = (T'(s), T(s)) = (N'(s), B1(s)) = 0,

(N'(),N(s)) = (B4'(5), T(s)) = (B1'(s),N(s)) = (B1'(s), B1(s)) = 0,

(B2'(s), T(s)) = (B3'(s), B2(s)) = 0,

(N'(s), B2(s)) = ka(s) = =(B2'(s), N(s)),

(N'(s), T(s)) = -1,

(B1/(s), B2(8)) = k3(s) = —(B'(s), B1(s)).

Ispat: Teorem 4.2.1 deki Frenet denklemleri ispat1 istenen denklemde yerlerine yazilir ve

Partially null egri tanimindan da yararlanilarak ispat yapilir.
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Teorem 4.2.3. i) Eger k5(s) = 0 ise
(B1'(s),B2(s)) = 0,
(By'(s),B1(s)) =0

ve

ii) k,(s) = 0 igin
(N'(s),B2(s)) = 0,
(B2'(s),N(s)) =0

dir.

Teorem 4.2.4. IR} teki Partially null egrisinin teget, normal, birinci ve ikinci binormal
vektorleri igin

(T"(s),N(s)) = (T"(s), B1(s)) = (N"(5), B1(s)) = (N"(s), T(s)) = 0,

(B1"(s), T(s)) = (B1"(s),N(s)) = (B, "(s), B1(s)) = 0,

(T"(s), B2(8)) = (B2"(5), T(s)) = ka(s),

(T"(s), T(s)) = (N"(s),N(s)) = —1,

(N"(s), B(s)) = (B2"(5), N()) = kz(s) k3 (s),

(B1"(s), B2(s)) = (B2 (s), B4 (5)) = Ki(s),

(B2"'(s), B1(s)) = —k3(s)

mevcuttur.

Ispat: Teorem 4.2.2 deki denklemlerin tiirevleri alinip Frenet denklemleri yerlerine

yazildiginda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.5. i) Eger k;(s) = 0 ise
(N"(s), B(s)) = (B2"(s),N(s)) = 0,
(B1"(s), B2(s)) = (B2"(s),B1(s)) = 0
ve
ii) k,(s) = O ise
(T"(s), B2(s)) = (B2"(s), T(s)) = 0
(N"(s),B(s)) = (B;"(s),N(s)) = (B;"(5),B2(s5)) = 0
dir.

32



Ispat: Teoremin ispat1 asikardir.

Teorem 4.2.6. o, IR] te bir Partially null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} egrinin Frenet
catis1 olsun. Bu ¢atinin {T(s), N(s)}nin gerdigi alt uzayinda yatan o egrisi

o(s) = (std)T(s)
dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) esitliginde her iki tarafin s parametresine gore tiirevi
alinirsa;
o'(s) = A'($)T(s) + M)T'(s) + p'(s)N(s) + u(s)N'(s)
elde edilir. O zaman
a'(s) = T(s) olmak tizere Frenet vektorleri yerlerine yazilip diizenlenirse
T(s) = A'(s)T(s) + As)N(s) + W' (S)N(s) + p(s)[=T(s) + k2 (s)B,(s)]
=T(s) = M'($)T(s) + MsIN(s) + p'(s)N(s) — p(s)T(s) + p(s)ka(s)Bz2(s)
=T(s) = [A'(s) = u(s)IT(s) +[A(s) + W' ($)IN(s) +u(s)kz(s)B2(s)

A(s)—u(s) =1,
A(s) +1'(s) =0,
n(s)ka(s) =0

denklemleri bulunur. Elde edilen bu denklemler ¢oziiliirse p(s) = 0 ise p'(s) = 0 ve
A'(s) = 0ise A(s) = (s*+d), (d # 0 bir sabit) dir. O zaman

o(s) = (s+d)T(s)
dir.

Teorem 4.2.7. IRT de o Partially null egrisi ve egrinin Frenet catisi
{T(s),N(s), B;(s), B,(s)} olsun. Bu ¢atinin {T(s), B;(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi
yoktur.

Ispat: a(s) = M(s)T(s) + u(s)B; (s) esitliginde her iki tarafin s parametresine gore tiirevi
a/(s) = A'($)T(s) + A()T'(s) + p'(s)B1(s) + p(s)By'(s)
seklindedir. a'(s) = T(s), T'(s) ve B;'(s) Frenet vektorleri igin
T(s) = A'($)T(s) + As)N(s) + 1'($)B1 (s) + p(s)k3(s)B1(s)

elde edilir. Buradan
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A(s) =1,
A(s) =0,
n'(s) + u(s)ks(s) =0
denklemleri ¢oziildiigiinde A'(s) =1 ise A(s) =s+d olmalidir. Fakat A(s) =0

oldugundan denklem saglanmaz. Boylece Frenet ¢atisinin {T(s), B;(s)} alt uzayinda

yatan bir egrisi mevcut degildir.

Teorem 4.2.8. o, IR] de Partially null egri olsun. o mnm Frenet ¢atisi

{T(s),N(s), B;(s), B,(s)} olsun. Frenet ¢atisinin {T(s), B,(s)} altuzayinda yatan egrisi
(s+d)
ka(s)

afs) = (s+d)T(s)+ B2 (s)

dir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + p(s)B,(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa

a'(s) = X(s)T(s) + M($)T'(s) + p'(s)B2(s) + p(s)B2'(s)
olup a'(s) = T(s) i¢in T'(s) ve B,’'(s) vektorleri yerlerine yazilirsa
T(s) = L'($)T(s) + A(s)N(s) + R'($)B2(s) + p(s)[—k()N(s) — k3(s)B2(s)]
=T(s) = M(s)T(s) + Ms)N(s) + p'(s)Bx(s) — p(s)kz2 (SIN(s) — n(s)ks(s)B2(s)
elde edilir. Buradan

A(s) =1,

A(s) — p(s)ka(s) = 0,
H'(s) = n(s)ks(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde
A(s) =1 ise AM(s) =s+d, (d sifirdan farkli sabit) degeri ikinci denklemde yerine
yazilirsa

u(s)

_ (s+d)
ZIOK

elde edilir. pu(s) degeri 3. denklemde yerine yazildiginda ise
n'(s) = ks(s)

bulunur. O zaman {T(s), B, (s)} nin gerdigi alt uzayda yatan egri
(s+d)
k()

(ko(s) # 0)

(s+d)
kz(s)

afs) = (std)T(s)+ B2 (s)

seklindedir.
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Teorem 4.2.9. IR} de bir Partially null egri o olsun. Egrinin Frenet ¢atisi

{T(s), N(s), B;(s),B,(s)} i¢in bu ¢atinin {N(s), B; (s)} alt uzayinda yatan egrisi

o(s) =—N(s)+ (% + ce‘k3(s)s) B, (s)

dir.

Ispat: a(s) = A(s)N(s) + u(s)B; () egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirevi
a'(s) = L'(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)By(s) + u(s)By'(s)
dir. o'(s) = T(s) sartinda N'(s), B;'(s) Frenet vektorlerinin denklemleri yerlerine
yazildiginda
T(s) = A'(s)N(s) + A(s)[=T(s) + k2(s)B1 ()] + '(s)By(s) + n(s)ks(s)B1(s)
=T(s) = M(IN(s) = MST(s) + M(s)kz(5)B1 (s) + W(9)By (5) + n(s)ks (s)By ()
bulunup
—A(s) =1,
A'(s) =0,
M(S)ka(s) +p'(s) + pn(s)ks(s) =0
denklemleri elde edilir. Burada A(s) = —1 ve A'(s) = 0 varoldugundan
(=Dkz(s) + p'(s) + u(s)ks(s) =0
=p'(s) + n(s)ks(s) =k, (s)
dir. Burada
el ks(s)ds — gks(s)s
g06zoniine alindiginda

H(S)ek 5= ey (5) e

_ (k2(8) _ki(s)s —ks3(s)s
=u(s) = (k3(s) e3\s)s + c)e 3

=u(s) = lf(% + ce }s (s (¢ = sabit, ky(s) # 0)

elde edilir. Buradan bulunan degerler a(s) = A(s)N(s) + u(s)B;(s) egrisinde yerine

yazilirsa

a(s) =—N(s)+ (‘Z% + ce @5 By (s)

dir.
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Teorem 4.2.10. o egrisi IR} de bir Partially null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} de
egrinin Frenet ¢atisi olsun. Frenet ¢atisinin {N(s), B, (s)} alt uzayinda yatan egrisi

os) =—N(s)+(ceks&4)B, (s)
dir.

Ispat: o(s) = A(s)N(s) + p(s)B, (s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alindiginda
o'(s) = M (SN(s) + A(S)N'(s) + W' (5)B, (5) + H(5)B,(5)

bulunur. o nin hiz vektori teget vektoriine esit oldugundan
T(s) = M(SN(s) + Ms)=T() +Kkz($)B1()] + w($)Ba(s) + m(s)[—ka(sIN(s) —
k3(s)B2(s)]
=T(s)=A"(s)N(8)=A(s)T(s) + A()kz(s)B1(s) + p'(8)B,(s) — n(s)k2 (s)N(s) —
H($)kz(s)B2(s)
elde edilir. O zaman

—AM(s) =1,

{»'(S) — n(s)kz(s) = 0,
M(s)kz(s) =0,

H'(s) — n(s)ks(s) =0
denklemleri ¢oziildiigiinde A(s) = —1 ise A'(s) =0 ve k,(s) =0 dir. Ugiincii
denklemden
p'(s) # 0ise p'(s) — p(s)ks(s) = 0
olup

dns) _
wo — Ka()d

=Inu(s) = k;3(s) +Inc
=n(s) = ceK3(s (¢ = sabit)
elde edilir. Boylece
a(s) =—N(s)+(ceks&9)B,(s)
dir.
Teorem 4.2.11. IR de o bir Partially null egri olsun. {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} Frenet

catisinin {B; (s), B,(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi bulunmamaktadir.
Ispat: au(s) = A(s)B; (s) + u(s)B,(s) egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa
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a'(s) = A'($)B1(s) + M(s)B1"(s) + W'(s)B2(s) + u(s)B2'(s)
elde edilir. a/(s) = T(s) igin
T(s) = 1'(s)B1 (s) + A(s)[k3(s)B1 (s)] + W'(s)B2(s) + w(s)[—kz (S)N(s) — k3 (s)B2(s)]
=T(s)=1"(s)B1(s) +A(s)ks(s)B1(s) +1'(s)B2(s) —p()kz2(SIN(s) — p(s)ks(s)B(s)
bulunur. Esitligin sag tarafinda T(s) ye karsilik gelen bir denklem bulunamadigindan
esitlik  gerceklesemez. Dolayisiyla {T(s), N(s),B;(s),B,(s)} Frenet c¢atisinin

{B1(s), B5(s)} nin alt uzayinda yatan bir egrisi bulunamaz.

Teorem 4.2.12. a. IR? te Partially null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} de a nin Frenet
catis1 olsun. Frenet ¢atisinin {T(s), N(s), B, (s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s)= (d,e® + c; e 5)T(s)+(dse° — de™ — 1)N(s) + (_kz(s) 1+i:(s) e+

kp(s)d, _g , ka(s) ks (s)s
-1 T T 9 )Bl(s)

seklindedir.

Ispat: a(s) = 1(s)T(s) + u(s)N(s) + v(5)B1(s)
egrisini alalim. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi alinirsa
ao/(s) = A'($)T(s) + MS)T'(s) + W' (s)N(s) + (s)N'(s) +v'(s)By(s) + v(s)By(5)

elde edilir. T'(s), N'(s) ve B;'(s) denklemleri yerlerine yazilirsa ve a'(s) = T(s) i¢in
T(s)=1'()T(s)+A(s)N(S)+1'($)N(5)-p(s) T(s)+p(s)kz (5)By (5) + v (s)B1(s) +
Y(s)k3(s)B1(s)
esitliginden

A(s) —p(s) =1,

A(s) + ' (s) =0,

u($)kz(s) +7/(s) +v(s)ks(s) = 0

denklemleri ¢oziildiigiinde

{7»"(5) —1(s) =0,

AMs) = —1'(s)
den
A'(s)+A(s) =0
1¢in
A(s) =dqe5+dye”s
ve
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u(s) = des —dy(e™s—1)
olup

v (s) +7(s)ks(s) = —k,(s)[d;e5 — dp(e™s — 1)]
dir. e/ k3()ds = gk3(S)s gimak iizere

v(s)eks®)s = —k,(s) [ eks()s (d;eS — d,e™ — 1)ds + dj

1 1
= —k (d = e(tks®)s _ g, —— ols(s)-Ds _ k3(s)s> d
) 11+k3<s)e e -1 G ¢ )T
(s) = —k,(s)—— e+ Koz o5 4 Kol | d eX2®)s_ (d, da, ds birer sabittir)
v 2 1+k (s) ks (s)-1 K3 (s) » U3
O zaman o egrisi
a(s)= (d,€e% + c,e75)T(s) + (d;e¥ — d,e 5 — 1)N(s) + ( k,(s) —2— 1+k (S) eS +

ka(s)dz _s | ka(s) k3(s) s . e
Ka()—1 e+ P + dze™s ) B;(s), (di, d2, d3 birer sabittir)

dir.

Teorem 4.2.13. IR} te o Partially null efri ve egrinin Frenet catis1
{T(s),N(s),B;(s),B,(s)} olsun. Frenet gatisinin {T(s), N(s), B,(s)} alt uzayinda yatan
egrisi
o(s)= (—c, cos s + ¢; sins)T(s)+(c, sin's + ¢; cos s — 1)N(s)+(c5e*3() $)By (s)
veya
o(s)= (—c, coss + ¢, sins)T(s)+(c, sins + ¢; coss — 1)N(s)+c3B,(s)

seklindedir. Burada c;, c,,ve c3 birer sabittir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) + y(s)B,(s) egrisi alinsin. s parametresine gore her iki
tarafin tiirevinden

o'(s) = A ($)T(s) + M)T'(s) + W(s)N(s) + u(s)N'(s) +7'(s)B2(s) +v(9)B2'(s)
elde edilir. a'(s) =T(s) ve  T'(s), N'(s), B,'(s) i¢in
T(s) = M'S)T(s) + MN(S) + W(EN(S) + u(s)[=T(s) + kz(s)B1(s)] + v (5)Ba(s) +
7(8)[—k2(s)N(s) — k3(s)B2(s)]
=T(s) =[A'(s) = n()IT(s) +A(s) + 1’ (s) —v(s) k2(S)IN(S) + p(s)ka(s)By(s) +
[v () = v(s)ks(s)]B2(s)

ifadesinden
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NORITOESS
A(s) + 1/ (s) = v(s)ky(s) = 0,
n(s)kz(s) =0,

L 7 —1(5)ks(s) = 0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde
i) k,(s) = 0 k3(s) # 0 u(s) # 0 olsun. O zaman

A(s)+pu'(s)=0
ve

AM(s)—pu@s) =1
denklemlerinden

u(s) = c,sins+c; coss — 1,

A(s) = —c, coss + ¢, sins
elde edilir. Ayrica

v (s) = v(s)ks(s)
denkleminden de

v(s) = c3eXs()S_ (c,, ¢, ve c;3 sbt)
bulunur. Boylece

o(s)= (—c, coss + c; sins)T(s)+(c, sins + ¢, coss — 1)N(s)+(c3ek3(s) S)Bz(s)
dir.

ii) k,(s) =0, k3(s) #0 ve u(s) =0 alinrsa, A'(s) =1 ve A(s) =0 olur bu bir
celiskidir.
iii) k, (s) # 0,k3(s) = 0, u(s) = 0 olsun. O zaman
A(s)=1liseA(s) =s+c;
ve
v'(s) =0isey(s) = c;
olur. O zaman
A(s) —y(s)ky(s) =0
denkleminde A(s) ve y(s) yerine yazilirsa s + ¢; — c;K,(s) =0
olur. Bu da bir ¢eliskidir.
iv) k,(s) = 0, k3(s) = 0 ve u(s) # 0 alinirsa,
AM(s)—pu@s) =1

Ve
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A+ (s)=0
denklemlerinden

A(s) = —c, coss + ¢; sins,

u(s) = c,sins +c; coss — 1,

v'(s) = 0isey(s) = c3
bulunur. Béylece

o(s)= (—c, coss + ¢, sins)T(s)+(c, sins + ¢; coss — 1)N(s)+c3B,(s)

dir.
v) k,(s) # 0, ks(s) # 0 ve u(s) = 0 alinirsa,
A(s) =1,
A(s) —y(s)ka(s) = 0,
7' (s) —y(s)ks(s) = 0
denklemlerinden
As)=s+c¢
ve
16) = o

olur. Fakat y(s) tiglincii denklemi saglamadigindan ¢oziimii yoktur.

Teorem 4.2.14. IR} te o bir Partially null egri olsun. {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} Frenet
catisinin {N(s), B;(s), B,(s)} alt uzayinda yatan egrisi

a(s) = — N(s) + c3e (5B, () + 5 (9B, (s)

veya
o(s) =—N(s) + (% + c,e k(%) (s)
veya
a(s) = = N(s) + (c;e7*%)B, (s)
seklindedir.

Ispat: o(s) = A(s)N(s) + pu(s)B;(s) + y(s)B,(s) egrisinde s parametresine gore tiirev

alinirsa

a'(s) = M()N(s) + A(s)N'(s) + w'(s)B1 (s) + u(s)B1(s) +7'(3)B2(s) +v(s)B; (5)
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elde edilir. a'(s) = T(s) ve N'(s), B;'(s), B,'(s) Frenet vektér denklemleri yerine
yazildiginda
T(s)=)(S)N($)+A(s)[=T(s) + k2 (s)B1(s)]+1'(s) By () + (s)k3(s)B1 (s) + v (s)By(s) —
Y()kz(S)N(s) — v(s)k3(s)B,(s)
=T(s)==A(S)T(s)+[A'(s) — y($)kz (S)IN()HA(S)k2(s) + u(s)ks(s) + ' ($)]By(s) +
[v' () = v()k3(5)]B2(s)
esitliginden asagidaki denklemler

( -A(s) =1,

A'(s) = v(9)ka(s) = 0,
M)k, (§) + u(s)ks(s) + p'(s) = 0,
7 (s) —v(s)kz(s) = 0

elde edilir. Bu denklemler ¢oziildiiginde A(s) = —1 ise y(s)k,(s) =0 dir. Bu
denklemler kullanilarak

—ka(s) + n(s)ks(s) + W' (s) =0
ve

v (s) = v(s)ks(s) =0
deklemlerinde
i) k,(s) = 0 veya y(s) = 0 olur. Eger k,(s) = 0 ve y(s) # 0 alirsak,

p(s)kz(s) + p'(s) = 0,

7' (s) =y(s)ks(s) = 0

denklemleri ¢oziilerek

h(s) = cge™a s,
1(s) = cpels®s,
A(s) = -1

elde edilir. O halde a(s) egrisi
a(s) = — N(s) + cze Ks(ISB, (s) + c,eXs(I3B,(s)

seklindedir.

ii) k,(s) # 0 veyay(s) = 0 alinirsa,
A(s) = —1,
—ka(s) + u(s)ks(s) + u'(s) =0

denklemlerinden
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— m —ks3(s)s
u(s) = o + c e85,

v(s) =0,

A(s) = -1
bulunur. Béylece

o(s) = = N(s) + G2 + ¢, (0%)B (s)
k3(s)
dir.
iii) A(s) = —1, k,(s) = 0 ve y(s) = 0 alinirsa,
u(s)ks(s) +p'(s) =0

denkleminden
u(s) = cye ks,
v(s) =0,
A(s) = -1

sonuglari elde edilir. O zaman
a(s) = — N(s) + (c e *(I9)B,(s)

bulunur.
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4.3 IR de Null Egri

{T(s),N(s), B;(s), B,(s)} Frenet ¢atisinda
(N(s),N(s)) = (T(s), B1(s)) = (B2(s), B2(s)) = 1,
(T(s), T(s)) = (B1(s), B1(s)) = (T(s),N(s)) = (T(s), Bx(s)) = 0,
(N(s), B1(s)) = (N(s), Bz(s)) = (B1(s), B2(s)) = 0

sartlarindaki Frenet denklemlerini

[ T'(s) 0 Kk(s) O 0o 1[T®)
N'(s) | _ | ka(9) 0 —ki(s) 0 [ |N(s)
B,(s)| | O —k,(s) 0 k3(s)| [B(s)
B',(s)] L—=ks(s) 0 0 0 B, (s)

saglayan egriye Null egri denir (Bonner1985 ve Walrave 1995).

Teorem 4.3.1. o, IRT de bir Null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} a nin Frenet gatist
olsun. k; (s) = 1 i¢in Frenet denklemleri

T'(s) = N(s),

N'(s) = =B1(s) + ko (S)T(s),

B1'(s) = —ka2 (s)N(s)tk3(s) B2 (s),

B;'(s) = —k3(s)T(s)
seklindedir.

Ispat: Frenet denklemleri Null egri tanimindan
T'(s) = k1 (s)N(s),
N'(s) = kz(s)T(s) = ky(s)By (s),
B1'(s) = =k (s)N()tk3(s)B;(9),
B;'(s) = —k3(s)T(s)

seklindedir. k; (s) = 1 i¢in teorem elde edilmis olur.

Teorem 4.3.2. IR} te Null egrisinin teget, normal birinci ve ikinci binormal vektdrleri
arasinda asagidaki esitlikler mevcuttur.

(T"(s),N(s)) = (T"(s), B2(s)) = (N"(s), B1(s)) = (N"(s), T(s)) = 0,

(B1"(s),N(s)) = (B1"(5), B2()) = (B;"(s), B2(s)) = 0,

(B2"(s), T(s)) = (B2"(s), B1(s)) = 0,

(T"(s),B1(s)) = (B1"(s), T(s)) = k2 (s),
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(T"(s), T(s)) = —ki(s),
(N"(s),N(s)) = 2 ky(s) k1 (9),
(N"(s), B2(s)) = (B2 (s), N(s)) = —ks(s),
(B1"(5), B1(s)) = —(k3(s) + k3(s))
dir.
Ispat : (T'(s), T(s)) = 0
her iki tarafin tiirevi alinirsa
(T(s), T()) + (T'(5), T'(s)) = 0
elde edilir. Frenet denklemleri yerine yazilirsa
(T"(s), T(s)) + (N(5), N(s)) = 0
olup Null egri tanimindan (N’(s),N(s)) = 1 oldugundan (T"'(s), T(s)) = —1 olarak
bulunur.

Digerlerinin ispatlar1 da benzer sekilde goriiliir.

Sonug 4.3.3. k;(s) = 1 i¢in
(T"(s), T(s)) = —1,
(N"(s),N(s)) = Zk,(s)
dir.
Teorem 4.3.4. o, IR] de Null egri olsun. {T(s),N(s), B;(s),B,(s)} egrinin Frenet

catisinin {T(s), N(s)}alt uzayinda yatan bir egrisi bulunmamaktadir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)N(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a/(s) = A'(s)T(s) + M)T'(s) + W' (S)N(s) + p(s)N'(s)
olur ve a'(s) = T(s) i¢in
T(s) = 1'(8)T(s) + A(s)N(s) + W' (SN(s) + p(s)[k2 () T(s) — By (s)]
=T(s) = L' ($)T(s) + As)N(s) + W (S)N(s) + p(s)kz ($)T(s) —p(s)By (s)
elde edilir. Buradan

A () + u(s)ka(s) = 1,
As) + p'(s) =0,
—u(s) =0

denklemleri ¢oziildiigiinde pu(s) = 0 ise pu'(s) = 0 ve A(s) = 0 bulunur. Bu da
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A (s) + u(s)k,(s) = 1 esitligini saglamaz. O zaman {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} Frenet
catisinin {T(s), N(s)} alt uzayinda yatan bir egrisi yoktur.

Teorem 4.3.5. IR? te o bir Null egri olsun Egrinin {T(s), B; (s)} alt uzayda yatan egrisi
o(s)= (s + d)T(s)+d,B;(s)
dir. Burada d ve di sifirdan farkli sabitlerdir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + u(s)B; (s) egrisinde her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi
alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + Ms)N(s) + u'(s) By (s) + u(s)B;'(s)
elde edilir. a(s) = T(s) olmak tizere
T(s) = M'()T(s) + Ms)N(s) + n'($)B1(s) + u(s)[—k2(s)N(s) + k3 (s)Bz(s)]
=T(s)=A" () T(s)A(s)N(s) + 1'($)B1(s) — n(s)ka(IN(s) + p(s)ks(s)B,(s)

ve

A(s) =1,
A(s) — u(s)kz(s) =0,
w(s) =0,

n(s)kz(s) =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde
A'(s) = 1ise A(s) = s +d, (d # 0 sabit)
ve
u'(s) = 0ise u(s) = dy, (di # 0 sabit)

(s+d)
dg

dir. Bu elde edilenler ikinci denklemde yerine yazilirsa k,(s) =

bulunur ve p(s) = d; i¢in k3(s) = 0 oldugu goriiliir. O zaman {T(s), B;(s)} nin gerdigi
alt uzayda yatan egri

o(s)= (s + d)T(s)+d1 B (s)
seklindedir.

Teorem 4.3.6. IR deki o null egrisi {T(s), B,(s)} nin gerdigi alt uzayda yatiyorsa o

zaman egri

o(s) = ~ o5 B2(S)

dir.
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Ispat: a(s) = A(s)T(s) + p(s)B,(s) egrisinde s parametresine gore her iki tarafin tiirevi
alinirsa
a'(s) = M()T(s) + Ms)T'(s) + n'(s)B2 () + w(s)B2'(s)
elde edilir. a/(s) = T(s) igin T'(s) ve B,'(s) Frenet denklemleri yerlerine yazilirsa
T(s) = X'($)T(s) + A()N(s) + p'(s)B;(s) - m(s)k3(s)T(s)

bulunur. Boylece

M(s) = n(s)ks(s) = 1,

A(s) =0,
ws)=0
denklemleri ¢oziildiigiinde A(s) = 0 ise u(s) = — kl_(s) elde edilir. O zaman o egrisi
3

. 1
seklindedir.

Teorem 4.3.7. IR% de o Null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} a nin Frenet catis1 olsun.

O zaman Frenet ¢atisinin {N(s), B; (s)} alt uzayinda yatan egrisi yoktur.

Ispat: o(s) = A(s)N(s) + p(s) B; ()
egrisinde s parametresine gore tlirev alinirsa
o!(5) = M(SIN(S) + AHN'(s) + ()B4 (5) + u(s)By(5)
elde edilir. a'(s) = T(s) i¢in N'(s) ve B,’'(s) denklemleri o'(s) de yerlerine yazildiginda
T(9)=1 (ONEFASKL(IT(S) — By ()1 (9)By (5) i) [~k (SN(S) + K3 (5)B (5)]
ST} (NS Ak (S)T(s) — L(5)By () + /()B4 (5) — () (SIN(S) +
n(s)ks(s)Bz(s)
AMs)ka(s) =1,
A (s) — u(s)ka(s) = 0,

—A(s) +p'(s) =0,
n(s)ks(s) =0

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde k,(s) # 0 igin A(s) =

ky(s)

ise A'(s) = 0 dir. Bunlar yardimiyla tigiincii denklemden

’ _ 1 _ 1
wis) = oo Ve u(s) = e
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bulunur. Fakat ikinci denklemden k,(s) = 0 bulunuyor. O zaman k,(s) # 0 kabulumuz
ile celisiriz.

Boylece Frenet catisinin {N(s), B;(s)} alt uzayinda yatan o egrisi bulunmamaktadir.

Teorem 4.3.8. o, IRT de bir Null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} de o nin Frenet catis1

olsun. Bu ¢atinin {N(s), B,(s)} alt uzayinda yatan egrisi

o(s) == o5 B2 ()

dir (ks(s) # 0).

Ispat: a(s) = A(s)N(s) + u(s)B,(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s parametresine gore
tiirevi alinirsa
a'(s) = '(s)N(s) + A(s)N'(s) + p'(s)B2(s) + u(s)B2'(s)
bulunur. o(s) = T(s) olmak tlizere N'(s) ve B,’(s) Frenet denklemleri a'(s) de yerlerine
yazildiginda
T(s) = N(sIN(s) + M)k ()T(S) — Ms)By (5) + (B () + u(s)[—ka(5)T(s)]
=T(s) = M'(IN(s) + A($)k2()T(s) — Ms)B1(s) + 1'(s)B2(s) - w(s)ks () T(s)
elde edilir. Boylece
M($)kz(s) — u(s)ks(s) =1,

A'(s) =0,
—\(s) =0,
w(s)=0

denklemleri ¢6ziildiigiinde A(s) = 0 ve p'(s) = 0 ise pu(s) =d, (d # 0 sabit) bulunur.

Bulunan bu degerler ilk denklemde yerine yazildiginda

A NE)

elde edilir. O zaman Null egri

1

a(s) =— ey B, (s)

dir.

Teorem 4.3.9. IR teki oo Null egrisinin {T(s), N(s), B;(s), B5(s)} Frenet catisindaki
{ B1(s), B,(s)} nin gerdigi alt uzayinda yatan egrisi

o(s) =dBy (5) — =5 B2 (S)
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veya

o(s) == o5 B2 ()

dir (ks(s) # 0).

Ispat: o(s) = A(s)B; () + 1(s)B, (s) egrisinin her iki tarafinda s parametresine gore tiirevi
alinirsa

a'(s) = A'(s)By(s) + M(s)By'(s) + H'(5)B2(s) + u(s)B;'(s)
olup a'(s) = T(s) i¢in B;'(s) ve B,'(s) denklemleri yerlerine yazildiginda ve
diizenlendiginde
T(s) = 1'(s)B1(s) + A(s)[—ka (S)N(8)+k3 ()B2 (s) ]+ (5)B2 () +1u(s)[ k3 () T(s)]
=T(s) = M'(5)B4(5) - M)k (SIN(S) + A(s)ks($)Bo(s) + W'(5)B2 (5) - ()3 ($)T(s)
elde edilir. Boylece;

—u(s)ks(s) =1,
J A'(s) =0,
—M(s)kz(s) =0,
A(s)ks(s) + W (s) =0

bu denklemler ¢oziildiigiinde

i) ky(s) = 0ise A(s) = d, (d # 0 sabit) ve u(s) = — @

dir. O zaman aranilan egriden birisi
1
a(s) =dB;(s) — Ka(s) By (s)
olur.
ii) k,(s) # 0 ise A(s) = 0 ve u(s) = —kL(S), (k3(s) # 0 sabit) bulunur.
3
O zaman aranilan diger egri de
1
a(s) === B2(5)
dir.

Teorem 4.3.10. IR} deki o egrisinin {T(s),N(s),B;(s),B,(s)} Frenet catisinin
{T(s),N(s), B;(s)} alt uzayinda yatan egrisi
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o(s) —( +0p + cpeV2 k(s 4 cpemV2ka(s S)T(s)

1
- = (-Jk \V2c.k V2ka(s)s
+I G) kz(s)( 2(8) + 2V2c,k,(s)e

- 2c3e_\'2k2(s)s)l N(s) + ( +cp + cpeV2ke®s 4 ceV2ke(s S) B;(s)

dir. Burada c4, c,, c3 sifirdan farkl: sabitlerdir.

Ispat: a(s) = As)T(s) + w(s)N(s) + y(s)By(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa

o'(s) = A'($)T(s) + M)T'(s) + p'(s)N(s) + p(s)N'(s) +v'(s)B1(s) + v(s)B1 ()
elde edilir. a(s) = T(s) ve T'(s),N'(s),B;'(s) Frenet denklemleri a'(s) de yerlerine
yazildiginda
T(s) = M'(s)T(s) + MN(s) + p'()N(s) + p(s)[kz($)T(s) — By(s)] +7v' ()B4 (s) +
Y(8)[=k2(s)N(s)+k3(s)B2(s)]
=T(s) = VET(s) + MN(S) + W (SIN() +  p()ka()T(s) — p(s)By(s) +

¥ ($)B1(5) — v(s)kz (S)N(s) + y(s)ks (s)B;(s)
olup

A(s) + u(s)ka(s) = 1,
A(s) + 1 (s) —v(9)ka(s) =0,
—n(s)+y'(s) = 0,
Y(s)ks(s) =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde
i) y(s) =0veksz(s) #0ise u(s) =0ve A(s)=0
olur bu degerler ile

A(s) +u(s)ka(s) =1
denklemi saglanmaz.

ii) y(s) # 0 ve k3(s) = 0 ise o zaman
Ms) =2+ ¢ + ceV2ke®s 4o emV2ka(S)s
2
_ V2ka(s)s _
u(s) = zkz(s)m( —Jk;(5) + 2v2c,k, (s)ev2 ke

2v2c3k,(s)e” ZRZ(S)S)

Ve
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v(s) == 2k1(s) (_S — 2¢1 + 2c,eV2 k25 — 2¢ze7V2 k2l S)
2
olarak bulunur. Boylece aranilan o.(s) egrisi

s
a(s) = (E + c1 + cyev2ke®s 4 cieV2ke(s S) T(s)

1
————(—Jk 24/2¢ 3k, (s)ev2 ke®s
+[ 21(Z(S)kz(s)( 2(8) + 2y 2¢ok;(s)e

— 2cge V2kals S)l N(s)

s
+ (E + ¢q + cpev2ke®s 4 ciev2kels S) B, (s)

seklindedir.

Teorem 4.3.11. IR} de bir Null egri o olsun. o nin Frenet ¢atisinin {T(s), N(s), B,(s)}
gerdigi alt uzayinda yatan egrisi

a(s) = d;B;(s)
dir. Burada di sifirdan farkli bir sabittir.

Ispat: a(s) = A(s)T(s) + w(s)N(s) + y(s)Bp(s) olsun. Esitligin her iki tarafinin s
parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) = A'(s)T(s) + M)T'(s) + W' (SN(s) + p(s)N'(s) +7'(s)Ba(s) + v(s)B;'(s)
elde edilir. o'(s) = T(s) ve N'(s), B,'(s) denklemleri a/(s) de yerine yazildiginda
T(s)= ' ($)T(s) + L(SIN(S) + p'(SIN(S) + u(s)[ko(S)T(s) — B1(s)] + 7 (5)B,(s) +
() [—ks()T(s)]
=T(s)= ¥ (5)T(s) * MsN(S) + 1 (SIN(S) + (s)kz (5)T(s) — u(s)By (5) +7v (5)B,(s) —
7(8)ks(s)T(s)
bulunur ve

M (s) = v()ks(s) + ps)ka(s) =1,
A(s) +p'(s) =0,

u(s) =0,
v(s) =0
denklemleri ¢oziildiigiinde pu(s) = 0 ise A(s) = 0 olur ve dolayistyla A'(s) = 0 dir.
Birinci denklemden y(s) = — kl_(s)’ (k3(s) # 0) elde edilir. O zaman
3
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a(9) == 15 B2

dir. Boylece a.(s) Null egrisi bulunur.

Teorem 4.3.12. o, IR} te bir Null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)}, o egrisinin Frenet
catis1 olsun. Frenet catisinin {N(s), B;(s), B,(s)} gerdigi alt uzayinda yatan egri
a(s) = (cle\' ko($)s ¢, e vka(®) S) N(s)

Ky (VK () ey s — e Vi)
+_

k% (S) Bl (S)
kz(s)cle\/mS + kz(s)cze_\/mS 1
+< ks(9) _kﬂ9>BA®

dir. Burada k;(s) sifirdan farkli bir sabittir.

Ispat: as) = A(s)N(s) + u(s)B1(s) + v(s)B,(s) egrisinde her iki tarafin s ye gore tiirevi
alindiginda

a'(s) = A'(S)N(s) + As)N'(s) + ' ($)B1(s) + p(s)B1(S) +7'(s)B2(s) + (s)B2'(s)
elde edilir. a/(s) = T(s) i¢in N'(s), B;'(s), B,'(s) Frenet denklemleri o'(s) de yerine
yazilip diizenlendiginde
T($)=A"($)N(s) M) [k2($)T(s) = By ($)] + W' ($)B1(s)tu(s)[ k2 (s)N(s) +
k3(s)Bz(s)] +7 (s)B2(s) +v(s)[—k3 () T(5)]
=T(s)=A"(s)N(s)FA()k2 (S)T(s) — A($)B1(s) + W' ($)B1(8)-m(s)k2 (S)N(s) —
1(s)ks(s)B2(s) + 7 ()B,(5) — v()k3 () T(s)

A(s)k,(s) —y(s)ks(s) =1,
L' (s) — p(s)ky(s) = 0,
—A(s) +1'(s) =0,

n(s)ks(s) +7(s) = 0
denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde —A(s) + p'(s) = 0 ve p'(s) = A(s)
bulunur. Ayrica
Ikinci denklemin her iki tarafinin da s parametresine gore tiirevi alimirsa
A'(s) = A(s)k,(s) =0
elde edilir. Bu degerler diger denklemlerde yerlerine yazilirsa

As) = clerZ(S S+ cze“/kZ(S S,
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Kz (s)y/k2(s) (clesz(s) s_ce=Vk2(® 5)
K3(s)

u(s) = —

Ve

(S) _ kZ(S)Cle‘/kZ(S)S+k2(s)c2e_‘/k2(5)S 1
! ks (s) ka(s)

bulunur. Boylece aranilan IR} deki Null egri

= (26 e TN

[ K ©VE) (el - e ebs)
e 3 B (6)
+ ky(s)c, eV 2®s 4k, (s)c,e V) s 1 B.(s)
k3(s) ka(s) ) 2%

seklindedir.
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4.4 IR} deki Egrilerin Simflandirilmasi

Bu kisimda IR} deki Pseudo null, Partially null ve Null egrilerin bir siniflandiriimasi

asagidaki tabloda verilmistir.

Egri Alt uzay Ya‘t(;t;glgl
{T(s), N(s)} Yatiyor
{T(s), B1(s)} Yatiyor
{T(s), Bo(s)} Yatiyor
{N(s), B;(s)} Yatiyor
Pseudo Null Egri | {N(s), B,(s)} Yatiyor
{B1(s), B,(s)} Yatiyor

{T(s), N(s), B;(s)} Yatiyor
{T(s),N(s), B,(s)} Yatiyor
{N(S)s Bl (S)’ BZ (S)} Yatlyor

{T(s), N(s)} Yatiyor

{T(s), By ()} Yatiyor

{T(s), Bo(s)} Yatiyor

. {N(s). By (s)} Yatiyor

Pa”‘é"glfi Null™ T NGs), By ()1 Yatyor
{B1(s), B,(s)} Yatmiyor

{T(s), N(s), B1(s)} Yatiyor

{T(s),N(s), Bo(s)} Yatiyor

{N(s), B1(s), B,(s)} Yatiyor
{T(s), N(s)} Yatmiyor

{T(s), B1(s)} Yatiyor

{T(s), B,(s)} Yatiyor

{N(s), B1(s)} Yatiyor

Null Egri {N(s), Bo(s)} Yatiyor

{B1(s), B,(s)} Yatiyor

{T(s), N(s), B1(s)} Yatiyor
{T(s), N(s), B5(s)} Yatiyor
{N(s), B, (s), By(s) } Yatiyor
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde Null egrileri ¢alisacak arastirmacilar igin temel bilgiler diizenli
ve ispatlar ile birlikte verilmeye calisilmistir. Ayrica bu konularla ilgili aragtirmalar
yogun olarak devam etmektedir. ileriki calismalarda bu konuda katki saglayacak yeni
buluslarda bulunmak hedeflenmektedir. Simdilik bu ¢alisma bu konu ile ilgili merak
edilenlere temel olusturacak bilgileri igermektedir.

Bu tezin diger tezlerden ayrilan en biiyiik 6zelligi egrilerin Frenet ¢atisinin alt uzaylarinda

yatip yatmadigina gore siniflandirilmasinin yapilmasidir.
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