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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bdlimde, diger bolumlerde
kullanilacak olan bazi temel kavramlar tamtilip, bunlara iliskin bazi sonuclar
hatirlatiimustir. Tkinci bolimde ise degme manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlar ileilgili
genel bilgilere yer verilmistir. Uclincii bolimde Kenmotsu manifoldlar: (izerinde bazi
esrilik sartlart arastirilmustir. Son bolumde, genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu

manifoldlar ve genellestirilmis concircular ¢ - recurrent Kenmotsu manifoldlar
tammlanmig ve bu manifoldlar ile ilgili orjinal sonuglara ulasilmistir.

Anahtar Kedimeler: Kenmotsu manifold, Riemannian egrilik tensorl, Ricci egrilik
tensort, Weyl konformal egrilik tensor alam, concircular egrilik tensdr, Einstein
manifold, genellestirilmis recurrent manifold, genellestirilmis ¢ - recurrent manifold.



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic concepts used
in subsequent parts have been introduced and some results concerning these concepts
have been considered. In the second chapter, fundamental information about contact
manifolds and Kenmotsu manifolds have been given. In the third chapter, some
curvature conditions on Kenmotsu manifolds have been researched. In the last chapter,
generalized ¢ - recurrent Kenmotsu manifols and generalized concircular ¢ - recurrent

Kenmotsu manifolds have been defined and some orijinal results have been obtained.

Key Words: Kenmotsu manifold, Riemannian curvature tensor, Ricci curvature tensor,
Weyl conformal curvature tensor space, concircular curvature tensor, Eingein manifold,
generalized recurrent manifold, generalized ¢ - recurrent manifold.



ICINDEKILER

Sayfa
TEZ ONAY SAY FA S .o et et e e e e e e e ee e e e e e e ee e eaaeeeeeaeaees i
(@ 74 = [V RS RRRN iii
A B ST R A CT e e e e e e e e e e e e e e e eeeeeeeeeeae e e eeeeeeeennnaaaeanaenaeennnnns iv
1C1NDEK1LER .......................................................................................................... \Y}
SIMGELER DIZINI ..ottt ee e e e e eaeaaeeeserananaaaeaesneeseeesaeeseeaneesnnes vi
GRS .o eeeee e eeee e sees e eees s ssess e e ss e ee s eessee e eese s eees s eeessseens 1
1. BOLUM
1.1 TEMEL KAV RAM L AR, .o et ee e e e e ee e 3
2. BOLUM
2.1. DEGME MANIFOLDLAR. ... e e er e 14
2.2. KENMOTSU MANIFOLDLAR. ... eeeeeee et e eeeeeaee e e et e eeeeeaeeseeeseesseesesesanneans 16
2.3. 1 - PARELEL RICCI TENSORLU KENMOTSU MANIFOLDLAR........... 18
24. 11 - EINSTEIN KENMOTSU MANIFOLDLAR. ..o eeeaeeeneanens 20

3.BOLUM

3.1. KENMOTSU MANIFOLDLARI UZERINDE BAZI EGRILIK SARTLARI.. 23

3.2. GENELLESTIRILMIS RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR........ 30
3.3. ¢ - SIMETRIK KENMOTSU MANIFOLDLAR......ccoviurreierineeeesireneerereenene 35
34. ¢ - RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR.......ccosuirerereerirereeneneens 42

4. BOLUM

4.1. GENELLESTIRILMIS ¢ - RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR... 45

SONUG. e eeee e eeeeeees e eeeeeses s se e ees e ee s vees s seessess e 52
N N = TS 55
(074 CI=(0 Y | (T T 57

TESEKKUR.....oititeiieetctete ettt ettt s s st a e sttt naea 58



Vi

SiM GEL ER DIZiNi

R - Redl sayilar cimlesi
M - Manifold

g - Metrik tensor

c¥ - Diferansiyellenebilme
[] - Lie Parantez operadri

T,(M) - pnoktasindaki teget uzay

(M) - M ninteget vektor alanlarinin uzay:

N - M uzerinde afin koneksiyon
K - Kaesitsel egrilik

r - Skaler egrilik

R - Riemann egrilik tensor

S - Ricci egrilik tensori

Q - Ricci operatori

C - Concircular egrilik tensorii
w - Weyl conformal egrilik tensor alam
U

- Kulkarni-Nomizu carpim



GIRIS

Degme geometri bundan iki yUzyil 6nce, Huygens, Hamilton ve Jacobi’'nin
geometrik optikler Uzerindeki galigmalarinda dogmustur ve Sophus Lie, Elie Carton, ve
Darboux gibi pek cok onemli matematik¢i bu alanda calismalar yapmistir. Degme
geometrinin koklerine, 1872 de Li€ nin, degme transformasyonu diferansiyel denklem
sistemlerinin galisiimasinda geometrik bir arag olarak tammlamasiyla rastlanir. Degme
geometri , pur matematigin diger aanlariyla baglantilar icerir ve mekanik, optik,

termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir.

1970 lerin baslarinda, degme geometride, topolojik metotlar dnemli bir rol almaya
basladi. Fakat, global topolojik sonuglarin alinmast 1980 lerin ortalarim buldu. Bundan
sonra, 3-boyutlu degme geometri ve topoloji calismalarinin engin ve yararl faaliyetler
oldugu gorildu ve daha yiksek boyutlu degme topolojiyi anlamak icin 6énemli adimlar
atilmaya bagland.

1972 yilinda Kenmotsu, guniimizde “Kenmotsu Manifoldlar” olarak adlandirilan,
hemen hemen degme metrik Riemannian manifoldlarin bir sinifin tarmmladi. M, hemen

hemen degme metrik yapisi (¢, £,7,g) olan (n=2m+1)-boyutlu bir hemen hemen

desme metrik manifoldu olarak verildiginde, " X,YT x(M) igin;
(Nxo)v =-g(X, oY) - n(v)e(x),
Ry& =X - n(x)
bagintilanini saglhyorsa, (¢, &, 71, g) yapis normal fakat & bir Killing vektor alan

olmadig1 icin quasi-Sasakian, dolayisiyla Sasakian degildir. Bu Ozellikleri saglayan

Kenmotsu manifoldlar, ayni zamanda divé =n- 1 oldugundan kompakt da degildir.



Kenmotsu manifoldlar konusunda Binh, Tamassy, Tarafdar, De, Pathak,
Kirichenko, Pitis ve Ozgur gibi pek cok matematikci arastrmalar yapmstir. Hemen
hemen degme metrik Riemannian manifoldlarin bu sinifina ait yapilan incelemeler ve
ulasilan sonuglar dikkat ¢ekicidir.

Tezin birinci boliuminde, Riemann manifoldu, Afin Koneksiyon, Levi-Civita
Koneksiyonu, Riemann egrilik tensorll, Ricci egrilik tensori, Weyl konformal egrilik
tensor alam ve concircular egrilik tensor gibi temel kavramlar tanitilip, bunlara iliskin
bilinen baz1 sonuglar hatirlatilmgtir.

Tezin ikinci bdlumde ise degsme manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlar ile ilgili

genel bilgilere yer verilmistir.

Jun, Chand ve Pathak’1n 2005 yilinda Kenmotsu Manifoldlar: tizerine, Hong, Ozgiir
ve Tripathi’ nin 2006 yilinda Kenmotsu manifoldlarin bazi 6zel simflari hakkinda, De ve
Guha nin 1991 yilinda genellestirilmis recurrent manifoldlar hakkinda, Ozgiir’ tin 2007
yilinda genellestirilmis recurrent Kenmotsu manifoldlar ve Takahashi’ nin 1977 yilinda
Sasakian ¢ -simetrik ylzeyler hakkinda yaptiklari arastirmalar, tezin ana fikrinin
olusmasinda 6nemli bir rol oynamistir. Bu ¢alismalar dogrultusunda, tezin tglincl ve
son bolimi Kenmotsu manifoldlart Uzerinde bazi egrilik sartlarinin incelenmesine

ayrilmigtir. Tezin son bdlimiinde orjinal sonuglara yer verilmistir.

Tezin Ucuncl boluminde; oncelikle, semi simetrik, Ricci semi simetrik, Ricci
recurrent, Weyl semi simetrik ve Ricci pseudosimetrik Kenmotsu manifoldlar ve
Kenmotsu manifoldlarda concircular egrilik tensdrinun ozellikleri incelenmis ve 6nemli

sonuclar elde edilmistir. Bu bolimde ayrica, genellestirilmis recurrent, ¢ -simetrik ve

¢ -recurrent Kenmotsu manifoldlarlailgili tammmlamalara ve sonuglara yer verilmistir.

Tezin son boluminde, genellestirilmis &—recurrent Kenmotsu manifoldlar ve
genellestirilmis &-recurrent concircular Kenmotsu manifoldlar tarmmlanmis ve bu

manifoldlarlailgili orjinal sonuglara ulasilmustir.



1. BOLUM

1.1 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1.1. M bir diferensiyellenebilir C*¥ manifold olsun. M Uizerindeki C*
vektor alanlarinin uzayr y(M) ve M den R ye C* fonksiyonlarinin uzay1 C¥(M,R)

olmak Uzere, M Uzerinde;

g:x(M)xx(M)® C*(M,R)
seklinde tammmlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir
Riemann manifoldu adi verilir ve (M, g) seklinde gosterilir (Koboyashi, Nomizu

1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve g noktast i¢in M Uzerinde bu noktalar: birlestiren

bir egri bulunabilirse M ye baglantilh manifold ach verilir (O’ Neill 1966).

Tanim 1.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M Uzerindeki C* vektor

aanlarinin uzayr (M) olmak iizere;

N:x(M)x x(M)%%%e® x(M)
(X,Y)%%%® N(X,Y)=N,Y

dontisimti " f,g1 C*(M,R), " X,Y,ZT x(M) icin,

i) N (Y+2)=R,Y+N,Z,
i) Ny,wZ =N, Z+0N,Z,

iii) N, (fY)= N, Y+ X(f)y



lineerlik oOzelliklerini saglarsa, N ya M (izerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir.
(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 1.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu ve N daM uzerinde tarumlanan bir &fin

koneksiyonolsun. Ozaman " X,Y,Z1 y(M) olmak uzere; N doéniistimi;

i) N, Y- N, X =[X,Y] (Koneksiyonun sifir torsiyon &zeligi),
i) Xg(Y,z)=g(N,Y,z)+g(Y,N,Z) (Koneksiyonun metrikle bagdasmasi
szelisi)

sartlarini saghyorsa, N ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M
nin Levi-Civita Koneksyonu adi verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 1.1.4. (M, @) bir Riemann manifoldu, Nda M (izerindeki Levi-Civita

koneksiyonu olsun.

R(X,Y)z=N,N,Z- N,N, Z- N, 2 (1.1)

ile tammlanan R fonksiyonu M Uzerinde bir (1,3) tensor alamdir ve M nin Riemann egrilik

tensor U olarak adlandirilir.

" X,Y,Z,V,WIi x(M) icin Riemann egrilik tensorii R asagidaki 6zeliklere
sahiptir;

i) R(X,Y)z =-R(Y,X)z, 12
i) g(R(X, YV, W)=-g(R(X,YW,V), (13
iii) R(X,Y)Z +R(Y,z)X +R(z,X)y =0, (14)
iv) g(R(X,YV,W)=g(R{V.W)X,Y) (15

(O’ Neill 1983).



Tamm 1.1.5. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T ;M tanjant uzayimn iki
boyutlu altuzay1 P olmak tizere VW1 P tanjant vektorleri icin (0,2) tipindeki Q

tensor alan;
Qlv.w)=g(v.V)aw.w)- glv.w)’

bigiminde tanimlansin. Q(V,W)* 0 olmak (izere;

K (VW)= g(R(QV(\’/V’VVT/’\)”V) (16)

ye P nin kesitsel egriligi denir ve K (P) ile gosterilir (O’ Neill 1983).

Tanim 1.1.6. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e,,e,....,e,},M nin lokal

ortonormal vektodr alanlar1 olsunlar.
S:x(M)xy(M)® R
(x,Y)® s(x,Y)=a 9(Re, X)v.e) (17)

i=1

seklinde tanimli (0,2) tipindeki S tensdr alanina, M Uzerinde Ricci egrilik tensdr i adi
verilir (Yano and Kon, 1984).

Ayrica Q Ricci operérii ve S? (0, 2)-tensorii sirast ile
a(QX,Y)=5(X,Y) (1.8)
s2(X,Y) = S(QX,Y) (1.9)

biciminde tammlanir (Deszcz 1992).



Tamm 1.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensori S

sifirdan farkli ve o, 1-form olmak Uzere,
(R, s)v.2)=a(x)s(Y, z) (1.10)
bagintisint sagliyorsa, M manifoldu Ricci recurrenttir denir (Patterson 1952).

Tanim 1.1.8. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. * X, Y1 x(M) igin;
S(X,Y)=g(X,Y) (1.11)

olacak bicimde M Uzerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensorii S metrik

tensdr g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu adi verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 1.1.9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {el,ez,...,en}, lokal
ortonormal vektor alanlar1 olmak lzere;

=4 Sle.e) (11

i=1
degerine M nin skaler egriligi adi verilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 1.1.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. " X,Y,W1 x(M)

icin M nin Weyl konformal egrilik tensor alans;

1
n-2

[a(x.Z)¥ - g(v.2)x]

C(X,Y)z =R(X,Y)Z +——[3(X,2)Y - S(Y,Z)X +g(X,Z)QY - g(Y,Z)Qx]

. (1.13)

“(n-(n- 2)

ile tammlanir. Burada Q Ricci operatoridir (Y ano ve Kon 1984).



Tamm 1.1.11. n3 4 boyutlu M manifolduicin C =0 ise M manifoldu konformal
dizlemsel (flat) olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 1.1.12. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. " X,Y,Wi x(M)

icin M nin concircular egrilik tensor;

r

C(X,Y)z=R(X,Y)zZ- D

[9(v.Z)x - g(X,Z)v] (1.14)

ile tammlanir (Y ano ve Kon 1984).

Tamim 1.1.13. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form denir.
n-boyutlu bir M uzay formu M "(c) ile gosterilir. Eger,

c=0 ise M"(c)=E" Oklid uzay: (1.15)
c= riz iseM "(c)= S"(r) kresi (1.16)
=- iz ise M "(c) = H"(r) Hiperbolik uzay (1.17)
T
dir (Chen 1973).

M (zerinde (0,2)-tipinde simetrik iki tensor A ve B ise bu tensorlerin Kulkarni-

Nomizu carpimu ©," X, X,, X5, X, T (M )icin

(ABB)(X,, X, X5, X, ) = A(X,, X, ) B(X,, X;)+ A(X,, X;) B(X,, X,)

- A(Xy, X5)B(X,, X, )= A(X,, X, ) B( Xy, X,) (1.18)

biciminde tammlanr (Besse 1987).



M uzerinde (0,k)-tipinde (k 3 1) bir T tensor alam ve (0,2)-tipinde bir simetrik A

tensor alar verildiginde T nin kovaryant tiirevi NT,

=(R,) (T (X, X, Xk))-éT(Xl NX. ..., <) (119
biciminde, RT ve Q(AT) tensorleri ise
R.T,Q(A,T):;i(MLz’éﬁw® C*(M,R)
(RT) (X Xgomes Xis X, Y) = (R(X,Y) T) (X X, )
=T (ROX,Y) X0 X X, ) oom T (X X0 R(X,Y) X, ) (120
Q(AT)(Xy Xgreoes Xt X,Y) = ((X UL Y) T) Xy X, ) w21

biciminde tanimlanir. T=R ve T =C icin Q(g,R) ve Q(g,C) tensorleri ilk olarak
Eisenhart (1966) ve Tachibana (1974) de tanumlanmustir.

Ornesin, R nin R (zerine ekis RR ve Q(g,R) tensdrii
"Xy X0 X, X, X, YT (M) igin

RR,Q(g,R): ¥ (M )xx (M )xx (M )xx (M )xx (M )xy(M)® C*(M,R)

(RR)(X,, X, X5, X, X,Y) = - RR(X,Y)X,, X, X5, X, )- R(X,, R(X,Y)X,, X5, X, )
- R(xl,xz,l?e(x,v)x3,x4)- R(xl,xz,x3,§(x,v)x4)

ve



Q. RIX1, X, X3y X4 X, Y) = - R(X UY)X,, X5, Xg, X, ) - RX,, (X OY)X;, Xa, X,)
B R(Xl’XZ’(X UY)Xa’X4)' R(Xl,XZ,X3,(X L\JY)X4)

ile hesaplanr.

k31 icin NT=0 ise T tensor alamna paraleldir denir. RT=0 ise T
semisimetrik olarak adlandirilir. T tensor alam paralel ise semisimetriktir fakat tersi
her zaman dogru degildir. k3 1 icin eser RT ve Q(g,T) tensorleri M nin her p
noktasinda lineer bagimli ise M manifolduna T tensor alamina gore pseudos metriktir
denir. Acikca her semisimetrik tensor alanm pseudosimetriktir fakat ters dogru degildir
(Deszcz ve Grycak 1987). Boylece M manifoldunun T tensdr alamna gore
pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

U, ={pl M:pl M deQ(g,T)* 0}
kiimesi Uzerinde

RT =L,Q(g,T) (1.22)

olmasidir. Burada L, fonksiyonu U, kiimesi tizerinde tanimlanr.

NS=0 (1.23)
ise M ye Ricci-simetrik,
NC=0 (1.24)

ise M ye konformal ssimetrik manifold denir (Chaki ve Gupta 1963).
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Eger NR=0 ise
RR=0 (1.25)
dir, fakat tersi dogru degildir. (1.25) denklemini saglayan bir (M,g) (yari)-Riemann

manifolduna semisimetriktir denir. Sinyukov (1954), Szab6 (1982, 1984, 1985) ve
Kowalski (1996) calismalarinda semisimetrik  manifoldlarin  siniflandiriimasi

yapilmstir.
Eser NS=0 ise
RS=0 (1.26)

dir, fakat tersi dogru degildir. (1.26) denklemini saglayan bir (M,g) (yar1)-Riemann
manifolduna Ricci semisimetriktir denir (Mikash 1980, Sinyakov 1981).

Eser NC=0ise
RC=0 (1.27)

dir, fakat tersi dogru degildir. (1.27) denklemini saglayan bir (M,g) (yari)-Riemann

manifolduna Weyl semismetriktir denir (Deszcz 1992).

n3 3 boyutlu bir (M, g) (yar)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasinda
RR ve Q(g,R) tensorleri lineer bagiml ise M ye pseudosimetrik manifold denir

(Deszcz ve Grycak 1987).

(M, g) manifoldunun pseudosimetrik olmasi igin gerek ve yeter sart

U, ={p1 M:pl M deQ(g.R)* 0}
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kiimesi Uzerinde
RR=L.Q(g,R) (1.28)
olmasidir. Burada L, fonksiyonu U , kiimesi Uzerinde tarmumlanir.

n3 3 boyutlu bir (M, g) (yar)-Riemann manifoldu icin eger M nin her noktasinda
RS ve Q(g,S) tensorleri lineer bazimh ise M ye Ricci-pseudosimetrik manifold

denir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlos 1989).

(M, g) manifoldunun Ricci-pseudosimetrik olmasi icin gerek ve yeter sart

Us=tpl M:pl M deS-Bg1 ol
] n° b
klimesi Uzerinde
RS=L.Q(g,S) (1.29)

olmasidir. Burada L fonksiyonu U ¢ kiimesi Uzerinde tarumlanr.

Her pseudodimetrik manifold Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi dogru degildir.
Acikca, her Ricci-semisimetrik manifold (RS =0) Ricci-pseudosimetriktir fakat ters
dogru degildir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlds 1989).

n3 4 boyutlu (yarr)-Riemann manifoldlarin sinifinda asagidaki kapsama bagintilari

gecerlidir (Deszcz 1992).

RR=0I RS=0,
RR=0I RC=0,
RS=01 RS=L.Q(g,S),
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RR=01 RR=L,Q(g,R)
RR=L.Q(g,R)i RS=L.Q(g,S)

n-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu igin,
R,(X, YU =g(Y,u)x - g(X,u)y, X,Y,ul ™™

olmak tizere, concircular egrilik tensdrii C

olarak tanimlanabilir. Buradan

- r
RC =RR- ——R
n(n- 1) R

(1.30)

(1.31)

yazilir ve kisa bir hesaplama yardim ile RR, =0 elde edilir. Bu durumda, n-boyutlu

bir (M, g) Riemann manifoldu icin

RR=RC

oldugu gorilir. Benzer sekilde, n-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu icin

CC=CR

dir (Hong, Ozgiir ve Tripathi 2006).

(1.32)

(1.33)

n boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu bir Ricci-pseudosimetrik manifold ise,

RS ve Q(g, S) tensdrleri lineer bagimiidir ve M (izerindeki vektor alanlar U, V, X, Y

icin,
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Q9. S)U.V: X,Y) =- S(Ry(X,Y)U.V)- SU, R, (X, Y)V). (1.34)

(1.34) ssitliginden,

n-boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu, C.S= 0 kosulunu saghyorsa

RS= (nr_ 1)Q(Q,S)

elde edilir. Oyleyse, n-boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu, C.S=0 kosulunu
sagliyorsa M bir Ricci-pseudosmetrik manifolddur ve Lg =m (Hong, Ozgir

ve Tripathi 2006).



2.BOLUM

2.1. DEGME MANIFOLDLAR

Tanim 2.1.1. M bir (2n+1)-boyutlu manifold, ¢,&,n da M (izerinde, sirasi ile,
(1, 1)-tipinde bir tensor alani, bir vektér alam ve 1-form olsun. Eger ¢,&,n igin, M

Uzerinde herhangi bir vektor aam X olmak Uzere;

n(€)=1 2.1
ve

P*X =- X +n(X ) (2.2)
ozelliklerini saghyor ise o zaman (¢, £,17) ya M (izerinde bir hemen hemen degme
yapia denir. M bu yapr ile bir hemen hemen degme manifoldu olarak adlandirilir

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. (¢, £, 1) hemen hemen desme yapisi igin;

) =0 (23)

i) 7(¢X)=0 (2.4)

iii) rankg =2n (25
dir (Yano ve Kon 1984).

Tamm 2.1.2. Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M tzerinde hemen hemen

degme yapisi (d), g, 71) olsun. M Uzerinde bir g Riemann metrigi;
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n(x)=g(x.£) (2.6)
99X, 6Y) = g(X,Y)- n(Xn(Y) (2.7)

sartlarint sagliyor ise g metrigine M (zerinde hemen hemen degme metrik,
(¢, &,1,g) yapisina da hemen hemen degme metrik yams, (¢, &, 7, g) yapisi ile M

ye de hemen hemen degme metrik manifoldu denir (Yano ve Kon 1984).

Sonug 2.1.1. (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M ile

hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 1, g) verilsin. Boylece,

gex,Y)=-g(X,¢Y) 2.8)
dir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.3. (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M verilsin.

n

Her bir 1 1-formu igin n U(dn)" * 0 sarti saglanir isen yaM nin degme yapia ve M

ye de degme manifoldu denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold M

verilsin. M nin bir degme yapisi 17 verildiginde;
g(X,¢v)=dn(X,Y) (2.9)

olacak sekilde bir hemen hemen desme metrik yapisi (¢, &, 77, g) vardir (Yano ve Kon
1984).
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Tanim 2.1.4. M iizerinde bir hemen hemen desme metrik yapist (¢, &, 7, g) igin;
F(X,Y)=g(X,oY) (2.10)

seklinde tammli F donisiimiine hemen hemen desme metrik yapisi (¢, £,7,g) nin

ikinci temel formu denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.5. Degme metrik yapisi (¢, &,1,g) olan (2n+1)-boyutlu bir M

manifoldu degme metrik manifold olarak adlandirilir (Y ano ve Kon 1984).

2.2. KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 2.2.1. M, hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) olan (n=2m+1)-
boyutlu bir hemen hemen desme metrik manifoldu olsun. M manifoldu " X,YT x(M)

icin;
(Nx9)v =-g(X.0v) - n(v)o(x) (211)
Ny& =X -n(x) (212)
bagintilarin sagliyorsaM bir Kenmotsu manifolddur (Kenmotsu 1972).

Sonug 2.2.1. M, (n=2m+1) bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann egrilik

tensorii R, N daM uzerinde tarumlanan bir Riemann koneksiyon olmak iizere;
R(X,Y)e =n(X)Y - n(v)X, (2.13)
(R, RI(X,Y)E = glw, X)Y - g(w,Y)X - R(X,YW (2.14)

dir (Kenmotsu 1972).
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Sonug 2.2.2. M, (n=2m+1) bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann egrilik

tensorii R, N daM iizerinde tarumlanan bir Riemann koneksiyon olmak iizere;
(Nym)(v)= g(X.Y)- n(X)a(v) (2.15)
n(R(X,¥)z)=n(v)g(x.2)- n(x)g(v.2) (2.16)
dir (Kenmotsu 1972).

Sonug 2.2.3. M, (n=2m+1) bir Kenmotsu manifold ise S M nin Ricci tensdrii

olmak Uzere;
S(x.£)=-(n- 1n(x) (2.17)
dir (Kenmotsu 1972).

Teorem 22.1. M, (n=2m+1) bir Kenmotsu manifold ise S, M nin Ricci tensorii

olmak uzere;
S(gx,9v) = S(X,Y)+ (n- La(X n(v) (2.18)
dir (Jun, Chand ve Pathak 2005).
Teorem 2.2.2. M, (n = 2m+1) bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann egrilik
tensoril R olmak Uzere;

R(X,Y)ezZ - ¢R(X,Y)Z = g(Y,Z)eX - g(X,Z )Y
+g(X.0z)y - ov.92)X,
R(@X,0Y)Z = R(X,Y)Z +g(Y,Z2)X - g(X,z)Y
+9(Y,92)eX - g(X,gZ)pY

(2.19)

(2.20)

dir (Kenmotsu 1972).
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2.3.17- PARALEL RICCI TENSORLU KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 23.1. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Ricci

tensorii S eser " X,Y,Z1 x(M) igin,

(N, S)ev.92)=0 (2.21)
kosulunu sagliyorsa, M ye 11 - paralel olarak adlandirilir (Jun, Chand ve Pathak 2005).

M, (n =2m+1)-boyutlu, Ricci tensdrii i - paralel bir Kenmotsu manifoldu olsun.

Ozaman,
(N, S)gv.02) =R, Spv,¢z)- SN, oY,¢2)- Slpv.N,¢2). (2.22)
(2.4), (2.11) ve (2.18) ssitliklerini (2.22) denklemine uygularsak,

(N, S)ov.¢2) =N, S(Y,Z)+(n- 2fn(2)Nn(Y)+n(v)Nn(z)
+n(YNS(X,z)+ (n- (X @) +n(ZXsly. X)+(n- (v n(x} (229

- SNy Y,2)- S(Y.N,Z)- (n- Yn(Zn (N, )+ n(V (N, 2)}

elde edilir. Ayrica,

(N,m)(Y)=R,n(v)- n({,Y) (2.24)

N, s(y,z)=(N, S)Y,z)- s(N,Y,z)- s(Y,N,z). (2.25)

(2.24), (2.25) ve (2.15) esitliklerini kullanarak, (2.23) denklemi
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(N, S)(eY.2) =N, S(v,2)+ (n- 1fg(X.Y)(2) + o(X, Z)n(V)}

+{n(v)s(x,z)+n(z)sy, x)} (2.26)

olarak dizenlenir. (2.21) esitliginin (2.26) esitligine uygulanmasiyla asagidaki teoreme
ulasilir:

Teorem 2.3.1. M, hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) olan (n=2m+1)
boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. M nin , 7 - paralel Ricci tensdrinin olmast igin

gerek ve yeter sart

(1,51 2)=- (n- Nolv. Xn(z)+ oz, X)n(¥} oom
{r(s(z, ) n(z)sty, X} '

olmasidir (Jun, Chand, Pathak 2005).

M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu ve {e}, i=1,2, ..., n her

noktada tanjant uzayinin bir ortonormal bazi olsun. 1£i£n igin (2.27)

denkleminde Y =Z =e alinirsa,
dr(x)=0 (2.28)

elde edilir. Oyleyse, M manifoldunun r skaler egriligi sabittir. Buradan asagidaki

teoreme ulasinz :

Teorem 232. (M",g), (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun,
7 - paralel Ricci tensoril ise skaler egriligi sabittir (Jun, Chand, Pathak 2005).
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2.4. 7 - EINSTEIN KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 2.4.1. M, desme metrik yapisi (¢, £, 7, g) olan (2n+1)-boyutlu bir degme

metrik manifoldu olsun. Eger M nin Ricci tensorti " X,Y1 x(M) igin;

a,b:M ® R fonksiyonu olmak Uizere

S(X,Y)=ag(X,Y)+bn(X)n(Y) (2.29)
formundaise M ye bir i -Einstein manifoldu denir (Blair 1976).

Teorem 2.4.1. M, (n = 2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M, bir

n - Eingein manifold ise a+b =- (n- 1) dir (Kenmotsu 1972).

Teorem 2.4.2. M, (n=2m+1)-boyutlu bir 7 - Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. Eger a ve b den biri sabit ise, M bir Einstein manifolddur (Kenmotsu 1972).

M, (n = 2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifolduve {e}, i=1,2,...,nher
noktada tanjant uzayinin bir ortonormal bazi olsun. 1£i£n igin (2.29)

denkleminde X =Y =e uygulanirsa,

Qo

Sle.e)=28 ole.a) +b n(e )

i=1

yazilir ve (1.12) den skaler egrilik,

r=an+b (2.30)

elde edilir.
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Diger yandan, a+b =- (n- 1) oldugunu g6z 6niinde bulundurarak,
a=——+1 b=——-n (2.31)
n-1

elde edilir (Jun, Chand ve Pathak 2005). Buradan asagidaki iki teoreme ulasilir:

Teorem 24.3. M, (n=2m+1)-boyutlu bir 7 - Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. M manifoldunun Ricci tensori

s(x,y):%nr z g(X,Y)+ i nzn X () (2.32)

kosulunu saglar (Jun, Chand ve Pathak 2005).

Teorem 2.4.4. M, (n=2m+1)-boyutlu bir 7- Einstein Kenmotsu manifoldu
olsun. bu durumda a,b: M ® R fonksiyonlarinin her ikisi de sabittir (Jun, Chand ve

Pathak 2005).

(2.32) yi kullanarak,

(8, 8)(x.¥) =~ er(0)g(x.Y)- n(xn(¥]

. (2.33)
+Q_- nq UTI X)I] ( )(Nun)(Y)}
yazilir ve (2.7) esitligi kullanilarak
(), S)x.¥)= 2 ar(u)a(ox,ov)
(2.34)
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elde edilir. (2.12) esitligi uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

([}, 8)(x.¥) =~ ar(U)glox.ov)

+§en—r1 ng{[g(u,X)- (U (X (v)+[gW.Y)- nUn( ) (x}

yazilir ve (2.7) den

(§,8)(x.¥) =~ ar(U)glox.ov)

+ &L= 190w oY)+ olow oV )n(x )}

elde edilir. Bu durumda,

(1, S)ox 0v) =——ar(U)algx o).

dir. (2.32), (2.37) ve Teorem 2.3.2. yi kullanarak asagidaki teorem elde edilir.

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Teorem 2.4.5. M, (n=2m+1)-boyutlu bir 7 - Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) M manifoldunun Ricci tensori 77 - paraleldir.

i) M, - n(n- 1) sabit egrilikli bir manifolddur.

i) M, Ricci tensorii S(X,Y)=-(n- 1)g(X,Y) olarak tammli bir Einstein

manifolddur (Hong, Ozgiir ve Tripathi 2006).



3.BOLUM

3.1. KENMOTSU MANIFOLDLARI UZERINDE BAZI EGRILIK
SARTLARI

Teorem 3.1.1. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu semisimetrik ise, - 1 negatif sabit egriklidir (Kenmotsu 1972).
Teorem 3.1.2. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M
manifoldu Ricci semisimetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak

2005).

ispat: M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun ve R(X,Y).S=0

sartini saglasin. Boylece
(RS)(X,Y,U,V)=-S(R(X,Y)U,V)- S[U,R(X,YV)=0 (3.1)
dir.(3.1) denkleminde U = ¢ alinirsa
S(R(X,Y)é,V)+S(E R(X,YV)=0 (3.2)
elde edilir ve burada da (2.13), (2.17) esitlikleri uygulanirsa
n(X)s(r.v)- n(v)s(x,v)- (n- h(R(X.Y))=0
elde edilir ve burada n(R(X,Y)V) yerine (2.16) uygulanirsa

n(X)s(r.v)- n(v)s(x.v)- (n- 1n(v)a(x.v)- n(x)a(v.v)]=0 (33)
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esitligine ulasilir. (3.3) denkleminde X =¢& ahnir, (2.1), (2.6) ve (2.17) uygulanir ve
gerekli sadelestirilmeler yapilirsa

S(Y.V) +(n- (Y {v)- (n- 2fn(vIn(v)- glv.v)]=0
esitligi gorilir ve

S(Y,V) =-(n- 2)g(Y,V) (3.4)
elde edilir. Boylece M, bir Einstein manifolddur.

Sonug 3.1.1. M, (n = 2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu
semisimetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak 2005).

ispat: R(X,Y)R=0 ise R(X,Y).S=0olacagindan, Teorem 3.1.1den sonuca

ulagilir.

Teorem 3.1.3. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu Ricci recurrent ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak 2005).

ispat: M, (n=2m+1)-boyutlu  bir Kenmotsu manifoldu  olsun.
9(QX,Y)=5(X,Y) olmak iizere, bu manifold tizerinde f?2 = g(Q,Q) sartim saglayan

bir f fonksiyonu tammliyalim.
Y(f*) =Y[g(Q.Q)l=29(R,Q.Q) (35)
ve M, Ricci recurrent oldugundan, (1.10) esitliginden

Y(f2)=2f2a(Y) (3.6)
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yazilir. Ayni zamanda, Y (f 2) = 2f (Yf ) oldugundan,

f(¥f)= f2a(Y) (3.7)
elde edilir. Bu da bize,

Yf = fo(Y)t 0 (398
oldugunu gosterir. (3.8) esitliginden,

X(¥F)- Y(Xf) ={Xa(Y)- Ya(X )} f (3.9)

elde edilir. Buradan

——
pral

x
pral

<
pral

Ko - Npbf ={Xa(Y)- Ya(X)- o[X, Y]} (3.10)

elde edilir. Bu denklemin sol tarafinin sifira esit olmasi ve M Uzerinde f * 0 olmasi
neticesinde
d,(X,Y)=0 (3.11)

o

bulunur. Bu da ¢, 1-formunun kapali oldugunu gosterir. (1.10) esitliginden,
(N,S)U.V)=a(Y)SU,V) oldugundan,

(N N, S)U,V)={Xa(Y)- Ya(X)}sU,V) (3.12)
dir. Boylece (3.11) esitliginden
(R(X,Y)S)U,v)=2d,(X,Y)sU,v)=0 (3.13)

elde edilir. Boylece Ricci recurrent bir manifoldun, Ricci semisimetrik oldugu goral Ur.
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Teorem 3.1.4. M, n>3, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun.
Eger M konformal dizlemsel (flat) ise, - 1 negatif sabit egrilikli bir ylzeydir
(Kenmotsu 1972).

Teorem 3.1.5. M, n>3, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu Weyl semisimetrik ise konformal dizlemsedir (flattir). (Jun, Chand ve
Pathak 2005).

Sonug 3.1.2. M, (n=2m+1)-boyutlu bir konformal recurrent Kenmotsu

manifoldu hiperbolik yiizey H" (1) e lokal izometriktir (Jun, Chand ve Pathak 2005).

ispat: Konformal recurrent bir Riemann manifold R(X,Y)C =0 esitligini saslar.

Oyleyse, bir konformal recurrent Kenmotsu manifoldu, Weyl semisimetriktir. Teorem

3.1.4. ve Teorem 3.1.5. geregince ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.6. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) M, C"” R yekanonik concirculardr.

i) M, -1 sabit egriliklidir.

iii) M, concircular diuzlemseldir (flattir).

iv) M, R(&, X)C =0 esitligini saglar.

V) M, R X)R=0 esitligini saglar (Hong, Ozgiir ve Tripathi 2006).

ispat: M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldun -1 sabit egrilikli olmasi igin

gerek ve yeter sart M nin C"~ R ye kanonik concircular olmasidir (Kirichenko 2001).
Buradan (i) ve (iii) ifadelerinin denklikleri gortlor. Bir Riemanian manifoldun
concircular dizlemsel (flat) olmasi icin gerek ve yeter sart bu manifoldun sabit egrilikli
olmasidir. Bunu gbz 6ninde bulundurarak, (ii) ifadesinin (iii) ifadesini gerektirecegi

goruldr. (iv) durumunun (iii) ile gergeklenecegi agiktir. (1.32) esitliginden (iv) ve (v)
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ifadelerinin denklikleri gorulir. Teorem 3.1.1. geregince (v) esiliginden (ii) ifadesine

ulasilir. Kisa bir hesaplamadile (ii) ifadesinden (v) ifadesine ulasilir.

Teorem 3.1.7. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) M, C"” R ye kanonik concirculardr.

i) M, - n(n- 1) veya - 1 sabit egriliklidir.

iy M, C(£,Y)C =0 ssitligini saglar.

iv) M, C(£,Y).R=0 ssitligini saglar (Hong, Ozgii ve Tripathi 2006).

Ispat: (1.14) ifadesinde X =¢  alr, (2.13), (2.1) ve (2.6) esitlikleri uygulanirsa,

cleviz =g W) - olv.z)e) (3.14)

nin-1) g

(3.14) de Z =& alinr, (2.1) ve (2.6) uygulanirsa,

o E &
C(é,Y)é—gi n(n-l),%{Y n(v)e) (3.15)

elde edilir. (3.14) ifadesinden, eger M, - n(n- 1) sabit egrilikli ise C_:(é,Y) =0 oldugu
goruliir. Eger M, - 1 sabit egrilikli ise C =0 olacaktir. Béylece, (i) den yola ¢ikarak

(it) ve (iii) ifadelerine ulagilir. (1.33) dan (ii) ve (iii) ifadelerinin denklikleri gorular. M
manifoldunun C(£,Y).R=0 esitligini sagladigin kabul edelim. Bu durumda,

0=[C(&.U).RX,Y)E - RCEU)X, Y- R(X,CEU)VE. (3.16)

(3.14), (3.15) ve (2.16) ssitliklerinin (3.16) denklemine uygulanmastyla,
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0=-gr o )%g(u,R(x,v)g)m(x,v)u-n(u)R(x,v)é

n(n- 1)
+n(X)RU,Y)E - 9U, X)RE Y +n(Y)R(X,U)E - 9(U.Y)R(X,£)S

elde edilir. (2.13) esitligini kullanarak

0= §[+ n(nr_ 1)g{R(x,Y)u +g(v,u)X - g(x,u)v} (3.17)

elde edilir. Bu durumda, r=-n(n-1) veya R(X,Y)U+g(Y,U)X- g(X,u)y=0
olmalidhr. Tkinci durum da M nin sabit egriliginin - 1 olmasini gerektirir. Boylelikle,

(iii) ifadesinin (i) ifadesine denk oldugu sonucuna ulasilir.

Teorem 3.1.8. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M
Ricci-pseudosimetrik ise r =-n(n- 1) skaler egrilikli bir Einstein manifoldudur (ki
bu durumda M Ricci-semisimetriktir) veya M Uzerinde L =-1 esitligi saglanr

(Hong, Ozgiir ve Tripathi 2006).

ispat: M, (n=2m+1)-boyutlu bir Ricci-pseudosimetrik Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda M {izerinde,

(RU, X).S)(Y,V) = LQ(g, S)(Y,V;U, X) (3.18)
bagintis: saglanir. (3.18) de U =& alinirsa

(R x)s)(¥.V)=LQ(g.S)Y.Vi&. X) (3.19)
yazilir,

(3.19) esitliginin sol taraf1, (2.13), (2.17) esitlikleri kullanilarak hesaplanirsa,
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(RE.X)S)Y.v)= - S(RE X)V.V)- S{Y,RE X))
- - (n- Dg(X Y I{)- n(¥)S(X.V) (320
- (r- DXV nv)- nv)s(x.)

elde edilir. Diger yandan (1.34) esitligini kullanarak

Q(g. s)(v.v:&.x)=(n- 1g(x.Y)n(v)+n(v)s(x,v)

+(n- Da(x,v)a(v)+nlv)s(x,Y) (3.21)

yazilabilir. M, Ricci semisimetrik olsun. Bu durumda aymt zamanda Ricci
pseudosimetriktir. Oyleyse, (R(&, X).S)Y,V) =0 ve (3.20) den

(n- g(x.¥){v)+n(v)s(x.v)+(n- Ya(x.Vn(v) +nlv)s(x.Y)=0 (3.22)
elde edilir. (3.22) esitliginde Y =& alinirsa
S(X,V)=-(n- 1g(X,V) (3.23)

elde edilir. Bu daM'nin r =-n(n- 1) skaler egrilikli bir Einstein manifold oldugunu

goserir.

Simdi, M nin Ricci semisimetrik olmayan bir Ricci pseudosimetrik manifold
oldugunu kabul edelim. (3.20) ve (3.21) ssitliklerinden

@+ LsK(n- )a(X, Y)n(v) +n(v)s(X.V )+ (n- Da(X.V)n(v)+nlv)s(x.Y} =0  (3.29)
elde edilir. M Ricci semisimetrik degildir. Oyleyse, L¢ =- 1 olmalidir.

Sonug 3.1.3. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Eger

concircular egrilik tensorii C, C(&,Y).S=0 kosulunu saglarsa, M nin skaler egriligi
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r=-n(n-1) esitligini saglar veya M, r=-n(n-1) sabit egrilikli bir Einstein
manifoldudur (Hong, Ozgur ve Tripathi 2006).

3.2. GENELLESTIRILMIS RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 3.2.1. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Riemanian egrilik
tensoril R, asagidaki sart1 sagliyor ise M ye genéllestirilmis recurrent manifold denir.

(N, R)(X,Y)Z = a(W)R(X,Y)Z + BW)a(Y,Z)X - g(X,Z)Y] (3.25)
Burada, oo ve 3,5 ! 0, AveB vektor alanlart o ve § ile baglantili olmak Uzere;
aw)=gWw,A), pWw)=glw,B) (3.26)
olarak tammmlanan 1-formlardir (De ve Guha 1991).

Tanim 3.2.2. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger Ricci egrilik

tensdrti S o ve B (3.26) datammlanan 1-formlar olmak Uizere,
(N, S)Y,z)=a(X)s(Y,z)+(n- 1)B(x)g(Y.2) (3.27)

sartint sagliyor ise M ye genellestirilmis Ricci recurrent manifold denir (De ve
Guha 1991).

Tamm 3.2.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger concircular

esrilik tensdriiC , o ve B (3.26) datarumlanan 1-formlar olmak lizere,

M, E)v.2)=a(x)C(v.z +(n- DB(X)Jo(z.U)Y - ofr.u)Z] (3.28)

sartint saghyor ise M ye genellestirilmis concircular recurrent manifold denir
(Maralabhavi ve Rathnamna 1999).
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Teorem 3.2.1. M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestiriimis recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda ¢ = 8 (Ozgur 2007).

ispat: M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestirilmis recurrent Kenmotsu manifoldu
olsun. Bu durumda Riemanian egrilik tensdri R, " X,Y,Z,W vektor alan: icin (3.25)

denklemini saglar. (3.25) denkleminde, X =Y =& alinirsa,

(N RYE, X} =a(X)RE, 2)6 +B(X)n(2); - Z] (3.29)
elde edilir.

(N R)E.2)e =N, R Z) - RN &,2)6 - REN, Z)E- REZN & (3:30)
olarak yazilir. (2.12) in (3.30) denklemine uygulanmastyla

(NxR)E.Z)E =Ny RE,Z) - RN, £,2)¢ - RIEN,ZE

- REZIX +n(X)RE. 2 N
elde edilir. (2.15) ve (2.13) esitliklerinin (3.31) e uygulanmasiyla
(N R)E 2)e =0 (3.32)
elde edilir. (3.29) ve (3.32) denklemlerinin sol taraflarinin esitlisinden
a(X)R(E, )6 + B(X)n(z)é - z]=0 (3.33)

yazilir. (2.13) Un (3.33) denklemine uygulanmasiyla

[e(X)- B(X)I[n(z)s - z]=0 (3.39)
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elde edilir. Boylece, her X vektor alani igin or(X)= B(X) dur.

Teorem 3.2.2. M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestiriimis recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda M manifoldunun skaler egriligi r,
n(A)r = (- n)(n- 2)n(8)+2n(A) (3.35)
bagintist ile verilir (Ozgir 2007).

ispat: M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestirilmis recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. (3.25) denkleminde ikinci Bianchi esitligi uygulanir ve bir diizenleme yapilirsa

a(X)g(RY, Zw,U)+ B(x )] g(z.W)g(Y.U)- g(v,W)g(z,U)]
+a(Y)g(R(Z, X)W, U)+ B(Y)g(x . W)g(z,U)- 9(z,W)g(X,U)] (3.36)
+a(Z)g(R(X, YW,U)+ B(z)[g(v.W)g(X,U)- g(x.W)g(Y,u)]=0

denklemi elde edilir. {e}, i=1,2, ..., n, her noktada tanjant uzayimin bir

ortonormal bazi olmak Uere, 1£i£n ic¢in (3.36) denkleminde Y =U =¢

uygulanirsa

- B(X)alz.W)- a(2)s(x, W)+ (1 n)B(2)g(x W)= 0 &30
bulunur. Burada, 1£i £ n icin W =Z = e uygulanirsa
ra(X)+(n- (n- 2)8(x)- 28(x,A)=0 (3.38)

elde edilir. (3.38) denkleminde X =& alinirsa, (3.35) bagintisina ulasilir.

Teorem 3.2.3. (M ”,g) bir genellestirilmis Ricci recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda ¢ = 3 (Ozgur 2007).
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ispat: M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestirilmis Ricci recurrent Kenmotsu
manifoldu olsun. Bu durumda Ricci tensora S " X,Y,Z,W vektdr aan igin (3.27)
denklemini saglar. (3.27) denkleminde, Z =& alinirsa,

(NxS)Y.¢)= (- n)ler(X)- B(Xn(v) (3.39)
elde edilir.
(NXS)(Y,€)=NXS(Y,§)- S(NXY’é)' S(Y’Nxé) (3.40)

olarak yazilir. (2.12) ve (2.17) nin (3.40) denklemine uygulanmastyla

(NeSKY.£)= (- nN,n(Y)- @- npn(R,Y)- S(X,Y)+ (- np(X)n(v) (342)
elde edilir. (2.15) i kullanarak

(N s)Y.¢)= (- n)g(x.Y)- S(X,Y) (342)
elde edilir. (3.39) ve (3.42) denklemlerinin sol taraflarnin esitliginden

(- ned(x)- B(X)l(v) = (- n)g(x.Y)- s(X.Y) (343)

yazilir. (3.43) denkleminde Y =¢ alinir ve (2.17) uygulanirsa, oe(X)=B(X) elde
edilir.

Teorem 3.2.4. (M”,g) bir genellestirilmis concircular recurrent Kenmotsu
manifoldu olsun. Bu durumda, her X vektor dani igin X[r] skaler egrilik r nin

kovaryant tUrevini gostermek Uzere,



a(X)§?+—_¢- BX)- o xlil=0 (3.44)

(Ozgur 2007).

ispat: M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestirilmis concircular recurrent Kenmotsu
manifoldu olsun. Bu durumda concircular egrilik tensorii C, " X,Y,Z vektor alam

icin (3.28) denklemini saglar. (3.28) denkleminde, Y =U =¢& alinirsa,

(N, C)e.2)e = a(X)C (e, 2)6 + B(X)In(z) - Z] (3.45)

elde edilir. (1.13) ve (2.13) U (3.45) denklemine uygulayarak

(9,2 )e 2 = gelx G2 )iz - (2] (346)

e

yazilir. Diger yandan kovaryant tirev tammindan,

(NXG)(é,Z)é = Nxé(é’z)é - C_:(Nxé’z)g' 6(§’Nxz)§' 6(€’Z)Nx€ (3.47)

dir.

(1.13) ve (2.13) U kullanarak (3.47) denklemi
NE)NEz) =N, 88— 97 n(z))2
( )(5 )5 gg + n(n_ 1)2( 77( )é)g

+§L+ ' Ek-2;7(NX§)Z+n(z)NX§-NXZ+n(NXZ)€+9(Z,Nx€)§) (3.48)
& n(n- 1y

olarak yazilir.
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(2.12) ssitligini (3.48) e uygulayarak,

& = _ 1

([.0Xe 2k =y Xz - n(@e) 3.49)
elde edilir. (3.46) ve (3.49) denklemlerinin sol taraflarinin esitliginden

2 r o 1 _

ga(xg’ng' B(x)- n(n-1) X[r]gz -n(2)]=0 (3.50)

elde edilir. Boylelikle (3.44) bagintisi elde edilir.

3.3. ¢- SIMETRIK KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tamm 33.1. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. & ya

ortogonal her X, Y, Z, W vektor alam igin,
#*((N, R)(X,Y)z)=0 (3.51)
ise M ye lokal ¢ - simetrik manifold denir (De 2008).

Tanim 3.32. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Keyfi

secilen her X, Y, Z, W vektor alani igin,
#*((N,R)(X,Y)z)=0 (3.52)
ise M ye ¢ - simetrik manifold denir (De 2008).

Teorem 33.1. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu ¢ - simetrik ise, bir Einstein manifolddur (De 2008).
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ispat: M, (n=2m+1) boyutlu ¢- simetrik Kenmotsu manifold olsun. (2.2)

esitliginin (3.52) ye uygulanmasiyla
- (N, R)(X,Y)Z +n((R,, R)(X,Y)Z)E =0 (3.53)
yazilir ve buradan
- 9((R,R)(X,Y)Z,u)+n((R, RYX,Y)z)a{U) =0 (354)

esitligine ulasiriz.

- (9,8)(v.2)+ & n((9,R)e.Y)z)(e) = 0 (359

edeedilir.

(3.55) nin ikinci béluminde Z =& alinirsa,

(R R)e Y)Z)h(e) = o( . R)e. Y)E.Eole .£) (356)

edeedilir. pI M noktasinda

o[ Re Y).£)= o, Rle V) o(RlFue Y).£) 55

- o(Rle Ny Y)E.£)- o(R(e. Y)NWE &)

oldugunu biliyoruz. {e} bir ortonormal baz oldugundan p noktasindaN,e =0.

(2.13), (2.1) ve (2.6) ssitliklerini kullanarak
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=n(e Jo(R.,Y.€)- (N Y)ale £) (3.58)

(3.58) da elde edilen sonucun (3.57) ye uygulanmasiyla

o((N, Re Y).£) = o, Rle. Y)E.£)- o(Rle, Y)N,.& &) (3.59)

elde edilir. g(R(e,Y)¢,&) =- g(R(E,£)Y,e )= 0oldugundan

o, Re,Yk.&)+9(Rle Yk N,&£)=0 (3.60)
yazilir. (3.60) esitliginin (3.59) a uygulanmasiyla

g((N,R)e . Y)E.¢)=- o(Rle. Y)e.N,&)- o(Rle, Y)N,E.)
elde edilir. R nin carpik(anti) simetrik olmasi 6zelligi kullanilarak

9((NwR)(e.Y)E.8)=0 (3.61)
elde edilir.

(3.55) de Z =¢ alinir ve (3.61) ssitligi kullamlirsa

(N, s)(v.¢)=0 (3.62)
elde edilir.

(R, S)Y.&)=R,,s(Y,&)- s(N,,Y.&)- S(Y,N,,E) oldugunu biliyoruz. Bu
denklemde (2.12), (2.15) ve (2.17) uygulanirsa

(N, S)(v.£) = - (n- 2)g(v.w)- S(v.w) (363)
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elde edilir. (3.63) Un (3.62) esitliginde kullanilmasiyla
S(Y,.W)=-(n- 1)g(v,w) (3.64)

elde edilir. Bu da bhize ¢- simetrik Kenmotsu manifoldun bir Einstein manifold

oldugunu gosterir.

Teorem 3.3.2. Ug boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun lokal ¢ - simetrik olmasi

icin gerek ve yeter sart skaler egriliginin sabit olmasidir (De 2008).

Ispat: Uc boyutlu bir Kenmotsu manifoldda, egrilik tensorii

R(X,Y)z _—[ (Y, z)x - g(x,2)Y]
(3.65)
”6 o(v. Zn(x )z - o(X,Zn(v)g +n(v)(2)x - n(Xn(z)¥]
olarak tammlidir (De ve Pathak 2004).
(3.65) ssitliginin kovaryant tirevi alinirsa
Rz = Wigty 2)x - g(x. 2]
-ty Zpn(x) - olx. (v

+n(Yh(z2)X - n(xh(z)v] (3.66)
-%[g( ([mX)z + gV, Zn(x)

z)
N, m)(v)E - o(X, Z)n(v)N,.& +(N,n)(v)n(z)X
)X - (Nun)(X)n(2)y - n(X NNun )z

elde edilir. (3.66) esitliginin her iki yanina ¢* uygulamrsa
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lolv.2)x - g(x.2)v- glv,Zhn(x):
+g(x. 2V - nrn(2)x +n(xn(z)]
2 lRum)n(2)x +n(r)un)2)x @67

- (Nun )X n(2)y - (R )Z)n(X)¥
- ()Y@ (x ) - n@)Run)Xn(v )]

+

elde edilir. X,Y,Z & ’yaortogonal secilir ve (3.51) esitligi uygulanirsa

dr(;N)[g(Y,Z)X - g(x,z)¥]=0 (3.68)

sonucuna ulastlir.

Ornek 3.3.1. (x,y,2) R® te standart koordinatlar olmak tizere, M :{(x, y,2)1 R3}

manifoldunu ele alalim.

M nin her noktasinda lineer bagimsiz vektor alanlaridir.. Riemann metrigi g,

gle.e)=dle,.e)=9le.e)=0 dle.e)=09(e.e)=0le.e)=1

olarak tammlansin. Bu durumda g metrigi

g= (dx2 +dy? +d22)

22

bigimindedir.  1-formu, her ZT x(M) icin, n(2)=g(Z,e,) olarak tanimlansin. ¢,
ole)=-¢e, ¢e,)=¢., o(e,)=0 olarak tanmlanan (1, 1) tensdr alan olsun. ¢ ve

g’ nin lineerligini kullanarak, * Z,W1 (M) igin



nle,)=1 ¢°z=-z+n(z)e, glpz.ow)=g(z.W)- n(z}n(w)

yazilabilir. Boylece, e, =& icin, (¢,£,17,9) yapisi M izerinde bir hemen hemen degme

metrik yapi tammlar.
N, g metrigine bagli olarak tammml1 Levi Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda,
le.e.]=0 [e.e]=6, [e.e]=¢
dir. Koszul formiiliinde, g metriginin, N Riemannian konneksiyonu

29(N, Y,2)=Xg(Y,z)+Yg(z, X)- zg(X,Y)
- g(x.[v.2Z])- olv.[x,Z])+ o(z.[x.Y])

olarak verilir. Bu formili kullanarak,

29N, e,.6)=eg(e,e)+e (e ) egle.e)
- delee])- olefena])+ole e )

gV, e €)=1 (3.69)

29[, e,e,)=eg(e,. ) +eg(e.)- (e e)
- dele e ])- dlefene])+ ole [ee])

g(Nel%,ez)zo (3.70)

29[V e 6)=eg(e.6)+eg(e.e)- egfe.e)
- glelene))- dle e e]) +ales e e])
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9N, e,e)=0 (3.7)
elde edilir.

N6 =gN.e.e) +oll.e e+, ek
bagintisinda (3.70), (3.71) ve (3.72) ssitliklerini uygularsak

N.e =¢ (3.72)
elde edilir. Benzer sekilde asagidaki esitliklere ulasilir.

N.e,=e, N,e,=0  N,e=-e,
N.e,=e,, N,e=e, N,e=0, (3.73)
Noe& =0, Nee, =0, Nee& =0,

elde edilir. Bu durumda, &=e, olmak izere, M manifoldu N, &= X - n(X)é

bagintisini saglar. Oyleyse M U¢ boyutlu bir Kenmotsu manifoldudur. (3.73)
esitliklerini (1.1) de kullanarak

o8 (3.74)

=N,e - N, e (3.75)

R(e2’e_l.)e_l. = NeZN(ale.L - NQN(’Qe-L - N[(’Q'el]el
=-N,e, (3.76)
:-e2
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R(GZ’es)eS = NeZN%eS - N%Nezei" - N[ezﬁa]e:"
=, e - N, e, (3.77)
:-e2

R(eS’el)el = N%Nelel : Nquael } N[SB'el]e-l-
=R, e +N, e (3.78)

=-8

R(es’ez)ez = N%Nezez B N%N%GZ B N[ea,ez]GZ
=N e +N e, (3.79)

I
P

elde edilir. Yukaridaki esitliklerden, tammlanan U¢ boyutlu Kenmotsu manifoldunun
lokal ¢ - simetrik oldugu gorulir (De 2008).

3.4. ¢- RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 3.4.1. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Keyfi

secilen her X, Y, Z, W vektor alani igin,
¢* (R, R)(X,Y)Z)= AW)R(X,Y)z (3.80)
olacak sifirdan farkli bir A 1-formu varsa, M ye ¢ - recurrent manifold denir.

Teorem 3.4.1. M, (n>3) (n=2m+1)-boyutlu bir ¢- recurrent Kenmotsu
manifoldunda, 1-form A ile baglantili karakteristik vektor alam & ve vektor alam p,

es yonludur ve 1-form A

AW) =n(p)w) (3.81)

olarak tammlanir (De, Yildiz ve Y alimz 2007).



ispat: M, (n>3) (n=2m+1)-boyutlu bir ¢- recurrent Kenmotsu manifoldu
olsun. (2.2) nin (3.80) esitligine uygulanmasiyla

(R, R(X.Y)z =1((R,,RA(X,Y)z)E - AW)R(X,Y)zZ (3.82)
elde edilir. (3.82) de Bianchi esitligi uygulanirsa
AW(R(X,Y)z)+ AX R((Y,wW)z)+ AlY )n(Rlw, X)z) =0 (3.83)

oldugu gorilr. (3.83) esitligi (2.16) esitligi kullanilarak

N

n(X)g(v.z)]
)- n(v)glw.z)] (3.84)
)- nw)g(x,z)]=0

Aw)n(v)a(x,
+ Alxn(w)a(v.z
+ AlY)n(x)glw. z

olarak yazilabilir. {e}, i=1,2,..., n her noktada tanjant uzayinin bir ortonormal
bazi olsun. 1£i £n igin (3.84) denkleminde Y =Z =e alinirsa, her X,W vektor

alan igin
A (x)= A (W) (3.85)

elde edilir. (3.85) esitliginde X =¢ alimrsa, A(X)=g(X,p) olarak tammli 1- form ve
p , A 1-formu ile baglantil: vektor alam olmak Uzere her W vektor alan icin

AW) =n(pn(w) (3.86)
bulunur.

Teorem 3.4.2. M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu ¢ - recurrent ise, bir Einstein manifolddur (De, Yildiz ve Y alimz 2007).



ispat: M, (n=2m+1)-boyutlu bir ¢ - recurrent Kenmotsu manifoldu olsun. (3.82)
esitligini kullanarak

- 9((Ny, RX,Y)Z,u)+n((N, R(X.Y)Z] (V)

3.87
= AW)g(R(X,Y)z,u) (3.87)
esitligine ulasilir.
e}, i=1,2,..., n her noktada tanjant uzayinin bir ortonormal baz: olsun.
1£i £n igin(3.87) denkleminde X =U =¢ alinirsa
- (N, S)v. )+ @ n((NwRe . Y)z)n(e) = Aw)s(v. z) (389)

i=1

edeedilir. Teorem 3.3.1 in ispatinda, 'g[ n((N,R)e.Y)¢)(e)=0oldugu gosterildi. Bu

i=1

durumda, (3.88) ssitliginde Z =¢ ainirsa

- (NyS)(v.£) = AW)s(v.£) (389)
edeedilir. (3.63) ifadesinin (3.89) esitliginde kullanilmasiyla

S(Y,W)=-(n- )AW)(Y)- (n- Dg(Y,w) (3.90)
elde edilir. Teorem 3.4.1in (3.90) ssitligine uygulanmasiyla

S(Y,w)

-(n- g(v.w)- (n- n(phn(v)n(w) (391

elde edilir. Buradan ¢ - recurrent Kenmotsu manifoldun bir Einstein manifold oldugu

sonucuna ulastlir.



4. BOLUM

4.1. GENELLESTIRILMIS ¢ - RECURRENT KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tanim 4.1.1. M, (n=2m+1) boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Riemanian egrilik
tensorll R, asagidaki sart1 sagliyor ise M ye genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu

manifold denir.
9*((N,R)(X,Y)Z) = a(W)R(X,Y)Z + w)g(v,z)x - g(X,Z)¥] (4.2)
Burada, o ve B, 0, AveB vektor danlari o ve B ile baglantili olmak tizere;
aW)=gw,A), pw)=g(w,B) (4.2)
olarak tanimlanan 1-formlarchr.

Teorem 4.1.1. M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu
manifold olsun. Bu durumda (W) = a:(w).

ispat: M, (n =2m+1) boyutlu genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu manifold
olsun. (2.2) esitliginden

- (N, R)(X,Y)Z +1((N,, R)(X,Y)2)é = aW)R(X,Y)z

+BW)g(Y.Z)X - g(X,2)Y] (4.3)

yazilir ve buradan
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- 9((Ny, RIX,Y)Z,u)+n((N, RXX,Y)Z (U ) =

4.4
eW)g(R(x Y)2,0)+ BW)a(Y. 2)o(x V) olx, Z)a(v.0)]
esitligine ulasiriz.
e}, i=1,2 ..., n her noktada tanjant uzayinin bir ortonormal bazi olsun.

1£i £n igin (4.4) denkleminde X =U =e alinirsa

- ([, 9)v.2)+ & ([, RN V)2h(e) = aw)slv.2)+ (r- )BWW)a(v.2) (49

eldeedilir.
(4.5) inikinci béliminde Z =& alinirsa,
(N, R)e.Y)z)n(e )= o(N,Re. Y& £)gle &) (4.6)

ifadesi elde edilir. Bu durumda pi M noktasinda

ol Rke V)2 £) = ol R, V) 2)- o(RlFe Y).£) .

- o(Rle N, Y)2.£)- o(R(e Y)NLE.&)

olacaktir. {e} bir ortonormal baz oldugundan p noktasindaN,e =0. (2.1), (2.6)
ve (2.13) esitliklerini kullanarak

=n(e Jo(R.,Y.€)- n(NwY)ale £) (4.8)

elde edilir. (4.8) esitliginde elde edilen sonucun (4.7) esitligine uygulanmasiyla
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9((NyR)(e.Y).8) = 9N, Rle. Y)2.2)- 9(R(e. Y)N,E.) (4.9)
esitlizine ulasilir. g(R(e,Y)E,&) = - g(R(E,£)Y,e ) = 0 esitlizi geresince
9(N,R(e. Y .&)+9(Rle,Y)E,N, &) =0 (4.10)
elde edilir ki, buradan
a((N,R)(e.Y).£)=-o(Rle. V). K, £)- o(R(e. Y)N,E.£) (4.11)
sonucuna ulasilir. R nin garpik (anti) simetrik olmasi 6zelligi kullamilarak
9((N,R)e. Y)z.£)=0 (4.12)
bulunur. Bu durumda
n((NyR)e.Y)zn(e) = o((Ny R)(e.Y)E.E)ale &) =0 (4.13)
oldugu sonucuna ulasir.
(4.5) de Z =& ahinir ve (2.17) esitligi uygulanirsa
- (N SKY.£) =~ (n- Yee(Whn(v) +(n- 2)sW)n(v) (4.14)
elde edilir.

(N, S)Y.&)=R,,S(Y,€)- s(N,,Y.&)- S(Y,N,E) oldugunu biliyoruz. Bu
denklemde (2.12) ve (2.17) uygulanirsa

(N, S)(v.£) = - (n- 2)g(v.w)- S(v.w) (4.15)



elde edilir. (4.14) ve (4.15) esitliklerinden
(n- 2)g(v,w)+ sy, w)=- (n- (v felw)- pW)] (4.16)
denklemi elde edilir.

(4.16) ssitliginde Y =¢ alimrsave (2.1), (2.6) ve (2.17) uygulanirsa
BWw)=a(w) (4.17)
oldugu gorulr.

Teorem 4.1.2. M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu

manifoldu bir Einstein manifolddur.
Ispat: (4.17) esitliginin (4.16) esitliginde uygulanmaslyla
S(Y,W)=-(n- 1g(Y,w) (4.18)

elde edilir. Bu da bize genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu manifoldun bir

Einstein manifold oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.3. M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu
manifold olsun. Bu durumda, (M ot g) nin karakteristik vektor alam x ve a 1-formu

ile baglantili vektdr alant A, esyonladir. Ayricaa, 1-formu a(W) =n(A)n(W) olarak

tarmml anur.

ispat: M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis ¢ - recurrent Kenmotsu manifold

olsun. (4.3) ssitliginden
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(N RIX.Y)Z =0 (R, RYX.Y)Z)¢ - aW)R(X,Y)Z

- BW)[a(v.2)X - o(X.Z)V] (4.19)

oldugu gorulur. (4.19) denklemine ikinci Bianchi esitligi uygulandiginda

(R, R)(X,Y)Z + (N, R)(Y,W)z + (N, R)W, X )z =

(R, RAX.Y)2)z - e(W)R(X.Y)Z - pW)a(v.2)X - g(x,2)Y]
(N, RNY.W)Z)E - a(X)R(v. W)z - B(x)aw.Z)Y - g(v.ZW]
(N RIW. X)2)z - eV )R(X,Y)Z - B¥)[g(x.zW - gw.Z)X]

(4.20)

edeedilir.(4.17) ssitliginin (4.20) ssitligine uygulanmasyla,
aW)R(X.Y)Z +e(W)g(v.Z)X - o(X.Z)v]
+a(X)R(Y W)z +a (X )gW. )y - g(v.ZW] (4.21)
+a(Y)RW, X)Z +a(v)g(x.zW - glw.z)x]=0

yazilir. (4.21) de bir diizenleme yapilarak

a(W)g(R(x,Y)z,U)+aW)g(Y. Z)g(x,u)- g(X,Z)g(v.U)
+o(X)g(R(y.W)Z,U)+a(X) g, Z)g(Y.U)- glv,z)gfw,u)] (4.22)
+a(Y)g(RW, X)z,U)+ a(Y)g(x,z)gfw.u)- gw,z)g(x,u)|=0

dde edilir. {e}, i=1,2, ..., n her noktada tanjant uzayinin bir ortonormal bazi

olmak Uzere, 1£i £ n igin (4.22) denkleminde X =U =e alimrsa

a(W)S(X,U) + 2ner(W)g(X,U ) - e(X)SW,U) - 2ne(X)g(w,U)

4.23

- a(RW, X)U) +a(X ) gW,U) - er(W)g(X,U)=0 “29
elde edilir. (4.18) esitliginin (4.23) e uygulanmagyla

- a(RW, X)U) +a(X ) gW,U) - er(W)g(X,U)=0 (4.24)

oldugu kolayliklagoéraltr.
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(4.24) denkleminde X =U =¢ ainirsa,

a(W) = a(&)nW)
veya
a(W) =n(A)nW) (4.25)
elde edilir.

Tanim 4.1.2. M, (n=2m+1) boyutlu Kenmotsu manifold olsun. o ve 3 (4.2) de

tarumlanan 1-formlar olmak (izere, concircular egrilik tensbrii C (Yano ve Kon 1984),
asagidaki sart1 sagliyor ise M ye genellestirilmis concircular ¢ - recurrent Kenmotsu

manifold denir.
02((N,,C)X.Y)z) = a(w)C(X,Y)Z + BW)a(Y.Zz)X - g(X,z)¥] (4.26)

Teorem 4.1.4. M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis concircular ¢ - recurrent

Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda (n- 1)B(wW) = gn - 1)+%lép:(w)

ispat: M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis concircular ¢ - recurrent Kenmotsu

manifold olsun. (2.2) uygulanirsa

- (%, C)x.Y)z +n((’, C)x.Y)z )k = a(W)C(X,Y)z

+ ﬂ(W)[g(Y,Z)X - g(X,Z)Y] (4.27)

elde edilir. Buradan

- o[, CXx.¥)2.u )+ n(8,C )X V)ZhU)

= aW)gC(X.Y)z,u )+ BW)g(Y, 2)g(X.U)- g(X,Z)g(v.U)] (4.28)

esitligine ulasilir.
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e}, i=1,2 ..., n her noktada tanjant uzayinin bir ortonormal bazi olsun.

1£i £n igin (4.28) denkleminde Y =Z = e alinirsa

- (R%,8)%.0)+ [0 (1~ a(x.0)+ (1, SHX.EhV)

W(r) _ é r u
-0 WOO) =aW)es(x.u)- Ta(X.u)y

+(n- 1)pW)g(x.0)
dde edilr.

(4.29) da U =¢& alinir, (2.1), (2.6) ve (2.17) esitlikleri uygulanirsa

0=aW)n- )+ (x)- (n- )wWh(x)

elde edilir.

(4.30) esitliginde X =& alimirsa

esitligine ulasilir.

(4.29)

(4.30)

(4.31)



SONUGC

Tezin birinci bolumi temel kavramlar ve bunlara iliskin bilenen sonuclara

ayrilmustr.

Tezin ikinci bolimiinde, degme manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlarla ilgili genel

bilgilere yer verilmistir.

Tezin Ugunct boliminde, Kenmotsu manifoldlar1 Uzerinde bazi egrilik sartlar
basligi altinda, sirasiyla, semisimetrik, Ricci semisimetrik, Ricci recurrent, Weyl
semisimetrik Kenmotsu manifoldlar, Kenmotsu manifoldlarda concircular egrilik
tensOruniin 6zellikleri ve Ricci pseudosimetrik Kenmotsu manifoldlar incelenmistir. Bu

bolimde ayrica, genellestirilmis recurrent, f -simetrik ve f -recurrent Kenmotsu

manifoldlarlailgili tanmmlamalara ve sonuglara yer verilmistir.

M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifold olmak iizere, M manifoldu
semisimetrik (RR=0) ise, - 1 negatif sabit egriklidir ve bir Einstein manifolddur. M
manifoldu Ricci semisimetrik veya Ricci recurrent ise, yine bir Einstein manifold

olacag: gosterilmistir.

M, n>3 (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifold olmak iizere, M konformal
flat ise, sabit egrilikli bir ylzeydir. Ayni sartlar altinda M, Weyl semisimetrik ise
konformal flattir. Buradan bir konformal recurrent Kenmotsu manifoldun hiperbolik

ylizey H" (1) elokal izometrik olacag: sonucuna ulagilmustir.

M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldiar izerinde R(x,X)C =0,
R(x,X)R=0, C(x,X)C =0 ve C(x,X).R=0 durumlar arastirilarak, birbirine denk
pek cok esitligin olustugu ispatlanmustir.
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M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olmak (izere, eger M Ricci-
pseudosimetrik ise r = - n(n- 1) skaler egrilikli bir Einstein manifold olacag: (ki bu
durumda M Ricci-semisimetriktir) veya M Uzerinde L =-1 esitligi saglanacag:
ispatlanmistir. Buradan eger concircular egrilik tensorii C, C(x,Y).S=0 kosulunu
saglarsa, M nin skaler egriligi r=-n(n-1) esitligini saglayacazi veya M nin,

r=-n(n- 1) sabit egrilikli bir Einstein manifold olacag sonucuna ulasilmistir.

M, (n=2m+1) boyutlu bir genellestirilmis recurrent veya genellestirilmis Ricci
recurrent Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda, a ve b 1-formlari arasinda
a =b bagintist gergeklenecegi ispatlanmistir. Ayrica, genellestirilmis recurrent

Kenmotsu manifoldu igin, skaler egrilik r'nin
h(A)r =(1- n)(n- 2h(B)+ 2 (A)]

bagintisi ile verilcegi gosterilmistir. Genellestirilmis concircular recurrent Kenmotsu
manifoldlarda, her X vektor alam igin X[r] skaler egrilik r nin kovaryant tlrevini

gostermek Uzere, a ve b 1-formlar1 arasinda

a(x)ghn(;c" b(X)- ——— X[r]=0

n- 1) ; n(n- 1)
bagintisinin oldugu gosterilmistir.

M, (n=2m+1)-boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olmak izere, M manifoldu

f - simetrik veya f - recurrent ise, bir Einstein manifold olacagi sonucuna ulasilmistir.

Uc boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun lokal f - simetrik olmas: icin gerek ve

yeter sart skaler egriliginin sabit olmasi oldugu ispatlanmis ve bir G¢ boyutlu lokal
f - simetrik Kenmotsu manifoldu 6rnegine yer verilmistir.



Tezin son bdlumunde, genellestirilmis @-recurrent Kenmotsu manifoldlar ve
genellestirilmis  @—recurrent concircular Kenmotsu manifoldlar tarmmlanmis ve bu

manifoldlarlailgili orjinal sonuclara ulasilmistir.

M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis f - recurrent Kenmotsu manifold olmak
lizere, a ve b 1-formlan b(W)=a (W) bagintisimin saglanacag: gosterilmis ve
M, (n=2m+1) boyutlu genellestirilmis f - recurrent Kenmotsu manifoldun bir

Einstein manifold oldugu sonucuna ulasilmistir.

Ayrica, (M et g) nin karakteristik vektor alam x ve a 1-formu ile baglantil: vektor
alam A’nin, esyonlu olacag: ispatlanmistir. a, 1-formunun a (W) =h (A)h (W) olarak
tammlanabilecegi bdirtilmistir.

M, (hn=2m+1) boyutlu genellestirilmis concircular f - recurrent Kenmotsu
manifold i¢in, a ve b 1-formlar1 arasinda (n-l)b(W):gn-1)+Lnga(W)

bagintisinin saglanacag: gosterilmistir.
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