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ÖZET

Bu tez dört bölümden olu maktad r. Birinci bölümde, di er bölümlerde
kullan lacak olan baz temel kavramlar tan t l p, bunlara ili kin baz sonuçlar
hat rlat lm t r. kinci bölümde ise de me manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlar ile ilgili
genel bilgilere yer verilmi tir. Üçüncü bölümde Kenmotsu manifoldlar üzerinde baz
e rilik artlar ara t r lm t r. Son bölümde, genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu
manifoldlar ve genelle tirilmi concircular − recurrent Kenmotsu manifoldlar
tan mlanm ve bu manifoldlar ile ilgili orjinal sonuçlara ula lm t r.

Anahtar Kelimeler: Kenmotsu manifold, Riemannian e rilik tensörü, Ricci e rilik
tensörü, Weyl konformal e rilik tensör alan , concircular e rilik tensörü, Einstein
manifold, genelle tirilmi  recurrent manifold, genelle tirilmi − recurrent manifold.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic concepts used
in subsequent parts have been introduced and some results concerning these concepts
have been considered. In the second chapter, fundamental information about contact
manifolds and Kenmotsu manifolds have been given. In the third chapter, some
curvature conditions on Kenmotsu manifolds have been researched. In the last chapter,
generalized − recurrent Kenmotsu manifols and generalized concircular − recurrent
Kenmotsu manifolds have been defined and some orijinal results have been obtained.

Key Words: Kenmotsu manifold, Riemannian curvature tensor, Ricci curvature tensor,
Weyl conformal curvature tensor space, concircular curvature tensor, Einstein manifold,
generalized recurrent manifold, generalized − recurrent manifold.
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S MGELER D Z N

R - Reel say lar cümlesi

M - Manifold

g  - Metrik tensör

∞C  - Diferansiyellenebilme

[ ],  - Lie Parantez operatörü

( )MTp  - p noktas ndaki te et uzay

( )M  - M nin te et vektör alanlar n n uzay

∇  - M üzerinde afin koneksiyon

K - Kesitsel e rilik

r - Skaler e rilik

R - Riemann e rilik tensörü

S - Ricci e rilik tensörü

Q - Ricci operatörü

C - Concircular e rilik tensörü

W - Weyl conformal e rilik tensör alan

∧~  - Kulkarni-Nomizu çarp m
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G R

De me geometri bundan iki yüzy l önce, Huygens, Hamilton ve Jacobi’nin

geometrik optikler üzerindeki çal malar nda do mu tur ve Sophus Lie, Elie Carton, ve

Darboux gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çal malar yapm t r. De me

geometrinin köklerine, 1872 de Lie’nin, de me transformasyonu diferansiyel denklem

sistemlerinin çal lmas nda geometrik bir araç olarak tan mlamas yla rastlan r. De me

geometri , pür matemati in di er alanlar yla ba lant lar içerir ve mekanik, optik,

termodinamik ve kontrol teorisinin uygulama alanlar nda önemli bir yere sahiptir.

1970 lerin ba lar nda, de me geometride, topolojik metotlar önemli bir rol almaya

ba lad . Fakat, global topolojik sonuçlar n al nmas 1980 lerin ortalar n buldu. Bundan

sonra, 3-boyutlu de me geometri ve topoloji çal malar n n engin ve yararl faaliyetler

oldu u görüldü ve daha yüksek boyutlu de me topolojiyi anlamak için önemli ad mlar

at lmaya ba land .

1972 y l nda Kenmotsu, günümüzde “Kenmotsu Manifoldlar” olarak adland r lan,

hemen hemen de me metrik Riemannian manifoldlar n bir s n f n tan mlad . M, hemen

hemen de me metrik yap s ( )g,,, olan ( )12 += mn -boyutlu bir hemen hemen

de me metrik manifoldu olarak verildi inde, ( )MYX ∈∀ , için;

( ) ( ) ( ) ( ),, XYYXgYX −−=∇

( )XXX −=∇

ba nt lar n sa l yorsa, ( )g,,, yap s normal fakat bir Killing vektör alan

olmad için quasi-Sasakian, dolay s yla Sasakian de ildir. Bu özellikleri sa layan

Kenmotsu manifoldlar, ayn zamanda 1−= ndiv oldu undan kompakt da de ildir.
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Kenmotsu manifoldlar konusunda Binh, Tamassy, Tarafdar, De, Pathak,

Kirichenko, Piti ve Özgür gibi pek çok matematikçi ara t rmalar yapm t r. Hemen

hemen de me metrik Riemannian manifoldlar n bu s n f na ait yap lan incelemeler ve

ula lan sonuçlar dikkat çekicidir.

Tezin birinci bölümünde, Riemann manifoldu, Afin Koneksiyon, Levi-Civita

Koneksiyonu, Riemann e rilik tensorü, Ricci e rilik tensörü, Weyl konformal e rilik

tensör alan ve concircular e rilik tensörü gibi temel kavramlar tan t l p, bunlara ili kin

bilinen baz sonuçlar hat rlat lm t r.

Tezin ikinci bölümde ise de me manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlar ile ilgili

genel bilgilere yer verilmi tir.

 Jun, Chand ve Pathak’ n 2005 y l nda Kenmotsu Manifoldlar üzerine, Hong, Özgür

ve Tripathi’nin 2006 y l nda Kenmotsu manifoldlar n baz özel s n flar hakk nda, De ve

Guha’n n 1991 y l nda genelle tirilmi recurrent manifoldlar hakk nda, Özgür’ün 2007

y l nda genelle tirilmi recurrent Kenmotsu manifoldlar ve Takahashi’nin 1977 y l nda

Sasakian -simetrik yüzeyler hakk nda yapt klar ara t rmalar, tezin ana fikrinin

olu mas nda önemli bir rol oynam t r. Bu çal malar do rultusunda, tezin üçüncü ve

son bölümü Kenmotsu manifoldlar üzerinde baz  e rilik artlar n n incelenmesine

ayr lm t r. Tezin son bölümünde orjinal sonuçlara yer verilmi tir.

Tezin üçüncü bölümünde; öncelikle, semi simetrik, Ricci semi simetrik, Ricci

recurrent, Weyl semi simetrik ve Ricci pseudosimetrik Kenmotsu manifoldlar ve

Kenmotsu manifoldlarda concircular e rilik tensörünün özellikleri incelenmi ve önemli

sonuçlar elde edilmi tir. Bu bölümde ayr ca, genelle tirilmi recurrent, -simetrik ve

-recurrent Kenmotsu manifoldlarla ilgili tan mlamalara ve sonuçlara yer verilmi tir.

Tezin son bölümünde, genelle tirilmi –recurrent Kenmotsu manifoldlar ve

genelle tirilmi –recurrent concircular Kenmotsu manifoldlar tan mlanm ve bu

manifoldlarla ilgili orjinal sonuçlara ula lm t r.
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1. BÖLÜM

1.1. TEMEL KAVRAMLAR

 Tan m 1.1.1. M bir diferensiyellenebilir ∞C manifold olsun. M üzerindeki ∞C

vektör alanlar n n uzay ( )M ve M den R ye ∞C fonksiyonlar n n uzay ( )R,MC ∞

olmak üzere, M üzerinde;

( ) ( ) ( )R,: MCMxMg ∞→

eklinde tan mlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metri i ile birlikte M ye bir

Riemann manifoldu ad verilir ve (M, g) eklinde gösterilir (Koboyashi, Nomizu

1963).

 M manifoldunun herhangi iki p ve q noktas için M üzerinde bu noktalar birle tiren

bir e ri bulunabilirse M ye ba lant l manifold ad verilir (O’Neill 1966).

 Tan m 1.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki ∞C vektör

alanlar n n uzay ( )M olmak üzere;

( ) ( ) ( )
( ) ( ) YYXYX

MMxM

X

lineer

∇=∇ →

 →∇ −

,,
: 2

dönü ümü ( ) ( )MZYXMCgf ∈∀∈∀ ∞ ,,,R,, için,

i) ( ) ,ZYZY XXX ∇+∇=+∇

ii) ,ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ +

iii) ( ) ( )YfXYffY XX +∇=∇
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lineerlik özelliklerini sa larsa, ∇ ya M üzerinde bir Afin Koneksiyon ad verilir.

(Hac saliho lu 1983).

Tan m 1.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ da M uzerinde tan mlanan bir afin

koneksiyon olsun. O zaman ( )MZYX ∈∀ ,, olmak uzere; ∇ dönü ümü;

i) [ ]YXXY YX ,=∇−∇  (Koneksiyonun s f r torsiyon özeli i),

ii) ( ) ( ) ( )ZYgZYgZYXg XX ∇+∇= ,,, (Koneksiyonun metrikle ba da mas

özeli i)

artlar n sa l yorsa, ∇ ya M üzerinde s f r torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M

nin Levi-Civita Koneksiyonu adi verilir (Hac saliho lu 1983).

Tan m 1.1.4. (M, g) bir Riemann manifoldu, ∇ da M üzerindeki Levi-Civita

koneksiyonu olsun.

( ) ( ) ( ) ( )MMxMxMR →:

( ) [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇= (1.1)

ile tan mlanan R fonksiyonu M üzerinde bir (1,3) tensör alan d r ve M nin Riemann e rilik

tensorü olarak adland r l r.

( )MWVZYX ∈∀ ,,,, için Riemann e rilik tensörü R a a daki özeliklere

sahiptir;

i) ( ) ( ) ,,, ZXYRZYXR −= (1.2)

ii) ( )( ) ( )( ),,,,, VWYXRgWVYXRg −= (1.3)

iii) ( ) ( ) ( ) ,0,,, =++ YXZRXZYRZYXR (1.4)

iv) ( )( ) ( )( )YXWVRgWVYXRg ,,,, = (1.5)

(O’Neill 1983).
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 Tan m 1.1.5.  (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. MTp tanjant uzay n n iki

boyutlu altuzay Π olmak üzere Π∈WV , tanjant vektörleri için (0,2) tipindeki Q

tensör alan ;

( ) ( ) ( ) ( )2,,,, WVgWWgVVgWVQ −=

biçiminde tan mlans n. ( ) 0, ≠WVQ olmak üzere;

( ) ( )( )
( )WVQ

VWWVRgWVK
,

,,, =   (1.6)

ye Π nin kesitsel e rili i denir ve ( )ΠK ile gösterilir (O’Neill 1983).

 Tan m 1.1.6. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve { },,...,, 21 neee M nin lokal

ortonormal vektör alanlar olsunlar.

( ) ( ) RMxMS →:

( ) ( ) ( )( )∑
=

=→
n

i
ii eYXeRgYXSYX

1
,,,, (1.7)

eklinde tan ml (0,2) tipindeki S tensör alan na, M üzerinde Ricci e rilik tensörü ad

verilir (Yano and Kon, 1984).

Ayr ca Q  Ricci operörü ve 2S (0, 2)-tensörü s ras ile

( ) ( )YXSYQXg ,, = (1.8)

( ) ( )YQXSYXS ,,2 = (1.9)

biçiminde tan mlan r (Deszcz 1992).
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Tan m 1.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Ricci tensörü S

s f rdan farkl ve , 1-form olmak üzere,

( )( ) ( ) ( )ZYSXZYSX ,, =∇ (1.10)

ba nt s n sa l yorsa, M manifoldu Ricci recurrenttir denir (Patterson 1952).

Tan m 1.1.8. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. ( )MYX ∈∀ , için;

( ) ( )YXgYXS ,, = (1.11)

olacak biçimde M üzerinde bir fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensörü S, metrik

tensör g nin bir kat ise M ye Einstein manifoldu ad verilir (Yano ve Kon 1984).

Tan m 1.1.9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve { },,...,, 21 neee lokal

ortonormal vektör alanlar olmak üzere;

( )∑
=

=
n

i
ii eeSr

1
,            (1.12)

de erine M nin skaler e rili i ad verilir (Yano ve Kon 1984).

 Tan m 1.1.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. ( )MWYX ∈∀ ,,

için M nin Weyl konformal e rilik tensör alan ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )
( ) ( )[ ]XZYgYZXg

nn
r

QXZYgQYZXgXZYSYZXS
n

ZYXRZYXC

,,
2)1(

,,,,
2

1,,

−
−−

−

−+−
−

+=
(1.13)

ile tan mlan r. Burada Q Ricci operatörüdür (Yano ve Kon 1984).
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Tan m 1.1.11. 4≥n boyutlu M manifoldu için 0=C ise M manifoldu konformal

düzlemsel (flat) olarak adland r l r (Yano ve Kon 1984).

 Tan m 1.1.12. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. ( )MWYX ∈∀ ,,

için M nin concircular e rilik tensörü;

( ) ( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYg
nn
rZYXRZYXC ,,

)1(
,, −

−
−= (1.14)

ile tan mlan r (Yano ve Kon 1984).

Tan m 1.1.13. Sabit e rilikli, tam, ba lant l manifoldlara uzay form denir.

n-boyutlu bir M uzay formu ( )cM n ile gösterilir. E er,

0=c ise ( ) nn EcM = Öklid uzay            (1.15)

2

1
=c ise ( ) ( )nn ScM = küresi            (1.16)

2

1
−=c ise ( ) ( )nn HcM = Hiperbolik uzay            (1.17)

d r (Chen 1973).

 M üzerinde ( )2,0 -tipinde simetrik iki tensör A ve B ise bu tensörlerin Kulkarni-

Nomizu çarp m ( )1 2 3 4, , , ,X X X X M∧ ∀ ∈% için

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 1 4 2 3 2 3 1 4

1 3 2 4 2 4 1 3

, , , , , , ,

, , , ,

A B X X X X A X X B X X A X X B X X

A X X B X X A X X B X X

∧ = +

− −

%
(1.18)

biçiminde tan mlan r (Besse 1987).
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 M üzerinde ( )k,0 -tipinde ( )1≥k bir T tensör alan ve ( )2,0 -tipinde bir simetrik A

tensör alan verildi inde T nin kovaryant türevi ,T∇

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1
1

, ,..., ; , ,...,

, ,..., ,..., ,..., ,

k X k

k

X k i k
i

T X X X X T X X X

T X X X T X X X
=

∇ = ∇

= ∇ − ∇∑
 (1.19)

biçiminde, TR. ve ( )TAQ , tensörleri ise

( ) ( ) ( ) ( )
( 2)

. , , : ... ,
k defa

R T Q A T M M C M R∞

+ −

× × →
144424443

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 1

1 2 1 2

, , ,..., ; , , . ,...,

, , ,..., ... , ,..., ,

k k

k k

R T X X X X Y R X Y T X X

T R X Y X X X T X X R X Y X

=

= − − −

%

% %
(1.20)

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 2 1

1 2 1 2

, , ,..., ; , . ,...,

, ,..., ... , ,...,
k A k

A k A k

Q A T X X X X Y X Y T X X

T X Y X X X T X X X Y X

= ∧

= − ∧ − − ∧
(1.21)

biçiminde tan mlan r. RT = ve CT = için ( )RgQ , ve ( )CgQ , tensörleri ilk olarak

Eisenhart (1966) ve Tachibana (1974) de tan mlanm t r.

Örne in, R nin R üzerine etkisi RR. ve ( )RgQ , tensörü

( )MYXXXXX ∈∀ ,,,,, 4321 için

RR. , ( )RgQ , : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RMCMxMxMxMxMxM ,∞→

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )43214321

432143214321

,~,,,,,~,,

,,,~,,,,,~,;,,,.

XYXRXXXRXXYXRXXR

XXXYXRXRXXXXYXRRYXXXXXRR

−−

−−=

ve
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( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )43214321

432143214321

,,,,,,
,,,,,,,;,,,,

XYXXXXRXXYXXXR
XXXYXXRXXXXYXRYXXXXXRgQ

∧−∧−

∧−∧−=

ile hesaplan r.

1≥k için 0=∇T ise T tensor alan na paraleldir denir. 0. =TR ise T

semisimetrik olarak adland r l r. T tensor alan parallel ise semisimetriktir fakat tersi

her zaman do ru de ildir. 1≥k için e er TR. ve ( )TgQ , tensörleri M nin her p

noktas nda lineer ba ml ise M manifolduna T tensor alan na gore pseudosimetriktir

denir. Aç kça her semisimetrik tensor alan pseudosimetriktir fakat tersi do ru de ildir

(Deszcz ve Grycak 1987). Böylece M manifoldunun T tensör alan na gore

pseudosimetrik olmas için gerek ve yeter art

( ){ }0,: ≠∈∈= TgQdeMpMpUT

kümesi üzerinde

( )TgQLTR T ,. = (1.22)

olmas d r. Burada TL fonksiyonu TU kümesi üzerinde tan mlan r.

  E er

0=∇S (1.23)

ise M ye Ricci-simetrik,

0=∇C (1.24)

ise M ye konformal simetrik manifold denir (Chaki ve Gupta 1963).
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  E er 0=∇R ise

0. =RR (1.25)

d r, fakat tersi do ru de ildir. (1.25) denklemini sa layan bir ),( gM (yar )-Riemann

manifolduna semisimetriktir denir. Sinyukov (1954), Szabó (1982, 1984, 1985) ve

Kowalski (1996) çal malar nda semisimetrik manifoldlar n s n fland r lmas

yap lm t r.

  E er 0=∇S ise

0. =SR (1.26)

d r, fakat tersi do ru de ildir. (1.26) denklemini sa layan bir ),( gM (yar )-Riemann

manifolduna Ricci semisimetriktir denir (Mikash 1980, Sinyakov 1981).

  E er 0=∇C ise

0. =CR (1.27)

d r, fakat tersi do ru de ildir. (1.27) denklemini sa layan bir ),( gM (yar )-Riemann

manifolduna Weyl semisimetriktir denir (Deszcz 1992).

3≥n boyutlu bir ),( gM (yar )-Riemann manifoldu için e er M nin her noktas nda

RR. ve ( )RgQ , tensörleri lineer ba ml ise M ye pseudosimetrik manifold denir

(Deszcz ve Grycak 1987).

),( gM manifoldunun pseudosimetrik olmas için gerek ve yeter art

( ){ }0,: ≠∈∈= RgQdeMpMpU R
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kümesi üzerinde

( )RgQLRR R ,. = (1.28)

olmas d r. Burada RL fonksiyonu RU kümesi üzerinde tan mlan r.

3≥n boyutlu bir ),( gM (yar )-Riemann manifoldu için e er M nin her noktas nda

SR. ve ( )SgQ , tensörleri lineer ba ml ise M ye Ricci-pseudosimetrik manifold

denir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlós 1989).

),( gM manifoldunun Ricci-pseudosimetrik olmas için gerek ve yeter art







 ≠−∈∈= 0: g

n
SdeMpMpU S

kümesi üzerinde

( )SgQLSR S ,. = (1.29)

olmas d r. Burada SL fonksiyonu SU kümesi üzerinde tan mlan r.

Her pseudodimetrik manifold Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi do ru de ildir.

Aç kça, her Ricci-semisimetrik manifold ( 0. =SR ) Ricci-pseudosimetriktir fakat tersi

do ru de ildir (Deszcz 1989, Deszcz ve Hotlós 1989).

4≥n boyutlu (yar )-Riemann manifoldlar n s n f nda a a daki kapsama ba nt lar

geçerlidir (Deszcz 1992).

,0.0. =⊂= SRRR

,0.0. =⊂= CRRR

( ),,.0. SgQLSRSR S=⊂=
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( ),,.0. RgQLRRRR R=⊂=

( ) ( ).,.,. SgQLSRRgQLRR SR =⊂=

  n-boyutlu bir ),( gM Riemann manifoldu için,

( ) ( ) ( ) ,,,,0 YUXgXUYgUYXR −= TMUYX ∈,, (1.30)

olmak üzere, concircular e rilik tensörü C

( ) ,
1 0R

nn
rRC
−

−= (1.31)

olarak tan mlanabilir. Buradan

( ) 0.
1

.. RR
nn
rRRCR
−

−=

yaz l r ve k sa bir hesaplama yard m ile 0. 0 =RR elde edilir. Bu durumda, n-boyutlu

bir ),( gM Riemann manifoldu için

CRRR .. = (1.32)

oldu u görülür. Benzer ekilde, n-boyutlu bir ),( gM Riemann manifoldu için

RCCC .. = (1.33)

dir (Hong, Özgür ve Tripathi 2006).

 n boyutlu bir ),( gM Riemann manifoldu bir Ricci-pseudosimetrik manifold ise,

SR. ve ( )SgQ , tensörleri lineer ba ml d r ve M üzerindeki vektör alanlar U, V, X, Y

için,
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( )( ) ( )( ) ( )( )VYXRUSVUYXRSYXVUSgQ ,,,,,;,, 00 −−= . (1.34)

  (1.34) e itli inden,

( ) SR
nn
rSRSC .

1
.. 0−

−=

yaz l r. (1.30) ve (1.34) e itliklerinden ( )SgQSR ,.0 = elde edilir. Buradan,

( ) ( )SgQ
nn
rSRSC ,

1
..

−
−= .

  n-boyutlu bir ),( gM Riemann manifoldu, 0. =SC ko ulunu sa l yorsa

( ) ( )SgQ
nn
rSR ,

1
.

−
=

elde edilir. Öyleyse, n-boyutlu bir ),( gM Riemann manifoldu, 0. =SC ko ulunu

sa l yorsa M bir Ricci-pseudosimetrik manifolddur ve ( )1−
=

nn
rLS (Hong, Özgür

ve Tripathi 2006).
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2. BÖLÜM

2.1. DE ME MAN FOLDLAR

 Tan m 2.1.1. M bir ( )12 +n -boyutlu manifold, ,, da M üzerinde, s ras ile,

(1, 1)-tipinde bir tensör alan , bir vektör alan ve 1-form olsun. E er ,, için, M

üzerinde herhangi bir vektör alan X olmak üzere;

( ) 1= (2.1)

ve

( )XXX +−=2 (2.2)

özelliklerini sa l yor ise o zaman ( ),, ya M üzerinde bir hemen hemen de me

yap s denir. M bu yap ile bir hemen hemen de me manifoldu olarak adland r l r

(Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.1. ( ),, hemen hemen de me yap s için;

i) 0= (2.3)

ii) ( ) 0=X (2.4)

iii) nrank 2= (2.5)

dir (Yano ve Kon 1984).

 Tan m 2.1.2. Hemen hemen de me manifoldu M verilsin. M üzerinde hemen hemen

de me yap s ( ),, olsun. M üzerinde bir g Riemann metri i;
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( ) ( ),XgX = (2.6)

( ) ( ) ( ) ( )YXYXgYXg −= ,, (2.7)

artlar n sa l yor ise g metri ine M üzerinde hemen hemen de me metrik,

( )g,,, yap s na da hemen hemen de me metrik yap s , ( )g,,, yap s ile M

ye de hemen hemen de me metrik manifoldu denir (Yano ve Kon 1984).

Sonuç 2.1.1. ( )12 +n -boyutlu bir hemen hemen de me metrik manifold M ile

hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,, verilsin. Böylece,

( ) ( )YXgYXg ,, −= (2.8)

dir (Yano ve Kon 1984).

 Tan m 2.1.3. ( )12 +n -boyutlu bir hemen hemen de me metrik manifold M verilsin.

Her bir 1-formu için ( ) 0≠∧ nd art sa lan r ise ya M nin de me yap s ve M

ye de de me manifoldu denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. ( )12 +n -boyutlu bir hemen hemen de me metrik manifold M

verilsin. M nin bir de me yap s verildi inde;

( ) ( )YXdYXg ,, = (2.9)

olacak ekilde bir hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,, vard r (Yano ve Kon

1984).
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Tan m 2.1.4. M üzerinde bir hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,, için;

( ) ( )YXgYX ,, =Φ (2.10)

eklinde tan ml Φ dönü ümüne hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,,  n n

ikinci temel formu denir (Yano ve Kon 1984).

 Tan m 2.1.5. De me metrik yap s ( )g,,, olan ( )12 +n -boyutlu bir M

manifoldu de me metrik manifold olarak adland r l r (Yano ve Kon 1984).

2.2. KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 2.2.1. M, hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,, olan ( )12 += mn -

boyutlu bir hemen hemen de me metrik manifoldu olsun. M manifoldu ( )MYX ∈∀ ,

için;

( ) ( ) ( ) ( ),, XYYXgYX −−=∇ (2.11)

( )XXX −=∇ (2.12)

ba nt lar n sa l yorsa M bir Kenmotsu manifolddur (Kenmotsu 1972).

Sonuç 2.2.1. M, ( )12 += mn bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann e rilik

tensörü R, ∇ da M uzerinde tan mlanan bir Riemann koneksiyon olmak üzere;

( ) ( ) ( ) ,, XYYXYXR −= (2.13)

( )( ) ( ) ( ) ( )WYXRXYWgYXWgYXRW ,,,, −−=∇ (2.14)

dir (Kenmotsu 1972).
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Sonuç 2.2.2. M, ( )12 += mn bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann e rilik

tensörü R, ∇ da M üzerinde tan mlanan bir Riemann koneksiyon olmak üzere;

( )( ) ( ) ( ) ( ),, YXYXgYX −=∇ (2.15)

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZYgXZXgYZYXR ,,, −= (2.16)

dir (Kenmotsu 1972).

Sonuç 2.2.3. M, ( )12 += mn bir Kenmotsu manifold ise S, M nin Ricci tensörü

olmak üzere;

( ) ( ) ( )XnXS 1, −−= (2.17)

dir (Kenmotsu 1972).

Teorem 2.2.1. M, ( )12 += mn bir Kenmotsu manifold ise S, M nin Ricci tensörü

olmak üzere;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXnYXSYXS 1,, −+= (2.18)

dir (Jun, Chand ve Pathak 2005).

Teorem 2.2.2. M, ( )12 += mn bir Kenmotsu manifold ise M nin bir Riemann e rilik

tensörü R olmak üzere;

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,,,

,,,,
XZYgYZXg

YZXgXZYgZYXRZYXR
−+

−=−
(2.19)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) YZXgXZYg

YZXgXZYgZYXRZYXR
,,

,,,,
−+

−+=
(2.20)

dir (Kenmotsu 1972).
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2.3. − PARALEL RICCI TENSÖRLÜ KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 2.3.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Ricci

tensörü S, e er ( )MZYX ∈∀ ,, için,

( )( ) 0, =∇ ZYSX (2.21)

ko ulunu sa l yorsa, M ye − paralel olarak adland r l r (Jun, Chand ve Pathak 2005).

  M, ( )12 += mn -boyutlu, Ricci tensörü − paralel bir Kenmotsu manifoldu olsun.

Ozaman,

( )( ) ( ) ( ) ( )ZYSZYSZYSZYS XXXX ∇−∇−∇=∇ ,,,, . (2.22)

  (2.4), (2.11) ve (2.18) e itliklerini (2.22) denklemine uygularsak,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ZYYZnZYSZYS

XYnXYSZZXnZXSY
ZYYZnZYSZYS

XXXX

XXXX

∇+∇−−∇−∇−
−++−++

∇+∇−+∇=∇

1,,
1,1,

1,,
(2.23)

elde edilir. Ayr ca,

( )( ) ( ) ( )YYY XXX ∇−∇=∇ (2.24)

ve

( ) ( )( ) ( ) ( )ZYSZYSZYSZYS XXXX ∇−∇−∇=∇ ,,,,  . (2.25)

 (2.24), (2.25) ve (2.15) e itliklerini kullanarak, (2.23) denklemi



19

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }XYSZZXSY

YZXgZYXgnZYSZYS XX

,,
,,1,,

++

+−+∇=∇
(2.26)

olarak düzenlenir. (2.21) e itli inin (2.26) e itli ine uygulanmas yla a a daki teoreme

ula l r:

Teorem 2.3.1. M, hemen hemen de me metrik yap s ( )g,,, olan ( )12 += mn

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. M nin , − paralel Ricci tensörünün olmas için

gerek ve yeter art

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }XYSZXZSY

YXZgZXYgnZYSX

,,
,,1,

+−
+−−=∇

(2.27)

olmas d r (Jun, Chand, Pathak 2005).

M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu ve { }ie , i = 1, 2, . . . , n her

noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun. ni ≤≤1 için (2.27)

denkleminde ieZY == al n rsa,

( ) 0=Xdr (2.28)

elde edilir. Öyleyse, M manifoldunun r skaler e rili i sabittir. Buradan a a daki

teoreme ula r z :

Teorem 2.3.2. ( )gM n , , ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun,

− paralel Ricci tensörü ise skaler e rili i sabittir (Jun, Chand, Pathak 2005).
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2.4. − EINSTEIN KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 2.4.1. M, de me metrik yap s ( )g,,, olan ( )12 +n -boyutlu bir de me

metrik manifoldu olsun. E er M nin Ricci tensörü ( )MYX ∈∀ , için;

RMba →:, fonksiyonu olmak üzere

( ) ( ) ( ) ( )YXbYXagYXS += ,, (2.29)

formunda ise M ye bir -Einstein manifoldu denir (Blair 1976).

Teorem 2.4.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. E er M, bir

− Einstein manifold ise )1( −−=+ nba dir (Kenmotsu 1972).

Teorem 2.4.2.  M, ( )12 += mn -boyutlu bir − Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. E er a ve b den biri sabit ise, M bir Einstein manifolddur (Kenmotsu 1972).

M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu ve { }ie , i = 1, 2, . . . , n her

noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun. ni ≤≤1 için (2.29)

denkleminde ieYX == uygulan rsa,

( ) ( ) ( ) ( )ii

n

i
ii

n

i
ii

n

i
eebeegaeeS ∑∑∑

===

+=
111

,,

yaz l r ve (1.12) den skaler e rilik,

banr += (2.30)

elde edilir.
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Di er yandan, )1( −−=+ nba oldu unu göz önünde bulundurarak,

n
n

rb
n

ra −
−

−
=+

−
=

1
,1

1
(2.31)

elde edilir (Jun, Chand ve Pathak 2005). Buradan a a daki iki teoreme ula l r:

Teorem 2.4.3. M, ( )12 += mn -boyutlu bir − Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. M manifoldunun Ricci tensörü

( ) ( ) ( ) ( )YXn
n

rYXg
n

rYXS






 −

−
−

+






 +

−
=

1
,1

1
, (2.32)

ko ulunu sa lar (Jun, Chand ve Pathak 2005).

Teorem 2.4.4. M, ( )12 += mn -boyutlu bir − Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. bu durumda RMba →:, fonksiyonlar n n her ikisi de sabittir (Jun, Chand ve

Pathak 2005).

        (2.32) yi kullanarak,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) ( ) ( )( )( ){ }YXYXn
n

r

YXYXgUdr
n

YXS

UU

U

∇+∇





 −

−
−

+

−
−

=∇

1

,
1

1,
(2.33)

yaz l r ve  (2.7) e itli i kullan larak

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }UU

U

YgXYXgn
n

r

YXgUdr
n

YXS

∇+∇





 −

−
−

+

−
=∇

,,
1

,
1

1,
(2.34)
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elde edilir. (2.12) e itli i uygulan r ve gerekli düzenlemeler yap l rsa

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ }XYUYUgYXUXUgn
n

r

YXgUdr
n

YXSU

−+−





 −

−
−

+

−
=∇

,,
1

,
1

1
,

(2.35)

yaz l r ve (2.7) den

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }XYUgYXUgn
n

r

YXgUdr
n

YXSU

,,
1

,
1

1,

+





 −

−
−

+

−
=∇

(2.36)

elde edilir. Bu durumda,

( )( ) ( ) ( )YXgUdr
n

YXSU ,
1

1,
−

=∇ . (2.37)

dir. (2.32), (2.37) ve Teorem 2.3.2. yi kullanarak a a daki teorem elde edilir.

Teorem 2.4.5. M, ( )12 += mn -boyutlu bir − Einstein Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda a a daki ifadeler birbirine denktir.

i) M manifoldunun Ricci tensörü − paraleldir.

ii) M, ( )1−− nn sabit e rilikli bir manifolddur.

iii) M, Ricci tensörü ( ) ( ) ( )YXgnYXS ,1, −−= olarak tan ml bir Einstein

manifolddur (Hong, Özgür ve Tripathi 2006).
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3. BÖLÜM

3.1. KENMOTSU MAN FOLDLARI ÜZER NDE BAZI E R L K

ARTLARI

Teorem 3.1.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu semisimetrik ise, 1− negatif sabit e riklidir (Kenmotsu 1972).

Teorem 3.1.2. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu Ricci semisimetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak

2005).

spat: M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun ve 0).,( =SYXR

art n sa las n. Böylece

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,,,,,,. =−−= VYXRUSVUYXRSVUYXSR  (3.1)

dir.(3.1) denkleminde =U al n rsa

( )( ) ( )( ) 0,,,, =+ VYXRSVYXRS  (3.2)

elde edilir ve burada da (2.13), (2.17) e itlikleri uygulan rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,1,, =−−− VYXRnVXSYVYSX

elde edilir ve burada ( )( )VYXR , yerine (2.16) uygulan rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,1,, =−−−− VYgXVXgYnVXSYVYSX  (3.3)
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e itli ine ula l r. (3.3) denkleminde =X al n r, (2.1), (2.6) ve (2.17) uygulan r ve

gerekli sadele tirilmeler yap l rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,11),( =−−−−+ VYgVYnVYnVYS

e itli i görülür ve

( ) ( )VYgnVYS ,1),( −−=  (3.4)

elde edilir. Böylece M, bir Einstein manifolddur.

Sonuç 3.1.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu

semisimetrik ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak 2005).

spat: ( ) 0., =RYXR ise 0).,( =SYXR olaca ndan, Teorem 3.1.1den sonuca

ula l r.

Teorem 3.1.3. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu Ricci recurrent ise, bir Einstein manifolddur (Jun, Chand ve Pathak 2005).

spat: M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun.

( ) ( )YXSYQXg ,, = olmak üzere, bu manifold üzerinde ( )QQgf ,2 = art n sa layan

bir f fonksiyonu tan ml yal m.

( )[ ] ( )QQgQQgYfY Y ,2,)( 2 ∇== (3.5)

ve M, Ricci recurrent oldu undan, (1.10) e itli inden

( )YffY 22 2)( = (3.6)
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yaz l r. Ayn zamanda, ( )YfffY 2)( 2 = oldu undan,

( ) ( )YfYff 2=  (3.7)

elde edilir. Bu da bize,

( ) 0≠= YfYf   (3.8)

oldu unu gösterir. (3.8) e itli inden,

( ) ( ) ( ) ( ){ }fXYYXXfYYfX −=−   (3.9)

elde edilir. Buradan

[ ]{ } ( ) ( ) [ ]{ }fYXXYYXfYXXYYX ,, −−=∇−∇∇−∇∇ (3.10)

elde edilir. Bu denklemin sol taraf n n s f ra e it olmas ve M üzerinde 0≠f olmas

neticesinde

( ) 0, =YXd (3.11)

bulunur. Bu da , 1-formunun kapal oldu unu gösterir. (1.10) e itli inden,

( )( ) ( ) ( )VUSYVUSY ,, =∇ oldu undan,

( )( ) ( ) ( ){ } ( )VUSXYYXVUSYX ,, −=∇∇ (3.12)

d r. Böylece (3.11) e itli inden

( )( )( ) ( ) ( ) 0,,2,., == VUSYXdVUSYXR (3.13)

elde edilir. Böylece Ricci recurrent bir manifoldun, Ricci semisimetrik oldu u görülür.
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Teorem 3.1.4. M, 3>n , ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun.

E er M konformal düzlemsel (flat) ise, 1− negatif sabit e rilikli bir yüzeydir

(Kenmotsu 1972).

Teorem 3.1.5. M, 3>n , ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu Weyl semisimetrik ise konformal düzlemsedir (flatt r). (Jun, Chand ve

Pathak 2005).

Sonuç 3.1.2. M, ( )12 += mn -boyutlu bir konformal recurrent Kenmotsu

manifoldu hiperbolik yüzey ( )1nH e lokal izometriktir (Jun, Chand ve Pathak 2005).

spat: Konformal recurrent bir Riemann manifold ( ) 0., =CYXR  e itli ini sa lar.

Öyleyse, bir konformal recurrent Kenmotsu manifoldu, Weyl semisimetriktir. Teorem

3.1.4. ve Teorem 3.1.5. gere ince ispat tamamlanm olur.

Teorem 3.1.6. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda a a daki ifadeler birbirine denktir.

i) M, RC n × ye kanonik concirculard r.

ii) M, -1 sabit e riliklidir.

iii) M, concircular düzlemseldir (flatt r).

iv) M, ( ) 0., =CXR  e itli ini sa lar.

v) M, ( ) 0., =RXR  e itli ini sa lar (Hong, Özgür ve Tripathi 2006).

spat: M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldun -1 sabit e rilikli olmas için

gerek ve yeter art M nin RC n × ye kanonik concircular olmas d r (Kirichenko 2001).

Buradan (i) ve (iii) ifadelerinin denklikleri görülür. Bir Riemanian manifoldun

concircular düzlemsel (flat) olmas için gerek ve yeter art bu manifoldun sabit e rilikli

olmas d r. Bunu göz önünde bulundurarak, (ii) ifadesinin (iii) ifadesini gerektirece i

görülür. (iv) durumunun (iii) ile gerçeklenece i aç kt r. (1.32) e itli inden (iv) ve (v)
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ifadelerinin denklikleri görülür. Teorem 3.1.1. gere ince (v) e ili inden (ii) ifadesine

ula l r. K sa bir hesaplama ile (ii) ifadesinden (v) ifadesine ula l r.

Teorem 3.1.7. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu

durumda a a daki ifadeler birbirine denktir.

i) M, RC n × ye kanonik concirculard r.

ii) M, )1( −− nn veya 1− sabit e riliklidir.

iii) M, ( ) 0., =CYC  e itli ini sa lar.

iv) M, ( ) 0., =RYC  e itli ini sa lar (Hong, Özgü ve Tripathi 2006).

spat: (1.14) ifadesinde =X al r, (2.13), (2.1) ve (2.6) e itlikleri uygulan rsa,

( ) ( ) ( ){ }ZYgYZ
nn
rZYC ,

)1(
1, −








−

+=   (3.14)

(3.14) de =Z al n r, (2.1) ve (2.6) uygulan rsa,

( ) ( ){ }YY
nn
rYC −








−

+=
)1(

1, (3.15)

elde edilir. (3.14) ifadesinden, e er M, )1( −− nn sabit e rilikli ise ( ) 0, =YC oldu u

görülür. E er M, 1− sabit e rilikli ise 0=C olacakt r. Böylece, (i) den yola ç karak

(ii) ve (iii) ifadelerine ula l r. (1.33) dan (ii) ve (iii) ifadelerinin denklikleri görülür. M

manifoldunun ( ) 0., =RYC  e itli ini sa lad n kabul edelim. Bu durumda,

( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( )YUCXRYXUCRYXRUC ,,,,,,,0 −−= . (3.16)

  (3.14), (3.15) ve (2.16) e itliklerinin (3.16) denklemine uygulanmas yla,
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) },,,,,,

,,,,{
1

10

XRYUgUXRYYRXUgYURX

YXRUUYXRYXRUg
nn
r

−+−+

−+







−

+−=

elde edilir. (2.13) e itli ini kullanarak

( ) ( ) ( ) ( ) },,,{
1

10 YUXgXUYgUYXR
nn
r

−+







−

+= (3.17)

elde edilir. Bu durumda, ( )1−−= nnr veya ( ) ( ) ( ) 0,,, =−+ YUXgXUYgUYXR

olmal d r. kinci durum da M nin sabit e rili inin 1− olmas n gerektirir. Böylelikle,

(iii) ifadesinin (i) ifadesine denk oldu u sonucuna ula l r.

Teorem 3.1.8. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. E er M

Ricci-pseudosimetrik ise ( )1−−= nnr skaler e rilikli bir Einstein manifoldudur (ki

bu durumda M Ricci-semisimetriktir) veya M üzerinde 1−=SL  e itli i sa lan r

(Hong, Özgür ve Tripathi 2006).

spat: M, ( )12 += mn -boyutlu bir Ricci-pseudosimetrik Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda M üzerinde,

( )( )( ) ( )( )XUVYSgQLVYSXUR S ,;,,,., =            (3.18)

ba nt s sa lan r. (3.18) de =U al n rsa

( )( )( ) ( )( )XVYSgQLVYSXR S ,;,,,., =            (3.19)

yaz l r.

      (3.19) e itli inin sol taraf , (2.13), (2.17) e itlikleri kullan larak hesaplan rsa,
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( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXSVYVXgn

VXSYVYXgn
VXRYSVYXRSVYSXR

,,1
,,1

,,,,,.,

−−−
−−−=

−−=
           (3.20)

elde edilir. Di er yandan (1.34) e itli ini kullanarak

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXSVYVXgn

VXSYVYXgnXVYSgQ
,,1
,,1,;,,

+−+
+−=

           (3.21)

yaz labilir. M, Ricci semisimetrik olsun. Bu durumda ayn zamanda Ricci

pseudosimetriktir. Öyleyse, ( )( )( ) 0,., =VYSXR ve (3.20) den

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,1,,1 =+−++− YXSVYVXgnVXSYVYXgn (3.22)

elde edilir. (3.22) e itli inde =Y al n rsa

( ) ( ) ( )VXgnVXS ,1, −−=            (3.23)

elde edilir. Bu da M’nin ( )1−−= nnr skaler e rilikli bir Einstein manifold oldu unu

gösterir.

imdi, M nin Ricci semisimetrik olmayan bir Ricci pseudosimetrik manifold

oldu unu kabul edelim. (3.20) ve (3.21) e itliklerinden

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0,,1,,11 =+−++−+ YXSVYVXgnVXSYVYXgnLS     (3.24)

elde edilir. M Ricci semisimetrik de ildir. Öyleyse, 1−=SL olmal d r.

Sonuç 3.1.3. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. E er

concircular e rilik tensörü C , ( ) 0., =SYC ko ulunu sa larsa, M nin skaler e rili i
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( )1−−= nnr  e itli ini sa lar veya M, ( )1−−= nnr sabit e rilikli bir Einstein

manifoldudur (Hong, Özgür ve Tripathi 2006).

3.2. GENELLE T R LM RECURRENT KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 3.2.1. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Riemanian e rilik

tensörü R, a a daki art sa l yor ise M ye genelle tirilmi recurrent manifold denir.

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgWZYXRWZYXRW ,,,, −+=∇ (3.25)

Burada, ve , 0≠ , A ve B vektör alanlar ve ile ba lant l olmak üzere;

( ) ( ) ( ) ( )BWgWAWgW ,,, ==   (3.26)

olarak tan mlanan 1-formlard r (De ve Guha 1991).

 Tan m 3.2.2. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. E er Ricci e rilik

tensörü S, ve  (3.26) da tan mlanan 1-formlar olmak üzere,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZYgxnZYSXZYSX ,)1(,, −+=∇      (3.27)

art n sa l yor ise M ye genelle tirilmi Ricci recurrent manifold denir (De ve

Guha 1991).

 Tan m 3.2.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. E er concircular

e rilik tensörü C , ve  (3.26) da tan mlanan 1-formlar olmak üzere,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ZUYgYUZgXnUZYCXZYCX ,,)1(,, −−+=∇  (3.28)

art n sa l yor ise M ye genelle tirilmi concircular recurrent manifold denir

(Maralabhavi ve Rathnamna 1999).
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Teorem 3.2.1. M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda =  (Özgür 2007).

spat: M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda Riemanian e rilik tensörü R, WZYX ,,,∀ vektör alan için (3.25)

denklemini sa lar. (3.25) denkleminde, == YX al n rsa,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ZZXZRXXRX −+=∇ ,,            (3.29)

elde edilir.

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) XXXXX ZRZRZRZRZR ∇−∇−∇−∇=∇ ,,,,,     (3.30)

olarak yaz l r. (2.12) in (3.30) denklemine uygulanmas yla

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ZRXXZR

ZRZRZRZR XXXX

,,
,,,,

+−
∇−∇−∇=∇

           (3.31)

elde edilir. (2.15) ve (2.13) e itliklerinin (3.31) e uygulanmas yla

( )( ) 0, =∇ ZRX            (3.32)

elde edilir. (3.29) ve (3.32) denklemlerinin sol taraflar n n e itli inden

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0, =−+ ZZXZRX (3.33)

yaz l r. (2.13) ün (3.33) denklemine uygulanmas yla

( ) ( )[ ] ( )[ ] 0=−− ZZXX (3.34)
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elde edilir. Böylece, her X vektör alan için ( ) ( )XX =  d r.

Teorem 3.2.2. M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda M manifoldunun skaler e rili i r,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ABnnrA 221 +−−= (3.35)

ba nt s ile verilir (Özgür 2007).

spat: M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. (3.25) denkleminde ikinci Bianchi e itli i uygulan r ve bir düzenleme yap l rsa

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,,,

,,,,,,
,,,,,,

=−++
−++

−+

UYgWXgUXgWYgZUWYXRgZ
UXgWZgUZgWXgYUWXZRgY

UZgWYgUYgWZgXUWZYRgX
(3.36)

denklemi elde edilir. { }ie , i = 1, 2, . . . , n, her noktada tanjant uzay n n bir

ortonormal baz olmak üere, ni ≤≤1 için (3.36) denkleminde ieUY ==

uygulan rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,1,,

,,,,,1,
=−+−−

++−+
WXgZnWXSZWZgX

WXgZAWXZRWZgXnWZSX
(3.37)

bulunur. Burada, ni ≤≤1 için ieZW == uygulan rsa

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0,221 =−−−+ AXSXnnXr (3.38)

elde edilir. (3.38) denkleminde =X al n rsa, (3.35) ba nt s na ula l r.

Teorem 3.2.3. ( )gM n , bir genelle tirilmi Ricci recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda = (Özgür 2007).
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spat: M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi Ricci recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda Ricci tensörü S, WZYX ,,,∀ vektör alan için (3.27)

denklemini sa lar. (3.27) denkleminde, =Z al n rsa,

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )YXXnYSX −−=∇ 1,            (3.39)

elde edilir.

( )( ) ( ) ( ) ( )XXXX YSYSYSYS ∇−∇−∇=∇ ,,,,            (3.40)

olarak yaz l r. (2.12) ve (2.17) nin (3.40) denklemine uygulanmas yla

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXnYXSYnYnYS XXX −+−∇−−∇−=∇ 1,11,    (3.41)

elde edilir. (2.15) i kullanarak

( )( ) ( ) ( ) ( )YXSYXgnYSX ,,1, −−=∇            (3.42)

elde edilir. (3.39) ve (3.42) denklemlerinin sol taraflar n n e itli inden

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )YXSYXgnYXXn ,,11 −−=−−            (3.43)

yaz l r. (3.43) denkleminde =Y al n r ve (2.17) uygulan rsa, ( ) ( )XX = elde

edilir.

Teorem 3.2.4. ( )gM n , bir genelle tirilmi concircular recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda, her X vektör alan için [ ]rX skaler e rilik r nin

kovaryant türevini göstermek üzere,
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( ) ( ) ( ) ( ) [ ] .0
1

1
1

1 =
−

−−







−

+ rX
nn

X
nn
rX            (3.44)

(Özgür 2007).

spat: M, ( )12 += mn boyutlu bir genelle tirilmi concircular recurrent Kenmotsu

manifoldu olsun. Bu durumda concircular e rilik tensörü C , ZYX ,,∀ vektör alan

için (3.28) denklemini sa lar. (3.28) denkleminde, == UY al n rsa,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ZZXZCXZCX −+=∇ ,,            (3.45)

elde edilir. (1.13) ve (2.13) ü (3.45) denklemine uygulayarak

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ZZX
nn
rXZCX −








−








−

+=∇
1

1,            (3.46)

yaz l r. Di er yandan kovaryant türev tan m ndan,

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) XXXXX ZCZCZCZCZC ∇−∇−∇−∇=∇ ,,,,,
(3.47)

dir.

(1.13) ve (2.13) ü kullanarak (3.47) denklemi

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )XXXXX

XX

ZgZZZZ
nn
r

ZZ
nn
rZC

∇+∇+∇−∇+∇−







−

++









−








−

+∇=∇

,2
1

1

,
1

1,

      (3.48)

olarak yaz l r.
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       (2.12) e itli ini (3.48) e uygulayarak,

( )( ) ( ) [ ] ( )( )ZZrX
nn

ZCX −
−

=∇
1

1,
(3.49)

elde edilir. (3.46) ve (3.49) denklemlerinin sol taraflar n n e itli inden

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )[ ] 0
1

1
1

1 =−







−

−−







−

+ ZZrX
nn

X
nn
rX            (3.50)

elde edilir. Böylelikle (3.44) ba nt s elde edilir.

3.3. −  S METR K KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 3.3.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. ya

ortogonal her X, Y, Z, W vektör alan için,

( )( )( ) 0,2 =∇ ZYXRW (3.51)

ise M ye lokal − simetrik manifold denir (De 2008).

Tan m 3.3.2. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Keyfi

seçilen her X, Y, Z, W vektör alan için,

( )( )( ) 0,2 =∇ ZYXRW (3.52)

ise M ye − simetrik manifold denir (De 2008).

Teorem 3.3.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu − simetrik ise, bir Einstein manifolddur (De 2008).
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spat: M, ( )12 += mn boyutlu − simetrik Kenmotsu manifold olsun. (2.2)

e itli inin (3.52) ye uygulanmas yla

( )( ) ( )( )( ) 0,, =∇+∇− ZYXRZYXR WW (3.53)

yaz l r ve buradan

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) 0,,, =∇+∇− UZYXRUZYXRg WW (3.54)

e itli ine ula r z.

{ }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun.

ni ≤≤1 için (3.54) denkleminde ieUX == uygulan rsa

( )( ) ( )( )( ) ( ) 0,,
1

=∇+∇− ∑
=

n

i
iiWW eZYeRZYS (3.55)

elde edilir.

(3.55) nin ikinci bölümünde =Z al n rsa,

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ),,,, iiWiiW egYeRgeZYeR ∇=∇ (3.56)

elde edilir. Mp ∈ noktas nda

( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ),,,,

,,,,,,

WiWi

iWiWiW

YeRgYeRg
YeRgYeRgYeRg

∇−∇−

∇−∇=∇
(3.57)

oldu unu biliyoruz. { }ie bir ortonormal baz oldu undan p noktas nda 0=∇ iX e .

(2.13), (2.1) ve (2.6) e itliklerini kullanarak
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( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
,,

,,,

=
∇−∇=

∇−∇=∇

iWWi

iWWiWi

egYYge
eYYegYeRg

 (3.58)

 (3.58) da elde edilen sonucun (3.57) ye uygulanmas yla

( )( )( ) ( )( ) ( )( ),,,,,, WiiWiW YeRgYeRgYeRg ∇−∇=∇  (3.59)

elde edilir. ( )( ) ( )( ) 0,,,, =−= ii eYRgYeRg oldu undan

( )( ) ( )( ) 0,,,, =∇+∇ WiiW YeRgYeRg  (3.60)

yaz l r. (3.60) e itli inin (3.59) a uygulanmas yla

( )( )( ) ( )( ) ( )( ),,,,,, WiWiiW YeRgYeRgYeRg ∇−∇−=∇

elde edilir. R nin çarp k(anti) simetrik olmas özelli i kullan larak

( )( )( ) 0,, =∇ YeRg iW (3.61)

elde edilir.

(3.55) de =Z al n r ve (3.61) e itli i kullan l rsa

( )( ) 0, =∇ YSW (3.62)

elde edilir.

( )( ) ( ) ( ) ( )WWWW YSYSYSYS ∇−∇−∇=∇ ,,,, oldu unu biliyoruz. Bu

denklemde (2.12), (2.15) ve (2.17) uygulan rsa

( )( ) ( ) ( ) ( )WYSWYgnYSW ,,1, −−−=∇ (3.63)
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elde edilir. (3.63) ün (3.62) e itli inde kullan lmas yla

( ) ( ) ( )WYgnWYS ,1, −−= (3.64)

elde edilir. Bu da bize − simetrik Kenmotsu manifoldun bir Einstein manifold

oldu unu gösterir.

Teorem 3.3.2. Üç boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun lokal − simetrik olmas

için gerek ve yeter art skaler e rili inin sabit olmas d r (De 2008).

spat: Üç boyutlu bir Kenmotsu manifoldda, e rilik tensörü

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]YZXXZYYZXgXZYgr

YZXgXZYgrZYXR

−+−
+

−

−
+

=

,,
2

6

,,
2

4,
(3.65)

olarak tan ml d r (De ve Pathak 2004).

  (3.65) e itli inin kovaryant türevi al n rsa

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[

( ) ( ) ( ) ( ) ]

( )( )( ) ( ) ( )[
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )YZXYZXXZY
XZYYZXgYZXg

XZYgXZYgr
YZXXZY

YZXgXZYgWdr

YZXgXZYgWdrZYXR

WWW

WWW

WW

W

∇−∇−∇+

∇+∇−∇−

∇+∇
+

−

−+

−−

−=∇

,,

,,
2

6

,,
2

,,
2

,

(3.66)

elde edilir. (3.66) e itli inin her iki yan na 2 uygulan rsa
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( )( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]

( )[ ( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ]YXZXZY

YXZYZX

XZYXZYr
YZXXZYYZXg

XZYgYZXgXZYgWdrZYXR

WW

WW

WW

W

∇−∇−

∇−∇−

∇+∇
+

+

+−+

−−−=∇

2
6
,

,,,
2

,2

(3.67)

elde edilir. ZYX ,, ’ya ortogonal seçilir ve (3.51) e itli i uygulan rsa

( ) ( ) ( )[ ] 0,,
2

=− YZXgXZYgWdr (3.68)

sonucuna ula l r.

Örnek 3.3.1. ),,( zyx 3R te standart koordinatlar olmak üzere, ( ){ }3,, RzyxM ∈=

manifoldunu ele alal m.

z
ze

y
ze

x
ze

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

= 321 ,,

  M nin her noktas nda lineer ba ms z vektör alanlar d r.. Riemann metri i g,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,,,,0,,, 332211213231 ====== eegeegeegeegeegeeg

olarak tan mlans n. Bu durumda g metri i

( )
2

222

z
dzdydxg ++

=

biçimindedir. 1-formu, her ( )MZ ∈ için, ( ) ( )3,eZgZ = olarak tan mlans n. ,

( ) ( ) ( ) 0,, 31221 ==−= eeeee olarak tan mlanan (1, 1) tensör alan olsun. ve

g’nin lineerli ini kullanarak, ( )MWZ ∈∀ , için
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )WZWZgWZgeZZZe −=+−== ,,,,1 3
2

3

yaz labilir. Böylece, =3e için, ( )g,,, yap s M üzerinde bir hemen hemen de me

metrik yap tan mlar.

∇ , g metri ine ba l olarak tan ml Levi Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda,

[ ] [ ] [ ] 23213121 ,,,,0, eeeeeeee ===

dir. Koszul formülünde, g metri inin, ∇ Riemannian konneksiyonu

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )YXZgZXYgZYXg

YXZgXZYgZYXgZYg X

,,,,,,
,,,,2
+−−

−+=∇

olarak verilir. Bu formülü kullanarak,

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )311113131

31111313113

,,,,,,

,,,,2
1

eeegeeegeeeg
eegeeegeeegeeeg e

+−−

−+=∇

( ) 1, 131
=∇ eeg e (3.69)

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )312213231

31212323123

,,,,,,

,,,,2
1

eeegeeegeeeg
eegeeegeeegeeeg e

+−−

−+=∇

( ) 0, 231
=∇ eeg e (3.70)

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )313313331

31313333133

,,,,,,

,,,,2
1

eeegeeegeeeg
eegeeegeeegeeeg e

+−−

−+=∇
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( ) 0, 331
=∇ eeg e (3.71)

elde edilir.

( ) ( ) ( ) 3332231133 ,,,
1111

eeegeeegeeege eeee ∇+∇+∇=∇

ba nt s nda (3.70), (3.71) ve (3.72) e itliklerini uygularsak

131
eee =∇ (3.72)

elde edilir. Benzer ekilde a a daki e itliklere ula l r.

,0,0,0

,0,,

,,0,

123

33223

31213

333

222

111

=∇=∇=∇

=∇=∇=∇

−=∇=∇=∇

eee

eeeee
eeeee

eee

eee

eee

(3.73)

elde edilir. Bu durumda, 3e= olmak üzere, M manifoldu ( )XXX −=∇

ba nt s n sa lar. Öyleyse M üç boyutlu bir Kenmotsu manifoldudur. (3.73)

e itliklerini (1.1) de kullanarak

( ) [ ]

1

3

2,22221

1

211221
,

e
e

eeeeeeR

e

eeeeee

=

∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.74)

( ) [ ]

1

31

3,33331

13

311331
,

e
ee

eeeeeeR

ee

eeeeee

−=

∇−∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.75)

( ) [ ]

2

3

1,11112

2

122112
,

e
e

eeeeeeR

e

eeeeee

−=

−∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.76)
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( ) [ ]

2

32

3,33332

23

322332
,

e
ee

eeeeeeR

ee

eeeeee

−=

∇−∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.77)

( ) [ ]

3

12

1,11113

13

133113
,

e
ee

eeeeeeR

ee

eeeeee

−=

∇+∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.78)

( ) [ ]

3

23

2,22223

23

233223
,

e
ee

eeeeeeR

ee

eeeeee

=

∇+∇=

∇−∇∇−∇∇=

(3.79)

elde edilir. Yukar daki e itliklerden, tan mlanan üç boyutlu Kenmotsu manifoldunun

lokal − simetrik oldu u görülür (De 2008).

3.4. − RECURRENT KENMOTSU MAN FOLDLAR

 Tan m 3.4.1. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Keyfi

seçilen her X, Y, Z, W vektör alan için,

( )( )( ) ( ) ( )ZYXRWAZYXRW ,,2 =∇ (3.80)

olacak s f rdan farkl bir A 1-formu varsa, M ye − recurrent manifold denir.

Teorem 3.4.1. M, ( )3>n ( )12 += mn -boyutlu bir − recurrent Kenmotsu

manifoldunda, 1-form A ile ba lant l karakteristik vektör alan ve vektör alan ,

e yönlüdür ve 1-form A

( ) ( ) ( )WWA = (3.81)

olarak tan mlan r (De, Y ld z ve Yal n z 2007).
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spat: M, ( )3>n ( )12 += mn -boyutlu bir − recurrent Kenmotsu manifoldu

olsun. (2.2) nin (3.80) e itli ine uygulanmas yla

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )ZYXRWAZYXRZYXR WW ,,, −∇=∇ (3.82)

elde edilir. (3.82) de Bianchi e itli i uygulan rsa

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,,, =++ ZXWRYAZWYRXAZYXRWA (3.83)

oldu u görülür. (3.83) e itli i (2.16) e itli i kullan larak

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,

,,
,,

=−+
−+

−

ZXgWZWgXYA
ZWgYZYgWXA

ZYgXZXgYWA
 (3.84)

olarak yaz labilir. { }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal

baz olsun. ni ≤≤1 için (3.84) denkleminde ieZY == al n rsa, her WX , vektör

alan için

( ) ( ) ( ) ( )WXAXWA = (3.85)

elde edilir. (3.85) e itli inde =X al n rsa, ( ) ( ),XgXA = olarak tan ml 1- form ve

, A 1-formu ile ba lant l vektör alan olmak üzere her W vektör alan için

( ) ( ) ( )WWA = (3.86)

bulunur.

Teorem 3.4.2. M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M

manifoldu − recurrent ise, bir Einstein manifolddur (De, Y ld z ve Yal n z 2007).
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spat: M, ( )12 += mn -boyutlu bir − recurrent Kenmotsu manifoldu olsun. (3.82)

e itli ini kullanarak

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( )UZYXRgWA

UZYXRUZYXRg WW

,,
,,,

=

∇+∇−
  (3.87)

e itli ine ula l r.

{ }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun.

ni ≤≤1 için (3.87) denkleminde ieUX == al n rsa

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )ZYSWAeZYeRZYS
n

i
iiWW ,,,

1

=∇+∇− ∑
=

(3.88)

elde edilir. Teorem 3.3.1 in ispat nda, ( )( )( ) ( ) 0,
1

=∇∑
=

iiW

n

i
eYeR oldu u gösterildi. Bu

durumda, (3.88) e itli inde =Z al n rsa

( )( ) ( ) ( ),, YSWAYSW =∇− (3.89)

elde edilir. (3.63) ifadesinin (3.89) e itli inde kullan lmas yla

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )WYgnYWAnWYS ,11, −−−−= (3.90)

elde edilir. Teorem 3.4.1 in (3.90) e itli ine uygulanmas yla

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )WYnWYgnWYS 1,1, −−−−=  (3.91)

elde edilir. Buradan − recurrent Kenmotsu manifoldun bir  Einstein manifold oldu u

sonucuna ula l r.
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4. BÖLÜM

4.1. GENELLE T R LM − RECURRENT KENMOTSU MAN FOLDLAR

Tan m 4.1.1. M, ( )12 += mn boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Riemanian e rilik

tensörü R, a a daki art sa l yor ise M ye genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu

manifold denir.

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgWZYXRWZYXRW ,,,,2 −+=∇  (4.1)

Burada, ve , 0≠ , A ve B vektör alanlar ve ile ba lant l olmak üzere;

( ) ( ) ( ) ( )BWgWAWgW ,,, ==  (4.2)

olarak tan mlanan 1-formlard r.

Teorem 4.1.1. M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu

manifold olsun. Bu durumda ( ) ( ) .WW =

spat: M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu manifold

olsun. (2.2) e itli inden

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgW

ZYXRWZYXRZYXR WW

,,
,,,

−+
=∇+∇−

(4.3)

yaz l r ve buradan
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( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]UYgZXgUXgZYgWUZYXRgW

UZYXRUZYXRg WW

,,,,,,
,,,

−+

=∇+∇−
(4.4)

e itli ine ula r z.

{ }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun.

ni ≤≤1 için (4.4) denkleminde ieUX == al n rsa

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZYgWnZYSWeZYeRZYS
n

i
iiWW ,1,,,

1

−+=∇+∇− ∑
=

(4.5)

elde edilir.

(4.5) in ikinci bölümünde =Z al n rsa,

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ),,,, iiWiiW egYeRgeZYeR ∇=∇ (4.6)

ifadesi elde edilir.  Bu durumda Mp ∈ noktas nda

( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ),,,,

,,,,,,

WiWi

iWiWiW

YeRgYeRg
YeRgYeRgYeRg

∇−∇−
∇−∇=∇

(4.7)

olacakt r. { }ie bir ortonormal baz oldu undan p noktas nda 0=∇ iX e . (2.1), (2.6)

ve (2.13) e itliklerini kullanarak

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
,,

,,,

=
∇−∇=

∇−∇=∇

iWWi

iWWiWi

egYYge
eYYegYeRg

(4.8)

elde edilir. (4.8) e itli inde elde edilen sonucun (4.7) e itli ine uygulanmas yla
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( )( )( ) ( )( ) ( )( ),,,,,, WiiWiW YeRgYeRgYeRg ∇−∇=∇ (4.9)

e itli ine ula l r. ( )( ) ( )( ) 0,,,, =−= ii eYRgYeRg  e itli i gere ince

( )( ) ( )( ) 0,,,, =∇+∇ WiiW YeRgYeRg  (4.10)

elde edilir ki, buradan

( )( )( ) ( )( ) ( )( ),,,,,, WiWiiW YeRgYeRgYeRg ∇−∇−=∇ (4.11)

sonucuna ula l r. R nin çarp k (anti) simetrik olmas özelli i kullan larak

( )( )( ) 0,, =∇ YeRg iW (4.12)

bulunur. Bu durumda

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 0,,,, =∇=∇ iiWiiW egYeRgeZYeR  (4.13)

oldu u sonucuna ula l r.

      (4.5) de =Z al n r ve (2.17) e itli i uygulan rsa

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YWnYWnYSW 11, −+−−=∇− (4.14)

elde edilir.

( )( ) ( ) ( ) ( )WWWW YSYSYSYS ∇−∇−∇=∇ ,,,, oldu unu biliyoruz. Bu

denklemde (2.12) ve (2.17) uygulan rsa

( )( ) ( ) ( ) ( )WYSWYgnYSW ,,1, −−−=∇ (4.15)
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elde edilir. (4.14) ve (4.15) e itliklerinden

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]WWYnWYSWYgn −−−=+− 1,,1 (4.16)

denklemi elde edilir.

(4.16) e itli inde =Y  al n rsa ve (2.1), (2.6) ve (2.17) uygulan rsa

( ) ( )WW = (4.17)

oldu u görülür.

Teorem 4.1.2. M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu

manifoldu bir  Einstein manifolddur.

spat: (4.17) e itli inin (4.16) e itli inde uygulanmas yla

( ) ( ) ( )WYgnWYS ,1, −−= (4.18)

elde edilir. Bu da bize genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu manifoldun bir

Einstein manifold oldu unu gösterir.

Teorem 4.1.3. M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu

manifold olsun. Bu durumda, ( )gM n ,12 + nin karakteristik vektör alan ξ ve α 1-formu

ile ba lant l vektör alan A, e yönlüdür. Ayr ca α, 1-formu )()()( WAW = olarak

tan mlan r.

spat: M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi − recurrent Kenmotsu manifold

olsun. (4.3) e itli inden
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( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgW

ZYXRWZYXRZYXR WW

,,
,,,

−−

−∇=∇
(4.19)

oldu u görülür. (4.19) denklemine ikinci Bianchi e itli i uyguland nda

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]XZWgWZXgYZYXRYZXWR

WZYgYZWgXZWYRXZWYR
YZXgXZYgWZYXRWZYXR

ZXWRZWYRZYXR

Y

X

W

YXW

,,,,
,,,,

,,,,
,,,

−−−∇+
−−−∇+

−−−∇
=∇+∇+∇

(4.20)

elde edilir.(4.17) e itli inin (4.20) e itli ine uygulanmas yla,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,

,,,
,,,

=−++
−++

−+

XZWgWZXgYZXWRY
WZYgYZWgXZWYRX

YZXgXZYgWZYXRW
(4.21)

yaz l r. (4.21) de bir düzenleme yap larak

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,,,

,,,,,,
,,,,,,

=−++
−++

−+

UXgZWgUWgZXgYUZXWRgY
UWgZYgUYgZWgXUZWYRgX

UYgZXgUXgZYgWUZYXRgW
(4.22)

elde edilir. { }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz

olmak üzere, ni ≤≤1 için (4.22) denkleminde ieUX == al n rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0,),())),((

,2),(,2,
=−+−

−−+
UXgWUWgXUXWR

UWgXnUWSXUXgWnUXSW
(4.23)

elde edilir. (4.18) e itli inin (4.23) e uygulanmas yla

( ) ( ) ( ) 0,),())),(( =−+− UXgWUWgXUXWR (4.24)

oldu u kolayl kla görülür.
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(4.24) denkleminde == UX al n rsa,

)()()( WW =

veya

)()()( WAW = (4.25)

elde edilir.

Tan m 4.1.2. M, ( )12 += mn boyutlu Kenmotsu manifold olsun. ve (4.2) de

tan mlanan 1-formlar olmak üzere, concircular e rilik tensörü C (Yano ve Kon 1984),

a a daki art sa l yor ise M ye genelle tirilmi concircular − recurrent Kenmotsu

manifold denir.

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgWZYXCWZYXCW ,,,,2 −+=∇ (4.26)

Teorem 4.1.4. M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi concircular − recurrent

Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda ( ) ( ) ( ) ( ) .11 W
n
rnWn 



 +−=−

spat: M, ( )12 += mn boyutlu genelle tirilmi concircular − recurrent Kenmotsu

manifold olsun. (2.2) uygulan rsa

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]YZXgXZYgW

ZYXCWZYXCZYXC WW

,,
,,,

−+
=∇+∇−

  (4.27)

elde edilir. Buradan

( )( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]UYgZXgUXgZYgWUZYXCgW

UZYXCUZYXCg WW

,,,,,,
,,,

−+=

∇+∇−
 (4.28)

e itli ine ula l r.
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{ }ie , i = 1, 2, . . . , n her noktada tanjant uzay n n bir ortonormal baz olsun.

ni ≤≤1 için (4.28) denkleminde ieZY == al n rsa

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )UXgWn

UXg
n
rUXSWUXn

nn
rW

UXSUXgn
nn

rWUXS WW

,1

),(,)()(1
1
)(

)(,,1
1
)(,

−+





 −=−

−
−

∇+−
−

+∇−

(4.29)

elde edilir.

      (4.29) da =U al n r, (2.1), (2.6) ve (2.17) e itlikleri uygulan rsa

( ) ( ) ( ) ( ) ( )XWnX
n
rnW 1)(10 −−



 +−= (4.30)

elde edilir.

 (4.30) e itli inde =X al n rsa

( ) ( ) ( ) ( )W
n
rnWn 



 +−=− 11 (4.31)

e itli ine ula l r.



 53 

SONUÇ 

 

 

       Tezin birinci bölümü temel kavramlar ve bunlara ilişkin bilenen sonuçlara 

ayrılmıştır.  

 

      Tezin ikinci bölümünde, değme manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlarla ilgili genel 

bilgilere yer verilmiştir. 

 

      Tezin üçüncü bölümünde, Kenmotsu manifoldları üzerinde bazı eğrilik şartları 

başlığı altında, sırasıyla, semisimetrik, Ricci semisimetrik, Ricci recurrent, Weyl 

semisimetrik Kenmotsu manifoldlar, Kenmotsu manifoldlarda concircular eğrilik 

tensörünün özellikleri ve Ricci pseudosimetrik Kenmotsu manifoldlar incelenmiştir. Bu 

bölümde ayrıca, genelleştirilmiş recurrent, φ -simetrik ve φ -recurrent Kenmotsu 

manifoldlarla ilgili tanımlamalara ve sonuçlara yer verilmiştir. 

 

 M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifold olmak üzere, M manifoldu  

semisimetrik ( )0. =RR  ise,  1−  negatif sabit eğriklidir ve bir Einstein manifolddur.  M 

manifoldu  Ricci semisimetrik veya Ricci recurrent ise, yine bir Einstein manifold 

olacağı gösterilmiştir.  

 

      M, 3>n  ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifold olmak üzere, M konformal 

flat ise, sabit eğrilikli bir yüzeydir. Aynı şartlar altında M, Weyl semisimetrik ise 

konformal flattır. Buradan bir konformal recurrent Kenmotsu manifoldun hiperbolik 

yüzey ( )1nH  e lokal izometrik olacağı sonucuna ulaşılmıştır. 

 

      M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldlar üzerinde ( ) 0., =CXR ξ , 

( ) 0., =RXR ξ , ( ) 0., =CXC ξ   ve ( ) 0., =RXC ξ  durumları araştırılarak, birbirine denk 

pek çok eşitliğin oluştuğu ispatlanmıştır. 
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       M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olmak üzere, eğer M Ricci-

pseudosimetrik ise ( )1−−= nnr   skaler eğrilikli bir Einstein manifold olacağı (ki bu 

durumda M Ricci-semisimetriktir) veya M üzerinde 1−=SL  eşitliği sağlanacağı 

ispatlanmıştır. Buradan eğer concircular eğrilik tensörü C , ( ) 0., =SYC ξ  koşulunu 

sağlarsa, M nin skaler eğriliği ( )1−−= nnr  eşitliğini sağlayacağı veya M nin, 

( )1−−= nnr   sabit eğrilikli bir Einstein manifold olacağı sonucuna ulaşılmıştır. 

 

       M, ( )12 += mn  boyutlu bir genelleştirilmiş recurrent veya genelleştirilmiş Ricci 

recurrent  Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda, α  ve β  1-formları arasında 

βα =  bağıntısı gerçekleneceği ispatlanmıştır. Ayrıca, genelleştirilmiş recurrent 

Kenmotsu manifoldu için, skaler eğrilik r’nin 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ABnnrA ηηη 221 +−−=       

 

bağıntısı ile verilceği gösterilmiştir. Genelleştirilmiş concircular recurrent Kenmotsu 

manifoldlarda, her X vektör alanı için [ ]rX   skaler eğrilik r nin kovaryant türevini 

göstermek üzere, α  ve β  1-formları arasında 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] 0
1

1
1

1 =
−

−−







−

+ rX
nn

X
nn
rX βα     

 

bağıntısının olduğu gösterilmiştir. 

 

        M, ( )12 += mn -boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olmak üzere, M manifoldu 

−φ simetrik veya −φ recurrent ise, bir Einstein manifold olacağı sonucuna ulaşılmıştır. 

 

        Üç boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun lokal −φ simetrik olması için gerek ve 

yeter şart skaler eğriliğinin sabit olması olduğu ispatlanmış ve bir üç boyutlu lokal 

−φ simetrik Kenmotsu manifoldu örneğine yer verilmiştir. 
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       Tezin son bölümünde, genelleştirilmiş Փ–recurrent Kenmotsu manifoldlar ve 

genelleştirilmiş Փ–recurrent concircular Kenmotsu manifoldlar tanımlanmış ve bu 

manifoldlarla ilgili orjinal sonuçlara ulaşılmıştır. 

 

         M, ( )12 += mn  boyutlu genelleştirilmiş −φ recurrent Kenmotsu manifold olmak 

üzere, α  ve β  1-formları ( ) ( )WW αβ =  bağıntısının sağlanacağı gösterilmiş ve         

M, ( )12 += mn  boyutlu genelleştirilmiş −φ recurrent Kenmotsu manifoldun  bir  

Einstein manifold olduğu sonucuna ulaşılmıştır.  

 

      Ayrıca, ( )gM n ,12 +  nin karakteristik vektör alanı ξ ve α 1-formu ile bağlantılı vektör 

alanı A’nın, eşyönlü olacağı ispatlanmıştır. α, 1-formunun )()()( WAW ηηα =  olarak 

tanımlanabileceği belirtilmiştir. 

 

      M, ( )12 += mn  boyutlu genelleştirilmiş concircular −φ recurrent Kenmotsu 

manifold için, α  ve β  1-formları arasında ( ) ( ) ( ) ( )W
n
rnWn αβ 



 +−=− 11  

bağıntısının sağlanacağı gösterilmiştir. 
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