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ÖZET 
Yüksek Lisans Tezi 

nE  deki KENDİSİNE BENZER EĞRİLER VE YÜZEYLERİN BİR 
KARAKTERİZASYONU 

Esra ETEMOĞLU 
Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 

Bu çalışmada nE  deki kendisine benzer yüzeylerin 1. ve 2. temel form katsayıları 
yardımıyla bazı sınıflandırmaları verilmiştir. 
Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır.  
Birinci bölüm giriş bölümüdür.  
İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan temel tanım ve kavramlar 
verilmiştir.  
Üçüncü bölümde nE  deki eğriler ele alınmıştır. Bu bölümde kendisine benzer eğriler 
ile ilgili temel sonuçlar elde edilmiştir.  
Dördüncü bölümde 3E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölümde kendisine benzer 
yüzeyler ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir.  
Beşinci bölümde 4E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölümde kendisine benzer 
yüzeyler ile ilgili bazı sonuçlar elde edilmiştir.  
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ABSTRACT 
MSc Thesis 

A CHARACTERIZATION OF A SELFSIMILAR CURVES AND SURFACES IN nE   
Esra ETEMOĞLU 
Uludağ University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 
Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 

In this thesis, a characterizations of self similar surfaces in nE  with the help of  
coefficients of the first and second fundamental form are given. 
This thesis consist of five chapters.  
First chapter is introduction. 
In the second chapter it is given some basic definitions and theorems which will be use 
in the other chapters.  
In the third chapter self similar curves in n-dimensional Euclidean space  nE  are 
considered.  
In the fourth chapter self similar surfaces in 3-dimensional Euclidean space  3E  are 
considered. Some of the original results were obtained. 
In the final chapter self similar surfaces in 4-dimensional Euclidean space  4E  are 
considered. Some of the original results were obtained. 
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 R                                  M nin eğrilik tensörü 
R~                                  M~  nin eğrilik tensörü 
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1. GİRİŞ 
Bu çalışmanın amacı nE  deki kendisine benzer eğriler ve yüzeylerin bir 

karakterizasyonunu vermektir.  

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem 

ve tanımlar verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda nE  deki bir 

eğrinin Frenet eğrilikleri ve Frenet çatısı ile ilgili temel özelikler verilmiştir. İkinci 

kısımda nE  de regüler bir yama ile verilen yüzeylerin ikinci temel formları, Gauss ve 

ortalama eğrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazı sonuçlar verilmiştir.  

Üçüncü bölümde n-boyutlu Öklit uzayı nE  deki eğriler ele alınmıştır. Bu bölüm iki 

kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda nE  deki bir eğrinin eğrilik vektörü ile ilgili 

bilinen özelikler ele alınmıştır. İkinci kısımda nE  deki kendisine benzer eğriler ile ilgili 

temel sonuçlar verilmiştir. 

Dördüncü bölümde 3-boyutlu Öklit uzayı 3E  deki kendisine benzer yüzeylerin bir 

karakterizasyonu verilmiştir. Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda 3E

de kendisine benzer yüzeylerin bir karakterizasyonu verilmiştir. İkinci kısımda Monge 

yaması ile, üçüncü kısımda dönel yüzey yaması ve dördüncü kısımda ise paralel yüzey 

yaması ile verilen kendisine benzer yüzeyler ile ilgili temel sonuçlar elde edilmiştir.  

Son bölüm olan beşinci bölümde ise 4E  deki kendisine benzer yüzeyler ile ilgili temel 

sonuçlar verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.0. Giriş       

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem ve 

tanımlar verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda nE  deki bir 

eğrinin Frenet eğrilikleri ve Frenet çatısı ile ilgili temel özelikler verilmiştir. İkinci 

kısımda nE  de regüler bir yama ile verilen yüzeylerin ikinci temel formları, Gauss ve 

ortalama eğrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazı sonuçlar verilmiştir.  

2.1.  Frenet Çatısı ve Eğrilikleri  

nEI :  regüler parametrik bir eğri olsun. Bu takdirde It  için   nin yüksek 

mertebeden türevleri  ),(),( tt   )(s   )(,..., )( td ,  ( nd  ) lineer bağımsız ve 

),(),( tt   )(t  )(,..., )( td , )()1( td  lineer bağımlı ise   eğrisine d-ranklı Frenet 

eğrisi adı verilir. Bu durumda d-ranklı bir Frenet eğrisi nE  nin d-boyutlu alt uzayında 

yatacaktır. nE  nin d-boyutlu alt uzayını )(td  ile gösterelim. Bu alt uzay ),(),( tt  

)(t  )(,..., )( td  vektörleri ile gerildiğinden )(td  ye   eğrisinin d. nci oskülatör uzayı 

denir. Açık olarak )(1 t    )(2 t   ... )(td  dir. Eğer  , d-ranklı bir Frenet eğrisi ise 

),(),( tt   )(t  )(,..., )( td  vektörlerine Gram-Schmidt ortanormalleştirme metodu 

uygulayarak  ),(),( 21 tVtV )(3 tV )(,..., tVd  ortanormal d-çatısı (Serret-Frenet Vektörleri) 

elde edilir. Yani; 

 )(1 tE )(t  , 
)(
)()(

1

1
1 tE

tEtV  , 

)(tEk 2

1

1

)()(

)(

)()(),()(
tE
tEtEtt

i

i
k

i
i

kk 



                                                    (2.1.1)  

)(
)()(

tE
tEtV

k

k
k  , dk 2  

dir (Gluck 1966). 

Bu bölümde eğrileri hızlarına göre birim hızlı (yay-parametreli) ve keyfi hızlı (keyfi 

parametreli)  olarak inceleyeceğiz. 
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Teorem 2.1.1: nEI :  d-ranklı keyfi hızlı bir Frenet eğrisi olmak üzere    nın 

ortonormal çatısı ),(),( 21 tVtV )(3 tV )(,..., tVd  nin türevleri  )()( ttv    için 

)()()()(
)()()()()()()(

)()()()(

11

111

211

tVtttV
tVtstVtttV

tVtttV

ddd

iiiii














                                                            (2.1.2) 

( 12  di ) dir. Burada EIkk d  :,..., 11  fonksiyonları   nın Frenet eğrilik 

fonksiyonlarıdır. 

Açıklama 2.1.2: ),(),( 21 tVtV )(3 tV )(,..., tVd  vektörlerine Frenet d-çatısı ve (2.1.2) deki 

eşitliklere de Frenet denklemleri adı verilir. Bu denklemler matris formunda aşağıdaki 

şekilde yazılır; 





























)(
...

)(
)(
)(

3

2

1

tV

tV
tV
tV

d

=
































0..0
....

....

..0
0..0

1

1

1

21

1

d

d

































)(
...

)(
)(
)(

3

2

1

tV

tV
tV
tV

d

.                                            (2.1.3) 

Teorem 2.1.3: nEI :  d-ranklı keyfi hızlı bir Frenet eğrisinin ortonormal çatısı 

),(),( 21 tVtV )(3 tV )(,..., tVd  için

)(tFk 



kj

jj
kk tVtVtt )()(),()( )()(                                                               (2.1.4)

olmak üzere  

)(sk
1

1

FF
F

k

k , 11  dk                                                    (2.1.5) 

dir. 
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2.2. nE  de Yüzeyler 

M yüzeyi nEEUX  2:  yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp  noktasındaki teğet 

uzayı )(MTp , uX  ve vX  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece M nin birinci temel 

formu 

22 2 GdvFdudvEduI                                               (2.2.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,







                     (2.2.2) 

1. temel form katsayıları olup ,  bir Öklid iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.2.2) 

yardımıyla 

22 FEGXX vu                      (2.2.3) 

elde edilir. Eğer 0 vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir. 

Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vuX  yaması regüler kabul edilecektir ve 

22 WFEG                        (2.2.4) 

ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2.1: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. nE  

de Riemann koneksiyonu ~  ile gösterilsin. Bu durumda )(, MYX   lokal vektör 

alanları için M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu   olmak üzere M 

nin ikinci temel form dönüşümü 

,~),(;)()()(: YYYXhMMMh XX         (2.2.5) 
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biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.2.5) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.2: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. )(MX   ve 

)(M   için M nin şekil operatörü dönüşümü  

 
  XXXAMMMA ~;)()()(:                                      (2.2.6) 

biçiminde tanımlanır. Burada XA ,   ya karşılık gelen şekil operatörü ve   ise 

)(M  normal demete ait normal koneksiyondur.  Herhangi )(, MTYX p  için 

 ),,(, YXhYXA                                 (2.2.7) 

dir. Bu operatör self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatürde (2.2.6) eşitliği Weingarten 

denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Ayrıca )(,, MTZYX p  için M yüzeyinin ikinci temel formu h nın kovaryant türevi 

),(),(),(),)(( ZYhZYhZYhZYh XXXX    

dir. Böylece Codazzi denklemi 

),)((),)(( ZXhZYh YX                                (2.2.8) 

dir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.3: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  ve normal vektör alanları 221 ,,, nNNN   
olmak üzere M nin ikinci temel form katsayıları  

kvvkvv
k

kvukuv
k

kuukuu
k

NXXhNXc

nkNXXhNXc

NXXhNXc

),,(,

21,),,(,

,),,(,

22

12

11







                           (2.2.9) 

şeklinde tanımlanır (Mello 2003). 
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Tanım 2.2.4: M yüzeyi nEEUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu durumda M yüzeyinin Christoffel sembolleri k
ij ( 2,,1  kji ) 

)(2
2

)(2
2

)(2)(2

)(2
2

)(2
2

2
2
222

1
22

2
2

122
1
12

2
2

112
1
11

FEG
FGFFEG

FEG
FGGGGF

FEG
FEEG

FEG
FGGE

FEG
FEEEEF

FEG
FEFFGE

uvvvuv

vuuv

uvuvuu































                        (2.2.10) 

biçiminde tanımlanır. Burada 1
12

1
21   ve 2

12
2
21   dir (Gray 1993). 

Önerme 2.2.5: M yüzeyi nEEUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu takdirde )(, MTXX pvu   ve   )(,...,, 221 MTNNN pn


   için  

2
2

222
2
221

1
22

2
22

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
12

1
12

2
2

112
2
111

1
11

2
11

1
11

...~
...~
...~
















n
n

vuvXvv

n
n

vuvXuv

n
n

vuuXuu

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

v

u

u

                       (2.2.11) 

dir (Gray 1993). 

Böylece (2.2.11), (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

Sonuç 2.2.6: M yüzeyi nEEUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde 

2
2

222
2
221

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
2

112
2
111

1
11

...),(

...),(

...),(
















n
n

vv

n
n

vu

n
n

uu

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

                  (2.2.12) 

dir. 

Sonuç 2.2.7: M yüzeyi nEEDX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde  
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vuvvvv

vuuvvu

vuuuuu

XXXXXh

XXXXXh

XXXXXh

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11

),(

),(

),(







                           (2.2.13) 

dir. 

Tanım 2.2.8: 2),(:),( EDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

Gauss eğriliği  







2

1

2
1222112 ))((1 n

i

iii ccc
W

K                                                              (2.2.14) 

dir (Mello 2009). 

Tanım 2.2.9: nEM   yüzeyi 2),(:),( EDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde her   )(, 21 MTXX p  ve   )(,...,, 221 MTNNN pn


   ortonormal bazları için M 

nin ortalama eğrilik vektörü 







2

1

n

i
ii NHH                                                    (2.2.15) 

dir. Burada  

 





2

1
2212112 2

2
1 n

i

iii
i EcFcGc

W
H                                                                           (2.2.16) 

M nin i.nci ortalama eğriliğidir. Bununla birlikte M nin ortalama eğriliği HH   dir 

(Mello 2003). 
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3. nE   DE KENDİSİNE BENZER EĞRİLER 

 

3.0. Giriş 

Bu bölümde n-boyutlu Öklit uzayı nE  deki eğriler ele alınmıştır. Bu bölüm iki kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci kısımda nE deki eğriler ile ilgili temel kavramlar tanıtılmıştır. 

İkinci kısımda nE  deki kendisine benzer eğriler ile ilgili temel sonuçlar verilmiştir. 

3.1. Bir Eğrinin Eğrilik Vektörü 

Tanım 3.1.1: nEI :  birim hızlı parametrik bir eğri olsun. Bu takdirde  eğrisinin 

eğrilik vektörü 

nEI :


; )()( ss  


                                                    (3.1.1) 

biçiminde tanımlanır. Bununla birlikte  

),0[: I


; )(s


 = )(s          (3.1.2) 

fonksiyonuna  eğrisinin eğriliği denir (Gray 1993).  

Y. Teorem 3.1.2: nEIu :  vektör değerli fonksiyonu verilsin. Bu taktirde 

)(
)(

)(),(
)(

1
)(
)(

)(
)(

2 tu
tu

tutu
tutu

tu
tu
tu

dt
d 






















 















      
(3.1.3)  

dir (Gray 1993). 

İspat: nEIvu :,   vektör değerli fonksiyonları verilsin. Analizde çarpımın türevi 

kuralı yardımıyla 

   )(),()(),()(),( tvtutvtutvtu
dt
d 

      
(3.1.4) 

dir. Böylece  
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   

)(
)(),(

)(),(2
)(),()(),(

)(),()(

tu
tutu

tvtu
tutututu

tutu
dt
dtu

dt
d





















 

yardımıyla 

 

)(
)(

)(),(
)(

1
)(
)(

)(
)(

)(

)(
)(

)(
)(

1
)(
)(

)(
)(

2

2

tu
tu

tutu
tutu

tu

tu
tu

tu
dt
d

tu
tu

tu
tudt

d
tu
tu

tu
tu

dt
d





































 




































     

(3.1.5) 

elde edilir. 

Teorem 3.1.3: nEI :  keyfi parametreli regüler parametrik bir eğri olsun.  Bu 

takdirde  eğrisinin eğrilik vektörü nEI :


;  






















 )(

)(
)(),()(

)(
1)( 22 t

t
ttt

t
t 









      

(3.1.6) 

dir (Gray 1993). 

İspat:  keyfi parametreli regüler bir eğri olsun. Böylece  eğrisinin birim hızlı yeniden 

parametrelendirmesi nEJ : ; h   olacak şekilde vardır. Böylece   

   
ds
dtt

dt
dt

ds
ds )()()(   ; tsh )(  

dir. Ayrıca 1)(  s  ve )(t
dt
ds    olduğundan 

)(
)()(

t
ts






  elde edilir. Böylece 
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)()( ss  
  

ds
dt

t
t

dt
d

t
t

ds
ds

ds
d




























)(
)(

)(
)()(







                                      
(3.1.7) 

dir. Ayrıca Y. Teorem 3.1.2 yardımıyla 



































)(
)(),(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

2 t
tt

t
t

t
t

t
t

dt
d











  

elde edilir. Son eşitlik (3.1.7) de yerine yazılıp )(t
dt
ds    eşitliği kullanılırsa (3.1.6) 

elde edilir. �

Teorem 3.1.3 ün bir sonucu aşağıdaki gibidir. 

Sonuç 3.1.4: nEI :  keyfi parametreli regüler bir eğri olsun.  Bu taktirde 

eğrisinin eğrilik vektörü )(t


 olmak üzere 0)(),(  tt 


 dır (Gray 1993).  

Tanım 3.1.5: nEI :  keyfi parametreli regüler bir eğri olsun. Bu durumda 

eğrisinin birim teğet vektörü nEIu : ; 
)(
)()(

t
ttu






  biçiminde tanımlanır.  eğrisi 

regüler ve 0)(  t  olduğundan )(tu  vektörü iyi tanımlıdır.  Ayrıca başka bir vektör 

değerli fonksiyon nEIv : ; nin dik izdüşümü 

)()(),()()( tututvtvtv 
         (3.1.8) 

şeklinde tanımlanır (Gray 1993). 

Sonuç 3.1.6: Keyfi parametreli bir   eğrisinin eğrilik vektörü )(t


 olmak üzere  

2)(
)()(

t
tt









           (3.1.9) 

dir (Gray 1993). 
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İspat: (3.1.8) eşitliğinden 

)(
)(

)(),()()( 2 t
t

tttt 



 




                                                            (3.1.10) 

elde edilir.  Böylece  (3.1.10) eşitliği (3.1.6) da yerine yazılırsa (3.1.9) elde edilir. �

 

3.2. En de Kendisine Benzer Eğriler 

nEI :  türevlenebilir bir eğri olsun. Bu taktirde   eğrisinin türevlerinden 

)()()(
)(

)(),()(

)()(

21
2

1

1

svtsv
t

ttt

vtt
















      

(3.2.1) 

elde edilir. Ayrıca (3.1.6) eşitliği yardımıyla  eğrisinin eğrilik vektörü  

 
)(

)(1

)(
)(

)(),()(
)(

1)(

21

21
2

2

22

tv

tvv
v

t
t

ttt
t

t








































                                                           (3.2.2)  

bulunur. Buradan  

)()( 1 tt  


           (3.2.3) 

dir. 

Tanım 3.2.1: nEI :  türevlenebilir bir eğri olsun. Bu taktirde 

 )()( tt 


=0                                                                                (3.2.4) 

eşitliği sağlanırsa   ya kendisine benzer eğri denir. Burada  

)(
)(

)(),()()( 2 t
t

tttt 


 




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ifadesi   eğrisinin dik izdüşümüdür.  

Önerme 3.2.2: nEI :  türevlenebilir bir eğri olsun. Bu taktirde   eğrisinin 

kendisine benzer eğri olması için gerek ve yeter şart eğrisinin düz bir doğru yada 1.nci 

Frenet eğriliğinin 

)(),()( 21 ttvt             (3.2.5) 

olmasıdır. 

İspat: (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) eşitlikleri ve )(),()(),( tttt 


  yardımıyla 

  0)(),()()(

)(),()())(()(),()(),(

211

21
2

1



 

ttvtt

ttvtttttt






 

elde edilir. Buradan 0)(1 t yada 0)(),()( 21  ttvt   dir .� 

Tanım 3.2.3: nIEI :  regüler bir eğri olsun. Bu taktirde nın 1. eğriliği sabit ise bu 

eğriye Salkowski eğrisi adı verilir [Salkowski 1909]. 

Örnek 3.2.4: 3-boyutlu Öklit uzayı  3E  de sabit 1k  eğrilikli eğrilerin karakterizasyonu 

ilk olarak E. Salkowski tarafından verilmiştir (Salkowski 1909). Bu eğrilerin parametrik 

gösterimi 

nt
mm

tz

ttn
n

ntn
n

n
m

ty

ttn
n

ntn
n

n
m

tx

2cos
14
1)(

cos
2
1)21cos(

)21(4
1)21cos(

)21(4
1

1
1)(

sin
2
1)21sin(

)21(4
1)21sin(

)21(4
1

1
1)(

2

2

2














































 

biçimindedir. Burada 










 0,

3
1/;

1
,

2
1

2
IRm

m
mnn

 
dır. 
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Tanım 3.2.5: nE  regüler bir eğri olsun. Eğer   eğrisi nE nin (n-ı)-boyutlu bir hiper 

küresinde yatıyor ise   eğrisine küresel eğri denir (Kocayiğit ve ark. 2003). 

Önerme 3.2.6: nE eğrisi kendisine benzer bir eğri olsun. Eğer    eğrisi küresel bir 

eğri ise bu taktirde  eğrisi Salkowski eğrisidir.  

İspat: nE küresel bir eğri olduğundan 1,    dır. Buradan  

0,2,  
dt
d

 

elde edilir. Böylece  

0,,,  
dt
d

                                                                                  (3.2.6) 

bulunur. Ayrıca 2, v   olup 21
2

1 vvvv    eşitlikleri (3.2.6) eşitliğinde yerine 

yazılırsa 

  01,, 21
2

1   vvvv                     (3.2.7) 

elde edilir. Diğer taraftan (3.2.5) eşitliği yardımıyla 





)()(),( 1
2

tttv 
 
dır. Buradan 

0)(1,
2

12
1 











 tvvv

         
(3.2.8) 

dır. Ayrıca 0,    olduğundan 0,1 v bulunur. Böylece (3.2.8) den  )(2
1 t  

sonucuna varılır. O halde, Tanım 3.2.3 gereği   bir Salkowsi eğrisidir. � 

 

3.3. Kendisine Benzer Düzlemsel Eğriler 
2)( Et   eğrisi  )(),()( tytxt   keyfi parametrelendirilme ile verilsin. Bu eğrinin 

Frenet vektörleri 

    

    )(,
))(())((

1

,),(
))(())((

1

222

221

txty
tytx

tv

tytx
tytx

tv











       

(3.3.1) 
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dir. Böylece   eğrisinin eğriliği 

 
    2/322

21
1

))(())((
)()()()()(,)(

tytx
tytxtytx

t
tvtvt












                                                 (3.3.2) 

dir. Eğer   eğrisi kendisine benzer bir eğri ise Önerme 3.2.2. den  

  0)(),()()( 211  ttvtt   

dir. Buradan 

      0)()( 22  yxyxyxyxyxyxyx   

elde edilir.  

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir; 

Teorem 3.3.1: 2E  eğrisi  )(),()( tytxt   parametrelendirilmesi ile verilsin. Bu 

taktirde   eğrisi düz bir doğrudur yada  

      0)()( 22  yxyxyxyxyxyxyx                   (3.3.3) 

eşitliğini sağlayan düzlemsel bir eğridir. 

Örnek 3.3.2: 2E  eğrisi  )(,)( tftt   parametrelendirilmesi ile verilsin. Bu 

durumda (3.3.3) eşitliğinden  

  battf    yada         0)(1)( 2  tftftfttf   

elde edilir. 

Örnek 3.3.3:  ))(sin()),(cos()( trtrt   parametrelendirilmesi ile verilen birim çemberi  

1  durumunda kendisine benzer bir eğridir.  
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3.4. Kendisine Benzer Uzay Eğrileri 

3E  eğrisi  )(),(),()( tztytxt   keyfi parametrelendirilme ile verilsin.   eğrisinin 

türevleri  

 
 )(),(),()(

)(),(),()(
tztytxt

tztytxt






 

olmak üzere 

 xyyxzxxzyzzy  ,,  

elde edilir. Burada işlem kolaylığı için  

,)(
,)(
,)(

xyyxtc
zxxztb
yzzyta







 

alınacaktır. Böylece,  

     tctbta 222    

dır. Bu eğrinin Frenet vektörleri 

     
 

       
 

 ,)(),(),(
)()()(

1)(

,,,
)()()(

1)(

,)(),(),(1)(

2223

2222222

2221

tctbta
tctbta

tv

xbyazaxcyczb
tctbtazyx

tv

tztytx
zyx

tv














  

(3.4.1) 

dir. Böylece   eğrisinin eğriliği 

      2
3

222

222

1
)()()(

)(
zyx

tctbta
t




                                                                          (3.4.2) 

olarak bulunur. Eğer   eğrisi kendisine benzer bir eğri ise Önerme 3.2.2. den  

  0)(),()()( 211  ttvtt   
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dir. Buradan 

              0222222  xbyazzaxcyyczbxzyxcba   

elde edilir. 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir; 

Teorem 3.4.1: 3E  eğrisi  )(),(),()( tztytxt   parametrelendirilmesi ile verilsin. 

Bu taktirde   eğrisi düz bir doğrudur yada 

              0222222  xbyazzaxcyyczbxzyxcba        (3.4.3) 

eşitliğini sağlayan bir eğridir. 
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4. 3E  DE KENDİSİNE BENZER YÜZEYLER 

4.0. Giriş 

Bu bölümde 3-boyutlu Öklit uzayı 3E  deki kendisine benzer yüzeylerin bir 

karakterizasyonu verilmiştir. Bu bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda 3E

de kendisine benzer yüzeylerin bir karakterizasyonu verilmiştir. İkinci kısımda Monge 

yaması ile, üçüncü kısımda dönel yüzey yaması ve dördüncü kısımda ise paralel yüzey 

yaması ile verilen kendisine benzer yüzeyler ile ilgili temel sonuçlar elde edilmiştir.  

 

4.1. 3E de Kendisine Benzer Yüzeyler 
3EM  yüzeyi 

    )),(),,(),,((),( 321 vuxvuxvuxvuX                                                                        (4.1.1) 

regüler yaması ile verilsin. M  yüzeyinin 1’nci ve 2’nci temel form katsayıları sırasıyla 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,

,







                                                                                                             (4.1.2) 

ve 

u v

u v

X XN
X X







 

birim normal vektör olmak üzere 

NXg

NXf

NXe

vv

uv

uu

,

,

,







                                                                                                             (4.1.3)  

dir. Hesaplama kolaylığından H.Anciaux tarafından 



18 
 

vuvv

vuuv

vuuu

XXXg

XXXf

XXXe







,

,

,

          (4.1.4) 

alınarak 3EM   yüzeyinin ortalama eğriliği 

2
32 )(

22
FEG

FfEgGeH



           (4.1.5) 

biçiminde tanımlanır (Anciaux 2006). 

Bununla birlikte bir 3EM   yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü HNH   biçiminde 

tanımlanır. 

Tanım 4.1.1: 3EM  yüzeyi 

0 XH 


 

eşitliğini sağlarsa, bu yüzeye kendisine benzer yüzey denir (Anciaux 2006). Burada X

vektörü X in normal bileşenidir. 

Önerme 4.1.2: 3EM  yüzeyinin kendisine benzer yüzey olması için gerek ve yeter 

şart                               

0),,det()(22 2  vu XXXFEGFfEgGe                                                   (4.1.6) 

olmasıdır (Anciaux 2006). 

İspat: :)(  M  yüzeyi kendisine benzer bir yüzey olsun. Bu taktirde 0H X  


 
eşitliği sağlanır. Böylece kendisine benzer yüzey olma şartı  

0,  NXH                                                                                 (4.1.7) 

olarak yazılabilir. Buradan 
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),,det(1,1,,
2 vuvu

vuvu

vu XXX
FEG

XXX
XXXX

XXXNX









 (4.1.8) 

bulunur. Böylece (4.1.5) ve (4.1.8) eşitlikleri (4.1.7) eşitliğinde yerine yazılıp 

düzenlenirse (4.1.6) elde edilir. 

:)( Tersi benzer şekilde gösterilebilir.� 

Sonuç 4.1.3: 3EM   yüzeyi, ),( vuX  regüler yaması ile verilen sabit ortalama eğrilikli 

( 0)H   bir yüzey olsun. M  yüzeyinin kendisine benzer yüzey olması için gerek ve 

yeter şart 

0),,det()( 2  vu XXXFEG  

olmasıdır. 

İspat: M  yüzeyi kendisine benzer yüzey olsun. Bu taktirde 0 XH 


 eşitliği 

sağlanır. Böylece (4.1.7) ve (4.1.8) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 

 

4.2. Monge Yamasıyla Verilen Yüzeyler 

3EM  yüzeyi 

)),(,,(),( vufvuvuX                                                                                      (4.2.1) 

biçiminde Monge yaması ile verilsin (O’Neill 1997). Bu taktirde X yamasının kısmi 

türevleri 

),0,0(
),0,0(
),0,0(

),1,0(
),0,1(

vvvv

uvuv

uuuu

vv

uu

fX
fX
fX

fX
fX







 

dir. Buradan  
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2

2

1,

,

1,

vvv

vuvu

uuu

fXXG

ffXXF

fXXE







                                                                        (4.2.2) 

ve 

vvvuvv

uvvuuv

uuvuuu

fXXXg

fXXXf

fXXXe







,

,

,

                                                               (4.2.3) 

elde edilir. Ayrıca 

)(),,det( vuvu vfuffXXX                                                  (4.2.4) 

dir. Böylece (4.2.2)– (4.2.4) eşitlikleri (4.1.6) eşitliğinde yazılırsa 

0))(1(22)1()1( 2222  vuvuuvvuuvvvuu vfufffffffffff               (4.2.5) 

bulunur (Etemoğlu ve ark. 2013). 

Buradan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.1: 3EM   yüzeyi (4.2.1) Monge yamasıyla verilen bir yüzey olsun. M  
yüzeyinin kendisine benzer yüzey olması için gerek ve yeter şart (4.2.5) eşitliğinin 

sağlanmasıdır (Etemoğlu ve ark. 2013). 

Tanım 4.2.2: 3EM   yüzeyi 

))(,,0()(
))(,0,()(

vgvv
uhuu







          (4.2.6) 

uzay eğrilerinin toplamı olarak tanımlanırsa bu yüzeye öteleme yüzeyi denir. Bu nedenle 
3EM   öteleme yüzeyi 

))()(,,(),( vguhvuvuX           (4.2.7) 

Monge yaması ile tanımlanır (Liu 1999). 
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Sonuç 4.2.3: 3EM   öteleme yüzeyi olsun. M  yüzeyinin kendisine benzer yüzey 

olması için gerek ve yeter şart 

0))()()(1(2))(1())(1( 2222  gvhughhghggh     (4.2.8) 

olmasıdır. 

İspat: 3EM   bir öteleme yüzeyi olduğundan )()(),( vguhvuf  dir. Böylece 

)(),(
0),(

)(),(
)(),(
)(),(

vgvuf
vuf

uhvuf
vgvuf
uhvuf

vv

uv

uu

v

u










 

eşitlikleri (4.2.5) de yerine yazılırsa (4.2.8) elde edilir. 

Tersi aşikardır.� 

Örnek 4.2.4: )cos(ln1)( au
a

uf 
 

ve )cos(ln1)( av
a

vg   alındığında elde edilen 

öteleme yüzeyi Sherk yüzeyi olup minimal bir yüzeydir. Bu yüzey 0   durumunda 

kendisine benzer yüzeydir (Liu 1999). 

Teorem 4.2.5: M  öteleme yüzeyi, sabit ortalama eğrilikli ( 0)H   bir yüzey olsun. Bu 

taktirde M  yüzeyi 

avvg

uH
H

auh








)(

41
2
1)( 22

2

       

  (4.2.9) 

parametrizasyonu ile verilen bir yüzeydir. Burada 1a   ve sıfırdan farklı pozitif bir 

sabittir (Liu 1999). 

Böylece (4.2.8)–(4.2.9) eşitlikleri kullanılarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.2.6: 3-boyutlu Öklit uzayı 3E  de sıfırdan farklı sabit ortalama eğrilikli 

kendisine benzer bir öteleme yüzeyi yoktur.  
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İspat: 3EM  yüzeyi (4.2.7) yaması ile verilen sabit ortalama eğrilikli ( 0)H   bir 

öteleme yüzeyi olsun. Bu taktirde M  yüzeyinin kendisine benzer bir yüzey olması için 

(4.2.8) eşitliğin sağlanması gerekir. Yani  

0)(2  gvhughH                                                    (4.2.10) 

olmalıdır. Böylece H  ve   sabit olduklarından (4.2.10) eşitliğinden 

2

1

)()(
)()(

cvgvvg
cuhuuh




 

 ( Rci   reel sabit) olmalıdır. Bu denklem sistemin çözümünden 

21 )(,)( cbvvgcauuh                                                                                 (4.2.11) 

elde edilir. Bu değerler  

))()(1(2
))(1())(1(

22

22

hg
hgghH




  

eşitliğinde yerine yazılırsa 0H  bulunur. Bu da bir çelişki oluşturur. Bu nedenle M  

yüzeyi kendisine benzer olamaz.� 

 

 

4.3. Dönel Yüzeyler 
3EM   yüzeyi 

)sin)(,cos)(),((),( vugvugufvuX                                                               (4.3.1) 

yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun (O’Neill 1997). Bu taktirde 

)sin,cos,0(
)cos,sin,0(

)sin,cos,(
)cos,sin,0(

)sin,cos,(

vgvgX
vgvgX

vgvgfX
vgvgX

vgvgfX

vv

uuuv

uuuuuuuu

v

uuuu









 

dir. Buradan  
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2

22

,

0,

,

gXXG

XXF

gfXXE

vv

vu

uuuu







 

                                                                                    (4.3.2) 

ve 

uvuvv

vuuv

uuuuuuvuuu

fgXXXg

XXXf

gffggXXXe

2,

0,

)(,







                                                             (4.3.3) 

elde edilir. Ayrıca 

)(),,det( uuvu gffggXXX                                                                           (4.3.4) 

dir. Böylece (4.3.2) – (4.3.4) eşitlikleri (4.1.6) eşitliğinde yazılırsa 

0))((2)()( 2222  uuuuuuuuuuuuu gffggfggffgffgg                                     (4.3.5) 

elde edilir. 

Teorem 4.3.1: 3EM   yüzeyi (4.3.1) yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. M  
yüzeyinin kendisine benzer yüzey olması için gerek ve yeter şart (4.3.5) eşitliğinin 

sağlanmasıdır (Etemoğlu ve ark. 2013). 

Örnek 4.3.2: 3EM   yüzeyi (4.3.1) yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. Bu 

taktirde 

)cosh()(

)(

b
a
uaug

uuf




 

alındığında M  yüzeyi katenoid olup minimal bir yüzeydir. Böylece 0   durumunda 

kendisine benzer yüzey olur (Etemoğlu ve ark. 2013). 

Örnek 4.3.3: 3EM   yüzeyi (4.3.1) yaması ile verilen bir dönel yüzey olsun. Bu 

taktirde 

sabituguuf  )(,)(  
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değerleri için M  yüzeyi bir silindir olup düz bir yüzeydir. Böylece 1
2

g


   

durumunda kendisine benzer yüzey olur (Etemoğlu ve ark. 2013). 
  

 

4.4. Paralel Yüzeyler 

Bu kısımda 3E  ün paralel yüzeyleri ele alınmıştır. Bir M yüzeyi ile onun M  paralel 

yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri ile ilgili bağıntılar elde edilmiştir.  

Tanım 4.4.1: 3EM   yüzeyi  vuX ,  yaması ile verilsin. Bu taktirde M yüzeyinin 

birim normal vektörü ),( vuN


olmak üzere  

),(),(),(* vuN vuXvuX


                                                                                    (4.4.1) 

parametrelendirmesine sahip yüzeye M  yüzeyinin paralel yüzeyi denir (Görgülü 1989, 

Gray 1993). 

Teorem 4.4.2: 3EM   yüzeyinin paralel yüzeyi *M  olsun. M  yüzeyinin şekil 

operatörü A ve 1k , 2k  ve *
1k , *

2k  sırasıyla M  ve *M  yüzeyinin asli eğrilikleri olmak 

üzere 0)det(  AI   ise 

2 1     
1

* ,i
k

kk
i

i
i 





                                                                                               (4.4.2) 

dir (Gray 1993). 

Teorem 4.4.3: 3EM   yüzeyinin paralel yüzeyi *M  olsun. Bu taktirde K, H ve K ,
H  sırasıyla M ve M  yüzeylerinin Gauss ve ortalama eğrilikleri olmak üzere 





2

2
1 



H
K                                                                                                  (4.4.3) 
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



2

2
1 




H

HH                                                                                                  (4.4.4) 

dır (Carmo 1983), (Hacısalihoğlu 1983) ve (Görgülü, 1989). 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.4.4: M yüzeyinin paraleli olan M  yüzeyi kendisine benzer bir yüzey olsun.   

Bu taktirde M yüzeyinin kendisine benzer bir yüzey olması için Gauss ve ortalama 

eğrilikleri sabit olmalıdır. 

İspat: M yüzeyi kendisine benzer yüzey olsun. Bu durumda  

0,   NXH 
                       

(4.4.5) 

dır. M  yüzeyinin ortalama eğriliği (4.4.4)  ve (4.4.1) eşitliği (4.4.5) eşitliğinde yerine 

yazılırsa 

0,

2
1 2




  NNX
H

H 


  

bulunur. Son eşitlik düzenlenirse  

0

2
1

,

2
1 22







 



 KH

KNX
H

H                                                (4.4.6) 

elde edilir. Böylece 

0,   NXH   

eşitliğinin sağlanması için 0
2

2  KH 
 ve K olmalıdır. Buradan istenilen 

sonuç elde edilir. � 
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5. 4E  DE KENDİSİNE BENZER YÜZEYLER  

 

5.0. Giriş 

Bu bölümde 4E deki kendisine benzer yüzeyler ile ilgili temel sonuçlar verilmiştir. 

 

5.1. 4E de Kendisine Benzer Yüzeyler 

 

Tanım 5.1.1: M  yüzeyi 4: EUX   lokal parametrizasyonu ile verilsin. M  yüzeyi 

2,1,0,,  iNXNH ii 


                                                                                 (5.1.1)    

eşitliğini sağlarsa bu yüzeye kendisine benzer yüzey denir. Burada iN vektörleri yüzeyin 

birim normal vektörleridir. Böylece (5.1.1) eşitliği düzenlenirse 

  iiuvivviuu NXFEGFNXENXGNX ,2,2,, 2                               (5.1.2) 

elde edilir. 

Önerme 5.1.2: 4EM   yüzeyi    )(),(),(),(, 4321 uxuxuxuxvuX   regüler yamasıyla 

verilsin. M yüzeyinin kendisine benzer yüzey olması için gerek ve yeter şart 

 
  2

22
12

2
22

2
11

1
21

12
1
22

1
11

,22

,22

NXFEGFcEcGc

NXFEGFcEcGc








                                                            (5.1.3) 

olmasıdır (Etemoğlu ve ark. 2013). 

İspat: (2.2.9) eşitlikleri kullanılarak (5.1.2) eşitliğinde yerine yazılırsa istenilen sonuç 

elde edilir. 

Tanım 5.1.3: 3: ER  ,         ufufufu 321 ,,  uzay eğrisi ve 2: ER  , 

      vgvgv 21 ,  düzlem eğrilerinin küresel çarpım yüzeyi  

;: 42 EEX                 vgufvgufufufvuX 231321 ,,,,   

   1010 ,,, vvJvuuu   yaması ile tanımlanır (Jaklic ve ark. 2000). Burada 

  01 uf  yada   02 uf  olduğunda   32:, EEvuX    yaması düzlemsel 

eğrilerinin küresel çarpımına dönüşür.  
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Son zamanlarda G.Ganchev ve V.Milousheva         ufufufu 321 ,,  uzay eğrisi ve 

   vvv sin,cos  çemberinin genel çarpımını 

                20,;sin,cos,,, 3321  vuvufvufufufvuvuX           (5.1.4) 

küresel çarpım yüzeyi olarak ele almışlardır. Burada   birim hızlı eğri olup 

      12
3

2
2

2
1  fff , 03 f  şartları sağlanır (Ganchev ve Milousheva 2008). (5.1.3) 

yamasıyla verilen yüzeyler Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri olarak adlandırılır 

(Bulca 2012).  

Önerme 5.1.4: 4EM   yüzeyi (5.1.4) yamasıyla verilen küresel çarpım yüzeyi olsun. 

Bu taktirde M  yüzeyinin kendisine benzer olması için gerek ve yeter şart 

 

  02 332211333
2  fffffffff   

ve 

       02 11221313312233213   ffffffffffffffff  

olmasıdır (Etemoğlu ve ark. 2013). 

İspat:           vufvufufufvuX sin,cos,,, 3321  yamasının kısmi türevleri 

 

 vfvf
v
X

vfvfff
u
X

cos,sin,0,0

sin,cos,,

33

3321









 

olmak üzere M yüzeyinin 1. Temel form katsayıları 

   
   
     ufvuXvuXG

vuXvuXF

vuXvuXE

vv

vu

uu

2
3,,,

0,,,

1,,,







                                                                                 (5.1.5)     

dır. Ayrıca  vuX , yamasının 2. Kısmi türevleri 

   
   
   vfvfvuX

vfvfvuX
vfvfffvuX

vv

uv

uu

sin,cos,0,0,
cos,sin,0,0,

sin,cos,,,

33

33

3321






                                                                            (5.1.6) 

dır. Ayrıca M  yüzeyinin birim normal vektörleri 
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 

 vffffvffffffffffffN

vfvfffN

sin)(,cos)(,,1

sin,cos,,1

21212121313132322

33211







                      (5.1.7)  

olmak üzere (5.1.6) ve (5.1.7) eşitlikleri (2.2.9) da yerine yazılırsa M  yüzeyinin 2. 

Temel form katsayıları 

 
 

 

 
 

  .,,

,0,,

,0,,

,,,

,0,,

,,,

13
2

2
22

2
2
12

2
2
11

33
1

1
22

1
1
12

1
1
11








fNvuXc

NvuXc

NvuXc

ffNvuXc

NvuXc

NvuXc

vv

uv

uu

vv

uv

uu















                                                                                   (5.1.8)  

bulunur. Burada  

     2
3

2
2

2
1 fff   

  eğrisinin eğriliği ve 

)()( 21211 uffuff   

  eğrisinin 21eOe  düzlemine izdüşümü olan ))(),(()( 211 ufufu   eğrisinin 

eğriliğidir. 

(5.1.5) ve (5.1.8) eşitlikleri (5.1.3) de yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 5.1.5: 4EM   yüzeyi (5.1.4) regüler yamasıyla verilen küresel çarpım yüzeyi 

olsun. 033
2  ff  ve 01   ise M  yüzeyi minimaldir ve 0  için kendisine 

benzer yüzeydir (Etemoğlu ve ark. 2013).  

İspat: (5.1.8) eşitlikleri (2.2.15) de yerine yazılırsa M  yüzeyinin ortalama eğrilik 

vektörü 

2
3

1
1

3

3

222
N

f
N

f
fH














 



 

elde edilir. Böylece M  yüzeyinin minimal olması için 033
2  ff  ve 01   şartları 

sağlanır (Bulca ve ark. 2012). Buradan 0 durumunda istenilen sonuç elde edilir. 
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Tanım 5.1.6: 4: EUX   bir dönüşüm olsun. f  ve g  türevlenebilir fonksiyonlar 

olmak üzere 

 ),(),,(,,),( vugvufvuvuX                                                                                    (5.1.9) 

parametrizasyonuna 4E de Monge yaması denir (Aminov 1994). 

Önerme 5.1.7: M  yüzeyi Monge yamasıyla verilen türevlenebilir bir yüzey olsun. Bu 

taktirde M  yüzeyinin kendisine benzer bir yüzey olması için gerek ve yeter şart 

   022 2  vuuvvvuu vfuffFEGFfEfGf   

ve 

     
       02

2
2 



vvuu

uvuvvvvvuuuu

AgBfvAgBfuBfAgFEG
FBfAgEBfAgGBfAg


 

olmasıdır. Burada 

   

   22

22

1

,
,1

vv

vuvu

uu

gfG

ggffF
gfE






 

ve 

   

   22

22

1

,
,1

vu

vvuu

vu

ggC

gfgfB
ffA






 

dır (Etemoğlu ve ark. 2013). 

İspat:  ),(),,(,,),( vugvufvuvuX   yamasının kısmi türevleri 

 

 vv

uu

gf
v
X

gf
u
X

,,1,0

,,0,1









 

olmak üzere M  yüzeyinin 1. Temel form katsayıları 

   
   
    22

22

1,,,

,,,

1,,,

vvvv

vuvuvu

uuuu

gfvuXvuXG

ggffvuXvuXF

gfvuXvuXE







                                                                    (5.1.10)     
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dır. Ayrıca  vuX ,  yamasının 2. Kısmi türevleri 

   
   
   vvvvvv

uvuvuv

uuuuuu

gfvuX
gfvuX
gfvuX

,,0,0,
,,0,0,
,,0,0,





                                                                                         (5.1.11) 

dır. Ayrıca M  yüzeyinin birim normal vektörleri 

 

 ABAgBfAgBf
A

N

ff
A

N

vvuu

vu

,,,1

0,1,,1

2

1




                                                                   (5.1.12)  

olmak üzere (5.1.11) ve (5.1.12) eşitlikleri (2.2.9) yerine yazılırsa M  yüzeyinin 2. 

Temel form katsayıları 

 

 

 

 

 

  .,,

,,,

,,,

,1,,

,1,,

,1,,

2
2
22

2
2
12

2
2
11

1
1
22

1
1
12

1
1
11

vvvvvv

uvuvuv

uuuuuu

vvvv

uvuv

uuuu

g
A

Af
A

BNvuXc

g
A

Af
A

BNvuXc

g
A

Af
A

BNvuXc

f
A

NvuXc

f
A

NvuXc

f
A

NvuXc













                                                          

(5.1.13) 

(5.1.11) ve (5.1.13) eşitlikleri (5.1.3) de yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Tanım 5.1.8: M  yüzeyi (5.1.9) Monge yamasıyla verilen bir yüzey olsun. Bu takdirde

 

           vgufvugvgufvuf 4433 ,,,   

fonksiyonları için 

 )()(),()(,,),( 4433 vgufvgufvuvuX                                                             (5.1.14) 

yaması ile tanımlanan yüzey 4E te öteleme yüzeyi olarak bilinir (Dillen ve ark. 1995).  



31 
 

Sonuç 5.1.9: 4EM   (5.1.14) yamasıyla verilen öteleme yüzeyi olsun. M  yüzeyi 

    
     4,3,coslog

,coslog

2
4

2
3

2
4

2
3











kvpdvvb
cc

cvg

uecuua
cc

cuf

k
k

k

k
k

k

 

parametrizasyonu ile verilirse M  yüzeyi minimaldir (Dillen ve ark. 1995) ve 0  için 

kendisine benzer yüzeydir. 
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