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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
YILDIZIL HARMONIK YALINKAT FONKSIYONLAR
Sibel KOPARAL
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc. Dr. Metin OZTURK

Bu ¢alismada, yildizil harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi ile bu sinifin bazi alt
smiflar1 tanimlandi. Bu siniflara ait fonksiyonlarin ¢esitli 6zellikleri incelendi.

Calismanin birinci boliimiinde, ikinci ve tiglincii boliimlere temel olusturacak kavramlar
verildi.

Calismanin ikinci boliimiinde, yalinkat fonksiyonlarin S smifi ile yildizil ve konveks
analitik fonksiyonlarin temel 6zelikleri lizerinde duruldu.

Ucgiincii boliim ise ¢alismanm ana kismini olusturmaktadir. Reel ve sanal kisimlari
eslenik olmak zorunda olmayan kompleks degerli harmonik yalinkat fonksiyonlarin
sinifi ve onun yildizil alt sinifi hakkinda genel bilgiler verildi. Ayrica alfa mertebeli ve
belli katsayr bagintisin1 saglayan yildizil harmonik fonksiyonlarin temel 6zellikleri
incelendi.

Anahtar Kelimeler: Harmonik fonksiyonlar, harmonik yalinkat y1ldizil fonksiyonlar.

2011, vii + 54 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

HARMONIC UNIVALENT FUNCTIONS WITH STARLIKE

Sibel KOPARAL

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Dog. Dr. Metin OZTURK

In this work, the class of harmonic univalent functions with starlike and some
subclasses are defined. Various properties of these functions that belonging to these
classes are examined.

At the first section of this work, we give some basic concepts which we use at the
second and third sections.

In the second part of the work, devoted to main features of the class of S which is
analytic univalent functions with starlike and convex functions.

The third section is the main part of the study. About the class of real and imaginary
parts have to be a non-conjugate complex valued harmonic functions and its starlike
subclass general information was given. In addition, basic properties of alpha-order and
starlike harmonic functions which have some coefficients inequality were examined.

Key Words: Harmonic functions, harmonic iinivalent functions with starlike.

2011, vii + 54 pages.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama

,OA A kiimesinin i¢ noktalarin kiimesi

A A kiimesinin kapanist

oA A kiimesinin sinir noktalarinin kiimesi

D Birim daire

C'(B) B bolgesinde 1. mertebeden siirekli kismi tiireve sahip

fonksiyonlarin sinifi

A(G) G kiimesinde tanimli analitik fonksiyonlarinin kiimesi

A (G) G kiimesinde tanimli analitik yalinkat fonksiyonlarinin
kiimesi

C(G) G kiimesinde taniml1 siirekli fonksiyonlarinin kiimesi

Re f f fonksiyonunun reel kismi1

Im f f fonksiyonunun imajiner kismi

f'(z,) f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi

f, f fonksiyonunun z ye gore kismi tiirevi

J; f fonksiyonunun Jakobiyeni

f f fonksiyonunun eslenigi

C Kompleks Sayilar Kiimesi

Reel Sayilar Kiimesi

Au u fonksiyonunun Laplasyeni
HS Harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi
HS° Harmonik yalinkat fonksiyonlarin alt sinifi



n(y,2)

k(z)

Negatif katsayil1 yalinkat harmonik yildizil fonksiyonlarin

sinifl

Y6n koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi
Yo6n koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlarin alt sinifi
D den Q {izerine yon koruyan harmonik yalinkat

fonksiyonlarin alt sinifi

Yildizil harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi
Yildiz1l harmonik yalinkat fonksiyonlarin alt sinifi

o mertebeli y1ldizil harmonik fonksiyonlarin sinifi

o mertebeli y1ldizil harmonik fonksiyonlarin alt sinifi
z, merkezli r yarigapl delinmis acik daire
z, merkezli r yarigapli kapali daire

z, merkezli r yaricapl agik dairenin sinir1

z, merkezli r yarigcaplh agik daire

Z den w ye yonlendirilmis ag1

f fonksiyonunun basit kapal bir egri i¢indeki sifir

yerlerinin sayisi

f fonksiyonunun basit kapali bir egri i¢indeki kutup

yerlerinin sayist

y egrisinin Z etrafindaki donme sayis1 (indeksi)

Koebe fonksiyonu
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1. GIRIS

Bu boéliimde, gelecek boliimlerde kullanilacak temel kavramlar tanitilacaktir. Bu
kavramlarla ilgili ayrintili bilgiler (Palka 1991) ve (Conway 1973) kaynaklarinda

bulunabilir.

1.1 Tanim. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r >0 olmak iizere

D(z,,r)={zeC:|z—z,|<r}
B(ZO,I’)={ZZ|Z—ZO|SI”}
D (zp,r)={z: 0<|z—z,|<r}

0D(zy,r)={z:|z—z,|=7}

kiimelerine sirasiyla z, merkezli r yaricaph ag¢ik daire, kapali daire, delinmis agik daire
ve ¢ember denir. Kisalik olsun diye D(0,7) agik dairesi D, ile ve D, birim dairesi de

D ile gosterilir.

1.2 Tanim. 4 c C ve z, € 4 i¢in D(z,,r) < A olacak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa z,

noktasina 4 kiimesinin bir i¢ noktas: denir. Eger 4 kiimesinin biitiin noktalar1 i¢ nokta
ise A ya agik kiime ve timleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime ad1 verilir. Bir A4

kiimesini bulunduran kapali kiimelerin en darma (kesisimine) 4 kiimesinin kapanisi
denir ve A ile gosterilir. 4 kiimesinin bulundurdugu en genis acik kiimeye, baska bir

deyisle 4 kiimesinin biitiin i¢ noktalariin kiimesine A4 kiimesinin i¢i denir ve A4

kiimesinin i¢i A4 ile gosterilir.

1.3 Tamm. 4 c C ve z € C olmak tizere her D(z,r) dairesi ile hem 4 hem de 4’nin

tiimleyeni olan A4’ kiimesinin kesisimi bos kiimeden farkli ise z noktasina 4 kiimesinin

bir sinir noktas: denir. A kiimesinin sinir noktalarinin kiimesi 04 ile gosterilir. Gergekte

8A=Z—;1 dir.



1.4 Tanim. (z,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her & > 0 sayisina karsilik n > n,
ozelligindeki biitiin n dogal sayilar i¢in z, € D(z,,¢) olacak sekilde bir n, dogal say1si

varsa (z,) dizisine z, noktasina yakinsaktir denir ve bu durum limz,6 =z, veya

n—x0

z, — z,, biciminde gosterilir.

1.5 Teorem. z, € A olmasi igin gerek ve yeter sart limz, = z, olacak sekilde 4 da bir

n—>0

(z,) dizisinin mevcut olmasidir (Conway 1995).

1.6 Tanim. 4 c C olmak iizere f : 4 — C bir fonksiyon ve z, € 4 olsun. Her & >0

sayist i¢in

JTAND(2,,6)]=D(f(2),€)

olacak sekilde bir 6 = d(¢,z,) > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir

denir. Eger her z € 4 noktasi i¢in

flAND(z,6)]cD(f(2).¢)

olacak sekilde bir 6 =5(&) >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna 4 kiimesinde diizgiin

stireklidir denir. Eger limz, = z, dzelliginde her bir (z,) dizisi i¢in lim f(z,) = f(z,)

ise f fonksiyonuna z, noktasinda dizisel siireklidir denir. C de dizisel siireklilik ile

sureklilik denk iki kavramdir.

1.7 Tanm. 4 c Colsun. Her z€ 4 i¢in |z|<M <o olacak sekilde M >0 sayisi

varsa A kiimesine sinirlidir denir. A kiimesinde alinan her dizinin yi1gilma noktasi yine

A kiimesine aitse 4 kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir.

1.8 Teorem. A — C kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali ve sinirlt

olmasidir (Palka 1991).



1.9 Tanim. 4 c C herhangi bir kiime, U ve V' C de ayrik agik iki kiime olsun. Eger
ANU#¢, ANV ¢ ve AcU UV ise A kiimesine baglantisizdwr denir. Baglantisiz

olmayan kiimeye baglantilidir denir. A¢ik ve baglantil1 bir kiimeye bolge ad1 verilir.

1.10 Tanim. [a, b] kapali aralifinin z =¢(#) siirekli fonksiyonu altindaki resmine C
de bir yol veya egri denir. Her te[a,b] igin ¢'(¢t) mevcut ve ¢'(¢) =0 ise egriye diizgiin
egri, [a,b] araligmin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye parcali diizgiin
egri ad1 verilir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, ug noktalar: bitisik bir egriye
kapali egri ve sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye de basit kapali egri veya Jordan

egrisi denir. Jordan egrisinin sinirladig1 bolgeye Jordan bolgesi adi verilir.

1.11 Tammm. B < C bdlgesinde her basit kapali egri sadece B kiimesinin noktalarini
bulunduruyorsa, bagka bir deyisle B de alinan her kapali egri iginde bolgeye ait herhangi
bir noktaya biiziilebiliyorsa bolgeye basit baglantili bélge denir.

1.12 Tanmm. f bir B bolgesinde kompleks degiskenli bir fonksiyon ve z, € B olsun.
Eger
hm f(Z)_f(ZO)

=5 z—z,
limiti mevcut ise f fonksiyonuna <z, noktasinda differansiyellenebilir veya
tiirevlenebilir denir. Limit degerine de f fonksiyonunun z, noktasindaki #irevi adi
verilir ve f'(z,) bi¢iminde gosterilir. Eger f fonksiyonu z, noktasmin belli bir
komsulugundaki biitiin noktalarda differansiyellenebiliyorsa f fonksiyonuna z, da

analitik denir.

1.13 Tammm. B — C bir bolge olmak iizere, B bolgesinden f(B) lizerine bire bir olan
f fonksiyonuna B de yalinkat (univalent) fonksiyon denir. Buna gore B de yalinkat bir
f  fonksiyonu z,,z, € B olmak ilizere, f(z,)= f(z,) olmast z =z, olmasmi

gerektiren bir fonksiyondur. Geometrik olarak, f(B) goriintii bolgesinin kath bolge



olmamas1 demektir. Eger f fonksiyonu B bdlgesinin bir z, noktasinin belli bir
komsulugunda yalinkat ise bu takdirde f fonksiyonuna z, noktasinda yerel (lokal)

yalinkat fonksiyon denir.

1.14 Teorem. f fonksiyonu bir B bolgesinde analitik olsun. Eger z,e€ B igin
f'(z,)#0 ise f fonksiyonunun yalinkat oldugu z, noktasnin bir D(z,,r)c B

komsulugu vardir (Palka 1991).

1.15 Tamm. Dc C agik bir kiime, f:D—>C, f=u+iv ve feC'(D) olsun.

z, € D olmak iizere

u.(z,) v.(z)

TrE=1 ) vz

=u,(z,) v,(2,)—u,(z0)v,(2,)

sayismna f fonksiyonunun z, noktasinda Jakobiyeni denir.

1.16 Teorem. Bir f =u+iv fonksiyonunun basit baglantili bir D bdlgesindeki

Jakobiyeni J, =| /. |> —| f. |” dir.

Ispat. f =u+iv olmak iizere

fo= o fmif) = 4+ 0, -u,)
ve

1 . 1 i
==/ + =—(,-v)+=( +
VE 2(fx if,) 2(% v,) 2(Vx u,)
olur. Buradan

2 2
|f;| _l.fE| :uxvy_uyvx:‘]f



elde edilir. m

Eger f fonksiyonu analitik ise, 1.16 Teoremi geregi J . (z) =| f'(z) > oldugu goriiliir.

1.17 Tanim. B c C bir bélge, f:B — C yalinkat bir fonksiyon ve f e C'(B) olsun.
Her ze B i¢in J,(z)#0 ise f fonksiyonuna B de bir diffeomorfizm denir. Eger
f:B— C bir diffeomorfizm ve J,(z)>0 ise f fonksiyonuna B de yon koruyan,

J;(2)<0 ise f ye yonii ters ¢eviren adi verilir. J =4 oldugundan f yo6n koruyan

ise f/ eslenik fonksiyonu yonii ters ¢evirendir.

1.18 Tanim. z, we C — {0} olmak lizere 0(z,w)= Arg(w/z) degerine z den w ye
yonlendirilmis a¢t denir. 8(z,w) , z ile w arasindaki en kiigiik aginin dlgiisiinii olup bu
deger (-7, ] aralifindadir. Eger a¢inin yonii saat yoniiniin tersi ise €(z,w) >0, saat
yoniinde ise 8(z,w)< 0 dir. Buna gore 8(z,w) =z durumu hari¢ &(z,w) =—6(w,z)

ve O(z,w) =—6(z,w) oldugu agiktir.

1.19 Tanim. B < C de bir bolge ve f: B — C bir diffeomorfizm olsun. B de z, kose

noktasina sahip egrisel bir aginin kenarlar1 o ve £ olmak tizere

10(a, B)|=10(f (), f(B)]

ise f fonksiyonuna z, € B noktasinda a¢i koruyan denir. Eger z, noktasinda

J(20)>0 ve O(a,p)=0[f(a),f(B)] ise f fonksiyonuna z, e B noktasinda
konform, J (z,)<0 ve O(a,B)=0[f(B),f(a)] ise f fonksiyonuna z,e B

noktasinda ters konform denir. Kisaca; ag¢1 Olgiisiinli ve yonilini koruyan bir
diffeomorfizme konform doniisiim, a¢1 6l¢iisiinii koruyan fakat yoniinii ters ceviren

diffeomorfizme de ters konform doniisiim adi verilir. Eger her z € B noktasi i¢in f

konform ise f fonksiyonuna B bolgesinde konform déniisiim denir.



Omegin; f(z)=az+b, a+0, doniisimii C den C ye bir konform doniisiim iken

f(z) =z doniisiimii C de bir ters konform doniigiimdiir.

1.20 Teorem. B — C bir bolge, f : B — C bir fonksiyon olsun. f* fonksiyonunun B de
konform olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun B de analitik ve yalinkat

olmasidir (Palka 1991).

1.21 Uyar1. Bazi yazarlar konform doniisiim tanimini, f: B — C analitik fonksiyonu
ve her zeD i¢in f'(z)#0 bagntisiyla verirler. Ancak f:C—>C, f(z)=¢€"
fonksiyonu i¢in f'(z) # 0 olmasina ragmen yalinkatlik yoktur. Bu ¢alismada her z € D
icin f'(z) # 0 sart1 saglayan f fonksiyonu D de yerel konform olarak adlandirilacak.
Gergekten 1.14 Teoremi geregi f'(z,)#0 ise f fonksiyonunun z, noktasinin bir
komsulugunda analitik {inivalent oldugu biliniyor. Bu durumda f fonksiyonunun bu

komsuluga kisitlanis1 konform olur.

Asagidaki teorem konveks bolgelerde tanimli bir fonksiyonun yalinkathigi i¢in bir test

olusturmaktadir.

1.22 Teorem. B — C konveks bir bolge ve f fonksiyonu B de analitik olsun. Eger her
ze B igin Re f'(z) #0 ise f fonksiyonu B bolgesinde yalinkattir (Goodman 1983).

1.23 Teorem. f fonksiyonu basit kapali bir y egrisi iizerinde ve iginde analitik olsun.

Eger f fonksiyonu y iizerinde yalinkat ise y i¢inde de yalinkattir (Kasana 2005).

Yalinkat fonksiyon teorisinin en 6nemli sonuglarindan biri de Riemann doniisiim

teoremidir.

1.24 Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). B, C kompleks diizleminin basit

baglantili bir 6z alt bolgesi olsun. B bolgesini D birim dairesi iizerine bire bir ve



analitik (konform) olarak resmeden z, € B i¢in f(z,)=0 ve f'(z,) >0 ozelliginde bir

tek f* fonksiyonu vardir (Palka 1991).

Riemann doéniisiim teoremi geregi basit baglantili bir bolgede yalinkatlikla ilgili bir cok
problemi ¢ézmek i¢in bu bolge yerine ) birim dairesini almak uygundur. O halde

bundan boyle ¢caligmalarimizi birim daire iizerinde yogunlastiracagiz.

Eger B bir Jordon bolgesi ise Riemann doniisiim teoremi siirekli olarak B bolgesinin
sinirina genisletilebilir ve genisletilmis fonksiyon sinir egrisini bire bir olarak birim
cember lizerine doniistiiriir. Caratheodary ye ait olan bu sonucu asagidaki teoremde

ifade edebiliriz.

1.25 Teorem (Caratheodary Genisleme Teoremi). B bir y Jordon egrisi ile sinirlanmig

bir bolge ve f fonksiyonu B bdlgesini ) birim dairesi lizerine konform olarak

dondiirsiin. Bu takdirde f fonksiyonu B bolgesinden D iizerine bir homomorfizme

genisletilebilir (Palka 1991).

1.26 Tanim. Bir B bolgesinde tanimli u =u(x,y) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli
kismi tirevlere sahip ve B de Au=u +u, =0 ise u fonksiyonuna B bolgesinde

harmoniktir denir.

Bir f(z)=u(z)+iv(z) analitik fonksiyonunun reel ve imajiner kisimlar1 harmoniktir.

Bu durumda v fonksiyonuna u fonksiyonunun harmonik eslenigi denir.

1.27 Teorem (Harmonik Fonksiyonlar icin Maksimum ve Minimum Prensibi). Sabit

olmayan reel degerli bir u(x,y) fonksiyonu, sinirli bir B bélgesinde harmonik olsun.

u(x,y) maksimum veya minimum degerini B bdlgesinin sinirinda alir.

1.28 Teorem (Schwarz lemma). f fonksiyonu I) birim dairesinde f(0)=0 ve

| f(z)|<1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde D dairesinde



| £'(0)| <1 ve | f(2)| <|z| dir. Esitlik f(z)=e""z fonksiyonu igin gegerlidir (Palka
1991).

1.29 Tamim. Kompleks diizlemde parcali diizglin kapali bir y egrisi ve bir ze C-y

noktasi i¢in

¢
-z

tamsayisina y egrisinin z etrafindaki dénme sayisi (indeks) denir.

1
n (7,Z)=%J.
V4

1.30 Teorem (Argiiment Prensibi). f bir D bdlgesinde meromorf (singiiler noktalari
kutup noktasi olan) bir fonksiyon ve y, D de bulunan ve f* fonksiyonunun hi¢bir kutup
ve sifir yerinden ge¢gmeyen basit kapali bir egri olsun. f fonksiyonunun p i¢indeki
sifir ve kutup yerlerinin sayilar1 (kathiliklar, katliligi kadar sayilmak iizere) sirayla
Z, ve P, ise

1 /'@
27id f(2)

dZ:Zf —Pf:l’l(f(}/),O)

dir. Buna gore argliment prensibi, f fonksiyonunun y egrisi i¢indeki sifirlarinin
sayisinin ['= f(y) goriintii egrisinin orijin etrafindaki sarma sayisina esit oldugunu

ifade eder (Palka 1991).

1.31 Teorem (Hurwitz Teoremi). (f,), bir D bdlgesinde sifir1 olmayan analitik
fonksiyonlarin bir dizisi ve D bdlgesinin kompakt alt kiimelerinde f, — f yakinsamasi

diizgiin olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun D bélgesinde ya hi¢ sifir1 yoktur yada f
0zdes olarak sifirdir (Duren 1983).

1.32 Teorem. (f,), bir D bolgesinde analitik ve iinivalent fonksiyonlarin bir dizisi ve
D bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f, — f yakinsamasi diizgiin olsun. Bu takdirde

f fonksiyonu D bolgesinde ya iinivalent yada sabittir (Palka 1991).



2. ANALITIiK YALINKAT FONKSIiYONLAR

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli konularindan biri analitik ve yalinkat
(univalent) fonksiyonlar teorisidir. Bu boliimde ) birim dairesini {izerinde tanimli
yalinkat analitik fonksiyonlarin siifi ve buna bagl alt siniflar1 olusturularak bu siniflara

ait fonksiyonlarin katsay1 bagintilari, distirsiyon teoremleri verilecektir.
2.1. Yalinkat Fonksiyonlarin S Simifi

Bu kesimde DD birim dairesinde normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyonlarinin

sinifi olusturularak, bu smifin g¢esitli 6zellikleri incelenecektir.

2.1.1 Tanim. D birim dairesinde yalinkat ve f(0) = f'(0)—1=0 bi¢iminde normalize
edilmis f(z) analitik fonksiyonlarinin smifi S ile gosterilir. Buna gore D de analitik

ve yalinkat fonksiyonlarin kiimesi 4,, (D) olmak iizere

S={fe4,@D: f(0)=f"(0)-1=0}
dir.

S smifinin tanimi1 dikkate alindiginda bu siifa ait bir /* fonksiyonunu D de

f(z)zz+ian z" 2.1

bi¢iminde bir Taylor agilimina sahiptir. S sinifina ait fonksiyonlardan dikkate deger
olani

z

=y

bi¢iminde verilen Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon D de



k(z)zz+inz”

n=2

biciminde bir acilima sahip olup, DD dairesini C —(—o0,—1/4] iizerine konform olarak

resmeder (Sekil 2.1). Koebe fonksiyonu, S sinifina ait fonksiyonlar i¢inde 1D birim
dairesini en genis bolge iizerine yalinkat olarak resmeden bir fonksiyondur. Bununla

beraber k(D) bolgesi bu 0Ozellige sahip tek bolge degildir. Eger y belli bir
W,, | W, [=1/4, noktasindan sonsuza uzanan herhangi basit bir egri ise bu takdirde D

birim dairesini y egrisinin tiimleyenine donistiiren, S sinifina ait bir fonksiyon

bulunabilir.

Her bir 8 € R i¢in

z

ka(z)=m

fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun rotasyonunu olusturur.

Sekil 2.1

S sinifina ait bazi1 fonksiyon ornekleri asagida verilmistir.

2.1.2 Ornek. a) f(z)=z/(1-z) fonksiyon D) yi Re f(z)>—1/2 yan diizlemi iizerine

bire bir olarak resmeder.
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b) f(z)=z/(1-z*) fonksiyon D yi (C-((—oo,—l/Z] v [1/2,00)) bolgesi iizerine bire bir

resmeder.

c) f(z2)= —log(i j fonksiyon D yu T <Imf(z)< Z yatay seridi lizerine bire bir

olarak resmeder.

Asagidaki teorem S simifina ait fonksiyonlarin bazi doniisiimler altinda degismez

kaldigin1 gosterir.

2.1.3 Teorem. f €S fonksiyonu (2.1) acilimiyla verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki
g(z) fonksiyonlar1 da S sinifina aittir.

2) g(2)=f(@) =2+ a2

n=2

b) 0 € R olmak iizere g(z)=e "’ () =z+) a,e""’z",

n=2

¢) 0<r <1 olmak iizere g(z)=— f(rz)_z+2ar z",

n=2

" _ S 2
d) wg f(D) olmak lizere g(z)—m—er(aerl/w)z 4,

w

e) z, € D olmak iizere

Z-|-Z0

f( : j—f&&
() = 1+ Zyz ,
1 2 D)

f) n=2,3,... olmak iizere

1

g0 =41 = [f@ j

11



Ispat. d) we f(D) oldugundan g fonksiyonu D) birim dairesinde analitik ve f
fonksiyonunun normalizasyonu saglamasi, g fonksiyonunun da normalizasyonu
saglamasini gerektirir. Ayrica g fonksiyonunun yalinkat olmasi, f fonksiyonunun

yalinkat olmasinin bir sonucudur.

—0 birim daireyi kendi tizerine konform olarak doniistiiren bir doniisiim

I+z,z

olup c=1/[(1-]z, ")(f'(z,))] olarak alnirsa g(z)=c[f(¢(z))- f(z,)] biciminde

yazilabilir. Simdi g fonksiyonunun yalinkat oldugunu gosterelim. f yalinkat

e) #(z)=

oldugundan

g(z)) = g(z,) = f(#(2)- f(z,) = F($(2,)- f(z,) = () = #(2,)

olur. ¢ doniisimii D de yalinkat oldugundan, z, =z, bulunur. Bu ise g
fonksiyonunun yalinkat oldugunu gésterir. g'(0) = [7"(z,)8'(0)]/[f'(z,)4'(0)]=1 ve

2(0) =0 oldugundan g € S elde edilir.

f) f €S oldugundan g iyi tanimli ve D de analitiktir. £ 1’in n. kdkiinden biri ise
zeD i¢in g(fz)=Lg(z) dir. g fonksiyonunun yalinkat oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in z,, z, € D olmak lizere g(z,)= g(z,) olsun. Buradan g"(z,)=g"(z,) ve
f(z)=f(zy) olur. f, D de yalinkat oldugundan z, = fz olacak sekilde, f" =1
ozelliginde  bir peC sayist  vardir. g(fz)=Lg(2) oldugundan
g(z,)=g(Pz)=Lg(z,)=pg(z,) olur. Bu durumda ya f=1 veya g(z,)=0 dir.
Eger f=1 ise z, =z, dir. Eger g(z,)=0 ise z, =z, =0 olur. Bdylece her iki
durumda da g fonksiyonu ) de yalinkattir. Ayrica g(0)=0 ve g'(0)=1 olup ge S

elde edilir. m

Bazen birim daire yerine birim dairenin disin1 almak kullanigh olabilir.

12



2.1.4 Tanim. A={J € C:|{ |>1} olmak lizere A da tanimh

(p(;)=§+c0+c—gl+%+m=g+2?n (2.2)

bicimindeki analitik ve yalinkat fonksiyonlarin smifi >, > smnifina ait fakat w, =0

degerini almayan fonksiyonlarin olusturdugu alt simif 2., ile gosterilir.

Ssmifiile 2, smifi arasindaki gegis asagidaki teoremde verilmistir.

2.1.5 Teorem. Eger f €S fonksiyonu (2.1) acilimiyla verilmis ise

2
! :z—a2+—(a2 —) (2.3)

f(/z) z

p(z) =

fonksiyonu 2, sinifina aittir. Tersine, ¢ € X, fonksiyonu (2.2) bigiminde verilmis ise

1
o(1/z)

:z—cOZer(cOz—cl)Z3 + -

f(2)=

fonksiyonu da S sinifina aittir (Goodman 1983).
Eger (2.3) bagintis1t Koebe fonksiyonuna uygulanirsa,

1 1

k(l/z) z

p(z) =

olup bu fonksiyon A kiimesini C—{w:—4 < w < 4} bolgesi iizerine resmeder (Sekil

2.2).

13



Sekil 2.2

2. smifindaki her bir ¢ fonksiyonu A kiimesini kompakt ve baglantili bir bélgenin

tiimleyeni tizerine doniistiiriir. Simdi bu bolgenin alaniyla ilgili tahmini verelim.

2.1.6 Teorem (Alan Teoremi). @(z) =z + Z:):O (c,/z") fonksiyonu A={zeC:|z|>1}

kiimesinde analitik ve yalinkat olsun. Bu takdirde
D nle, <1 (2.4)
n=1

dir. Esitlik kompleks diizlemde alani sifir olan kiime hari¢, f(A) goriintii kiimesinin bir

bolgeyi gostermesi durumunda gecerlidir (Goodman 1983).

2.1.7 Teorem. f €S ise bu takdirde |a, |<2 dir. Esitlik f(z)=e "’k(e"’z)=k,(2)

fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. 1 eSiken g(z)=4f(z) €S ve
1 1 1 1 1

¢(§)=g(l/§)=§__ +C3F

a_
2% ¢

fonksiyonu X sinifina ait olup, alan teoremi geregi

14



donle, P =l-a, /2 43| ey +5]¢s [ +---<1 (2.5)

n=l1

olur. Buradan |a, |<2 elde edilir. Eger a, =2¢'* ise (2.5) ifadesinde her n>2 igin
¢, =0 olur. Bu durumda (&) =4 —¢ /¢, g(z) = z/(1-€"z) ve f(2)=z/(1-¢"z)

=e “k(e"“z) olur. m

2.1.8 Teorem (Le Branges Teoremi). f €S ise bu takdirde her n >1 i¢in |a, < n dir.

Esitlik Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlari i¢in gecerlidir (Hayman 1994).

Asagidaki teorem S sinifina ait fonksiyonlarin goriintii kiimesinin kapsadigi orijin

merkezli en genis dairenin D,,, dairesi oldugunu gdsterir.

2.1.9 Teorem. f €S ise f(D)> D,, dir. Ustelik N f(D)=D,, dir.
feS
Ispat. w, ¢ /(D) &zelligindeki w, € C noktasi igin |w, |>1/4 oldugunu gdstermek

yetecektir.

R YAC) L T
g(z)—wo_f(z)—z+[a2+wojz +

biciminde g:1) — C fonksiyonunu goz oniine alalim. 2.1.3 Teoremi geregi g € S dir.
| a, <2 oldugundan

az+L <2

ve

<

1
a, +—
Wo

+|a, <4
Wo

15



olur. Boylece |w, |>1/4 elde edilir. Baska bir deyisle () f(D) > D,,, dir. Esitlik Koebe

fes

fonksiyonu i¢in saglanir. Gergekten, Koebe fonksiyonu igin ‘az +-L

"o

=2 olup, |w,|=%

elde edilir. m
Asagidaki teorem S simifindaki fonksiyonlar i¢in distirsiyon teoremi olarak bilinir.
2.1.10 Teorem. f €S ve z €D olmak iizere;

Ed Ed

N 1 <171 2.6
ar1zp O E Gy o
=1z oy HL2 2.7
(+]z])° EAR (I=]z])’ -7
I-|z| _|o'@) 14|z (2.8)

Iz 7| )| 1=z
dir. Esitlik Koebe fonksiyonunu ve onun uygun rotasyonlar1 i¢in gecerlidir.
Ispat. Ispat ii¢ adimda yapilacaktir.

(7) Sabit bir z € D noktasiicin |z |=7 €(0,1) olsun. f €S iken 2.1.3 Teoremi geregi

f(iZj—f(z)
— — bl 4. 2.9
SO = S e 2.9)

fonksiyonu da S smifina aittir. Ustelik

b, = g;(.O) _ % [(1_ VACE 22}
! e

dir. | b, |< 2 oldugundan
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‘(1 p L@ ((Z)) 22‘34 (2.10)

Ed
I=|z]|

olur. (2.10) esitsizliginin iki tarafini - ile garpilirsa

SN 2r2| 4r

<
e - !
ve buradan
" 2 " 2
Rezf (z)_ 2r2|£z 2rz|S 4r
f@ 1= fa) 1= 1-
olur. Boylece
" 2
e /@) 2r |S 4r
fl(z) 1-r" 117
ve
2r2_4r£Re f"(2) 2r +4r
1-7* f'(2) 1-7?
elde edilir.

Ote yandan f'(z)#0 ve f'(0)=1 oldugundan log f '(z)|Z:0 =0 olacak sekilde

log f'(z) fonksiyonunun analitik oldugu bir dali vardir. O halde z = re”’ igin

Zlog f'(2)=<-(og | () +are /'(2)
7 c?r

oldugundan
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§1og /(@) —Re{Ing ) ——Re[z f; (())}

olur. Bu esitlik ve (2.10) bagintist birlikte kullanilirsa

2“24 <9 1og| f(re?)|< 2”24
1— or 1—-r

olur. @ sabit tutulup r ye gore integral alinirsa, f'(0) =1 oldugundan

1- i 1+r
{(l )} log| f'(re )|<10g{(1_r)3}

veya iistel fonksiyonun artan olusundan

1-r . 1+r
(1) () 1

bulunur. Boylece (2.7) bagintis1 elde edilmis olur.

(i)) z=re", 0<r<1 olsun. 0 ile z noktalarini birlestiren dogru parcasim [0, z] ile

gosterelim. O halde (2.7) bagintisinin st sinir1 kullanilarak

| £ =] [ F1()dg|=|[ £1(pe)e dp|< (| f'(pe) |dp
[0,z] 0 0
I+p r
<
I S Py

bulunur. Béylece (2.6) in iist sinirin1 bulmus oluruz. Simdi (2.6) bagmtisinin alt sinirini
bulalim. m(r) =min{| f(z)|: |z |=r} denirse Dy kapal1 diski D, diskinin gOrilintlisli

tarafindan kapsanmustir. z, € D ve | f(z,)|= m(r) olacak sekilde | z, |= » noktasim goz
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Oniine alalim. 0 ile f(z,) noktasini birlestiren ve tamamen Em(r) kapal1 dairesi i¢inde

kalan dogru parcas1 T" olsun (Sekil 2.3). y = f'(I') denirse 7, |z|<r dairesi iginde

basit bir egridir.
¥ v
Z f
TN fla)
i r
I
- 0 r u*—-——f‘ u

Sekil 2.3

f'(&)dS ifadesinin y lizerinde sabit argumente sahip oldugu ve (2.7) deki alt smir

bagintis1 kullanilirsa

m(r) = £(z) = [Ido| = [| £ d¢ 2 [~ d |

)
-[¢] -ty
vt Frowe e

bulunur. Burada y iizerinde ¢ =te® olmak iizere | |=¢, |d<¢ |=[(dt)* +¢*(da)’]"?

>dt =d | | esitsizligi kullanildi. Bdylece (2.6) bagintisinin sol tarafi elde edilmis olur.

(7ii). Simdi (2.8) bagintisin1 gosterelim. Bunun i¢in (2.9) bagintis1 ile verilen g
fonksiyonunu goz Oniine alalim. g fonksiyonunu (2.6) bagintisin1 sagladigindan & € D
i¢in
¢
(+[¢)°

¢ ]

< <
O

yazilabilir. Bu ifade de g fonksiyonunu yerine yazilir ve ¢ = —z konumu yapilirsa
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2l 1@l =)
(+12)" " =1zP) /G (=12

elde edilir. m

2.1.11 Teorem. S smifi A(D) analitik fonksiyonlarin kompakt bir altkiimesidir.

Ispat. Bunun igin D de lokal diizgiin olarak f, — f &zelliginde S smifina ait her (f,)
dizisi igin f € S oldugunu gostermek yeterlidir. Hurwitz teoremi geregi bu durumda f

limit fonksiyonu ya yalinkat yada sabittir. f(0)=0 ve f'(0)=1limf (0)=1

oldugundan f D de yalinkatolup f €S dir. m

2.2. Yildiz1l ve Konveks Analitik Fonksiyonlar

Bu kesimde S smifinin en Onemli altsiniflarindan olan yildizil ve konveks
fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyon siniflar1 {izerinde durulacak. Her iki simif
geometrik yoruma sahip olmanin yaninda analitik olarak da karakterize edilebilir. Bu
smiflara ait fonksiyonlarin Taylor acilimindan gelen katsayilart i¢in sinirlar, S
sinifindan ¢ok daha kolay elde edilir. Yildizil fonksiyonlarin biiylime, genisleme ve

yayilma sonuglarinin S sinifi ile ayn1 oldugu goriilecektir.

2.2.1 Tanim. Qc C bir kiime olsun. Eger w, € QQ noktasin1 her we Q noktasina
birlestiren dogru parcast Q i¢inde kaliyorsa Q kiimesine w, noktasina gore yildizil

denir. Eger biitin w,, w, € Q noktalar1 i¢in w, ile w, noktalarin birlestiren dogru

parcast Q i¢inde kaliyorsa, Q kiimesine konvekstir denir. Buna gore, eger Q kiimesi

her bir noktasina gore yildizil ise QQ kiimesi konvekstir.

re(0,1], fe AD,) ve z, € D, olsun. Eger f, D, de yalinkat ve f(D,), f(z,)=w,
noktasma gore yildizil bir bolge ise , /' fonksiyonuna D, de z, noktasina gore yildizil

denir. Orijine gore yildizil olan bolgelere de kisaca yildizil denir (Sekil 2.4). Ayrica f,
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D, de yalinkat ve f(D,) kompleks diizlemde konveks bir bolge ise f fonksiyonuna
D. de konvekstir denir. I birim dairesinde (2.1) agilimia sahip (normalize edilmis)

yildizil ve konveks fonksiyonlarin smiflari sirastyla S° ve K ile gosterilir.

<J | c;) |

Sekil 2.4

2.2.2 Teorem. f:D) — C analitik bir fonksiyon ve f(0)=0 olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun yildizil olmasi igin gerek ve yeter sart f'(0)#0 ve z € D igin

Re{zm} >0
f(z)

olmasidir.

Ispat. Once f fonksiyonunun yildizil oldugunu kabul edelim. Bu taktirde f yalinkat
ve f'(0)#0 dir. »€(0,]) icin f(D,) bolgesinin yildizil oldugunu gdsterelim. Bunun
i¢in sabit bir 7 € (0,1), £ €(0,1) ve her ze D igin g(z)= f'(t f(z)) fonksiyonunu goz
Oniine alalim. f yildizil oldugundan g fonksiyonu iyi tanimli olup, ) de analitiktir.
Ustelik D de g(0)=0 ve |g(z)|<1 olup, Schwarz Lemmasinin sartlarin1 saglar. O
halde D de |g(z)|<|z]| ve her ze D, i¢in ¢ f(z) = f(g(z)) € f(D,) olur. Boylece
f(D,) yildizil bir bolgedir. Geometrik olarak |z |=r egrisinin f altindaki resmi
orijine gore yildizil bir egridir. Bu durumda arg f(re’’) fonksiyonu @ degiskeninin

artan bir fonksiyonudur. Buradan 8 €[0,27] igin
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%arg f(re)=0

dir.

o o 0 ol Jizf @] [2'G)
aeargf(re )—aelm[logf(re )] Im{ @ } Re{ f(Z):|

oldugundan |z |=r <1 igin

RC{M} >0
f(2)

olur. Ancak f'(0)#0 ve harmonik fonksiyonlar i¢in minimum prensibine geregi
ze D, i¢in

R{M} >0
f(2)

bulunur. r sayisi keyfi oldugundan D iizerinde

Re{m} >0
f(2)

elde edilir.

Tersine f'(0)#0 ve |z|<1 i¢in Re[z f'(z)/ f(2)] >0 oldugunu kabul edelim. z € D*

icin f(z)# 0 dir. Aksi halde % fonksiyonu D) de bir kutba sahip olabilir. Sabit
z

bir 7 € (0,1) sayisi secelim. Ispatin birinci kisminda oldugu gibi basit bir hesaplamayla

0 <[0,27] i¢in

%argf(re“g) >0

oldugu goriiliir. Buradan arg f(re’’) fonksiyonu @ degiskeninin artan bir fonksiyonu

olur. Ayrica f, DD dairesinde sadece bir basit sifira sahip oldugundan, argiiment
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prensibi (1.30 Teoremi) geregi, #<[0,2x] icin f(re’’) fonksiyonunun argiiment

degisimi 2z dir. Gergekten

i0 ARG
j e/ re")do = Re{ j o } 2

dir. Boylece |z |=r ¢emberinin goriintiisii basit bir yildizil egri ve f(D,) bir yildizil
bolgedir. Ustelik f fonksiyonu |z|=r egrisi iizerinde bire bir oldugundan 1.23
Teoremi geregi f D, dairesinde yalinkattir. » sayis1 keyfi oldugundan f fonksiyonu

D dairesi iizerinde yalinkattir. Sonug¢ olarak f(D)= U f(D,) oldugundan f(D)

O<r<l

orijine gore yildizil bir bolgedir. m
Asagidaki teorem konveks fonksiyonlarin analitik karakterini ifade etmektedir.

2.2.3 Teorem. f:ID— C analitik bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks

olmast i¢in gerek ve yeter sart f'(0) #0 ve z €D i¢in

Re 1+M >0
Sf'(2)

dir.

Ispat. f konveks olsun. Bu takdirde f fonksiyonu yalinkat ve dolayisiyla £'(0)#0
dir. Her r<(0,]) igin f(D,) gorlintii kiimesinin konveks oldugunu gostermeliyiz.
r€(0,1) keyfi sabit bir say1, z,,z, €D, igin z,#0,|z|<z,| ve 0<¢<1 olsun.

g:D — D fonksiyonu

g(2) =f“[(1—t)f£j—‘z]+tf(z)}
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biciminde tanimlanmis olsun. f konveks bir fonksiyon oldugundan g fonksiyonu iyi
tanimli ve I da analitiktir. Ustelik g(0)=0 ve Schwarz lemmas1 geregi zeD icin
18Il z| dir. z=z, igin |g(z,)I<z, [<r olup (1-0)f(z)+1f(z,)e f(D,) di.

Boylece f(D,) bolgesinin konveks oldugu goriiliir (Sekil 2.5).

Sekil 2.5

| z|=r ¢emberinin goriintlisii I', olsun. I', pozitif yonlii bir Jordan egrisi ve onun i¢
bolgesi konveks bir bdlgedir. Ustelik T'. egrisi w= f(re'’), 0< 0 <2z, parametrik
ifadesiyle verilir. f(D,) konveks bir bolge oldugundan I', egrisine teget vektoriin

argumenti 6 €[0,27] degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur. Yani,
a i . i [ i
w(0)= arg[@f (re 9)} =arglire” f'(re")]
denirse 6 €[0,27] icin '(0) >0 veya z = re’’ icin
iIm[log(izf'(z))] >0
06

dir. Basit hesaplamayla z = re’’ igin

%Im[log(izf‘(z))] - Imﬁl + %ﬂ _ Re{l N sz( (Zz))}
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oldugu goriiliir. Buradan | z |= r iizerinde

Re{l +M} >0
f'(2)

olur. Kesin esitsizlik z=0 da saglandigindan harmonik fonksiyonlar i¢in minumum

prensibi geregi z € D, igin

Re{l +w} >0
f'(2)

olur. r sayisi keyfi oldugundan z € D igin

Re 1+Zf”(z) >0
1'(2)

elde edilir.

Tersine f'(0)#0 ve ze D i¢in

Re[1+Z 215
1'(2)

olsun. Bu durum z € D* igin f"'(z) # 0 olmasim gerektirir. 7 € (0,1) keyfi sabit bir say1

olmak iizere yukaridaki hesaplamadaki adimlar tersine atilacak olursa 0 <8 <27 i¢in
2 arg[ire’ f"'(re’*)] > 0
00

olur. Buradan I', = f(0D,) egrisinin egiminin argiimentinin & degiskeninin azalmayan
bir fonksiyonu oldugu goriiliir. Ustelik [0,27] iizerinde w(8) fonksiyonunun toplam

degisimi 27 dir. Gergekten;
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=Re | {1+M}£=27z
f'(2) |iz

|zl=r

dir. Boylece I', egrisinin basit konveks bir egri, dolayisiyla f(D,) bdlgesinin konveks

r

bir bolge oldugu gostermis olur. Buradan f(D)= U f(D,) oldugundan, f(D)

O<r<l

bolgesinin konveks bir bolge oldugu sonucu elde edilir. Ayrica f fonksiyonu |z |=r
¢emberi lizerinde bire bir oldugundan, 1.23 Teoremi geregi f ayni zamanda her bir
r€(0,1) i¢in D, iizerinde yalinkattir. Boylece f fonksiyonu D iizerinde yalinkat ve

konvekstir. m

Konvekslik i¢in kullanigh olan gerek ve yeter sartlar vardir. Bunlardan biri asagida

verilmigtir.

2.2.4 Teorem. f :ID — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart z, € D i¢in

Re{ 25'(2) —“ﬂzo @.11)
f@)-f(&) z-¢

olmasidir.

Ispat. £ €K olsun. z, £ €D icin

2zf'(z2) z+¢

T s I

fonksiyonu P ={(z,{)e C*:|z|<1,|{|<1} = C* birim polidiskinde analitiktir. Ciinkii
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lim g(z,¢) =1+M
¢ f'(2)

dir. | z |=r <1 egrisinin f altindaki resmi konveks bir egri oldugundan, ¢ember i¢indeki
her bir noktaya gore yildizildir. Buradan | { |< 7 olmak ilizere ¢ sabiti i¢in z, |z |=r
cemberi iizerinde degisirken f(z) ve f({) arasindaki vektoriin argiimenti argz

degiskeninin azalmayan bir fonksiyonudur. 2.2.2 Teoreminin ispatindan yukaridaki

sartin | { </ z|=7 <1 i¢in

Re{ﬂ} >0 2.12)
f(2)-f(&)

oldugu goriiliir. Eger | |= z |, £ # z ise (2.12) bagintist

Re{ﬂ}ZO
f(@)-f(©)

olmasmi gerektirir. Bu durumda Re[(z+¢)/(z—¢)]=0 oldugundan Reg(z,{) >0
sonucuna ulasitlir. z=¢, g(z,{) fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasi

oldugundan, |z |=| {'|=7 <1 i¢in Re g(z,4) > 0 elde edilir.

Harmonik fonksiyonlar i¢in minumum prensibi geregi (6nce z, | z |= r, degiskeni sabit
tutulup ¢ degiskenini degistirilir, sonra da ¢ sabit tutup, z degistirilir) |z |<r, |{|<r

icin Re g(z,4{’) > 0 olur. » > 1 i¢gin istenilen (2.11) esitsizligi elde edilir.

Tersine (2.11) esitsizligi saglansin. (2.11) de ¢ — z iken limite gecilirse z € D i¢in

Re[l +w} >0
1'(2)

elde edilir. Boylece harmonik fonksiyonlar i¢in minumum prensibi (1.27 Teoremi) ve

2.2.3 Teoremi geregi f konvekstir. m
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2.2.4 Teoreminin ispatindan normalize edilmis analitik fonksiyonlar i¢in asagidaki

konvekslik kriteri ¢ikarilabilir.

2.2.5 Sonu¢. f:D — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € K olmasi

icin gerek ve yeter sart | { |[<| z <1 i¢in

Re{L’(Z)}>O,
f(2)-f(©)

olmasidir (Graham ).

2.2.2 ve 2.2.3 Teoremlerinden S~ ve K smiflar1 arasinda olduk¢a kullanishi olan

asagidaki bagintiy1 elde etmek miimkiindiir.

2.2.6 Teorem. f, D de normalize edilmis analitik bir fonksiyon ve zel igin

g(z) = zf'(z) olsun. f € K olmasi igin gerek ve yeter sart g € S~ olmasidir (Goodman

1983).

Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 S~ smnifina ait oldugundan 2.1.10 Teoreminde

verilen S smifi igin biiyiime ve distirsiyon sonuglar1 S* smifi igin de gegerlidir.

2.2.7 Teorem. f € S” ve |z|=r <1 olsun. Butakdirde

r r

Gy R (2.13)
l-r , l+7

Gy @R (2.14)

dir. Esitlik hali, Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu icin gecerlidir

(Goodman 1983).

Konveks fonksiyonlar i¢in biiyiime ve distirsiyon sonucu asagidadir.
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2.2.8 Teorem. f € K ve |z|=r <1 olsun.

r r

T IO, (2.15)
1 , 1
Ty OE (2.16)

dir. Esitlik 4 € C ve | A |=1 olmak iizere; f(z)=

fonksiyonu i¢in gegerlidir.
1-Az

Ispat. (2.16) esitsizligi, 2.2.6 Teorem ve (2.13) bagntismin bir sonucudur. (2.15)
esitsizliginin st sinirt (2.16) esitsizliginin {ist sinirinin integrali alinarak elde edilebilir.

(2.15) esitsizliginin alt sinirini elde etmek i¢in | z |= 7 <1 6zelliginde bir z sabiti alalim.
f € K oldugundan, 0 ile f(z) noktalarini birlestiren I' dogru pargasi f(ID) iginde
kalir. , I' yolunun ters goriintiisii ise y, D de 0 ile z noktalarini birlestiren basit bir

egridir. (2.16) bagintisindaki alt sinir kullanilarak
' " ' i r
f@E[ldo|=[1 11O 1412 ]| (e p = ——
4 ’ 0 +r

elde edilir. m
Asagidaki sonug¢ konveks fonksiyonlar i¢in 6rtme teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.2.9. f € K ise D,,, c f(D) dir.

Ispat. we f(D) ise |w[>1/2 oldugunu gostermeliyiz. ze D igin g(z)=[f(z)—w]’
fonksiyonunu tanimlayalim. g fonksiyonunun D) de vyalinkat ve g(0)=w’,
2'(0) = 2w oldugunu gérmek zor degildir. z €D icin h(z) = (w* — g(z))/(2w) denirse

heS ve2.1.9 Teoremi geregi |w/2|=1/4 oldugu goriiliir. Bu da ispati tamamlar. m
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3. HARMONIK YILDIZIL DONUSUMLER

Bu béliimde, reel ve sanal kisimlar1 eslenik olmak zorunda olmayan kompleks degerli
harmonik yalinkat fonksiyonlarin (doniistimlerin) smifi hakkinda genel bilgiler
verilecektir. Bu fonksiyonlar analitik olmadigindan analitik yalinkat fonksiyonlarda
olmayan bazi zorluklarla karsilasmak kaginilmaz olmaktadir. Konform doniistimlerin
bir genellemesi olan bu fonksiyonlarla ilgili ilk ¢alisma James Clunie ve Terry Sheil-
Small (1984) tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada bazi geometrik 6zellikteki harmonik
doniigiimler icin olduk¢a gilizel tahminler ortaya c¢ikarilmistir. Bu ¢alismadan
faydalanarak, bu alanda ¢alisan birgok matematik¢i bu sinif ve alt siniflar ile ilgili cok
sayida arastirma ortaya koymus bulunmakta ve halen de konuyla ilgili ¢aligmalar devam

etmektedir.

3.1. Kompleks Harmonik Doniisiimler

Once reel ve kompleks harmonik fonksiyonu tanimlayalim. Bu kesimde verilen

bilgilerin ayrintilar1 (Duren 2004) kaynaginda bulunabilir.

3.1.1 Tammm. Bir D boélgesinde tanimli reel degerli u(z) =u(x,y) fonksiyonu D de

ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve

Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir.
Eger u(z) =u(x,y) ve v(z) =v(x,y) fonksiyonlar1 bir D bdolgesinde reel harmonik ise
f(2)=u(z)+iv(z) fonksiyonuna D de kompleks harmonik fonksiyon denir. f = u+iv
kompleks harmonik fonksiyonun birebir olmasi durumunda da f fonksiyonuna D de

harmonik yalinkat fonksiyon denir.

Tanima gore, kompleks degerli harmonik yalinkat bir fonksiyon bir bolgeyi baska bir

bolge lizerine bire bir ve harmonik olarak doniistiiren bir doniisiimdiir. Bu fonksiyonlar
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analitik olmak zorunda olmadigindan, analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in gecerli olan
baz1 6zellikleri harmonik yalinkat fonksiyonlara tasimak miimkiin degildir. Ornegin
analitik fonksiyonlar bileske altinda korunmasina ragmen, harmonik fonksiyonlar

korunmaz. Yani f harmonik, ¢ analitik fonksiyonu i¢cin f o¢ harmonik olmasina
ragmen, @o f fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik fonksiyonlarin

sinifi cebir olusturmasma ragmen, harmonik fonksiyonlarin sinifi cebir olusturmaz.
Ayrica bir harmonik yalinkat doniisiimiin tersi de harmonik olmak zorunda degildir.
Ustelik harmonik yalinkat déniisiimlerin  sir  davranislar1  analitik  yalinkat
fonksiyonlardan ¢ok daha karmasiktir. Bununla birlikte, konform doniigiimlerin bilinen

teorisi bir sekilde harmonik dontisiimlere tasimak miimkiindiir (Duren 2004).

Konform doniisiimlerde oldugu gibi diizlemde basit baglantili her hangi bir bolgede
harmonik yalinkat dontistimleri ¢alismak yerine, birim dairede calismak genelligi

bozmaz. Ciinkii f, basit baglantili bir Dc C bolgesinden G bolgesi lizerine harmonik
yalinkat bir doniisim ve ¢ de D birim diskini D bolgesi iizerine konform olarak

resmeden bir doniislim ise F = fog@, D diskini G ilizerine resmeden harmonik

yalinkat bir doniisiim olur. Bu durumda esas déniisiim ise f = F o' bigimindedir.

En basit harmonik yalinkat doniisim Ornegi konform olmast gerekmeyen
f(2)=az+y+pBz, |al# | bigimindeki afin donlisimledir. Bu doniistimler C
kompleks diizlemi kendisi iizerine harmonik olarak doniistiiriirler. Bir afin doniisiim ile
bir harmonik yalinkat doniisiimiin bileskesi olan o f +y + B f doniisimii yine bir
harmonik yalinkat doniisiimdiir. Diger bir 6rnek; f(z)=z+1z* doniisimiidir. Bu
dontisim D={z:|z|<1} acgik birim diskinde yalinkat ve harmonik olup, I diskini
| w|=2 cemberi ile ¢evrelenmis bir egrisel iiggen i¢ine resmeder (Sekil 3.1). Benzer
sekilde n>2 i¢in f(z)=z+1Zz" fonksiyonu da harmonik yalinkat olup, bu déniisiim
altinda acik birim diskin goriintiisii, |w|=(n+1)/n ¢emberi i¢inde kalan n+1 koseli

egrisel bir cokgendir (Duren 2004).
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byn=3

Sekil 3.1

1.14 Teoremi geregi analitik bir /' fonksiyonunun bir z noktasinda yerel olarak yalinkat
olmast i¢in gerek ve yeter sart J,(z) # 0 olmasi gerektigi biliniyor. Lewy (1936) de bu

sonucun harmonik yalinkat dontistimler i¢in de gegerli oldugunu gosterdi.

3.1.2 Teorem. Bir f =u+iv harmonik fonksiyonunun yerel olarak yalinkat ve yon

koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

| (D) <] 1.(2)]
olmasidir (Lewy 1936).

3.2. Harmonik Yalinkat Fonksiyonlarm S, Simfi

Bu kisimda yalinkat analitik fonksiyonlarin genellemesi olarak harmonik yalinkat

fonksiyonlarin sinifi ve bu sinifa ait baz1 6nemli 6zelliklerden bahsedilecektir.

3.2.1 Tamm. & ve g fonksiyonlar1 D birim dairesinde analitik olsun. u = Re(4 + g)
v=Im(h—g) olmak tlizere [ dairesinde harmonik bir f =u+iv fonksiyonu
f =h+g biciminde yazilabilir. f fonksiyonunun bu yazilisina standart gosterimi

denir ve bu yazilim tektir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

D dairesinde 4 ve g analitik fonksiyonlarinin seri agilimlari
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h(z)= ianz” ve g(z)= ibnz”
n=0 n=1

ise, D dairesinde yon koruyan harmonik yalinkat f =h+g fonksiyonu igin
|g'(z)|<| A'(z)| dir. Bu durum A4'(z) #0 oldugunu gosterir. Bu ylizden 4(0)=0 ve
h'(0) =1 almak genelligi bozmayacaktir. Boylece ) dairesinde yon koruyan harmonik

yalinkat f =h+ g fonksiyonu

F(2)=h(z)+g(z) :z+ian2” +ibnz" (3.1)

biciminde gosterilebilir. Ayrica F ve G fonksiyonlart D de analitik olmak iizere

ReF =Ref=uve ReG=Imf =vise f=h+g fonksiyonu icin

_F+iG F-iG

h ve g=
£

yazilabilir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

3.2.2 Tanim. (3.1) ozelliginde yon koruyan harmonik yalinkat doniistimlerin sinift S,
ile gosterilir. g'(0)=0 ozelligindeki f=h+geS, fonksiyonlarin simfi SY ile

gosterilir. Buna gére I dairesinde f =h+g e S}, fonksiyonu

f(2)=h(z)+g(z) = Z+ianzn +ibnz” (3.2)

n=2 n=2

bi¢iminde ifade edilebilir.

Eger f=h+geS; ise bu takdirde g'(0)=0 ve |g'(z)/h'(z)|<1 olup Schwarz
lemmast geregi |g'(z)|<|z]||#'(z)| oldugu agiktir. Buna gére f €S} ise a):Z/ f.

fonksiyonu i¢in | @(z) |<| z | oldugu goriiliir.
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Sy smifina ait bir fonksiyon dizisinin limit fonksiyonu harmonik olmasina ragmen

yalinkat olmak zorunda olmadigindan §,, kompakt degildir. Gergekten

n

f,(2)=z+ z
n+1
biciminde tanimlanan f, €S, afin donilisiimlerin bir dizisini goz Oniine alalim.

z=x+iy i¢in f,(z) > f(z)=2x yakinsamasi D dairesinde diizgiindiir ancak limit

fonksiyonu yalinkat degildir.

Her bir f € §, fonksiyonuicin |5, [<| a, |=1 oldugundan

W—EW
=15 [

p(w) = (3:3)

fonksiyonu yon koruyan bir afin doniisiimdiir. Boylece

f_bl_f_h —

= [} = = +
Jo=pof Zp ot E

fonksiyonu
7y (0)=g,(0)=0, K(0)=1 ve g'(0)=0

ozelliginde y6n koruyan harmonik yalinkat bir doniisiimdiir. Bu yiizden f, €S,

fonksiyonu g'(0) =0 dzelliginde olup f, € S}, dir.

Eger feS, fonksiyonunu f, €Sy fonksiyonuna tasiyan f — fo=@of
donilisiimiiniin tersi alinirsa f = f, + b, f, elde edilir. Boylece |b, |<1 0Ozelligindeki

belli bir g'(0)=5, degeri i¢in S, smufi ile S, smifi arasinda bire-bir bir bagnti
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kurulmus olur. Bu durum S,, sinifinda ¢oziimii gii¢ olan birgok problemin S}, sinifinda

¢ozlimii yapilarak tekrar §,, sinifina tagimasini saglar.

Asagidaki Clunie ve Sheil-Small’a (1984) ait sonuclar bununla ilgili olup ekstremal

problemlerin ¢aligmasinda dnemli bir yere sahiptirler.

3.2.3 Teorem. S;, simfi kompakttir. Ustelik f =%+ g €S} fonksiyonlart igin |b, <+
dir.

Heniiz S,OJ smifi dolayisiyla da §, smifi i¢in genel katsayr bagintilari ispat
edilememistir. Ancak Clunie ve Sheil-Small (1984), f =h+g €S}, fonksiyonlari igin

katsay1 esitsizliklerinin

la, |< %(211 +D(n+D), |b, < é(Zn ~D)(n-1) (3.4)

Ve

la,[=1b,[<n
oldugunu tahmin etmislerdir. Bu tahminlerine

_1,241,3 1,2 41,3
h(z):Z >z +36z ve g(z):zz +63z
(1-2) (1-2)
olmak iizere harmonik Koebe fonksiyonu K =h+g den hareketle ulagmiglardir.

Gergekten (3.4) bagintis1 i¢in esitlik, harmonik Koebe fonksiyonu ig¢in saglanir.

k(z) = z/(1-z)? analitik Koebe fonksiyonu icin

K=h+g=h-g+2Re{g}=k+2Relg}

veya

z+12°| z
K(z)= Re{ (1_2)3}+1 Im{—(l—z)z} (3.5)
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olarak yazilabileceginden K € Sloi fonksiyonu birim daireyi reel eksenden (—o0,—¢]

cikarilmis kompleks diizlem iizerine bire bir ve harmonik olarak resmeder (Sekil 3.2).

Sekil 3.2

fo €Sy ve |b |<1 olmak iizere her bir f=h+geS, fonksiyonu f = f,+b,f,
bi¢ciminde yazilabileceginden (3.4) bagintis1 geregi f €S, fonksiyonlari i¢in katsay1

bagintilarinin

la, |<%(2n2+1) ve |b, |<§(2n2+1) (3.6)

oldugu goriiliir. Ayrica (3.4) ve (3.6) bagintilarindan S}, da |a, |<3, S, daise |a, |<3

=7,

tahminleri elde edilebilir.

3.3 Yildizil Harmonik Fonksiyonlar

3.3.1 Tanim. Birim dairenin f € §,, fonksiyonu altinda goriintiisii orijine gore yildizil

bir bolge ise f fonksiyonuna yildizil harmonik yalinkat fonksiyon denir ve bu

fonksiyonlarin sinifi S, ile gosterilir. Yildizil olan f e S,OJ fonksiyonlarin sinifi da

S;? ile gosterilir

Tanimin geometrik anlami1 f(D) gorlintii kiimesinin tamami orijinden goériinmesidir.

Baska bir deyisle, w, = f(z,) noktas1 f fonksiyonunun goriintii kiimesine ait ise,

36



orijin ile w, noktasini birlestiren dogru parcasi da goriintii kiimesine aittir. Orijine gore
yildizil bir bolgenin sinir egrisine yiu/dizil egri denir. Eger f birim ¢emberi yildizil bir

egriye doOniistiiriiyor ise bu takdirde arg{f (€9)} fonksiyonu &€ fonksiyonunun

azalmayan fonksiyonu yani

;%maﬂ&mzo

dir.

Bu kistmda, f €S} doniisiimlerinin genel dzellikleri ile S}, sinifi igin tahmin edilen

fakat heniiz ispatlanamamis (3.4) ile verilen bagmtilarin yildizil fonksiyonlar i¢in

ispatlanabilecegi gosterilecek.

3.3.2 Teorem. Her bir f e S;’ fonksiyonu (3.4) esitsizliklerini saglar. Esitlik K(z)
harmonik Koebe fonksiyonu i¢in gegerlidir. Ayrica her bir yildizil f € S, fonksiyonu
(3.6) bagintisini saglar (Clunie ve Sheil-Small 1984).

3.3.3 Sonug. Her bir f €S, fonksiyonu igin

13r+7°

@

lz|=r<1

esitsizligi saglanir. Esitlik harmonik Koebe fonksiyonu i¢in gecerlidir.

Ispat. 3.3.2 Teoremi geregi

| f@IE X a, [+ |b, "
n=l1 n=l1

Séi(2n+l)(n+l)r" +%i(2n—l)(n—l)r"

n=1 n=1

_13r+r3
3(1-r)

&, o
== 2n +Dr"
3;( )
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elde edilir. m

Asagidaki teorem analitik yalinkat fonksiyonlar icin gegerli olan bir sonucun harmonik

yalinkat fonksiyonlara kismi bir genellemesinden ibarettir.
3.3.4Teorem. f =h+geS,, H ve G fonksiyonlar1 H(0)=G(0)=0,
zH'(z)=h(z) ve zG'(z)=-g(z)

ozelliginde analitik iki fonksiyon ise bu takdirde F = H +G harmonik fonksiyonu

birim daireyi konveks bir bolge lizerine bire bir olarak resmeder (Duren 2004).

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani F = H +G , konveks harmonik bir
fonksiyon iken 4(z)=zH'(z) ve g(z)=-zG'(z) olmak iizere f =h+g fonksiyonu
yildizil olmak zorunda degildir. Ornegin, L(z)=Re[z/(1-z)]+ilm[z/(1-z)"]
fonksiyonu icin L=H+G almdiginda elde edilecek olan f =h+g fonksiyonu
yalinkat degildir.

3.4 a Mertebeli Yildizil Harmonik Fonksiyonlar

3.4.1 Tanim. 0 < a <1 ve |z|=r <1 olmak iizere

%(arg f(re”))za (3.7)

bagintisint saglayan (3.1) tipindeki fonksiyonlara « mertebeli yildizil harmonik

fonksiyon denir. o mertebeli yildizil harmonik fonksiyonlarin sinifi S: () ile

gosterilir. Buna gore S}, () = S, ve S;,(0) =S}, oldugu agiktir.

We)=z-2la, 1", 8= b, | G
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olmak iizere f=h+g e S}, («) fonksiyonlarinin alt sinifi 7 H () ile gosterilir.

3.4.2 Teorem. f =h+g fonksiyonu (3.1) bagintisiyla verilmis olsun. Ayrica a, =1 ve

0 < a <1 olmak lizere

S 0, 1+ %, 1| <2 (3.9)
l-a l-a

n=l1
bagintis1 saglanmis olsun. Bu takdirde /' 1) de harmonik yalinkattir ve f € S}, («) dir.

Ispat. ze D icin

B E1=-Ynla, b >1-Ynla, 21-3 "% q,|
n=2

n=2 n=2 1 -

oon+a © 0 . '
ZZ_:‘l—a b, IZZ_;ﬂlbn|>Z_:,n|bn 2 g'(2)]

oldugundan f DD de yerel olarak yalinkat ve yon koruyandir. m

Simdi f fonksiyonunun I de yalinkat oldugunu gosterelim. Eger g(z)=0 ise f(z)
analitiktir ve f* fonksiyonunun yalinkatligi f* nin yildizil olmasindan goriiliir. Eger g
fonksiyonu 0zdes olarak sifir degilse z,,z, €D ve z #z, olmak lizere D basit

baglantili ve konveks oldugundan, 0 <¢ <1 i¢in z(¢)=(1—-¢)z, +tz, € D dir. O halde

[(z)= ()= [z =2 (D) + (2, —2)g'(2(0))] dt

yazilabilir. Esitligin her iki kismin1 z, —z, # 0 sayisina boliip, reel kismi alinirsa
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ReL )=/ G) _

Z, =4

[h (Z(f))+ g g'(z(t)|d
(3.10)

> [[Re' (z(0))-| g'(z(1))] 1dt

olur. Diger taraftan (3.9) geregi

Re/'(2)-|g'(z)| =2Reh'(z)- Y n|b,|21-D nla, |- n|b, ]|
n=l1 n=2 n=l

bulunur. Bu durum (3.10) ile birlikte diisiiniilirse f* fonksiyonunun D de yalinkat

oldugu gosterilmis olur.

Simdi f €S, (a) oldugunu gosterelim. (3.7) bagmtisina gére (3.9) bagintisinin

saglanmast durumunda z= re?,0<0<27,0<r<1 ve 0< ¢ <1 olmak iizere

& ) o) _ o () ~28' ()
a(9(argf(re ))—Im(aelogf(re )] R[ J

h(s)+g(2)

oldugunu gostermek yetecektir. Bunun i¢in de Rew>a < |[1-a+wl2|l+a—-w|

onermesi kullanilarak A(z) =z h'(z)—zg'(z) ve B(z)=h(z) + @ olmak {izere
|A(z)+(1-a)B(z)|-| A(z) +(1+a)B(z) |20 (3.11)

oldugunu gostermek yetecektir. A4(z) ve B(z) degerleri (3.11) da yerlerine yazilir ve (3.9)

bagintis1 kullanilirsa

| A(2) + (1= a)B(2)| -] 4(2) + (1 + ) B(z) |

=l(-a)h(z)+zh'(2) + (1-a)g(2) - zg'(2) |
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—|A+a)h(z)-zh'(z2)+ 1+ a)g(z) +zg'(2) |

= (2—a)z+2(n+l—a)anz" —Z(n—1+a)bnz”
n=2 n=l

n=2 n=l1

—‘—0{2+Z(n—l—a)anz”—Z(n+1+a)bnz"

2(2-a)|z|-) (n+1-a)|a, | zI' ) (n-1+a)|b, | z["

n=2 n=1

—alz|=) (n=1-a)|a,||z]" =) (n+1+a)|b,| z|"
n=2 n=2

R

NN— el N H+ -
=2(1-a)|z| {1—2 la, || 2" 21 ” b, || z 1}
n=l 17

n=2 1—0[

n=2 n=l1

22(1—0{)|z|{1—[§:’; |an|+zn+a|b |]}>0

elde edilir.

Z::Z’ ‘xn ’ + Z;O:Z’ yn | = 1 Olmak ﬁzere

l-«
x,z"+ y z" 3.12
R Yl G.12)

f@)=z+y 2

tipindeki yildizil harmonik doniisiimler (3.9) ile verilen katsay1 siniriin kesin oldugunu

gosterir. m

(3.12) bi¢imindeki fonksiyonlar S}, («) smifina aittir. Ciinkii

i(’f‘“w n+a|blj—1+2|xn|+2|ynl—
n=1 - 1

n=2

dir.
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3.4.3 Teorem. f =h+ g fonksiyonu (3.8) ile verilmis olsun. a, =1 ve 0 <o <1 olmak

tizere feT : () olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o0
n=1

7 1+ % (<2 (3.13)
l-«a l-«a

olmasidir.

Ispat. feT)(a) ise f=h+geS;(a) olup 3.4.2 Teoreminden (3.13) bagmtisi

saglanir.

Tersine, (3.13) bagintist saglanmus olsun. f €7, () oldugunu gostermeliyiz. Bunun

icin f ¢T,(a) kabul edelim. (3.8) bagntisiyla verilen f=h+g fonksiyonunun «

(0 £ a <1) mertebeli yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i(ar f(re?)—a>=0
06 ¢ -
olmasidir. Bu esitsizlikten
Re (@) -28'(2) _

h(z) +g(2)

e m@z= 3 (), |2 3 (nt )b, |

0 0 —
SOWRCALEDWALAES

>0

olur. Bu esitsizlik |z |=7 <1 0Ozelligindeki biitiin z ler i¢in saglanir. z degerleri

0 <z =r <1 olmak iizere pozitif reel eksen lizerindeki segilirse

l—a)->" (n-a)|a,|r"" =>" (n+a)|b, |r"
( ) anz( — ) | n |_l OOan( - ) | n | > O (3'14)
1_2;1:2|a"|rn +Zi1:1|bn|rn

42



bulunur. Eger (3.13) bagintis1 saglanmazsa, » degeri 1’e yeterince yaklastikca (3.14)
ifadesindeki pay negatif olur. Yani; (0,1) araliginda (3.14) ifadesindeki boliimii negatif

yapan bir z, =7, vardir. Bu ise hipotezle ¢elisir. Dolayisiyla f €7}, («)olmak

zorundadir.

3.4.4 Teorem. f €T, (a) ise |z|=r<lI i¢in

2—-a 2

l-a l+a ) 5
r

| f(@) =+ DH( 1|
4

Ve

F@) 2018, |>r—(;:—2— el |er

dir.
Ispat. f €T (a) olsun. f fonksiyonunun mutlak degerini alarak

| S (@) |<+[D I)r+i(l a, | +1b, "

<(+1b hr+) (a, | +]b,
n=2

l-aa<&H(2-a 2—-«a 2
=0+1b Dr+ a |+——1b | |r
( | ll) 2—a;(l—a| n| 1_a| nlj

l-oaXH(n—-a n+a 5
<+ b Dr+ a |+——1b | Ir
( | ID 2_a;(1_a| n| l—a ‘ n‘j

<(1+]b, |)r+ ;_“ 2(1_“_%,10%

n=2 l-a

= (b D] ZE e e
2—-a 2—-a

Ve
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| f(2)[2(=1b, I)r+i(l a,|+b, "

>(1- b, )= (a, | +]b, [

n=2

=15 5= 2:“|an|+f:;‘|bn|jr2
> (1-| by [yr - ;:ZZ e, |+ rb,,rjrz
>(1-15, |)r—;_fa:2 l—i:L—Ol|bl|j1f2

~ (-1 Dr—@:—Z— L] r}z

elde edilir. Esitlik | b, < (1-a)/(1+ a) olmak iizere

F()=2+1h, |z+(1‘“ _lxe |jzz
2—-a 2-«a

\%

l-a l+a 5
f(2)=(-1b ')Z‘(ﬁ‘z_a | |jz

fonksiyonlar1 i¢in gegerlidir.
3.4.4 Teoremindeki ikinci esitsizlik kullanilarak asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonu¢. f €T, () ise;

{w:|w|<21 1+ Q2a-1)|b, |)}Cf(A)

-

dir.
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3.5 Negatif Katsayil Yildizil Harmonik Fonksiyonlar

3.5 Tanm. |z|=r<1,a,20, 5,20 ve
h(z):z—Zan z", g(2) =—an z" (3.15)
n=2 n=2

olmak iizere f=h+geS;’ yildiz1il fonksiyonlarinin olusturdugu smif N;° ile

gosterilir.

3.5.2 Teorem. (3.2) bagintistyla verilen /' =h+ g fonksiyonunun katsayilari

> n(a,|+]b, D<1
esitsizligini saglasmn. Bu takdirde f €S} dir.,

Ispat. Oncelikle | z|=r <1 igin

|B(2)[21= n|a, " > nlb, " 2| g'(2)]
n=1 n=1

oldugundan f fonksiyonu yerel yalinkat ve yon koruyandir. Geriye 0<6<2r,

0 < r <1 olmak lizere

%{arg f(re?)}y >0 (3.16)
oldugunu gostermek kalir.

f(retﬂ) — reiﬂ +Z(aneim9 +E”e—m€)rn

n=2
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oldugundan

0 AN i i0
g(argf(re ))—Im(aelogf(re )j

R {1 + 2:72 n(anei(n—l)9 _En ez(n+l)9)rnl}
= c - —

® i(n-1)6 —i(n+1)0~ .n-1
I+ Zn:Z (a,e +b.e )

bulunur. z =re” igin

A(Z) — z:zzn(anei(n—l)ﬁ —b ne—i(VH—l)é’)rn—l ve B(Z) _ Z:;z (anei(n—l)é7 +b_ne—i(n+l)€)rn—l

denirse

1+ A(z)
1+ B(z)

2 (arg f(re") = Re

olur. Burada

1+ A(z) 1+w(z)
14+ B(z) 1+w(2)

(3.17)

denirse (3.16) esitsizligini gostermek i¢in | w(z)|< 7 oldugunu gdstermek yetecektir.
Buradan

A-B

wlz)=——
@) 2+ A+ B

>, [(1=Da,e ™ (s b, e ]
2+, [+ D)a, e —(n=Db,e "] "

olur. Boylece

> [(n=Dla,|+(n+1)|b, 17
2-3" [(n+D)]a,|+(n-1)|b, |7

[w(z)| <
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elde edilir. Bu son ifadeden z; n(la,|+1b,])<1 iken ancak ve ancak | w(z) |<r dir.

Bu ise ispat1 tamamlar. m
3.5.2 Teoreminin katsay1 sinirlar1 bize yalinkatlik i¢in yeter sart1 verir.

3.5.3 Teorem. 3.5.2 Teoreminin sartlar1 altinda f fonksiyonu ) de harmonik ve

yalinkattir.

Ispat. Eger g(z)=0 ise f fonksiyonu analitiktir. Bu durumda f fonksiyonunun
yalinkatligi onun yildizil olusundan elde edilir. Eger g(z)#0 ve z #z, ise bu

durumda

f(z)-f(z)|
h(z)=h(z) |

g(zl) -g(z)
h(z,)—h(z,)

‘ Zn ) b,(z/ —z) ‘

‘(Zl Zz)zn ) a,(z/ —z;)
>1——Z:”=;n|b"| >0

l_zn:z”’“n|

olup, f fonksiyonunun yalinkat oldugu goriiliir. m

3.5.4 Teorem. f =h+g fonksiyonu (3.15) bagintistyla verilmis olsun. f € N}’ olmasi

icin gerek ve yeter sart
> nla,+b,)<I

olmasidir.

Ispat. Teoremin bir yonii 3.5.2 Teoreminde verilmistir. Diger yoniinii gostermek igin,

katsay1 bagintis1 saglanmazsa f ¢ N’ oldugunu géstermek yetecektir. Bunun igin de
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f  fonksiyonunun yalinkat olmadigin1 gostermek yeterli olacaktir. z=r>0 igin
f=r=3" (a,+b)r" ve f'(r=1-" n(a,+b)r"" olur. f'(0)=1 ve
f'(1) <0 oldugundan f'(r,)=0 ozelliginde bir r,, r, <1, sayis1 vardir. Boylece r,

noktast f(r) fonksiyonunun bir yerel maksimum noktasi olup, f(») fonksiyonu (0,1)

araliginda bire bir olmamis olur. m

3.5.5 Sonuc. f=h+g fonksiyonu (3.15) bagntistyla verilmis olsun. f € N}’ olmasi

icin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun harmonik ve yalinkat olmasidir.

3.5.6 Teorem. Eger f e N, ise | z|=r olmak iizere

r2 r2
r——=<| f(2)|€r+—
5 | f(2)] 5

dir. Esitlik f(z)=z-2z/2 ve f(z)=z—Zz>/2 fonksiyonlar i¢in gegerlidir.

ispat. 23" (a,+b,)<D" n(a,+b,)<1 oldugundan

o0 o0 2
1 £(2)] Sr+Z(an+bn)Sr+r22(a”+bn)Sr+%
n=2 n=2

Ve

o0 2

@)=Y (a, +b,)" Zr—rzi(an +bn)2r—%

n=2
elde edilir. m

3.5.6 Teoremindeki sol tarafki esitsizlik kullanilarak asagidaki sonug elde edilebilir.

3.5.7 Sonuc. Eger f e N, ise {w:|w|<1/2} c f(D) dir.
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3.6 Harmonik Yalinkat Fonksiyonlar

(3.1) bigiminde verilen ve
2on(la,[+]b, ) <1=]b 5 055 <1 (3.18)

katsayr bagintisin1 saglayan f =h+g €S, fonksiyonlarinin sinift HS ile gosterelim.

b, =0 ozelligindeki HS smifinin elamanlarinin olusturdugu alt siifi HS° ile

gosterelim.
Once HS ve HS’ sinifina ait fonksiyonlarin yalmkatligini ve yildiziligini gdsterelim.
3.6.1 Teorem. HS , yon koruyan harmonik doniisiimlerin bir sinifidir.

Ispat. £ e HS ve |z |<|z, |<]1 igin

| h(z)—h(z,) |22, - 2, |[1—rz2 > nla, \J

n=2

Ve

©
| g(z))—g(z,) <]z, — 2, ’(|b1 |+ z, ‘zn‘bn |j

n=2

dir. Boylece

| 1(2) = h(z,) [2] f(2) = f(2) | =] g(2) ~ g(2,)]

2|zy -z, |(I-]5, )1-]z, ) >0
bulunur. Yukaridaki esitsizliklerden
J, AN =g @ 2 (H(2)+|g'(2))A-|b D= z])> 0
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olur. Buise f € HS fonksiyonunun yon koruyan ve yalinkat oldugunu gosterir. m

3.6.1 Teorem. f € HS ise f(ID) yildizil bir bolgedir.

Ispat. »,0 <r <1 sabitbirsayive C. = f(|z|=7) f e HS® olsun. Buradan C, basit
kapal1 diizgiin bir egridir. f(D,) bolgesinin yildizil bir bélge oldugunu gostermek igin

0< 0 <27 olmak tizere

d 0
—argh(re'”)>0 3.19
g rehtre”) (3.19)
oldugunu gostermek yeterlidir. (3.1) bagintisina gore (3.19) esitsizligi

311Dy — (n-41) By 0]
1+Re 22 >0 (320)

1+ z(anrn—lei(n—l)ﬁ + Z)n rn—le—i(nJrl)H)
n=2

bicimini alir.
A :anrn—l, B :bn 7"”_1, 7 :ei(n—])g ve gn :e—i(n+l)9

konumu yapilirsa, (3.20) ifadesi

2

1+> (4,2, +B,g,)

n=2

+ Re{[l + i(Anzn + Bngn)j i[(n —-D4,z,-(n+DB,g, ]} >0

n=2 n=2

ifadesine esit oldugu goriiliir. Buradan (3.18) bagintis1 ve iicgen esitsizliginden geregi
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2

1+ Z(Anzn + Bngn)+%Z[(n ~1)4,z, —(n,)B,g,
n=2

n=2

2

>0

S [(1-1)4,z, — (n+1)B,g, ]

_1
4

yazilabilir. Baz1 hesaplamalar neticesinde A4 pozitif sabit bir say1 olmak {izere

do

n=2

MZA@—?H@ |+ B, |)j2A(1—r)>0

elde edilir. Bu durum C, egrisinin yildizil oldugunu gosterir.
f@=sm,)

esitliginden de f(ID) bolgesinin yildizil oldugu sonucu ¢ikar. m

Teorem 3.6.2. HS’ smifina ait her bir fonksiyon <7 olmak iizere D, dairesini

konveks bir bolge tizerine resmeder.

Ispat. f e HS® ve r, 0 <r <1 sabit olsun. Bu durumda »~' f(rz) € HS® ve

Y r*(a, [ +|b, " = n(la,|+]b, ) (nr"")
n=2 n=2

<> n(a,|+|b, <1
n=2

olur. Bu esitsizlik n7"™" <1 olmak sartiyla dogrudur. Bu ise » <1 olmasi demektir. m

Asagidaki teorem HS smifina ait bazi geometrik degerlendirmeler ve distorsiyon

sonucunu vermektedir.
Teorem 3.6.3. Eger f € HS ise bu durumda
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1Ibl

| f@)I< 2| A+] b ) +— |z

z
(15 r)[rz\—‘ i ]<\f<z>|
esitsizlikleri saglanir. Esitlik uygun segilen 6 reel sayisi ve

hy(z)=z+|b | e’ 7+—

fonksiyonu igin gecerlidir.

Ispat. (3.21) bagmtisnin dogrulugunu gosterelim.
| @Iz A+ b D+ 2P D (a, | +1b, )
n=2

oldugu biliniyor. (3.18) geregi

00 1_
ﬂ—%Z(nd)(lanlﬂbnl)é 15,
n=3

Z(Ia |+1b, ) < 5

elde edilir. Bu ise (3.21) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

(3.22) esitsizliginin dogrulugu da benzer sekilde gosterilir. m
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