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OZET
Yiksek Lisans Tezi

MONGE YAMASI iLE VERILEN BAZI YUZEYLERIN BiR
KARAKTERIZASYONU

Emine Aydan PAMUK

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Betiil BULCA

Bu tez ¢aligmasinda Oklid uzaylarinda Monge yamasiyla verilen yiizeyler ele alimustir.
Bu yiizeylerden o6teleme yiizeyleri ve ¢arpanlara ayrilabilir yiizeylerle ilgili sonuglara
deginilmis ve bunlarin ikisini birlikte diisiinerek ele alinan Oteleme-garpanlara
ayrilabilir (translation-factorable) yiizeylerle ilgili orijinal sonuglar elde edilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde Oklid uzayindaki yiizeylerin diferansiyel geometrisi hakkinda genel
bilgilere yer verilerek sonlu tipten koordinatlara sahip yiizeylerle ilgili bazi temel
tanimlar ve kavramlar verilmistir.

Ugiincii béliimde 3 ve 4 boyutlu Oklid uzaymdaki Monge yamasi ile verilen yiizeyler,
Oteleme yiizeyleri ve carpanlara ayrilabilir yiizeyler tanitilmistir. Bu yiizeylerin
egrilikleri verilip diiz ve minimal olma kosullar1 ile ilgili literatiirde bulunan
siniflandirma teoremleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde 6teleme ve ¢arpanlara ayrilabilir yiizeyler yardimiyla elde edilen TF
(translation-factorable) tipindeki yiizeyler tamitilmistir. 3 ve 4 boyutlu Oklid uzayinda
bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanip diiz ve minimal olmalari ile ilgili
siniflandirma teoremleri verilmistir. Bununla birlikte Monge yamasiyla Vverilen
yiizeylerle birlikte TF tipindeki yiizeylerin 3-boyutlu Oklid uzaymnda Laplaslari
hesaplanip sonlu tipten koordinatlara sahip olma sartlar1 ele alinmstir.

Besinci boliim ¢alismanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Carpanlara ayrilabilir yiizey, Gauss egriligi, Laplas operatori,
minimal yiizey, ortalama egrilik, 6teleme yiizeyi.

2020, vi + 71 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
A CHARACTERIZATION OF SOME SURFACES GIVEN WITH THE MONGE PATCH
Emine Aydan PAMUK

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Betiil BULCA

In this thesis, the surfaces given with the Monge patch are considered. Conclusions
about translation are mentioned and the original results are obtained for the translation-
factorable surfaces which are considering by both of the translation and factorable
surfaces.

This thesis consists of five chapters.
The first section is the introduction.

In the second section, general information about the differential geometry of surfaces in
Euclidean space is given. Further some basic definitions and concepts are concerned
about surfaces having finite type coordinates.

In the third section, surfaces in 3 and 4 dimensional Euclidean space given with the
Monge patch, translation surfaces and factorable surfaces are introduced. The curvatures
of these surfaces are obtained. Furthermore the classification theorems on the conditions
of being flat and minimal are given.

In the fourth section, TF (translation-factorable) surfaces, in 3 and 4 dimensional
Euclidean space which are obtained with the help of translation and factorable surfaces,
are introduced. The Gaussian and mean curvature of these surfaces is calculated. Also a
classification theorems for become flat and minimal of these TF type surfaces are given.
However, the Laplacian of the surfaces given with the Monge patch and TF type

surfaces are calculated and the conditions of finite type coordinates are obtained in E®.
The fifth section is the conclusion of the thesis.

Key words: Factorable surface, Gaussian curvature, Laplace operator, mean curvature,
minimal surface, translation surface.

2020, vi + 71 pages.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri 17. Yiizy1l boyunca Oklid diizlemindeki egriler ve 3-boyutlu
Oklid uzaymndaki yiizeyler iizerindeki egrilerin, diferansiyel hesabi anlaminda
incelenmesi olarak ¢alisilmaya baglanmigtir. Gauss ve Riemann 19. Yiizyilda

diferansiyel geometrinin ayr1 bir disiplin olarak ortaya ¢ikmasini saglamstir.

Egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi ele alinacak olursa klasik diferansiyel
geometri olarak adlandirilan kismi, diferansiyel ve integral hesabin baslangiciyla ortaya
citkmistir. Yani bu anlamda diferansiyel geometri egriler ve ylizeylerin yerel
ozelliklerini arastirir. Yerel Ozellikler egri ve ylizeylerin bir nokta komsulugundaki
davranigina baglh 6zellikleridir. Diger taraftan ayni zamanda egri ve ylizeylerin tiimiiniin
davranigi lizerindeki etkileri de global diferansiyel geometri yardimiyla ele alinir. Klasik
diferansiyel geometrinin en ilging ve onu en iyi temsil eden pargasi, yiizeylerle ilgili
calismalardir. Bununla birlikte, yilizeylerle ilgili c¢alismalarda egrilerin kimi yerel
ozellikleri dogal olarak ortaya cikar. Global diferansiyel geometri ise egriler ve
yiizeylerin yerel ve genelde topolojik ozellikleri arasindaki bagintilarla ilgilenir (Do

Carmo 1976, Korkmaz 2012).

Kapal1 ylizeylerin egriliginin Gauss-Bonnet teoremi araciligiyla bir topolojik degismez,
yani Euler karakteristigi ile iliskili oldugu bilinmektedir. Bunca zamandir, egrilik
degismezlerinin integrallerinin Riemann geometride indeks teoremi, 1s1 denklemi,
tiiplerin ve geodezik toplarin hacmi, altmanifoldlar teorisi, spektral geometri gibi bircok

farkli yonde ¢ok 6nemli rol oynadigi anlasilmigtir.

Yiizeyler iizerindeki egrilik kavrami diisiiniildiigiinde ilk akla gelen yiizeylerin Gauss ve
ortalama egrilikleridir. Bu egriliklerin hesaplanmasinda sekil operatdrii ve yiizeylerin
birinci ve ikinci temel form kavramlar1 énem arz etmektedir. Yiizeyin birinci temel
formu yardimiyla yiizey lizerindeki uzunluk, a¢1, alan vb. basit metrik kavramlarin nasil
kullanilacag1 gosterilebilir. Bu kavramin 6nemi bu hesaplamalarin yiizeyi terk etmeden

yapilabilmesidir. Bu nedenle bu kavramlara yiizeyin i¢sel 6zellikleri denir. Bir yilizeyin



pek cok onemli yerel 6zelligi birinci temel form tiiriinden ifade edilebildigi igin bu tiir

ozellikleri yiizeyin i¢sel geometrisini verir.

Yaklasik 200 yil 6nce Gauss geometrinin ne oldugu hakkinda yeni ve daha derin bir
anlayisa yol agan bir soru sordu: 3 boyutlu Oklid uzayinda bir yiizeyin geometrisi

seklinden ne kadar bagimsizdir?

C. F. Gauss, 1827 yilindaki “Kavisli yiizeyler tizerindeki genel tartismalar” isimli temel
calismasinda bu yiizeyler iizerindeki yaylarin uzunlugunun Olciilmesine dayanarak

yiizeylerin bir i¢sel geometrisinin varligini gosterdi (Gauss 1827).

3-boyutlu Oklid uzaymda bir yiizeyin geometrisi incelenirken en 6nemli geometrik
ozelliklerinden bazilarinin i¢inde bulundugu uzaya degil de ylizeyin kendisine ait
oldugu bulunmustur. Yiizeylerin birinci ve ikinci temel formlari, alandan bagimsiz
yiizey bilgilerini elde etmeyi saglayan bir dizi diferansiyel geometrik 6zellik saglar.
Gauss egriligi bir yiizeyin izometrik degismezine atifta bulunan dogal bir yiizey
ozelligidir. Yani, Gauss egriligi sekil operatorii yardimiyla tanimlanmig olmasina
ragmen izometrik degismezlik sartlarin1 sagladigindan yiizey igin bir i¢gsel geometriye
ait oldugu soylenebilir. Bu ifadeyi Gauss meshur teoremi “Theorema Egregium” da bir
ylizeyin Gauss egriligi K yerel izometriler altinda degismezdir seklinde ifade etmistir.
Bu teorem Reimann'l, Gauss egriliginin keyfi Riemann manifoldlarina genellestirilmesi

olan Reimann geometrisinin icadina gotiirdii (Riemann 1854).

Yiizeyler i¢in 6nemli olan bir diger egrilik de ortalama egrilik kavrami olup ilk olarak
Marie-Sophie Germain tarafindan ortaya atilmistir (Germain 1831). Gauss egriliginin
tersine ortalama egrilik yiizeyin uzayda nasil yattigini Olgen digsal bir 6zelliktir.
Ortalama egrilik bir malzeme govdesinin ylizeyinin karakteri ile iliskili oldugundan
diger bilimlerle de derinden baglantilidir. Ortalama egrilik yiizey lizerindeki her bir
noktadaki iki asli egriligin aritmetik ortalamasi olarak ifade edilmektedir. Ortalama
egriligin sifir olmast durumunda yiizey minimal yiizey olarak adlandirilir. Minimal
ylizeyler gilinlimiizde de aktif olarak calisilmakta olan konular olup 0zellikle

fonksiyonlar teorisi alaninda analizle iligkilidirler. Ortalama egriligi sifira esit olmayan



bir sabit olmak tizere verilen bir yiizey hacmini korurken yilizey alanini en aza
indirgeyecek sekilde karsimiza ¢ikar. Bu anlamda sabit ortalama egrilige sahip olan
asikar ornek kiire yiizeyidir. Ayrica 1984 yilinda H. Wente tarafindan kesfedilen sabit
ortalama egrilik toru geometricilere bu yiizeyleri incelemek igin biiyiik bir motivasyon
olusturmustur (Wente 1984). Dolayisiyla hem Oklid uzayinda hem de diger uzaylarda
sabit ortalama egrilige sahip yilizeyler popiiler bir ¢alisma konusu haline gelmistir

(Kenmotsu 2000).

1800 li yillarin baslarinda S. Germain ve S.D. Poisson, elastik kabuklari tanimlamak
icin toplam ortalama egriligi uygulamistir (Poisson 1812, Germain 1831). 3 boyutlu
Oklid uzayindaki yiizeyler i¢in toplam ortalama egrilik 1920°de Blaschke ve daha sonra
1960'larin ortalarinda T.J. Willmore tarafindan ortaya atilmistir (Blaschke 1929,
Willmore 1968).

1970’lerin sonunda B.Y. Chen Oklid altmanifoldlarmin toplam ortalama egriligini ifade
edebilmek adina altmanifoldlar icin sira ve tip kavramlarini tanitmistir. Ayrica bu
kavramlardan yola g¢ikarak sonlu tip altmanifoldlar ve sonlu tip doniisiim kavramlarini
tanitmistir. Sonlu tip altmanifoldlar ve sonlu tip dontisiimlerin incelenmesi, Riemann
manifoldlarinin geometrisini immersiyon yardimiyla Riemann manifoldlarinin spektral
davraniglariyla iliskilendirmek igin dogal bir yol saglar. Bu nedenle Nash embeding
teoremine gore her zaman Oklid uzaymna izometrik olarak gomiilebilen bir Riemann

manifoldun 6zdegerleri hakkinda énemli bilgiler elde edilebilir (Chen 1979).

Yiizeyler ilizerinde ele alimmis olan diferansiyel geometri kavrami genel olarak
altmanifoldlar {izerinde diisiiniilebilir. Altmanifoldlarin diferansiyel geometrisinin
matematigin dallari, fen ve miihendislik iizerindeki etkisi biiyiiktiir. Ornegin geodezikler
ve minimal yiizeylerin incelenmesi, dinamikler, karmasik degiskenli fonksiyonlar
teorisi, varyasyon hesab1 ve topoloji ile yakindan ilgilidir. Son zamanlarda altmanifold
teorisi bilgisayar tasarimi, goriintii isleme, ekonomik modelleme, sanat ve vizyonun
yani sira matematiksel fizikte (Kaluza-Klein ve dizi teorileri dahil) ve matematiksel

biyolojide 6nemli bir rol oynamaktadir (Chen 2015).



Son yillarda sensor goriintii  verileri olarak uzaklik ve derinlik haritalariin
kullanilmastyla bilgisayarl goriintiileme ¢alismalarinda biiyiik artis olmustur. Uzaklik
gorlintiilleme 6zelliklerinin algilanmasiyla ilgili yontemler Gauss ve ortalama egriligin
isaretlerine  baglidir. Boylece bir goriinti  ylizeyinin Monge yamast ile
modellenebilecegi varsayimlari altinda Gauss ve ortalama egriliklerin isaretleri
kullanilarak 3-boyutlu konveks yilizeyin varligini tespit etmek icin ydntemler
gelistirilmistir. Monge yamasi olarak adlandirilan yiizeylerin grafik formu, yiizey

tizerindeki derinlik fonksiyonlarini tanimlamak i¢in kullanilir.

Oyma (carved) yiizeylere diizlemde yatan asli egrilik ¢izgileri yilizeye dik olan bir
diizlem ailesini veren ylizeyler denir. Yiizey lizerindeki bu asli egrilik cizgileri de
geodezik cizgiler olarak adlandirilir. Bir oyma yiizeyi agilabilir yiizeylerin bir evoliitii
olmak iizere Monge yiizeyi olarak adlandirilir. Monge yiizeyleri 1807 de kesfeden
matematik¢inin adina ithafen isimlendirilmistir. Analizde de iki degiskenli yiizey
grafiklerini elde etmede énemli rol oynayan Monge yiizeyleri 3-boyutlu Oklid uzayinda
X(u,v) =(u,v, f(u,v))
parametrelendirmesine sahip yiizeylerdir. Bu paramatrelendirmeyle verilen onemli
yiizeylerden biri 6teleme yiizeyleri olup f(u,v)=h(u)+ g(v) fonksiyonu ile verilir.
Burada h(u) ve g(v) ireteg egrileri olup Darboux tarafindan bu egrilerin toplami

yardimiyla teleme yiizeyleri tanimlanmistir (Darboux 1972). Oteleme yiizeyleri iki egri
tarafindan iiretilen ylizeyler olduklari i¢in dort kenarli yapidaki yiizeylerdir. Bu nedenle
bu ylizeyler uygulama alani1 olarak mimaride ¢okca kullanilmaktadir. Binalarin ¢ati ve
cam kaplamalar1 liggensel cam yiizeyler olup Oteleme yiizeyi olarak ele alindiginda
dortgensel hale geleceginden daha ekonomik ve daha kullanish bir hal alir (Glymp ve
ark. 2004). Bu yiizeyler i¢in 6nemli bir siniflandirma olan minimallik durumunu Scherk
1835 yilinda iki egrinin toplami olarak verilen bu tipte bir yiizeyin diizlemsel olmayan
tek minimal yilizey olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

coscv
coscu

f(u,v):llog ,ceR,c#0

C

olmas: gerektigini ispatlamistir (Scherk 1835). Oteleme yiizeylerinin minimalligi ile
ilgili ¢aligmalar birgok matematik¢i tarafindan yapilmistir (Verstrealen ve ark. 1994,
Dillen ve ark. 1998, Lopez 2011, Munteanu ve ark. 2016, Lopez ve Perdomo 2017).



Bununla birlikte sabit Gauss egriligine sahip 6teleme yiizeyleri ile ilgili problemler daha
az bilinmektedir. Bunlarla ilgili yapilan ¢alismalarda da sifira esit sabit Gauss egriligine
sahip Oteleme yiizeyleri silindirik yiizeyler olarak bulunmustur. Ayrica bunun disinda
baska sabit Gauss egriligine sahip Oteleme yiizeyi olmadigi gosterilmistir (Liu 1999,
Lopez ve Moruz 2015, Hasanis ve Lopez 2018). Ayrica 4-boyutlu Oklid ve Minkowski
uzayinda da oOteleme yiizeyleri tanimlanmig ve egriliklerle ilgili 6zellikleri yardimryla
smiflandirilmalar1 verilmistir (Biiytkkiitik 2012, Arslan ve ark. 2016, Moruz ve
Munteanu 2016).

Monge yamasiyla verilen kullanigli yiizeylerden bir digeri de c¢arpanlara ayrilabilir
yiizeylerdir. Bu ylizeyler i¢in de f(u,v)=h(u)g(v) fonksiyonu iki egrinin ¢arpimi
seklinde ifade edilir. Bu yiizeyler ayn1 zamanda homotetik ylizeyler olarak da
adlandirilmak tiizere ilk olarak 1995 yilinda Woestyne tarafindan helikoidlerin bir
siiflandirilmast olarak verilmistir (Woestyne 1995). 3-boyutlu Oklid ve Minkowski
uzayinda minimal ¢arpanlara ayrilabilir ylizeyler Yu ve Lie tarafindan smiflandirilmistir
(Yu ve Lie 2007). Bu yiizeyler Oklid uzay1 ile birlikte Minkowski ve Galilean
uzaylarinda da bircok geometrici tarafindan calisilmis ve simiflandirma teoremleri
bulunan popiiler bir konu olmustur (Meng ve Liu 2009, Turhan ve Altay 2010, Bekkar
ve Senoussi 2012, Aydin ve ark. 2015, 2018, Lopez ve Moruz 2015, Aydin ve
Ogrenmis 2017, Aydin 2018). Ayrica 4-boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda
carpanlara ayrilabilir yiizeylerde S. Biiyiikkiitilk tarafindan g¢esitli ¢aligmalarda
verilmistir (Biiyiikkiitiik ve Oztiirk 2017, Biiyiikkiitik ve Oztiirk 2018, Biiyiikkiitiik
2018a,b).

Bu tez calismasinda da simdiye kadar verilen kaynaklar yardimiyla literatiir taramasi
yapilmis olup ilk olarak Monge yamasiyla verilen ylizeyler lizerinden haraketle 3 ve 4
boyutlu Oklid uzayinda yiizey siniflandirilmalar verilmistir. Monge yamasi yardimiyla
tanimlanan Oteleme ve ¢arpanlara ayrilabilir yiizeyler incelenmis ve bu iki yiizeyin bir
genellemesi olarak ele alinan TF (translation-factorable) tipindeki yiizeyler ¢alisiimustir.
Bu ylizeylerle ilgili daha onceki kaynaklar da baz alinarak diiz ve minimal olmas1 ile

ilgili siniflandirma teoremleri elde edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bolimde ilk olarak tezin ilerleyen bolimlerinde ihtiya¢ duyulacak olan n-boyutlu
Oklid uzayinda yiizeylerle ilgili temel kavramlara deginilmistir. Sonrasinda ise sonlu

tipten koordinatlara sahip yiizeylerin tanimi1 ve 6zellikleri verilmistir.

2.1. E™ de Yiizeyler

Tamim 2.1. M yiizeyi X (u,v):(u,v) e D < E* - E" yamasi ile verilsin. M yiizeyinin
keyfi secilmis bir pe X(u,v) noktasindaki T,(M) teget uzayr {X,,X,} vektorleri

tarafindan gerilen bir vektor uzayidir. Bu takdirde M yiizeyinin birinci temel formu;
| =g,,du®+2g,,dudv + g,,dv? (2.1)

esitligi ile hesaplanir. Burada

(X, (U,v), X, (u,v)),
(X, (u,v), X, (u,v)), (2.2)
(X, (u,v), X, (u,v))

91
012
92,

olup <,> E"uzayinda Oklid i¢ ¢arpimidir. Bununla birlikte (2.2) yardimiyla
”Xu ><><v”2 =g11922_9122 =W? (2.3)

elde edilir. Eger X, x X, #0 ise X(u,v) ile verilen ylizey yamasi regiilerdir. Ayrica bir

cok kaynakta birinci temel form katsayilarn g,,=E, g,,=F ve g,,=G olarak da

ifade edilir.

M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. E" de Riemann

koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X,Y € y(M) lokal vektor alanlari i¢in

M yiizeyi ilizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V ile verilmek iizere M

yiizeyinin ikinci temel form doniisimii



h: x(M)x (M) - (M)

Z (2.4)
h(X,Y)=V,Y -V, Y

seklinde tanimlanir ve aym1 zamanda Gauss denklemi olarak da bilinir (Chen 1973). Bu

doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir.

M c E" yiizeyi X(u,V) regiiler yamasi ile verilsin. VX € y(M) ve VN € (M) igin

M yiizeyinin sekil operatorii dontisiimii
Az zH(M)x x(M) > z(M); AJX =-V N +VEN (2.5)

biciminde tamimlanir. Burada A X, N’ye karsihk gelen sekil operatdrii ve V™ ise

7~ (M) normal demete ait normal koneksiyonudur. Herhangi X,Y € y(M) igin

(AX,Y) =(h(X,Y),N) (2.6)

dir ve bu denklem Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973). Bu operator

selfadjoint ve 2-lineerdir.

Tamm 2.2. M yiizeyi X :DcE? —E" yamas: ile verilsin. X (u,v) yamasinm ikinci

mertebeden kismi tiirevleri X, X, X,, ve normal vektor alanlart N;, N,,....... N,

uu’ uv?

olmak iizere M nin ikinci temel form katsayilari;
(2.7)

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Teorem 2.3. X:DcE? »>E" regiiler yamasi ile verilen M c E" yiizeyinin Gauss

egrilik fonksiyonu,;

n-2

1
K= > (ehel, — (¢5)?) (2.8)
W &



ve ortalama egrilik vektor alani;

N

H = . 2 i(clle +CpoE — 2C1k2F)\|k (2.9)
2W° A
dir. Burada
1
H, = AN 2 (CflG"‘Clz(zE_ZClkzF) (2.10)

M nin k.inc1 ortalama egrilik fonksiyonudur. Béylece M nin ortalama egrilik fonksiyonu

H =|H| dir (Mello 2003, 2009).

2.2. Sonlu Tipten Koordinatlara Sahip Yiizeyler

Sonlu tipten altmanifoldlarin tanim: 1970°li yillarin sonlarina dogru B. Y. Chen
tarafindan Oklid uzayinda kapali bir altmanifoldun toplam ortalama egriliginin en iyi

yaklagimini bulmak i¢in ve altmanifolda bir derece kavrami katmak i¢in ortaya

atilmistir (Chen 1984).

Cebirsel geometride temel konu cebirsel degismezlerdir. Dolayisiyla derece kavrami
cebirsel geometride onemli rol oynamaktadir. Bununla birlikte Oklid uzayinda
altmanifoldlarda derece kavrami eksik kalmistir. Buna dayanarak Chen tarafindan bu
altmanifoldlar i¢in bir simiflandirma ve tip kavramlar ile ilgili caligmalar sonlu tipten
altmanifoldlar olarak elde edilmistir. Cebirsel hiperyiizey ve sonlu tipli altmanifold
kavramlar1 birlikte ele alindiginda, E™ de bitin sonlu tip hiperyiizeyleri ile
siniflandirma problemi karsimiza c¢ikmistir. Bu problem ¢oziimiiyle ilgili cesitli
caligmalar yapilmistir (Chen 1987, 1996, Garay 1988, Chen ve ark. 1990, Chen ve
Dillen 1990, Dillen 1992). Sonlu tipten altmanifoldlar ailesi olduk¢a genistir. Bunlarin
icinde en 6nemli olan ve c¢ok¢a bilinenler; Oklid uzaymda minimal altmanifoldlar,

hiperkiireler tizerinde minimal altmanifoldlar ve tiim paralel altmanifoldlardr.



Tanmm 2.4. X :M" - N™ c E™ déniisiimii n-boyutlu Reimann manifoldu M den m-
boyutlu Oklid uzay1 E™ ye bir izometrik immersiyon olsun. M manifoldunun lokal

koordinatlart u,,u,,...,u, olarak verildiginde E™den indirgenen metrigi;

OX OX
L= —— —)1<i,j<n 2.11
9 <6u 8u> J ( )

biciminde tanimlansin. Bdylece ¢ :det(gij) ve (gi")=(gij )1 olmak {izere M

manifoldunun E™ den indirgenmis metrige gore Laplas operatorii;

el @12

|11

seklinde tanimlanir.

Bununla birlikte g ve g’ matrisleri, 95 :{g“ 912} ve gl = 1 { 92, —912}
21 Y2 deth =0, 014

olarak ifade edilir.
11

9" 9”|_1/ 9 —¢
Ayrica g;ve g" matrisleri arasindaki iliski, [ ” 22}:—{ 22 12} ile verilir.
g g g~ 9n 011

Bununla birlikte M, n-boyutlu Reimann manifoldu i¢in X :M — E™ bir izometrik

immersiyon olsun. M manifoldunun Laplas operatorii A ve M nin ortalama egrilik

vektorii H olmak {izere
AX=-nH

Beltrami formiilii saglanir (Beltrami 1864).

Tamm 2.5. M, E™ uzaymm n-boyutlu bir alt manifoldu ve X :M" —N"™  cE™ bir
izometrik immersiyon olsun. M alt manifoldunun Oklid uzayindaki x pozisyon vektorii,

A =4 %, A R, A <.<A4, X (1=1,...k) olmak tizere

1
J

X=X, + X, +X%, +..+% seklinde aynstirilabilirse M alt manifolduna sonlu tipten alt



manifold denir (Chen 1996). Burada X, sabit bir vektdr, X ,X; ,...X;

L] Ik

sabit olmayan

vektor degerli Laplas 6zvektorleri ve A4 ,..., 4

(1 i

_reel degerli sabitler de bu dzvektorlere

karsilik gelen 6zdegerlerdir. Eger X, Ozvektorlerine karsilik gelen A4 ,.,4, 0z

i e M
degerlerinin hepsi birbirinden farkli ise M alt manifolduna k-tipinden altmanifold denir.

Eger 4, ,...,4, 0z degerlerinin biri sifir ise M sifirli(null) k-tipinden altmanifold olarak

adlandirilir.

Takahashi, E™ uzayinin n-boyutlu bir altmanifoldunun 1-tipinde olmasi i¢in gerek ve

yeterli kosulun ya E™ uzaymin minimal bir altmanifoldu ya da bazi hiperkiirelerin

minimal bir altmanifoldu olmasini gerektigini ifade etmistir (Takahashi 1966). Baska

bir deyisle, AX=AX denkleminin ¢oztimleri, E™ uzaymin ya minimal altmanifoldlari
ya da bazi hiperkiirelerin  minimal altmanifoldlaridir. Takahashi’nin teoreminin
genellestirilmisi  olarak, M alt manifoldunun koordinat fonksiyonlart M nin
Laplasyeninin 6z fonksiyonlar1 olarak disiiniilebilir. Yani M alt manifoldunun

koordinat fonksiyonlart x;, (i =1,...,m) A ’nin 6z fonksiyonlaridir.

Basgka bir ifadeyle, Ax; = A.X. kosulunu saglayan manifoldlara sonlu tipten koordinatlar

olan altmanifoldlar denir (Garay 1990).
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3. MATERYEL ve YONTEM

3.1. E3 de Monge Yamasi ile Verilen Yiizeyler

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymda Monge yamasiyla verilen yiizeyler ele
alimmistir. Bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanarak o6rnekler

verilmigtir.

Tamm 3.1. E* Oklid uzayinda

X:E* >E®

31)
M : X(u,v) =(u,v, f(u,v))

parametrelendirilmesine Monge yamasi adi verilir. M ylizeyi de Monge yamasiyla

verilen bir yiizeydir. Burada f(u,v) reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur

(O’Neill 1997).

Teorem 3.2. M, (3.1) parametrelendirilmesine sahip Monge yamasiyla verilen yilizey

olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi,

K= %:f“"z (3.2)
dir. Bu arada W = mdir (Gray 1997).

Ispat. M yiizeyinin tanjant uzay

X, =0, f,), (33)
X,=01f)

vektor alanlari ile gerilir.

Boylece, yiizeyin birinci temel form katsayilari,

11



011 =1+ fuz’

912 = fu fv’ (34)
02, =1+ fv2
bulunur.

Yiizey yamasinin ikinci kismi tlirevleri alinirsa;

X = (0,0, f,,),
X =00, f,,), (3.5)
Xw =00, 1,)

elde edilir. Ayrica, M nin birim normal vektorii,

Ne———  (—f,—f

i+ f 2+ f7

D) (3.6)

dir. Buradan (2.7), (3.5) ve (3.6) esitlikleri yardimiyla yiizeyin ikinci temel form

katsayilari;
Cl _ fuu
M-
Ji+ 2+ 17
Cllz = = )
2 2
i+, + f 3.7)
1 fw

seklinde bulunur.

Sonug olarak, (3.4) ve (3.7) esitliklerinin (2.8) de yerine yazilmasiyla (3.2) elde edilir.

12



Teorem 3.3. M, (3.1) parametrelendirmesine sahip Monge yamasiyla verilen yiizey

olsun. Bu takdirde M yiizeyinin ortalama egriligi,

N 0 B (R P A

) fUV

H
dir (Gray 1997).

Ispat. (2.9), (3.4) ve (3.7) deki esitlikler yardimiyla (3.8) denklemi bulunur.

Boylece Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 iin bir sonucu olarak asagidaki 6nermeler verilebilir.

Sonu¢ 3.4. M, (3.1) parametrelendirmesine sahip Monge yamasiyla verilen yiizey olsun.
M yiizeyinin diiz bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f, f, =f,° olmasidir

(O°Neill 1997).

Sonug¢ 3.5. M, (3.1) parametrelendirmesine sahip Monge yamasiyla verilen yiizey olsun.

M ylizeyinin minimal bir ylizey olmast i¢cin gerek ve yeter kosul

f @+ %)+ f, @+ f2)=2f,f f, olmasidir (O’Neill 1997).

u’v uv

3.2. E3 de Oteleme Yiizeyleri

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Monge yamasiyla verilen yiizeylerin dzel bir hali
olan Gteleme yiizeyleri tanitilmis ve bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri ile ilgili

bilinen sonuglar verilmistir.

Tanmm 3.6. (3.1) parametrelendirilmesiyle verilen M yiizeyinde f(u,v)=h(u)+ g(v)

seklinde ylizey parametrelendirilmesi
M X(u,v) = (u,v,h(u) + g(v)) (3.9)

olup bu ylizeyler 6teleme yiizeyleri olarak adlandirilir (Dillen ve ark. 1991).

13



Teorem 3.7. M, (3.9) parametrelendirmesine sahip Gteleme yiizeyi olsun. Bu takdirde,

M yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi sirastyla,

hﬂg 14

K="8 (3.10)
ve
h 2 @+ (9)%) + 9"+ (h)*) (3.11)

Z\N 3
dir (Liu 1999).

Teorem 3.8. M, (3.9) parametrelendirmesine sahip 6teleme yiizeyi olsun. M yiizeyinin

diiz (flat) bir yiizey olmasi igin gerek ve yeter kosul yiizeyin diizlemin bir pargas1 ya da

X(u,v)=(0,v,b+g(v))+u(d0,a)
ya da
X(u,v) =(u,0,d +h(u))+v(0,1c)

parametrelendirmelerine sahip silindirin bir pargas: olmasidir (Liu 1999).

Teorem 3.9. M, (3.9) parametrelendirmesine sahip 6teleme yiizeyi olsun. M yiizeyinin

minimal bir yilizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin diizlemin bir pargasi ya da

|

olmak {izere bir Scherk yiizeyi olmasidir (Dillen ve ark. 1998).

cos(av)
cos(au)

f(u,v)zéln(

3.3. E3 de Carpanlara Ayrilabilir Yiizeyler

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda ¢arpanlara ayrilabilir yiizeylerle ilgili tanim ve

bilinen bazi teoremler verilmistir.

14



Tanmm 3.10. (3.1) parametrelendirmesiyle verilen M yiizeyinde f(u,v)=h(u)g(v)

seklinde alinirsa ylizey parametrelendirmesi
M X (u,v) = (u,v,h(u)g(v)) 3.12)

olup bu ylizeyler ¢arpanlara ayrilabilir ylizey olarak adlandirilir (Yu ve Liu 2007).
Ayrica bu yiizeyler bazi kaynaklarda homotetik yiizeyler olarak da adlandirilir (Nitsche
1989, Woestyne 1995, Jiu ve Sun 2007, Lopez ve Moruz 2015).

Teorem 3.11. M yiizeyi (3.12) parametrelendirmesine sahip garpanlara ayrilabilir yiizey

olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

K ~ hh”ggu _ (h!g/)Z
- 4
W

(3.13)

ve

H = "9@+h*(g)) +hg"@+(h)*g*) - 2h(h)"9(g")’
2VV3

(3.14)
dir (Bekkar ve Senoussi 2012).

Ispat. f(u,v)=h(u)g(v) fonksiyonunun kismi tiirevleri alnip (3.2) ve (3.8)

denklemlerinde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.12. M yiizeyi (3.12) parametrelendirmesine sahip ¢arpanlara ayrilabilir ylizey
olsun. M yiizeyi diiz (flat) ise asagidaki yiizeylerin bir pargasidir;

(1) X(u,v)=(u,v,c,g(v)),
(2) X(u,v)=(u,v,c;h(u)),

(3) X(u,v)=(u,v,exp(c,u+c,v+cy)),
1 *
(4) X(u,v) = UV, (c (u) + ;) (c5(u) +¢,) ).
Burada k reel sabit, c; (i=12,3,4) integral sabitleridir (Lopez ve Moruz 2015).

15



Teorem 3.13. M yiizeyi (3.12) parametrelendirmesine sahip ¢arpanlara ayrilabilir yiizey

olsun. M yiizeyi minimal ise asagidaki yiizeylerin bir pargasidir;

(1) X(u,v)=(u,v,cu+c,),

(2) X(u,v)=(u,v,cv+c,),

(3) X(u,v) =(u,v,cutan(c,v)),

(4) X(u,v)=(u,v,cvtan(c,u)),

(5) X(u,v)=(u,v,h(u)g(v)) buradan h(u) ve g(v);

~ dh(u) N dg(v)
U_J.\/Zalnh(u)+cl’ v=]

g -2

dg(u)

u:j CWOD—E  VZIJZMngW)+%
2

ya da

ya da

_ dh(u) _ dg(v)
u J‘\/Clhz(lJrk)(U)—Cz ! v I\/ngz(lk) (V)—C4

esitliklerini saglar. Ayrica a,b,k,c,,c,,c,,c, reel sabitler a’+b? =0, k = +1 dir (Yuve

Liu 2007).

Sonu¢ 3.14. M yiizeyi (3.12) parametrelendirmesine sahip garpanlara ayrilabilir yiizey
olsun. M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir diizlemin pargasi ya da

bir helikoid yiizeyi olmasidir (Lopez ve Moruz 2015).

Buradaki helikoid ylizeyi standart anlamda bir helikoid ylizeyi olmay1p lirete¢ egrisi bir

helis olan regle ylizey olarak ele alinabilir. Yani, f(u,v)=(u+b)tan(cv+d) fonksiyonu

i¢in bir helikoid ylizeyidir. Burada a,b,c € R ve ¢ = 0 dir (Nitsche 1989).
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3.4. E* de Monge Yamasi ile Verilen Yiizeyler

Bu béliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda, Monge yamasiyla verilen yiizeyler ele

alinmistir. Bu ylizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanip 6rnekler verilmistir.

Tamm 3.15. 4-boyutlu Oklid uzayinda

X E?—>E*

(3.15)
M : X (u,v) =(u,v,h(u,v),g(u,v))

parametrelendirilmesine sahip yiizeylere Monge yamasi ile verilen yilizeyler denir

(Aminov 1994).

Teorem 3.16. M yiizeyi (3.15) parametrelendirmesine sahip Monge yamasiyla verilen

yiizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi,

K = C(huuh\/v — huzv)_ B(huugw + guuhvv — 2huvguv) + A(guugw - gjv) (3 16)
= W4 .

dir. Burada

A=1+(h,)* +(h,)’
B=h,g,+hg, (3.17)
C=1+(g,)" +(9,)°

olarak alindiginda EG — F* = AC — B? dir (Aminov 1994).

Ispat. Monge yamasiyla verilen M yiizeyinin tanjant uzayi

X, ={@0,h,,9,),
X, =(0Lh,g,),

vektor alanlari ile gerilir.

Boylece, yiizeyin birinci temel form katsayilart,
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E=(X,(uV),X,(uV)=1+h’+g}
F=(X,(uVv),X,uv)=hh +g,9,
G =(X,(uv),X,(uv)=1+h’+g,

(3.18)

seklindedir. M yiizeyi, X(u,v) parametrelendirilmesi ile verilmek {izere ikinci kismi

turevleri alinirsa;

X, v)=(0,0,h,,9,,)
XUV(U’V) = (0’07 hUV’ gUV)'
X (U,v)=(0,0,h,,9,)

seklinde elde edilir. Ayrica, M nin birim normal vektorleri,

N, = % (<h, —h.10)
1
N, = ———(Bh, — Ag,, Bh, — Ag,,—B, A
2 W\/K( u gu g )
dir.

(3.19) ve (3.20) esitlikleri yardimiyla ikinci temel form katsayilari;

h
C%1:<XUU(U,V),N1>:\/%,
1 hUV
C12:<Xuv(u’v)’N1>:\/K1
1 hW
C22:<XW(U7V)1N1>:ﬁl
—Bh + A
cfl=<xuu(u,v),N2>=V“V“—J_Ag”“,
—Bh + A
cfzz<xw(u,v),N2>=V“vV—J_Ag“V,
—-Bh, + Ag,,

2, = (X, (U,V),N,) = —> =W (i,
Cyp = (X, (U,v) ) WYA Ir

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Boylece (3.18) ve (3.21) esitliklerini (2.8) de yerine yazarsak (3.16) esitligi elde edilir.
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Teorem 3.17. M yiizeyi (3.15) parametrelendirmesine sahip Monge yamasiyla verilen

yiizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin ortalama egrilik vektorti;

= 1

H = W(gzzhuu - 2nghuv + glth)N1

(3.22)
\/—(922( Bh +Aguu) 2912( Bh +'A‘guv)_i_gll( Bh +gw))N

dir. Burada A, B ve C fonksiyonlari reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olup

(3.17) esitliginde verilmistir (Bulca ve Arslan 2013).

Ispat. (3.18) ve (3.21) esitlikleri (2.9) da yerine yazilirsa (3.22) esitligi elde edilir.
3.5. E* de Oteleme Yiizeyleri

Tammm  3.18. (3.15)  parametrelendirilmesiyle  verilen M  yiizeyinde
h(uv)=h(u)+g,(v) ve g(v)=h,(u)+9,(v) seklinde almirsa yiizey

parametrelendirmesi
M = X(u,v) = (U, v, by (u) + g, (v), h, (U) + 9,(v)) (3.23)
olup bu ylizeyler 6teleme ylizeyleri olarak adlandirilir (Verstrealen ve ark.1994).

Teorem 3.19. M yiizeyi (3.23) parametrelendirmesine sahip 6teleme yiizeyi olsun. Bu

takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi;

K - M9C— (hlgz;vilzg)mh 292 A (3.24)
dir. Burada

A(u,v) =1+ (h))* +(g;)*

B(u,v) =hh; + 9,9, (3.25)

C(u,v) =1+(hy)* +(93)°

tiirevlenebilir fonksiyonlardir (Arslan ve ark. 2016).
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Ispat. M yiizeyinin tanjant uzay,
X, =(L0,h,hy)
X,=(019:0;)

vektor alanlari tarafindan gerilmek iizere yiizeyin birinci temel form katsayilari;

E=1+(h)" +(h; ),
F =hg; +h;g;, (3.26)
G=1+(g;) +(9; )

seklindedir.

Ayrica yiizey yamasinin ikinci kismi tiirevleri alinirsa

X (U,V) = (0,0,h, hy),

X, (u,v) =(0,0,0,0), (3.27)

Xy (u,v)=(00,9/,97)

elde edilir. Bununla birlikte, M nin birim normal vektorleri,

1
N, =——(-h;,—9;,1,0)
VA (3.28)

1 ! ! ! !
N, :Vm(Bhl —Ah;,Bg; —Ag;,—B, A)

dir. Burada A ve B tiirevlenebilir fonksiyonlar olup (3.25) esitliginde verilmistir.

(3.26) ve (3.27) esitlikleri yardimiyla ikinci temel form katsayilari;

RN ST
11— \/—’ 22 — !
A VA
¢, =c; =0, (3.29)

ez~ A =B o Ag;—Boy
YowdA WA

olarak bulunur. Buradan (3.26) ve (3.29) esitliklerini (2.8) de yerine yazarsak (3.24)
esitligi elde edilir (Arslan ve ark. 2016).
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Teorem 3.20. M yiizeyi (3.23) parametrelendirmesine sahip 6teleme yiizeyi olsun. Bu

takdirde, M yiizeyinin ortalama egrilik vektori;

g hG+oE | GbA-hB)+E(g;A-gB)
2JAw2 ! 2 AW? 2

(3.30)

dir. Burada A ve B fonksiyonlar1 reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olup

(3.25) esitliginde verilmistir.

Ispat. (3.26) ve (3.29) esitliklerini (2.9) da yerine yazarsak (3.30) esitligi elde edilir
(Arslan ve ark. 2016).

Teorem 3.21. M yiizeyi (3.23) parametrelendirmesine sahip 6teleme yiizeyi olsun. Bu
takdirde M ylizeyinin diiz bir yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart yiizeyin diizlemin bir

parc¢asi veya

X(u,v)=0,v,b +9,(v),b, + 9,(v)) +u@,0,a,a,)
ya da
X(u,v) =(u,0,d, + h (u),d, +h,(u))+v(0Lc,c,)

parametrelendirilmesi ile verilen hipersilindirin bir pargasi olmasidir. Burada

a,a,,b,b,,c,c,,d;,d, reel degerli sabitlerdir (Arslan ve ark. 2016).

Teorem 3.22. M yiizeyi (3.23) parametrelendirmesine sahip oteleme yiizeyi olsun. Bu
takdirde M yiizeyinin minimal bir ylizey olmasi igin gerek ve yeter sart ylizeyin

diizlemin bir pargasi veya

h (u) = . i“czz (Iog‘cos(\/gu‘ + cu)+ eu,
9,(vV) =— % . (— Iog‘cos(\/Bv‘ + dv)+ PV, k=12
Cl C2

dir. Burada a,b,c,d,c,,e,, p, reel degerli sabitlerdir (Verstrealen ve ark. 1994).
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3.6. E* de Carpanlara Ayrilabilir Yiizeyler

Tamm 3.23. (3.15) parametrelendirilmesiyle verilen M yiizeyinde h(u,v) =h,(u)g,(v)

ve g(u,v) =h,(u)g,(v) seklinde alinirsa yiizey parametrelendirilmesi

M 2 X U,V) = (U, v, By (), (v), 7, (U), (V) (3.31)

olup bu yiizeyler garpanlara ayrilabilir yiizey olarak adlandirilir (Biiyiikkiitiik ve Oztiirk
2018).

Teorem 3.24. M vyiizeyi (3.31) parametrelendirilmesine sahip ¢arpanlara ayrilabilir
ylizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi;

« — (hhglg, —h’gr")C — (hh,g,07 +hohig,07 - 2hih;g10;)B + (hgh, 079, - ;") A
w* (3.32)

dir.

Burada

A(U’V) =1+ (h{gl)z + (hlgll)z

B(u,v) =hh;9,9, +hh,9,0; (3.33)
C(u,v) =1+ (hégz)z + (hzg;)2

tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Ispat. M yiizeyinin tanjant uzayu,

Xu :(1101 mgyhégz)
X,=(01hg;,h,9;)

vektor alanlari tarafindan gerilmek iizere yiizeyin birinci temel form katsayilari;
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E :1+(h£gl)2 +(h£gz)2
F=hhg;0, +hh,050,
G =1+(h0;)’ +(h,9;)°

(3.34)

seklindedir.

Ayrica ylizey yamasinin ikinci kismi tiirevleri alinirsa

X, (U,v) = (0,0,h7g,,h7g,),
X, (u,v) =(0,0,h/g;,h;g)), (3.35)
X, (u,v)=(0,0,h,g{,h,93)

elde edilir. Bununla birlikte, M nin birim normal vektorleri,

1
Nl == (_h{gli_hlngvO)
VA (3.36)

1 ’ ! ! !
N, = m(Bhlgl — Ah,g,, Bh,g; — Ah,g;,—-B, A)

dir.

(3.35) ve (3.36) esitlikleri yardimiyla ikinci temel form katsayilari;

oW
= h

h’ 4 Ah! r_Bhr i
G, = j%\l .Gy = %, (3.37)
c? :M c2 = Ah,g; —Bh,gy
. wJ/a WA

olarak bulunur. Buradan (3.34) ve (3.37) esitliklerini (2.8) de yerine yazarsak (3.32)
esitligi elde edilir (Biiyiikkiitiik ve Oztiirk 2018).
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Teorem 3.25. M yiizeyi (3.31) parametrelendirmesine sahip carpanlara ayrilabilir bir

yiizey olsun. M yiizeyi diiz bir ylizey ise asagidaki yilizeylerin bir par¢asidir;

1) X (U,V) = (U1V’ Clgl(v)’ ngz(v)) )
2) X (U,V) = (U'V! Clhl(u)' Czhz (u)) )
3) X (U,V) = (U,V, Clgl(v)7 Czhz (U)) )

4) X(u,v) = (u,v,c,,exp(c,u+cv+c,)),

5) X(u,v):(u,v,cl,(czu+cs)ﬁ(c4v+c5)%),

6) X(u,v) =(u,v,exp(clu+c2v+c3),exp(c4u+c4§—1v+c5)),
7) X (u,v) = (u,v,exp(c,u+c,v+c,),exp(c,u—c, . v+c))
8) X(u,v) =(u,v,r(u)cosv,r(u)sinv):

Burada c,,i=1,...,.5 ve k; #1 reel sabitlerdir (Biiyiikkiitiik 2018).

Teorem 3.26. M yiizeyi (3.31) parametrelendirilmesine sahip g¢arpanlara ayrilabilir

ylizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin ortalama egriligi;

_hg.G-hgE-2hgiF | Ahig,G+h,g7E -2Ng;)-B(hg,G +hgiE-2higy) | (3.38)
Nk ' E .

dir.

Ispat. (3.34) ve (3.37) esitliklerini (2.9) da yerine yazarsak (3.38) esitligi elde edilir
(Biiyiikkiitiik ve Oztiirk 2018).
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Teorem 3.27. M yiizeyi (3.31) parametrelendirmesine sahip carpanlara ayrilabilir bir

yiizey olsun. M yiizeyi minimal bir ylizey ise asagidaki yiizeylerin bir pargasidir;

1) X(u,v)=(u,v,cu+c,,cu+c,),

2) X(u,v)=(u,v,cV+C,,CV+C,),

3) X(u,v)=(u,v,cu+c,,cv+c,),

4) X(u,v) =(u,v,c,c,utan(c,v)),

5 X(u,v)=(u,v,c,c,vtan(c,u)),

6) X(u,v)=(u,v,r(u)cosv,r(u)sinv):

1 t2(u+cz) J_r(u+cz)
rwy=—-I|c’e % +c¢°-1lfe & ,

2c,

7) X(u,v)=(u,v,cutan(c,v),cutan(c,v)),

8) X(u,v)=(u,v,cutan(c,v),c,vtan(c,u)),

9 X(u,v)=(u,v.c,h,(u)g,(v)),

10) X(u,v) = (u,v, i (U)g; (v), h (L) g; (V)),

Burada c,,i=1,...,4 reel sabitler olup h,(u), g; (v) fonksiyonlari

dh, (u) dh. (u) dh, (u)
-] [0
2alnh (u)+c,’ s a’ ch )¢,
Clhi (u)_E 1 ( ) 2
_ dg, (v) _ dg; (v) U- dg; (v)
’ I\/Zbln gi(V)+C2 1 ) I c g.A(V)—E’ J‘\/ngim_k) (V)_C4
29i 2

denklemlerini saglar (Biiytikkiitiik 2018).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde daha o©nceki boliimlerde ele aldigimiz Monge yamasi ile verilen
yiizeylerden oOteleme yiizeyleri ve ¢arpanlara ayrilabilir yiizeylerin birlikte ele
alinmasiyla elde edilmis olan TF (translation-factorable) tipindeki yiizeyler {izerinde
durulmustur. 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanmis olan bu yiizeyler bu ¢alismada
bizim tarafimizdan 4-boyutlu Oklid uzayinda da verilmistir. ik kisimda 3 ve 4-boyutlu
Oklid uzayinda verilen bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanarak diiz ve
minimal olma sartlar1 incelenmistir. Bu tezin baslangicinda ¢alismaya basladigimiz 3-
boyutlu Oklid uzaymdaki TF tipindeki yiizeyler bagimsiz olarak Bekkar ve Senoussi
tarafindan da 2019 yili iginde ¢alisilmistir (Bekkar ve Senoussi 2019). Bundan fazla
olarak bu tez calismasinda 4-boyutlu uzayda TF tipindeki yiizeylerin siniflandirilmasi
ile ilgili teoremler verilmistir. ikinci kistmda ise 3-boyutlu Oklid uzayinda simdiye
kadar tanimlanmis olan tiim Monge yamasiyla verilen yiizeylerin sonlu tipten
koordinatlara sahip olmasi ile ilgili sonuglar incelenmis ve bunlarla ilgili siniflandirma

teoremleri verilmistir.

4.1. Oklid Uzayinda TF Tipindeki Yiizeyler

Bu boliimde Oklid uzaylarinda TF (translation-factorable) tipindeki yiizeyler
caligtmustir. Tlk kistmda 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen TF tipindeki yiizey tanimiyla
birlikte bu yilizeylerin egrilikleri hesaplanmis ve siniflandirma teoremleri verilmistir.
Ikinci kisimda ise bu yiizeyler 4-boyutlu Oklid uzayinda tanitilmis ve diiz ve minimal

olmasi ile ilgili stniflandirma teoremleri verilmistir.

4.1.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda TF tipindeki yiizeyler

Tamm 4.1. E® de (3.1) parametrelendirilmesiyle verilen M yiizeyinde f(u,V)
fonksiyonu f(u,v) =h(u)g(v)+h(u)+g(v) seklinde alinirsa ylizey
parametrelendirilmesi

M : X(u,v) =(u,v,h(u)g(v)+h(u)+g(v)) (4.1)

olup bu yiizey E® de dteleme ve carpanlara ayrilabilir (TF- tipinde) yiizeyler olarak
adlandirilir (Difi ve ark. 2018).

26



Aciklama: Ayrica (4.1) parametrelendirmesi daha genel olarak
M : X (u,v) =(u,v,a(h(u) + g(v)) +bh(u)g(v))

seklinde de ele alinmustir (Senoussi ve Bekkar 2019). Burada a ve b reel sabitlerdir. Biz
bu calismada a =b =1 durumunu ele alarak bu yiizeylerle ilgili siniflandirma teoremi

vermis bulunmaktayiz.

Teorem 4.2. M c E® yiizeyi (4.1) parametrelendirmesine sahip TF-tipindeki yiizey

olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla;

k - g'(h+D(g+) - (h'g)’

w* 4.2)
ve
b9 @+ (M@ +DH)h+D) +h"@+(g)*(h+D)*)(g+1) - 2(W)*(9)*(g +D(h+1)
2w? (4.3)
dir.

Ispat. f(u,v)=h(u)g(v)+h(u)+g(v) fonksiyonu olmak iizere bu fonksiyonun kismi

tirevleri alinip (3.2) ve (3.8) denklemlerinde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Ornek 4.3. M yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak
tizere h(u) =cosu ve g(v)=sinv fonksiyonlari i¢in TF yiizeyinin grafigi Sekil 4.1 de

verilmis olup bir yumurta kutusuna benzemektedir.

\\ ”Iln\\ //////

\s
”’\\ $\
\\\Wlh “\ ////l ”‘“’/[

Sekil 4.1. h(u) =cosu ve g(v) =sinV i¢in TF yiizeyi
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Ayrica h(u)=u® ve g(v) =V® olarak verilen kuadratik polinomlar icin TF yiizeyinin

grafigi Sekil 4.2 de verilip bir masa modellemesi olarak kullanilabilir.

s
S
o‘.":o'e,o’.’

mo

Sekil 4.2. h(u) =u® ve g(v) =Vv* icin TF yiizeyi

Sonu¢ 4.4. M c E® yiizeyi (4.1) parametrelendirmesine sahip TF-tipindeki yiizey

olsun. M yiizeyinin diiz bir ylizey olmast i¢in gerek ve yeter sart
h"g"(h+1)(g +1) = (h'g")* (4.4)

olmasidir.

Sonu¢ 45. M c E® yiizeyi (4.1) parametrelendirmesine sahip TF-tipindeki yiizey

olsun. M yiizeyinin minimal bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

9"+ (M)*(g+1)°)(h+D +h"A+(g)*(h+D*)g +) =2()*(g") (g +)(h+1)  (4.5)

olmasidir.
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Teorem 4.6. M c E?® yiizeyi (4.1) parametrelendirmesine sahip TF-tipindeki yiizey
olsun. M yiizeyi diiz bir yiizey ise asagidaki yiizeylerin bir parcasidir;

1) X(U,v)=(uv,c.g(v)+c,+9(v)),
2) X (u,v) = (u,v,c,h(u) +c, + h(u)),
3) X (u,v) =(u,v,cce™ ™ -1,

1
k

k-1 1) i =
4) X(U'V)Z(U’V’T[_Ej (cu+c,) (cv+c,) +1), k=01

Ispat. M yiizeyi E® Oklid uzayinda (4.1) parametrelendirilmesine sahip TF-tipindeki
yiizey olsun. M yiizeyi diiz bir yilizey olmak tizere (4.4) denklemini saglar. Buradan,

i. Eger (4.4) esitliginde h'(u)=0 veya g'(v)=0 alinirsa K =0 olur. Boylece (4.1)

esitliginden sirasiyla (1) ve (2) yiizeyleri elde edilir.

ii. Eger h'(u)g'(v) # 0 alinirsa (4.4) esitligini u ve v parametrelerine bagh fonksiyonlara

ayirarak;

h(h+l) _ () _
Y " g'g+D)

(4.6)

bulunur. k reel bir sabittir.

a) Eger k =1 ise (4.6) esitliginden h"(h+1)=(h")* ve g"(g+1) =(g")* diferansiyel
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden h(u)=ce® -1 ve

g(v) =c,e™ —1 olarak bulunur. Boylece (3) tipindeki yiizeyler elde edilir.

b) k=1 olmast durumunda ise (4.6) esitliginden h"(h+1)=k(h)*> ve

kg”(g+1)=(g’)* diferansiyel denklemleri bulunup bu denklemlerin ¢dziimiinden

29



1 -1 k k :
h(u):[(l—k)(clu+cz)J -1 wve g(v):((k—l)(c3v+c4)J —1 fonksiyonlari

bulunur. Buradan (4) tipindeki TF-yiizeyleri elde edilir (EK 1).

Ornek 4.7. M yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak
uzere;

(v+1)?
4(u+1)

X (u,v) = (u,v,2e* 1) ve X(u,v)=(U,v,~ +1)

parametrelendirmeleri ile verilen TF yiizeyleri diiz yiizey 6rnekleridir (Sekil 4.3 a,b)

Sekil 4.3 Diiz TF yiizeyleri

Teorem 4.8. M c E® vyiizeyi (4.1) parametrelendirmesine sahip TF-tipindeki yiizey

olsun. M yiizeyi minimal bir yiizey ise asagidaki yiizeylerin bir pargasidir;

1) X(u,v)=(u,v,av+Dh),

2) X(u,v)= (u,v, (cu+c, +1) tan(c,c,v +c,c;) _1}
C1

3) X(u,v)= (u,v, (cv+c, +1) tan(c,c,u +c,c;) —1}

C,

4) X(u,v)=(u,v,h(u)g(v)+h(u)+ g(v)) olup burada h(u) ve g(v);
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u==xf dn(u) , v=zf dg(v)
J2aln(h(u) +1) - 2c,a \/Cz )+ D" _2

ya da

u==f dh(w) , v=zf dg(v)
\/cl(h(u)+14_z J2bIn(g(v) +1) - 2¢,b

ya da

dh(u) dg(v)
=+ .
u J.\/Cl(h(u)+l)2(k+l) ¢, ve Y ‘[\/Cs(g(V)+1)2(lk) +c,

esitliklerini saglar. Ayrica a,b,k,c,,c,,C,,C, reel sabitler, a* +b* %0, k = +1 dir.

Ispat. M yiizeyi E® Oklid uzaymnda (4.1) parametrelendirilmesine sahip TF-tipindeki
yiizey olsun. M yiizeyi minimal bir yiizey olmak iizere (4.5) denklemini saglar.

Buradan,

I. Eger (4.5) esitliginde h'=0 alinirsa yiizeyin minimal olmasi i¢in g"(h+1)=0
olmalidir. Burada 6zel olarak ise h=-1 olursa minimal olma sart1 saglanir. Ayrica
h=c=-1ve g"=0 ise ylizey minimal bir yiizey olup g =cC,\V +C, seklinde elde edilir.

Boyle (1) esitligi ile verilen TF-tipindeki ylizey bir diizlemdir.

Yiizeyin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.5) denkleminin saglanmasi olup bu

denklem tekrar diizenlendiginde

(h?(g"(h+1)(g +1)% - (g)*(h+1)(g +1))

2 2 2 4.7)
+(g)?(h"(h+1)°(g +1) — ()2 (h+1)(g +1))+ h"(g +1) + g"(h+1) =0
bulunur. Bu esitlik (h+1)(g+1) ile boluniirse,
(?(9"(a +1) - (@)?)+ (@) ("h+ - ()2 s -+ 9"~ )

h+1 g+1

seklinde diizenlenmis olur.
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ii. Eger h"(u)=0 ise, h(u)=cu+c, olup (4.8) esitliginde yerine yazilirsa
9"+¢,°9"(g +1)* —2¢,°g"?(g +1) =0 diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin

—¢, +tan(c,c,v+cC,)
Cl

¢oziimiinden g(v) = bulunur. Boylece aldigimizda (2)

parametrelendirilmesi ile verilen TF-tipindeki yiizey elde edilir.

—c, +tan(c,c,u +C,C,)

Benzer sekilde g"(v)=0 ise, h(u)= bulunur. Buradan da (3)

1

tipindeki TF yiizeyi elde edilir (EK 2).

iii. Eger h"(u)g"(v) #0 alinirsa (4.8) denkleminden ilk olarak u ya gore tiirevi

alindiginda

!

[(hhjl)] H(V)(@°(g+D - g) + (@) (h+D) - ) =0 (4.9)

bulunur. (4.9) esitliginin v ye gore tiirevi alinirsa

(*)(9"(g+D-9"*)' +(g"*)(h"(h+D-h"*)"=0 (4.10)

bulunur. (4.10) denklemi de u ve v ye gore tekrar diizenlenirse

(h"(h +1)—h'2)' _ (9" +1)—9’2)' _k (4.11)

() (@7)

elde edilir. Burada k reel bir sabittir. (4.11) esitliginin sirasiyla integrali alinarak

diizenlenirse

h"(h+1) - (k +)h'2 = a,

g"(g+1)—-(1-K)g”? =b (4.12)

diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada, a ve b sifirdan farkli gergel sayilardir.
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a) Eger (4.12) esitliginde k =—1 alinirsa

h"(h+1) = a,
9"(g+1)—2g9"*=b

diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin Maple ile ¢oziimiinden

u= J_rJ. \/2 I (h((jh)(U)l) > ve V= J_r_[ dg(v) - elde edilir.
ain(n(u)+1) — ZCc,a
' \/Cz(g(V)+1)4—2
b) Benzer sekilde eger (4.12) esitliginde k =1 alinirsa
h"(h+1)—2h"? = a,
g'(g+1)=b
. : : - dh(u)
diferansiyel denklemleri bulunup bunlarin ¢dziimiinden de U =+ J ve
\/cl(h(u) byt -2
2
dg(v) bulunur.

V= J2bIn(g(v) +1) —2c,0

C) Ayrica k=+l olmak iizere diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine bakilirsa
h

Y —O

Je () +* —c,

ve v=ij dg(v) bulunur (EK 3).
Je,(g(v) +1%9 +c,

Boylece (4) esitligi ile verilen TF tipindeki minimal yiizeylerin siniflandirilmasi

verilmis olur.

Ornek 4.9. M yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak

tizere X(u,v)=(u,v,(v+1)tan(2u+2)—1) parametrelendirmesi ile verilen TF yiizeyi

minimal yiizeydir (Sekil 4.4).
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Sekil 4.4 Minimal TF yiizeyi

4.1.2. 4-boyutlu OKlid uzayinda TF tipindeki yiizeyler

Tamim 4.10. E* de (3.15) parametrelendirilmesiyle verilen M yiizeyinde h(u,v) ve

g(u,v) fonksiyonlart h(u,v) =a(h, (u)+ g, (v))+bh,(u)g,(v) ve
g(u,v) =c(h,(u)+g,(v))+dh,(u)g,(v) seklinde alinirsa ylizey parametrelendirilmesi

M X (u,v) = (u,v,a(h (u) + g, (v)) +bh, (U)g, (v). c(h, (U) + 9, (v)) + dh, () g, (v))  (4.13)

seklinde olup E* de oteleme ve ¢arpanlara ayrilabilir (TF-tipindeki) yiizeyler olarak

adlandirilir. Burada a,b,c ve d sifirdan farkli gergel sayilardir.

Aciklama: Eger (4.13) parametrelendirmesinde;
a,c = 0ve b,d =0ise yiizey 6teleme yiizeyi,

a,c =0ve b,d #0ise ylizey carpanlara ayrilabilir yiizeydir.

Bu boliimde (4.13) parametrelendirmesi ile verilen 4-boyutlu Oklid uzaymda TF-
tipindeki yiizeyler a,b,c,d =1 olmak tizere

X(u,v) = (U, v, by (U) + g, (V) + 1y (L) g, (v), hy (U) + 9, (V) + h, (1) g, (V) (4.14)

parametrelendirmesi ile ele alinmigtir.
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Ornek 4.11. M yiizeyi (4.14) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak
uzere

X (u,v) =(u,v,Ccosu + COSV+ COSUCOSV,CoSU +SinV+cosusinv)
parametrelendirmesine sahip TF yiizeyinin E® deki izdiisiimiiniin grafigi Sekil 4.5 de

verilmistir.

Sekil 4.5. h (u) =h,(u) =cosu ve g,(v)=cosv,g,(v) =sinv i¢in TF yiizeyi

Ayrica
X (u,v) =(u,v,e" +cosv+e" cosv,e’ +sinv+e"sinv)
parametrelendirmesi ile verilen yiizey de E* de bir TF yiizeyi 6rnegi olup E* deki

izdiistimiiniin grafigi Sekil 4.6 da verilmistir.

Sekil 4.6. h (u) =h,(u)=e" ve g,(v)=cosv,g,(v)=sinv i¢in TF yiizeyi
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Teorem 4.12. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirmesine sahip TF-
tipindeki ylizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi;

_ 1 C[h" 1 (h +1)(9, +1)—(h'91')2]+ A[h”g"(h +1)(g, +1) - (h;9;)°
W (- [ 297 (h +1)(9, +1) +hg; (h, +1)(g, +1) - 2h191h292] (4.15)

dir. Burada

A(u,v) =1+ (h{g, +h))* +(h,g; +9;)°

B(u,v) = (h/g, + h/)(h;g, + ;) +(h,g; + 9;)(h,9; +95) (4.16)
C(u,v) =1+(h;g, +h))* +(h,g; + g;)°

olup tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica burada birinci temel form katsayilar1 g,, =E

0,, = F ve g,, =G olarak ele almmustir.
Ispat. M yiizeyinin tanjant uzay:

X _(10 h191+h1 hzgz +h£’), (4.17)
X, = 01, hlgl + 91’ 292 + gz)’

vektor alanlari ile gerilir.

Boylece, yiizeyin birinci temel form katsayilari,

E =1+(h)?(9, +1)* + (h)*(9, +1)°
F=hgi(9, +D(h +1) + h; 9, (h, +1)(9, +1) (4.18)
G:1+(91) (h1+1) +(92) (hz‘*':l-)2

bulunur. Yiizey yamasinin ikinci kismi tiirevleri alinirsa

w = (0,0,hg, +h';h7g, +h)
w = (0,0,h/g;,h}g?) (4.19)
w =(0,0,h,9/+9{,h, 97 +93)
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elde edilir. Ayrica, M nin birim normal vektorleri,

1 ’ ’ !’ !
N1 = ﬁ(_mgl - hl’_hlgl - glilio)

(4.20)
1 1A ’ ! [ 1A 1 1 !
Nz =\m(8(hlgl + hl) - A(hzgz + hz)’ B(hlgl + gl) - A(hzgz + 92),—8, A)

olup A ve B tiirevlenebilir fonksiyonlari (4.16) da verilmistir.
(4.19) ve (4.20) esitlikleri yardimiyla ikinci temel form katsayilari,

ot Mo th o Mg o hgr+ol
11 \/K 112 \/K' 22 — \/K
= \/—(A(hzngrh") B(h/g, +hy))

(4.21)

Cp = W \/—(Ahzgz Bh/g;)

J— (A(h,g5 +g5)—B(h,g; +g;))

2
C22

W

dir. Boylece (4.18) ve (4.21) esitliklerini (2.8) de yerine yazarsak (4.15) esitligi elde

edilir.

Sonug¢ 4.13. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-
tipindeki ylizey olsun. M yiizeyinin diiz bir yilizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Clhfgr(h, +1)(g, +1)— (hg))? |+ Alhzgz(h, +1)(g, +1) - (hyg})? ]

(4.22)
—Blhyg;(h, +1)(g, +1) + h/g; (h, +1)(g, +1) —2h/g;h;g;]=0

olmasidir.
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Teorem 4.14. M vyiizeyi E* Oklid uzaymda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-

tipindeki ylizey olsun. M ylizeyi diiz bir yiizey ise asagidaki yiizeylerin bir pargasidir;

1) h(u,v)=c, +9,(v)+c,0,(v),
2) h(u,v)=c, +h, (u)+c.h (),
3) h(u,v)=c, +9,(v)+c,0,(v),
4) h(u,v)=c, +h,(u)+c.h (u),
5) h(u,v)=c,
6) h(u,v)=c,
7) h(u,v) =c,
8) h(u,v)=c,

hz (U) = ((1_ k)(C3U + C4))

(k —=1)(cv+cy)

g(u,v) =C, +9,(v) +C,9,(v)
g(u,v)=c, +h,(u)+c,h,(u)
g(u,v)=c, +h,(u)+c,h,(u)
g(u,v) =C, +9,(v) +¢,0,(v)
g(u,v) =C, +0,(v) +C,0,(v)
g(u,v)=c, +h,(u)+c,h,(u)
g(u,v) =de™e”? -1

g(u,v) =h, (U) + g, (v) +h, (U)g, (V)

1
1k _

1

9,(v) =( "
9) h(u,v)=c, +h,(u)+c.h (),

10) h(u,v) =c, +9,(v) +¢,9,(v),

-1

12) h(u,v) = h; (u)g,(v) + h; (u) + g, (v),

1

hy(u) = (A -k)(cu+c,))* -1,

11) h(u,v) =ce™e*"

L
gl(V) _ ((k _1)(C5V + CG)jk_l -1
k
13) h(u,v) =c,c.e™'e™ -1,
14) h(u,v) =c,c.e™'e™ -1,

K
k-1
j—l

g(u,v)=d
g(u,v)=d
g(u,v)=d
g(u,v)=d

g(u,v) =c,c,ee® -1  ¢,c =C,Cy

g(u,v) =c,c,e™e®™ -1 c,c, =—C4Cq

Ispat. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-tipindeki

yiizey olsun. M yiizeyi diiz bir yiizey olmak tizere (4.22) denklemini saglar. Buradan,
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I. Eger (4.22) esitliginde h/(u)=h,(u)=0 veya g;(v)=9,(v)=0 veya h/(u)=g,(v)=0
veya h;(u) = g;(v) =0 alinirsa K =0 olur. Boylece (4.14) esitliginden sirasiyla (1), (2),
(3) ve (4) ylizeyleri elde edilir.

ii. Eger h/(u) =0, g;(v) =0 alinirsa (4.22) esitliginden;
h;95(9, +1)(h, +1) - (h;9;)* =0 (4.23)

bulunur. Buradan sirasiyla h, =0 veya g, =0 alinrsa (5) ve (6) tipindeki yiizeyler elde

edilir.

Ayrica eger h,(u)g,(v) #0 alinirsa (4.23) esitliginden u ve v parametrelerine bagl

fonksiyonlar1 ayirarak;

hg(hZ +1) — (gé)z =k, (424)
(h)*  95(9,+D)

elde edilir. Burada k reel bir sabittir.

a) Eger k =1 ise (4.24) esitliginden hj(h, +1)=(h;)*ve (g5)>=g;(g, +1) diferansiyel
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢Oziimiinden h,(u)=c,e™ -1 ve
g,(v) =c.,e® —1 olarak bulunur. Béylece (7) TF-tipindeki yiizey parametrizasyonu elde

edilir.

b) Eger k=1 ise (4.24) esitliginden hj(h, +1)=k(hy)*> ve (g5)° =kgs(g, +1)
diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinden
1

h,(u) = (L-k)(cu+c,))** -1 ve gz(V)=[(k_1)(E5V+CG)}H—1 olarak bulunur.

Boylece (8) TF-tipindeki yiizey parametrizasyonu elde edilir (EK 4).
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iii. Benzer durum h;(u)=0,9,(v) =0 alinirsa da saglanmis olacaktir. Bu durumda da

(4.22) esitliginden;

h'a;(g, +D(h, +1)— (g;)* =0

elde edilip bir onceki kisimda verilen sonuglar ayni sekilde

(4.25)

h(u) ve g,(v)

fonksiyonlar1 i¢in saglanmis olur. Boylece (9)-(12) tipindeki yiizeyler de elde edilmis

olur.

iv. Esitlik (4.22) de

hgi(9, +D(h +1) - (hgy)* =0,
h;95(g, +D(h, +1) - (h,95)* =0

ile birlikte

h;9,(g, +1)(h, +1) +h'g;(g, +1)(h, +1) —2hjg;h;g; =0

ya da

B= h1’h£ (gl +1)(gz +1) + glrgé(hl +1)(h2 +1)=0

olsun. Boylece esitlik (4.26) esitlik (4.23) ve (4.25) ile esdegerdir.

Buradan, (4.26) daki esitlikler u ve v ye baglh diizenlenirse

hh+2) _ (@)* _ i=12
(Y gl(g, +D) |

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

elde edilir. Burada m bir reel sabit sayidir. O halde (4.29) diferansiyel denklemlerinin

¢Oziimiinden;
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h,(u)=ce® -1, h,(u)=ce™ -1,

g,(v)=ce™ -1, g,(v)=c,e® -1

(4.30)

fonksiyonlar1 elde edilir.

Eger (4.29) diferansiyel denklem ¢6ziimiinden bulunan (4.30) daki fonksiyonlar1 (4.27)
ve (4.28) esitliklerinde yerine yazip birlikte cozersek sirasiyla C,Cq=C,C, Ve

C,C, =—C,C; elde edilir. Boylece (13) ve (14) deki TF-tipinde yiizeyler elde edilir.

Ornek 4.15. M yiizeyi (4.14) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak

lizere;

X(u,v) =(u,v1+2cosv,1+2sinv) ve X(u,v)=(u,v,1+2cosv,1+2sinu)

parametrelendirmeleri ile verilen TF yiizeyleri E* de diiz yiizey 6rnekleri olup E* deki

izdligiimleri sirasiyla Sekil 4.7 de verilmistir.

Sekil 4.7. E* de diiz TF yiizeylerinin E® deki izdiisiimleri
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Teorem 4.16. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-

tipindeki ylizey olsun. Bu takdirde, M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii;

H = Eg;(h, +1) +Gh{(g, +1) - 2Fh/g; N, (4.31)

1
27/ AW 2

1 n n ! ! n 14 1 !
+W{A[Egz(hz +1) +Gh2 (gz +1) _Zthgz]_ B[Egl(hl +1)+Gh1(gl +1) _2Fh191]N2}

dir.
Ispat. (4.18) ve (4.21) esitliklerini (2.9) da yerine yazarsak (4.31) esitligi elde edilir.

Sonug¢ 4.17. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-

tipinde bir yiizey olsun. M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2B(Egy(h, +1) - Gh/(g, +1) — 2Fh/g; XEgj(h, +1) —-Gh; (g, +1) — 2Fh;g))
~C(Egy(h, +1) - Gh/(g, +1) - 2Fh/g; |’ (4.32)
~ A(Eg}(h, +1) - Ghj(g, +1) - 2Fh,g; )’ =0

olmasidir.

Sonug¢ 4.18. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-

tipinde bir yiizey olsun. M yiizeyinin minimal bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Eg/(h +1) -Gh(g, +1) —2Fh'g; =0, 1=12 (4.33)

olmasidir.

Teorem 4.19. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-
tipindeki ylizey olsun. M ylizeyi minimal bir yiizey ise asagidaki yiizeylerin bir

parcasidir;
1) h(u,v)=cyv+c,, g(u,v)=cv+c,
2) h(u,v)=cu+c,, g(u,v)=cu+c,
3) h(u,v)=cu+c,, g(u,v)=cv+c,
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4) h(u,v)=cyVv+c,, g(u,v)=cu+c,

5) h(u,v) =c, g(u,v)=(u+d)tan@v+b) -1
6) h(u,v) =c, g(u,v)=(v+d)tan@u+b) -1

7) h(u,v) =g(u,v) =(au+b)tan(cv+d) -1,
8) h(u,v)=g(u,v)=(av+b)tan(cu +d) -1,

9) h(u,v) =h,(u)g, (V) +h (u) +9,(v), g(u,v) =h,(U)g,(v) +h, (U) + g, (v)

I =1,2 olmak iizere h, ve g, fonksiyonlarr;

dh, (u)

_ _ dg; (v)
U=+ J2aln(h(u)+1)-2ca’ V+I\/

%@AW+14—2

veya
U=z dh; (u) ’ v=i] dg; (v)
\/c (h (u)+1)* _a \/2b In(g, (v) +1) — 2c,b
I\ 2
veya
_ dh; (u) _ dg; (v)
u if \/Cl(hi (u)+1)2(1+k) _Cz' v ij \/C3(gi(V)+1)2(lfk) +c,

esitliklerini saglar.

birinci temel form katsayilar1 yerine yazilarak;

0= g/(h, +1)L+(h)*(g, +1)? + (h})* (g, +1)?)
+hy(g, + L+ (g2 (h, +D? +(g3)? (h, +1)?)

- 2hl'g1,(h1fgj!_(hl +1)(g1 +1) + hég; (hz +1)(gz +1))
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

Ispat. M yiizeyi E* Oklid uzayinda (4.14) parametrelendirilmesine sahip TF-tipinde bir
yiizey olsun. M yiizeyi minimal ise H =0 dir. Esitlik (4.33) de (4.18) esitligi yani

(4.37)



0= g(h, + 1ML+ (h)? (g, +1)? + ()% (9, +1)?)
+hy(g, + DL+ (92)2 (h, +D? +(g5)% (h, +1)?) (4.38)
—2hyg5 (hg; (h, +1)(g, +1) + ;g5 (h, +1)(g, +1))

elde edilir.

i. Eger (4.37) ve (4.38) esitliklerinde h/(u)=0,h,(u) =0 alinirsa yiizeyin minimal
olmasi i¢in g/(h,+1)=0 ve g;(h,+1)=0 olmaldir. Burada o6zel olarak ise
h, =h, =—1 olursa minimal olma sart1 saglanir. Ayrica h, =c=-1, h,=d=-1 ve
0,=0,=0 ise yiizey minimal bir yiizey olup h(u,v)=cyv+c, ve g(u,v)=cv+c,
seklinde elde edilir. Boyle (1) esitligi ile verilen TF-tipindeki ylizey bir diizlemdir.
Benzer islemler (4.37) ve (4.38) esitliklerinde sirasiyla g;(v)=0,0,(v)=0 veya
h,(u)=0,9,(v)=0 wveya h/(u)=0,9,(v)=0 alinmast durumunda tekrarlanirsa

strastyla (2), (3) ve (4) yiizeylerini de elde ederiz.

ii. Eger h/(u) =0, g;(v) =0 alinirsa (4.37) esitligi saglanir. Ayrica, (4.38) esitliginden

g5 (h, + DA+ (h)* (9, +°) +hj (g, +DA+(g3)° (h, +1°) - 2(h; )* (a5 ) (h, +1)(g, +1) =0

bulunur. Burada esitligin iki tarafi (g, +1)(h, +1) ile boliiniip yeniden diizenlenirse

"

gg h2 "N2(~" _ ry\2 AYA N A
(9, +1)+(h2 +1)+(h2) (92(9, +1)=(92)") +(82)"(h; (h, +1) = (,)") =0 (4.39)

tan(cv+d)

elde edilir. Eger (4.39) esitliginde sirasiyla hj(u) =0 alinirsa g,(v) = 1

1

tan(cu +d)

olarak veya g;(v) =0Oalinirsa h,(u) = —1 olarak bulunur. Béylece (5) ve (6)

2

yiizey parametrizasyonlarini elde edilir.

Ayrica hy(u)g; (V) # 0 olmasi durumunda (4.39) esitliginin dnce U ya gore kismi tiirevi

alinirsa

!

hy 2\ , , , (4.40)
Eh—ilj +((h£) )(g;'(gz+1)—(g;) )+(9;)° (h;(h, +1)—(h;)")" =0
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esitligi elde edilir. Bulunan bu esitligin de v ye bagl kismi tiirevi alinip diizenlenirse

(hyCh, +D—()*) _  (95(8 +D) - (92)°) _, (4.41)
()2 ((95)*)

olarak bulunur. Burada k reel bir sabittir. Boylece (hj(h, +1)—(h,)*) =k((h})?)" ve
(95(9, +D)—(92)?) =—k((9,)?)" esitliklerinin her iki tarafinin integralleri alinip

yeniden diizenlenirse

hi(h, +1) - @+ k)(h;)? = a,
9;(9, +1 - (1-k)(g;)* =b

(4.42)
olarak bulunur. Burada a ve b sifirdan farkli gergel sayilar olup integral sabitleridir.

a) Eger (4.42) esitliginde k = —1 alinirsa

" r\2 (443)
gz(gz +1) - 2(92) =b
diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin Maple ile ¢6ziimiinden
1= J2al (hd? 2)(U)1) 2 vof e b
ain u)+1)—2ca
; 1 NRCRORE
elde edilir.
b) Benzer sekilde k =1 alinirsa
" _ r\2 —
hy(h, +1) —2(h;)" =4, (4.44)

g;(9, +1)=b

olup bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden de
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dh, (u) dg, (v)

ve v= J_rj
Jet@n-2 J2In(g, ) +1) -2

u=ij

bulunur.

c) Eger k #+1 durumuna bakildiginda (4.42) diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimiine

bakilirsa

— dh, (u) _ dg,(v)
‘= Ve (h, )+ —c, v Jes(9,(v) )29 4c,

bulunur (EK 5).

iii. Benzer durum h;(u) =0, g;(v) =0 alinirsa da saglanmis olacaktir. Bu durumda da

(4.38) esitligi saglanir ve (4.37) esitliginden

g7(h, + 1)L+ (h)? (9, +1)) +h(g, +DA+(g;)* (h, +D)°) —2(h (91 )’ (h, +1)(g, +1) =0

bulunur. Ikinci durumda ki islemler aymi sekilde h (u) ve g,(v) fonksiyonlar: igin

uygulanirsa benzer sonuglar bu fonksiyonlar i¢in elde edilir.

iv. Eger h(u)=h,(u) ve g,(v)=09,(v) ise esitlik (4.37) ve esitlik (4.38) birbirine

denktir. Buradan

S 2(h))*(97(9, +D — (91)*) + 2(91)* (W(h, + 1) — (h))*) =0 (4.45)
(9,+1) (h+1)
elde edilir. Burada sirasiyla h'=0 veya g/ =0 almirsa ve ikinci durumda ki islemler
tekrarlanirsa (7) ve (8) parametrelendirmesine sahip TF tipindeki ylizeyler elde edilir.
Ayrica hig, = 0 ise (4.45) esitliginin Once U ya sonra da v ye gore kismi tiirevi alinirsa

(4.41) elde edilir. Boylece bu diferansiyel denklemin ¢éziimiinden de (9) tipindeki TF

yiizeyleri bulunmus olur.
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Ornek 4.20. M yiizeyi (4.14) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki yiizey olmak
tizere X(u,v)=(u,v,(2u+1tan(2v—-1) -1, (2u +1)tan(2v—1) —1) parametrelendirmesi
ile verilen TF yiizeyi E* de minimal yiizey olup E® deki izdiisimii Sekil 4.8 de

verilmisgtir.

Sekil 4.8. E* deki minimal TF yiizeyinin E*® deki izdiisiimii
4.2. E3 de Sonlu Tipten Koordinatlara Sahip Monge Yamasi ile Verilen Yiizeyler

Bu béliimde, ilk olarak 3-boyutlu Oklid uzaymnda koordinatlar1 sonlu tipten olan yani,
AX, = Ax,1<i<3 kosulunu saglayan Monge yamasi ile verilen yiizeylerin

siiflandirilmasi yapilmistir. Bu simiflandirmaya bagli olarak diger alt boliimlerde bu
yiizeylerin 0zel hali olarak karsimiza g¢ikan Gteleme yiizeyleri, ¢arpanlara ayrilabilir
yizeyler ve TF tipindeki yiizeylerin de sonlu tipten koordinatlara sahip olmasi

incelenmis ve bunlarla ilgili siniflandirma teoremleri verilmistir.

M, yiizeyi X (u,v)=(u,v, f(u,v)) parametrelendirmesi ile verilen bir yiizey olsun. (3.4)

esitligiyle verilen ylizeyin birinci temel form katsayilar1 yardimiyla;

Jo = Jdetg, =1+ £, + £ =W (4.46)

oldugundan
g = O G| |1+ fu2 f.f,
" l%a 92 ff, 1+f]

ve
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— 2 p—
gl :l J2 01, _ 1+f, f, f\z, (4.47)
g - g21 gll - fu fV 1+ fU

elde edilir. Boylece (2.12) ve (4.47) esitligi yardimiyla Laplas operatorii;

s Eal e
(o2} afons)

__ifofr e 1 2y of 1 0 1 2
Jolaul Jg “%au Jg Pav) vl Jg Peu Jg tov

elde edilir. (3.4) ve (4.47) esitlikleri (4.48) de yerine yazilirsa ve (3.8) denklemi ile

verilen ortalama egrilik fonksiyonu géz oniine alinirsa Laplas operatori;

92 & 9, O 9, O |
1| W au? W duov Wav2

e e

__i g 8_2_29 62 +g 82 + { i g}
w2 | ¥% ou? Zouov  “Mev? “ou  Vov

olarak bulunur. Dolayisiyla M yiizeyinin Laplasyeni;

2 2 2
a=—lav 1) ot 0 rast, )a ZH{fuinvi} (4.50)
W ou ouov W ou ov

dir. Buradan (3.1) ve (4.50) esitlikleri yardimiyla X doniisiimiiniin Laplas: olarak
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A% = Au = {(1 +, )az(”) 21,1, 29 44 1,52 (“)}

oudv
L 2H {fu a(u)+f a(u)}

4,51
w ou ' ov (4.51)
_2H .
w
1 0%(v) 0% (v) o%(v)
AX, =Av=_W{(1+ f?) oY —2f, f, T +(1+f,%) PV
ZH{]c o) | V8(v)} (4.52)
ou ov

=_fv,
w

Ax, = Af (U,V) = -V%{(u fvz)—az(;ég‘"’)) 21, f, —82((;‘u((;1\;v)) -+ fuz)—az(;\(/;”"))}

+ﬁ{fu oatEv) ¢ a(f(u,v))}
W ou ov

(4.53)
1 2H
e 2t a1 e 2 )
__2H
Y
denklemleri elde edilir. Buradan
AX:(ZH b f“’_ZHJ (4.54)
w W wW

olarak yazilabilir.

Ax =—2H Beltrami esitliginden Ax=0 ise H =0 dr.
Teorem 4.21. M, yilizeyi Monge yamasi ile verilen yiizey olsun. M yiizeyinin

AX; = 4% kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sart M nin asagidaki gibi verilen

yiizeylerin bir parcasi olmasidir;
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1) M yiizeyi minimal bir yiizeydir.

i) M ylizeyi

— A,V +A,C —u®+ A, d
X@uv)=luyv,———| veya X(u,v)=luvt——+—|
e R e o

parametrelendirmesine sahiptir.

1) M yiizeyi

V=AU’ + (V) V=4V +Ap(u)
X(u,v)=|u,v, , veya X (u,v)=|u,yv, :
{ Vi Vi

parametrelendirmesine sahiptir.

Ispat. M, yiizeyi (3.1) parametrelendirmesi ile verilen yiizey olmak iizere AX, = AX.

sartin1 saglasin. Bu takdirde (4.51)-(4.53) denklemleri yardimiyla,

2Hf, =WAu, (4.55)
2Hf, =WA,v, (4.56)
2H =-WA, f (u,v) (4.57)
elde edilir.

1) A4, =0 ise (4.57) denkleminden H =0 bulunur. Béylece A, =4, =0 olur. Bu

takdirde M yiizeyi minimal bir ylizeydir.

2) A, #0 olsun.

i) Eger f(u,v)=0 ise (4.57) denkleminden H =0 olup yiizey minimal bir yiizey olur.

i) f(u,v)=0 olsun. Bu takdirde H = 0 dir. Buradan dort durum karsimiza gikar.
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a) A4, =0 ve 4, #0olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.56) denklemlerinden f, =0, f, #0

”

olur. Ayrica H = fy, olur. Boylece f (u,v) =g(v),g'(v)#0 olup H = 2\?\/3 seklinde

3

yazilir. Buradan (4.56) ve (4.57) denklemleri tekrar diizenlenirse

g/gn — ﬂzv(l_i_ gr2)2
g”:_ﬂ3g(l+ng)2 (458)

: . IO (=AV° +440)
denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden g(v) =+ \/Z

elde edilir.

b) 4 #0 ve A, =0olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.56) denklemlerinden f, =0, f, =0

4

olur. Ayrica H = % olur. Boylece f (u,v) =h(u),h’'(u) #0 olupH = 2\?\/3 seklinde

yazilir. Buradan (4.55) ve (4.56) denklemleri tekrar diizenlenirse

h'h" = L,u(l+h'?)?
h”:—/lah(l'f‘h,z)z (459)

V(=AU” + 2,d)

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden h(u) =+ \/Z

elde edilir.

c) A4, #0 ve A, #0olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.56) denklemlerinden f, =0, f, #0

olur. (4.55) denklemi f, ile (4.56) denklemi de f, ile ¢arpilirsa

2f, f,H =WAUf,,

(4.60)
2f,f,H=WAVf,
olup buradan
Auf, = AV, (4.61)
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elde edilir. Ayrica (4.55) ve (4.57) ile (4.56) ve (4.57) tekrar diizenlenirse

AU =—4,1f, (4.62)
AN =4, ff, (4.63)

bulunur. Buradan (4.61) ve (4.62) denklemlerinden — ff, =%v diferansiyel denklemi

V2V + 2p(u)
JA

edilir. Benzer sekilde (4.61) ve (4.63) denklemlerinden - ff =%u diferansiyel

u

bulunur. Kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinden f(u,v)= elde

denklemi bulunur. Kismi diferansiyel denklemin ¢coziimiinden

JEAUE + 2g(v)
JA

f(u,v)= elde edilir (EK 6).

d) 4, =0 ve A, =0olsun. Bu takdirde (4.55) ve (4.56) denklemlerinden f, =0, f, =0
olur. Boylece H =0 olur. Bu durumda A, =0 olacagindan celigki yaratir. Bu sarti

saglayan Monge yamastyla verilen yiizey yoktur.

4.2.1. E3 de sonlu tipten koordinatlara sahip ételeme yiizeyleri

Bir onceki boliimde Monge yamasi ile verilen yiizeylerin Laplas operatorii yardimiyla
bu ylizeylerin 6zel bir hali olan 6teleme yiizeylerinin de sonlu tipten koordinatlara sahip

olmasi ele alinabilir.

Bu takdirde M, yiizeyi f(u,v)=h(u)+g(v) parametrelendirmesi ile verilen Gteleme

ylizeyi olsun. Buradan (4.54) esitligi yardimiyla;

Ax=(2H hy, 21 g',—ZHj (4.64)
wow T w

elde edilir. Burada W = \/1+h’? +g'* dir.
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Teorem 4.22. M, (3.9) parametrelendirmesi ile verilen Gteleme yiizeyi olsun. M
yizeyinin AX, = 4. X, kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sart M nin asagidaki gibi

verilen yiizeylerin bir parcasi olmasidir;
i) M ylizeyi minimal bir yiizeydir.

i) M ylizeyi

X (u,V) = [U,V,i VAR A ~240, J

VA

parametrelendirmesine sahiptir.

i) M yiizeyi

X (u,v) =(u,v,i VAD® - AU -24c, J

VA

parametrelendirmesine sahiptir.

Ispat. M, yiizeyi (3.9) parametrelendirmesi ile verilen Gteleme yiizeyi olmak iizere
AX, = X sartin1 saglasin. Boylece (4.51)-(4.53) denklemlerine benzer sekilde (4.64)

deki esitligi diizenlersek;

2Hh =WAu, (4.65)
2Hg' =WA,v, (4.66)
2H =-WA, (h(u)+g(v)) (4.67)

elde edilir. Bu durumda Teorem 4.21 in ispatindan faydalanacak olursak ilk olarak

A, =0 olmasi durumunda minimal yiizey sonucu elde edilmis olur.

Ayrica 4, =0 ve A, #0,4; #0 durumu igin (4.58) denkleminin ¢6ziimii ele alinirsa

JAa% = V2 —2A,C,

VA

gv)=—a+ elde edilir.
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Benzer sekilde 4, #0 ve 4, =0, A, #0 durumu i¢in de (4.59) denkleminin ¢6ziimii

e Vb —AU” ~24c,
NES

Diger durumlar da ¢eliski yarattigindan bu sartlar1 saglayan 6teleme yiizeyi yoktur.

elde edilir.

ele alinirsa h(u) =

4.2.2. E3 de sonlu tipten koordinatlara sahip ¢arpanlara ayrilabilir yiizeyler

Benzer islemler ¢arpanlara ayrilabilir yiizeyler i¢in de uygulanacak olursa asagidaki gibi
smiflandirma verilebilir. O halde M, yiizeyi (3.12) parametrelendirmesi ile verilen

carpanlara ayrilabilir yiizey olmak iizere yiizeyin Laplasyeni (4.50) esitligi yardimiyla
a2 w

1 0? 02 0? 2H 0 0
A=——101+(hg")?)—— —2hh'gq’ —— + (1+ (h'q)? = Ihg—+hg — 4.68
Wz{u(g))auz 00+ 1+ (09)) }+ {gau+gav} (4.69)

seklinde hesaplanabilir. Buradan x dontisiimiiniin Laplasi da

2H

AXl = AU = W h,g (469)
2H
AXZ = AV = W hg (470)
2H
Ax, = A(h(u)g(v)) = W 4.71)

olarak bulunur. Bu esitlikten

2H 2H 2H
AX = hg, =~ hg'— 4.72
(w g W g wj (4.72)

olarak yazilabilir.

Teorem 4.23. M, yiizeyi (3.12) parametrelendirmesi ile verilen ¢arpanlara ayrilabilir
bir ylizey olmak ilizere M ylizeyinin AX, = A4, X; kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter

sart M nin asagidaki gibi verilen yiizeylerin bir parcasi olmasidir;

1) M yiizeyi minimal bir yiizeydir
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i) M yiizeyi

— 2_
X(u,v) = u,v,J_rM M , —1< AV + <0
A VALV +6+1

parametrelendirmesine sahiptir.

_ AU - -p _ 2
X(u,v)_[u,v,iﬂ3 /—ﬂlu2+ﬁ+1} 1<Au "+ <0

parametrelendirmesine sahiptir (Bekkar ve Senoussi 2012).

1) M yiizeyi

4.2.3. E3 de sonlu tipten koordinatlara sahip TF tipindeki yiizeyler

Son olarak TF tipindeki yiizeyler ele alinirsa bu yiizeylerin de sonlu tipten koordinatlara

sahip olmasi ile ilgili siniflandirma teoremi asagidaki gibi verilebilir.
M, yiizeyi f(u,v)=nh(u)g(v)+h(u)+ g(v) parametrelendirmesi ile verilen TF tipindeki

yiizey olsun. Boylece (4.54) denkleminden;

2H 2H . 2H
Ax:(Wh(g +1), 5 (h+D)g ’_W] (4.73)

elde edilir. Burada W =/1+ (g +h)? +(hg' +g)* dir.

Teorem 4.24. M, yiizeyi (4.1) parametrelendirmesi ile verilen TF tipinde bir yiizey

olmak tizere M ylizeyinin Ax, = 4 X; kosulunu saglamas i¢in gerek ve yeter sart M nin

asagidaki gibi verilen ylizeylerin bir pargasi olmasidir;

1) M yiizeyi minimal bir yiizeydir.

22, a2
X (u,v) :(u,v,i /%} ~1<-2,v*+a’A, <0

parametrelendirmesine sahiptir.

i) M yiizeyi
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1) M yiizeyi

2, a2
X (u,v) :Lu,v,i /%J ~1<-A,u*+a’4, <0

parametrelendirmesine sahiptir (Difi ve ark. 2018).
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasinda Oklid uzayinda Monge yamasiyla verilen yiizeyler ele almmustir.
Bu yiizeylerden oOteleme yiizeyleri ile ¢arpanlara ayrilabilen yiizeyler incelenip bunlar
yardimiyla yeniden tanimladigimiz ve TF (translation-factorable) tipindeki yiizeyler
olarak adlandirilan yiizey smiflar1 calistimistir. Bu yiizeyler 3-boyutlu Oklid uzaymnda
tanimlanmus olup 4-boyutlu Oklid uzayinda bu tez calismasinda ilk defa tanimlanmustir.
3 ve 4-boyutlu Oklid uzaymda TF tipindeki yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanmis ve bu ylizeylerin diiz ve minimal olma kosullar1 verilerek yiizey
siiflandirilmalari elde edilmistir. Siniflandirilmalari verilen E® ve E* de TF tipindeki
yiizeylerin bazilar1 ile ilgili 6rnekler verilmistir. Bu orneklerin Maple programi
yardimiyla ¢oziimleri yapilarak grafikleri elde edilmistir. Elde edilen bu yiizey sekilleri
calisma icerisinde belirtildigi gibi gosterilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda sonlu
tipten koordinatlara sahip Monge yamasiyla verilen yiizeylerin Laplaslari

hesaplanmustir.

Ozet olarak bu ¢alismada Oklid uzayinda TF tipindeki yiizey simiflandiriimalar1 ve E*
de sonlu tipten koordinatlara sahip yiizeyler ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Bu
calisgma degerlendirilerek TF tipindeki yiizeylerin Lorentz-Minkowski gibi farkli
uzaylardaki yiizey siniflandirilmalar ile ilgili veya 4-boyutlu Oklid uzaymda sonlu
tipten koordinatlara sahip yiizeylerin Laplaslarinin hesaplanmasi ile ilgili bir calismaya

kaynak olusturulabilir.

57



KAYNAKLAR

Aminov, Y. 1994. Surfaces in E* with a Gaussian curvature coinciding with a Gaussian
torsion up to the sign, Math. Notes, 56: 1211-1215.

Arslan, K., Bayram, B., Bulca, B., Oztiirk, G. 2016. On Translation surfaces in 4-
dimensional Euclidean space, Acta Comm. Univ. Tartuensis Math., 20(2): 123-133.
Aydin, MLE. 2018. Constant curvature factorable surfaces in 3-dimensional isotropic
space, J. Korean Math. Soc., 55(1): 59-71.

Aydin, M.E., Ogrenmis, A.O. 2017. Linear Weingarten factorable surfaces in isotropic
spaces, Stud. Univ. Babes-Bolyai Math., 62(2): 261-268.

Aydin, M.E., Kiilahca, M., (")grenmis, A.O. 2018. Non-zero constant curvature
factorable surfaces in pseudo-Galilean space, Comm. Korean Math. Soc., 33(1): 247-
259.

Aydin, M.E., Ogrenmis, A.O., Ergiit, M. 2015. Classification of factorable surfaces in
the Pseudo-Galilean 3 space, Glasnik Matematicki, 50 (70): 441-451.

Baba-Hamed, C., Bekkar, M., Zoubir, H. 2010. Translation surfaces of revolution in
the 3-dimensional Lorentz-Minkowski space satisfying Ar, = Ar;, Int. J. Math. Analysis,
4(17): 797-808.

Bekkar, M., Zoubir, H. 2008. Surfaces of revolution in the 3-dimensional Lorentz-
Minkowski spaces satisfying Ax' = 2'x', Int. J. Contemp. Math. Sci., 3: 1173-1185.
Bekkar, M., Senoussi, B. 2012. Factorable surfaces in three-dimensional Euclidean and
Lorentzian spaces satisfying Ar, = Ar,, Int. J. Geom., 103: 17-29.

Beltrami, E. 1864. Ricerche di analisi applicata alla geometria, Giornale di Math. II,
150-162.

Blaschke, W. 1929. Vorlesungen iiber Differentialgeometrie III, Springer, Berlin. 474
pp.

Bulca, B., Arslan, K. 2013. Surfaces given with the Monge patch in E*, Journal of
Mathematical Physics, Analysis, Geometry, 9(4): 435-447.

Biiyiikkiitiik, S. 2012. Oklid uzaylarinda dteleme yiizeylerinin bir karakterizasyonu.
Yiiksek Lisans Tezi, Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim
Dal1, Kocaeli.

Biiyiikkiitiik, S. 2018a. Carpanlara ayrilabilir yiizeylerin bir karakterizasyonu. Doktora
Tezi, Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Kocaeli.
Biiyiikkiitiik, S. 2018b. Timelike factorable surfaces in Minkowski space-time,
Sakarya Uni. J. Sci., 22(6): 1939-1946.

Biiyiikkiitiik, S., Oztiirk, G. 2017. Spacelike factorable surfaces in four dimensional
Minkowski space, Bull. Math. An. App., 9(4): 12-20.

Biiyiikkiitiik, S., Oztiirk, G. 2018. A Characterization of factorable surfaces in
Euclidean 4-space E*, Koc. J. Sci. Eng., 1(1): 15-20.

Chen, B.Y. 1973. Geometry of submanifolds, Dekker, New York, USA, 192 pp.

Chen, B.Y. 1979. On submanifolds of finite type, Soochow J. Math., 9: 65-81.

58



Chen, B.Y. 1984. Total mean curvature and submanifolds of finite type, World
Scientific, Singapore, 352 pp.

Chen, B.Y. 1987. Surfaces of finite type in Euclidean 3-space, Bull. Soc. Math. Belg.
Sér. B., 39: 243-254.

Chen, B.Y. 1996. A Report on submanifolds of finite type, Soochow Journal of
Mathematics, 22(2): 117-337.

Chen, B.Y. 2015. Total mean curvature and submanifolds of finite type: Second
Edition, Michigan State University, USA, 488 pp.

Chen, B.Y., Dillen F. 1990. Quadrics of finite type, J.Geo., 38: 16-22.

Chen, B.Y., Dillen F., Verstraelen L., Vrancken L. 1990. Ruled surfaces of finite
type, Bull. Austral. Math. Soc., 42: 447-453.

Darboux G. 1972. Legons sur la theorie generale des surfaces et ses applications
geometriques du calcul infinitesimal, Chelsea Publ. Co., 524 pp.

Do Carmo, M.P. 1976. Differential geometry of curves and surfaces, Prentice-Hall Inc,
New Jersey, 503 pp.

Difi, S.A., Ali, H., Zoubir, H. 2018. Translation-Factorable surfaces in the 3-
dimensional Euclidean and Lorentzian spaces satisfying Ar, = Ar,, EIMAA, 6(2): 227-

236.

Dillen, F. 1992. Ruled submanifolds of finite type, Proc. Amer. Math. Soc., 114: 795-
798.

Dillen, F., Verstraelen, L., Zafindratafa, G. 1991. A generalization of the translation
surfaces of Scherk differential geometry in honor of Radu Rosca: Meeting on pure and
applied differential geometry, Leuven, Belgium. 1989, KU Leuven, Department
Wiskunde: 107-109.

Dillen, F., Van de Woestyne, 1., Verstraelen, L., Walrave, J.T. 1998. The surface of

Scherk in E® : A special case in the class of minimal surfaces defined as the sum of two
curves, Bull. Inst. Math. Acad. Sin., 26: 257-267.

Erdur, A. 2016. 3-boyutlu Galilean uzayinda Factorable yiizeyler. Yiiksek Lisans Tezi,
Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Elaz1g.

Gauss, C.F. 1827. Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comment. Soc. Sci.
Gotting. Recent. Classis Math., 6.

Garay, 0O.J. 1988. Finite type cones shaped on spherical submanifolds, ibid, 104: 868-
870.

Garay, 0.J. 1990. An extension of Takahashi’s theorem, Gem. Dedicata, 34: 105-112,

Germain, S. 1831. Memoire sur la theories des surfaces, J. Reine Angrew. Math., 7: 1-
29.

Glymph J., Schelden D., Ceccato C., Mussel J., Schober H. 2004. A Parametric
strategy for free-from glass structures using quadrilateral planar facets, Automation in
Construction, 13: 187-202.

Gray, A. 1997. Modern differential geometry of curves and surfaces with Mathematica,

Second Edition, CCR Press, USA, 1016 pp.

59



Hasanis, T. Lopez, R. 2018. Translation surfaces in Euclidean space with constant
Gaussian curvature, arXiv:1809.02758v1.

Jiu, L., Sun, H. 2007. On minimal homothetical hypersurfaces, Collog. Math., 109:
239- 249.

Kenmotsu, K. 1942. Surfaces with constant mean curvature, American Mathematical
Society, 142 pp.

Korkmaz, B. 2012. Diferansiyel Geometri: Egriler ve Yiizeyler, TUBA Ders Kitaplari,
Ankara, 553 s.

Liu, H. 1993. Translation surfaces with dependent Gaussian and mean curvature in 3-
dimensional spaces, J. Northeast Univ. Tech., 14(1): 88-93.

Liu, H. 1999. Translation surfaces with constant mean curvature in 3-dimensional
spaces, J. Geom., 64: 141-149.

Lopez, R. 2011. Minimal translation surfaces in hyperbolic space, Beitrage Algebra
Geom., 52(1): 105-112.

Lopez, R., Moruz, M. 2015. Translation and homothetical surfaces in Euclidean spaces
with constant curvature, J.Korean Math. Soc., 52: 523-535.

Lopez, R., Perdomo, O. 2017. Minimal translation surfaces in Euclidean space, J.
Geom. Anal., 27: 2926-2937.

Mello, L.F. 2003. Mean directionally curved lines on surfaces immersed in R*, Publ.
Math., 47: 415-440.

Mello, L.F. 2009. Orthogonal asymptotic lines on surfaces immersed in R*, Rocky
Mountain J. Math., 39(5): 1597-1612.

Meng, H., Liu, H. 2009. Factorable surfaces in 3-Minkowski space, Bull. Korean Math.
Soc., 46(1): 155-169.

Moruz, M., Munteanu, M. 2016. Minimal translation hypersurfaces in E*. J. Math.
Anal. Appl., 439: 798-812.

Munteanu, M., Nistor, A.l. 2011. On the geometry of the second fundamental form of
translation surfaces in E*® . Houston J. Math., 37: 1087-1102.

Munteanu, M., Palmas, O., Ruiz-Hernandez, G. 2016. Minimal translation
hypersurfaces in Euclidean space. Mediterr. J. Math. 13: 2659-2676.

Nitsche, J.C.C. 1989. Lectures on minimal surfaces, Cambridge University Press,
Cambridge, 563 pp.

O’Neill, B. 1997. Elementary differential geometry, Academic Press, USA, 520 pp.
Poisson, S.D. 1812. Memoire sur les surfaces Elastiques, Mem. CI. Sci. Math. Phys.

Riemann, B. 1854. Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen,
Habili. Abhand. Koniglichen Ges. Wissen. Géttingen, 13: 133-152.

Scherk H. F. 1835. Bemerkungen ber die Kleinste fliche mnerhalb Gegebener
Grenzen, J. R. Angew. Math., 13: 185-208.

Senoussi, B., Bekkar, M. 2019. Translation and homothetical TH- surfaces in the 3-

dimensional Euclidean space E* and Lorentzian-Minkowski space E.}. Open J. Math.
Sci., 3: 234-244.

60



Sasi, G. 2018. Ug¢ boyutlu Galile uzayinda &teleme ve factorable yiizeylerin
siniflandirilmas1. Yiiksek Lisans Tezi, Istanbul Teknik Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Miihendisligi Anabilim Dal1, Istanbul.

Takahashi, T. 1966. Minimal immersions of Riemannian manifolds, J. Math. Soc.
Japan, 18: 380-385.

Turhan, E., Altay, G. 2010. Maximal and minimal surfaces of factorable surfaces in
Heiss, Int. J. Open Problems Compt. Math., 3(2): 200-212.

Van de Woestyne, 1. 1995. Minimal homothetical hypersurfaces of a semi-Euclidean
space, Results Math., 27: 333-342.

Verstraelen, L., Walrave, J., Yaprak, S. 1994. The minimal translation surface in
Euclidean space, Soochow J. Math., 20: 77-82.

Yu, Y., Liu, H. 2007. The factorable minimal surfaces, Proceedings of the Eleventh
International Workshop on Diff. Geom., 11: 33-39.

Willmore, T.J. 1968. Mean curvature of Reimannian immersion, J. London Math. Soc.,
3:307-310.

61



EK1
EK 2
EK3
EK4
EKS
EK6

EKLER

E® de (4) tipindeki diiz TF yiizeyi

E® de (3) tipindeki minimal TF yiizeyi
E® de (4) tipindeki minimal TF yiizeyleri
E* de (8) tipindeki diiz TF yiizeyi

E* de (9) tipindeki minimal TF yiizeyleri

E®de Ax, = A X sartini saglayan Monge yamasiyla verilen yiizey
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EK 1 E® de (4) tipindeki diiz TF yiizeyi

>ode2:=diff (h(u) ,u,u)* (h(u)+1l)=k*diff (h(u),u)*2;

2 2

_(d (9
ode2 := [duz h(u)j (h(u) +1) _k(du h(u))

> dsolve (ode2) ;

1
h(u):((—k+l)(_01u+_02)j -1
>oded:=k*diff (g(v),v,v)*(g(v)+1l)=diff (g(v),hv)*2;

2 2

d d
ode4 :=k {dvz g(v)} (g(v)+1)= (dv g(v))

> dsolve (oded) ;

o(v) = -1
()

((k—l) (_g1v+_c2)j
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EK 2 E® de (3) tipindeki minimal TF yiizeyi

>ode5:=diff (g(v) ,v,v)+c*r2*diff (g(v),v,v)*(g(v)+1l)*2-
2*cr2*diff (g(v) ,v)*2* (g(v)+1)=0;

2

2 2
ode5 ;= [;/2 g(v)J +c? (c?vz g(v)} (g(v) +1)>-2¢? (c?v g(v)j (g(v) +1) =0

> dsolve (odeb) ;

_ —c+tan(_Clvc+_C2c¢)
B c

a(v)
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EK 3 E® de (4) tipindeki minimal TF yiizeyleri
>odeb6:=diff (x(u) ,u,u)*(x(u)+l)=c;

2
ode6 = (dzx(u)J (X(u)+1)=c
du
> dsolve (odeb) ;

x(u)

L da-u—_C2=0
J2cin(_a+1)-2 _Clc ~ -

x(u)

- 1 da-u—_C2=0
J2cIn(_a+1)-2 Clc

>ode7:=diff(y(v) ,v,v)*(y(v)+1l)-2*diff (y(v),h v)*2=b;
o2 d Y
ode7 := (dvz y(v)] (V(v)+1)-2 (dv y(v)j =b
> dsolve (ode7) ;

)
2

~/-2b+2 Cl a*+8 Cl a’+12 Cl a’+8 Cl a+2 Cl

da-v-_C2=0,

(v)
2

J-2b+2 Cl a*+8 Cl a®+12 Cl a?+8 Cl a+2 Cl

da-v- C2=

0
>ode8:=diff (x(u) ,u,u)* (x(u)+l)-(k+1) *diff (x(u) ,u)*2=c;

2 2

0de8 ZZ(C::LZX(U)J(X(U) +1)—(k+1) [C;jux(u)) =C
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> dsolve (ode8) ;

x(u)

(2k-2)
(_La+1) (k+1) ~
o) T da-u-_C2=0,
J—(_a+1) (k+1)((_a+1) c—_Cl)
x(u)
(-2k-2)
(_La+1) (k+1) )
- =T ) da-u-_C2=0
J—(_a+1) (k+1)((_a+1) c—_Cl)

>ode9:=diff(y(v),v,v)*(y(v)+1l)-(1-k)*diff(y(v) ,hv)*2=b;

2 2

ode9 = (c(ljvz y(v)J (y(v)+1)—(-k+1) [:v y(v)j =b

> dsolve (ode9) ;

V)

(2k-2)
(_La+1) (k=1) 3
o) 22 da-v-—_C2=0,
(_La+1) (k=1)((_a+1) b+ C1)
(v)
(2k-2)
(_La+1) (k=1) B
- o) 22 da-v-—_C2=0
(_La+1) (k=1)((_a+1) b+ C1)
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EK 4 E* de (8) tipindeki diiz TF yiizeyi

>ode:=diff (h2(u),u,u)* (h2(u)+1)=k*diff (h2 (u) ,u)*2;

2

([ _rd
ode := (duz h2(u)J (h2(u) +1) = k(du h2(u)j

> dsolve (ode) ;

1
h2(u) =[(—k+1) (_Clu +_C2)J -1

>ode2:=k*diff (g2 (v),v,v)*(g2(v)+1l)=diff (g2 (v),v)"2;

2 2
ode2 =k (:VZ gZ(v)] (g2(v)+1) = ij gZ(v)j

> dsolve (ode2) ;

g2(v) =

((k—l) (_(i:(1v+_CZ)J
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EK 5 E* de (9) tipindeki minimal TF yiizeyleri

>ode:=diff (h2(u) ,u,u)* (h2(u)+l)=a;

ode ::(dzz h2(u)J (h2(u)+1)=a
du

> dsolve (ode) ;

h2(u)

L da-u—-_C2=0
J2aln(_a+1)-2 Cla ~ -

h2(u)

- ! da-u—_C2=0
J2aln(_a+1)-2 Cla

>ode2:=diff (g2 (v),v,v)*(g2(v)+1l)-2*diff (g2 (v) ,v)*2=b;
o d ?
ode2 := [dvz gZ(v)J (g2(v)+1)-2 (dv gZ(v)) =Db
> dsolve (ode2) ;

g2Av)

2
- da-v-_C2=0,
J J-2b+2 Cl a*+8 Cl _a*+12 Cl a’+8 Cl a+2 Cl _ -

g2(v)
2

J-2b+2 Cl a*+8 Cl _a®+12 Cl a?+8 Cl _a+2 Cl

da-v- C2=

>ode3:=diff (h2(u) ,u,u)* (h2(u)+1l)-(1+k) *diff (h2 (u) ,u) *2=a;

2

ode3 := (;:2 h2(u)j (h2(u) +1) — (1 +k) ((;'J h2(u)) —a

> dsolve (ode3) ;
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h2(u)

(=2-2k)
(a+1) (1+K) )
(_2_2k) (—2—2k) d_a—U—_CZ—O,
J—(_a+1) (1+k)((_a+1) a—_C1)
h2(u)
(-2-2k)
(a+1) (1+K) )
J—(_a+1) (1+k)((_a+1) a—_C1)

>oded :=diff (g2 (v),v,Vv)* (g2 (v)+1) - (1-k) *diff (g2 (v) ,v) *2=b;

2

d? d
oded = (dvz gZ(v)J (g2(v)+1)—(1-k) (dv gZ(v)) =b

>dsolve (oded) ;

2v)
(—2+2k)
(_a+1) (-1+Kk) ~
(*2+2k) (*2+2k) d_a—V—_CZ—O,
Jar)T ™ 140 (La+ )T b+ _c)
g2Av)
(-2+2k)
(_a+1) (-1+k) ~
JCa+)T 0 (k) ((a+1) b+ _cn)
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EK6 E®de Ax, = A X, sartim saglayan Monge yamasiyla verilen yiizey

>PDE := -13*f(u,v)*diff(f(u,v) , u)=1l1l*u;

PDE :=—I3 f(u, v) (ai f(u, v)j =11u

>pdsolve (PDE) ;

= J13 (A1 U2+ _FL(v) 13)

f(u,v 3
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