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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
FIBONACCI SAYI DiZISINDE BALANS (DENGE) SAYILARININ VARLIGI
Kiibra NAIR
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Doc. Dr. Musa DEMIRCI

Dort boliimden olusan bu calismada Fibonacci sayilarinin balans sayilari ile arasinda
olan iligkiler ele alinmig, ozellikle Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili cesitli
Ozdeslikler verilmistir. Bu calismadaki ana problem Fibonacci sayilar1 i¢cinde balans
sayilarinin var olup olmadigidir.

Giris boliimiinde tezde yer alan 6zel say1 dizileri ile ilgili 6n bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde Lucas sayilar1 ve Fibonacci sayilari tanimlanmistir. Ayn1 zamanda
Leonardo Fibonacci’nin hayatindan bahsedilmis ve Fibonacci sayilarinin ortaya ¢ikisi
anlatilmistir. Fibonacci sayr dizisinin altin oran ile olan iliskisinden bahsedilip
teoremlerle birlikte birka¢ 6zdeslik verilmistir.

Uciincii boéliimde balans sayilarinm tanimi yapilmus, sagladiklar1 birkag 6zdeslik ve
teorem verilmistir. Boliimiin sonunda ise balans say1 dizisine benzer olarak kobalans
sayr dizisi de tanimlanip bu diziye ait olan tek Fibonacci sayismin 1 oldugu
gosterilmistir.

Dordiincii boliim ise sonug bolimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, balans sayilari, kobalans
sayilari.

2019, vii + 27 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
EXISTENCE OF BALANCING NUMBERS IN FIBONACCI NUMBER SEQUENCE
Kiibra NAIR
Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Musa DEMIRCI

In this study consisting of four sections, the relations between Fibonacci numbers and
Balancing numbers are handled and espacially various identities related to Fibonacci
and Lucas numbers are given. The main problem in this work is whether or not the
balancing numbers exist within Fibonacci numbers.

In the Introduction, preliminary information about the subjects in the thesis is given.

In Section 2, Lucas numbers and Fibonacci numbers are defined. At the same time, the
life of Leonardo Fibonacci is mentioned and the occurence of Fibonacci numbers is
explained. The relation between Fibonacci numbers and the golden ratio is mentioned
and a few equations together with some theorems are given.

In Section 3, balancing numbers are defined and several identities and theorems on them
are given. At the end of the chapter, the cobalancing numbers are defined similarly to
the balancing numbers and it is shown that the only Fibonacci number included in this
sequence is 1.

Section 4 is the conclusion part.

Key words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, balancing numbers, cobalancing
numbers.

2019, vii + 27 pages.
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1.GIRIS

Bu c¢alismada 06zel sayilar ailesinin i¢inde yer alan bazi sayr siiflar1 ve bu sayilar
yardimiyla ifade edilen matematiksel Ozdeslikler ile ilgili tanim ve teoremler

verilecektir.

Modern ¢cagda matematikle ilgisi olsun ya da olmasin bir¢ok insan tarafindan duyulmus,
asina olunan ¢esitli sayilar ve kavramlar vardir. Bunlarin en bilinenlerinden biri de
Fibonacci sayilaridir. Tarihsel olarak ¢ok derin bir gegmise sahip olan bu sayilar ile
ilgili detaylar sadece matematikgiler tarafindan bilinir. Ancak degisik alanlarda
calisanlar da bu sayilar ve bu sayilar yardimiyla elde edilen 6zdeslik ya da oranlari

duymuslardir.

Matematik biliminde belirli 6zellikleri ile diger say1 siniflarindan ayrilan ve kendilerine
has kurallara sahip olan bir¢ok 6zel sayr sinifi ve 6zel dizi yer almaktadir. 2™ —1
seklinde ifade edilebilen Mersenne sayilari, 1 eksigi 4’e tam boliinebilen Hilbert

sayilari, 1’den biiyiik x ve y tamsayilari igin x¥ 4+ y* seklinde ifade edilebilen Leyland
sayilari, n bir dogal say1 olmak {izere ﬁ (Zr:l) seklinde ifade edilen Catalan sayilar1 ve

kendisi hari¢ biitiin pozitif bdlenlerinin toplam1 kendisine esit olan miikemmel sayilar

0zel sayilara verilebilecek 6rneklerden birkagidir.

Elbette yukarida ifade edilmeyen, matematik bilimi digindaki diger bilim dallarinda da
fazlasiyla ilgi goren, matematik literatiiriinde haklarinda olduk¢a fazla sayida tartisma
yapilmis ve ¢ok sayida yayin yapilmis olan iki 6zel say1 dizisi de Lucas ve Fibonacci
sayilaridir. Bu iki say1 dizisini ilgi cekici kilan en 6nemli nokta altin oran olarak
adlandirilan @ = 1,618 ... sayis1 ile olan ilgileridir. Bu sayr (ya da bu oran)
Fibonacci’den en az on alt1 yilizy1l 6nce Yunanlilarca biliniyordu ve “altin kesim” olarak
adlandiriliyordu. Yunanlilara gore géze en hos gelen orana verilen ad “altin kesim” di.
Altin kesimin estetik 6zelligi eski Yunan’in mimarlarini, ressamlarini, heykeltiraglarini
etkilemistir. Gegmisten gliniimiize ulasmis olan bir¢ok biiyiik yapi, tapinak veya anitta
kullanilan kapi, pencere ya da duvarlarda boy en oranina bakildiginda ortaya c¢ikan

degerin altin orana yani “®”’ye esit ya da bu orana ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.



2. LUCAS VE FiBONACCI SAYILARI

2.1. Lucas Sayilan

Lucas sayilart Ly =2,L; =1 baslangi¢ kosullar1 ve L, = L,_; + L,_, tekrarlama
bagintisi ile tanimlanan sayilardir. Bu sayilarin “altin oran” olarak bilinen @ sayisi ile
iliskisi vardir. Oyle ki @ sayisinin ardisik kuvvetleri alindiginda elde edilen sonuglarin
strastyla bir Lucas sayisina yakin degerler oldugu goriiliir. Ancak bilim diinyasinda her
zaman Fibonacci sayilart daha ilgi ¢ekici olmustur. Bu ¢calismada da daha ¢ok Fibonacci

sayilar1 ve Fibonacci sayilarinin 6zellikleri incelenmistir.

Fibonacci sayilarina ilk kez 13. yiizyilin baglarinda Leonardo Fibonacci’nin “Liber

Abaci” adli kitabinda rastlanmustir.

2.2. Leonardo Fibonacci

Leonardo Pisano veya Pisa Leonard olarak da bilinen Leonardo Fibonacci, Orta c¢ag
Avrupasinin en seckin matematikcilerinden biridir. Hayati hakkinda matematiksel
calismalarinda vermis oldugu birkag bilgi disinda ¢ok az sey bilinir.

Fibonacci, 1170 yilinda Pisa’da Bonacci ailesinin bir ferdi olarak diinyaya gelmistir.
Fibonacci kelimesi “Filius Bonacci” yani Bonacci’nin oglu kelimesiyle baglantilidir.
Babas1 Guglielma(William) oglunun ticaret ile ilgilenmesini isteyen basarili bir
tiiccard1. Guglielma, Cezayir sehri Bugie’de glimriik kolektorii olarak atandigi 1190
yilinda hesaplama sanatin1 6grenmesi i¢in Leonardo’yu Cezayir’e gotiirdii. Fibonacci
temel egitimini onu Hint-Arap sayisal sistemi ve Hint-Arap hesaplama teknikleriyle
tanistiran Miisliiman bir okul yoneticisinden aldi. Leonardo Liber Abaci’de hocasindan
“Dokuz Hint Rakami Sanatin1” 6grenirken hissettigi mutluluga deginmistir. Ayrica
Fibonacci’yi Pers matematik¢i El-Khowarizmi’nin (825) yazdig: cebir ile ilgili, “Hisdb
al-jabr w’al mugabiah” adli bir kitapla tanistird1 (Cebir kelimesi bu kitabin basligindan
gelmektedir.). Fibonacci yirmili yaslarinda Misir, Suriye, Yunanistan, Fransa ve
Konstantinapolis’e sik sik is gezileri yapti. Burada kullanilmakta olan ¢esitli aritmetik

sistemleri inceledi ve yerli akademisyenlerle goriis aligverisinde bulundu. Fibonacci



1200 yillarinda Pisa’ya geri dondii. Roma numaralandirma sistemine gore, Hint-Arap
sisteminin zarafet ve pratik iistiinliigiinii anlatarak italya’da kullanimmna ikna etmeye
calist1. Fibonacci 1202°de Oncii kitab1 olan “Liber Abaci” adli kitabini yayinladi ( Liber
Abaci, “corkii (= abakiis= say1 boncugu) kitab1” anlamina geliyor. Bilindigi gibi Arap
rakamlarinin Avrupa’ya girmesinden 6nce, Avrupa’da Roma rakamlart kullaniliyordu.
Bu rakamlarla dort islem yapmak, hemen hemen olanaksiz oldugu i¢in hesap ¢orkiilerle
yapilirdi. Bu nedenle de abakus soOzciigli adeta hesap sozciigiiyle 6zdeslesmisti.
Avrupa’ya daha oOnce bilmedikleri bir hesap yOntemi getiren ve ¢Orkiiyli ortadan
kaldiran bu kitabin bu ad ile anilmasi ilgingtir). Bu kitap Hint-Arap numaralandirma
sistemini ve aritmetik algoritmalarint Avrupa’ya tanitmistir. Fibonacci’nin Liber
Abaci’yi yaymmladigr yillarda, Harzemli Muhammed Bin Musa’nin eserlerinin
cevirilerini okumus birkac kisi disinda Hindu-Arap sayilari, Avrupa’da bilinmiyordu.
Leonardo eserinde bu rakamlari su sekilde anlatmaya baslar: “Dokuz Hint rakami
“987654321” dir. Bu dokuz rakama “0” isaretinin de eklenmesiyle, asagida anlatilacagi
gibi herhangi bir sayr yazilabilir.” Kitabin ilk yedi bolimii bildigimiz 10’lu say1
diizenini ve bu sayilarla dort islemi anlatir. Daha sonra bu diizen, kar hadleri, takas, para
degistirme, agirlik ve hacim Olgiilerinin birbirine ¢evrilmesi, ortaklar arasinda boliisme

ve faiz gibi pratik ticaret problemlerine uygulanir (Koshy 2001) .

Liber Abaci 13’iincii yiizyllda Avrupa’da biiylik bir ilgiyle karsilanir, ¢ok sayida
kopyalanir ve Kilise'nin yasaklarina ragmen Arap sayilar1 Italyan tacirler arasinda
yayilir. Kitap, bilime diigkiinliigii ile bilinen Kutsal Roma imparatoru 2. Frederick’in
dikkatini ¢eker. Frederick bilim adamlarin1 korumasi sebebiyle Stupor Mundi (Diinya
Harikas1) adi ile de bilinir. 1220’de Fibonacci imparatorun huzuruna cagrilir.
Frederick’in bilim adamlarindan biri tarafindan smava tabi tutulur. Tim bunlar
Fibonacci’nin goze girmesinde etkili olur. Yillarca imparator ve imparatorun dostlariyla
yazisir. 1225°te Liber Quadratorum’u (Kare Sayilarin Kitab1) yazar ve imparatora ithaf
eder. “Ikinci dereceden Diyofantus denklemleri’ne ayrilan bu kitap Fibonacci’nin

bagyapitidir.



1228’de Fibonacci Liber Abaci’yi yeniden gozden gegirir ve kitabin bu ikinci basimini
Imparatorun bas bilimcisi Michael Scott’a ithaf eder. Bu tarihten 1240’a kadar
Fibonacci hakkinda higbir sey bilinmiyor. 1240’ta Pisa, kente hizmetlerinden dolay1
kendisine 20 Pisa liras1 yillik baglar.

Bu anlatilanlarin diginda iki kitabr daha vardir; Practica Geometriae ve Flos. Bugiin
Fibonacci heykeli, Pisa kulesinin yakininda, Arno Nehri’nin karsisindaki bir bahgede

duruyor.

Fibonacci’nin yaklasik 1240’ta Sliimiinden kisa bir siire sonra Italyan tiiccarlar Hint-
Arap sisteminin giiclinli anlamaya baslad1 ve yavas yavas ticari islemler i¢in kabul etti.
16°nc1 ylizyilin sonunda, Avrupa’nin ¢ogu onu kabul etmisti. Liber Abaci iki ylizyildan
fazla bir siire Avrupa standardi olarak kaldi ve Hint-Arap sisteminin hantal Roma

numaralandirma sisteminin yerini almasinda énemli bir rol oynadi (Koshy 2001) .

2.3. Fibonacci Say1 Dizisinin Dogusu

Fibonacci sayilar1 Liber Abaci’de yer alan bir problemin sonucunda ortaya ¢ikmustir.
“Tavsan Problemi” olarak bilinen problem su sekildedir;
Kapal1 bir alanda biri erkek digeri disi olmak iizere iki yeni dogan tavsan oldugunu
varsayalim. Bir yilda iiretilen tavsan sayist su durumlarda bulunur;

1. Her bir ¢iftin olgunlagmasi bir ay siirer.

2. Her bir cift ikinci aydan itibaren her ay bir ¢ift iiretir.

3. Yil boyunca hi¢ tavsan 6lmedigi kabul edilir.

Cizelge 2.1. Aylara gore tavsan ¢ifti sayilar

Ciftlerin

1.Ay 2.Ay 3.Ay 4.Ay 5.Ay 6.Ay 7.Ay 8.Ay
Sayilar
Yetigkin | O 1 1 2 3 5 8 13
Bebek |1 0 1 1 2 3 5 8
Toplam |1 1 2 3 5 8 13 21




Cizelgede hesaplanan en alt satirdaki sayilara Fibonacci sayilart ve bu sayilarin
olusturdugu 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklinde devam eden say1 dizisine Fibonacci dizisi
denir. Bu dizi Fransiz Matematik¢i Gabriel Lamé’den sonra “Lame Dizisi” olarak
bilinirken 1876 yilinda Fransiz matematik¢i Frangois Edouard Anatole Lucas tarafindan

“Fibonacci Dizisi” olarak isimlendirilmistir (Koshy 2001) .

Fibonacci dizisine yakindan bakildiginda ilk ikisi harig, her Fibonacci sayisinin hemen
onceki iki Fibonacci sayisinin toplami oldugunun ve her terimin kendisinden bir 6nceki
terime boliimiiniin sonucunun terimler biiyiidiikce altin oran olan @’ye yaklastiginin
gbzlemlenmesi Fibonacci sayilariin etkileyici bir 6zellige sahip oldugunu ortaya

koyuyor.
Fibonacci say1 dizisi asagidaki sekilde tanimlanabilir.
2.3.1. Tanmm: F;, = F, = 1 olmak iizere n = 3 iken
Fy=Fy1+F (2.1)

seklinde bir tekrarlama bagintisina sahip olan sayilara Fibonacci sayilari denir ve F, ile

temsil edilir.

Bu noktadan sonra Fibonacci sayilarindan faydalanilarak altin orami elde etmek adina
geometrik bir yaklasim sergilenmek istendiginde kenar uzunlugu Fibonacci dizisinin
elemanlar1 olan kareler ¢izilerek ise baslanir. Dizinin elemanlarinin 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...

seklinde siralandig1 hatirlanir ve ilk dnce birinci elemana karsilik gelen kare ¢izilirse:

Sekil 2.1. Kenar1 1 Birim olan kare

elde edilir.



Fibonacci dizisinin ikinci elemani da 1 oldugundan simdi de 1 birim uzunluklu bir kare

cizilir ve bu bir Onceki kare ile birlestirilirse:

Sekil 2.2. Kenarlar1 1 Birim olan iki kare

elde edilen uzun kenar1 2 ve kisa kenar1 da 1 birim olan bir dikdortgendir. Fibonacci

dizisinin li¢lincii elemant kullanilarak kenar uzunlugu 2 birim olan bir kare ¢izilip bu bir

Sekil 2.3. Kenari 2 birim olan karenin sekle eklenmesi

tistte cizilen sekil ile birlestirilirse:

son eklenen kare ile birlikte uzun kenar1 3 birim ve kisa kenar1 da 2 birim olan bir
dikdortgen olusur. Simdi dizinin dérdiincii elemant kullanilarak ayni1 mantikla kenart 3

birim olan bir kare ¢izilip, bir 6nceki seklin uzun kenarina ilave edilirse:

Sekil 2.4. Kenar1 3 birim olan karenin sekle eklenmesi

son ¢izim ile uzun kenar1 5 birim ve kisa kenar1 da 3 birim olan bir dikdoértgen elde
edilir. Bir sonraki Fibonacci sayist 5. Ayni sekilde 5 birim kenar uzunluguna sahip bir

kare ¢izilip uzun kenarin yanina eklenirse:



Sekil 2.5. Kenar1 5 birim olan karenin sekle eklenmesi

elde edilen dikdortgenin uzun ve kisa kenar1 sirasiyla 8 ve 5 birim olur. Simdi Fibonacci
dizisinin altinci lyesi igin ayni islem uygulanip bir kenar1 8 birim uzunluklu kare

cizildikten sonra bir iistteki sekle ilave edilirse;

Sekil 2.6. Kenar1 8 birim olan karenin sekle eklenmesi

uzun kenar1 13 ve kisa kenar1 8 birim olan bir dikdortgen elde edilir. Bu islem, yedinci
Fibonacci sayisi 13 ile devam edilerek son bir kez daha tekrarlanirsa; 13 birim kenar

uzunluguna sahip kare son sekle ilave edilerek:



Sekil 2.7. Kenar1 13 birim olan karenin sekle eklenmesi

21 birim ve 13 birim uzunlugunda uzun ve kisa kenara sahip bir dikdortgen elde edilir.
Bu islemlerden sonra elde edilen dikdortgenlerin uzun kenarlarmin kisa kenarlarina

oranlarina bakildiginda;

12358 13 21

oldugu goriiliir. Kolayca fark edilebilecegi gibi kesirlerin paylar1 ve paydalar1 Fibonacci
sayilarindan olugmaktadir. Hatta paydaki degerler, paydadaki degerlerin diziye gore
ardisigr konumundadir. Bu kesirlerin (ve bu isleme devam ederek elde edilen diger

kesirlerin) ondalik degerlerine bakilirsa simdi verilecek olan gizelge elde edilir.



Cizelge 2.2. Ardisik Fibonacci sayilariin oranlari

F, /. 1/, 1,0000000000
F; Ik, 2/, 2,0000000000
F, Ik, 3/, 1,5000000000
Fs Ik, 5/ 1,6666666666
Fy /Fs 8/, 1,6000000000
F, /. 13/, 1,6250000000
Fg /e 21/, 1,6153846154
Fy /r, 34/, 1,6190476190
Fio /F9 55/24 1,6176470588

Fi /Fw 89 /55 1,6181818182

Fi, k.. 144/ 1,6179775281

Fis /e 233/.,4 | 16180555556

Degerlerin once artip sonra azaldigi ve bunun bdyle devam ettigi ¢izelgeden kolayca
goriilebilir. Bu artma ve azalmada degisim giderek kiiciiliiyor ve terimler biiyilidiikce
(yani n degeri arttik¢a) elde edilen oran belirli bir degere yaklasiyor. 13’iincii terimin
12’nci terime oranina ve bundan sonra gelen oranlara bakilacak olursa, elde edilen
degerin ilk bes hanesinin 1,6180'de sabitlendigi ve degisimlerin diger basamaklarda
yani daha kii¢lik araliklarda gergeklestigi gozlemlenebilir. Kisaca terimler biiyiidiikge
degisim daha kiigiik araliklarda ger¢eklesir ve oran sabit bir sayiya dogru yaklasir.



Matematikte yaklasilan bu sayi;

. Fpyq
lim

n—-oo Fn

seklinde ifade edilir. Yani n degeri sonsuza gittik¢e bir baska deyisle dizinin terimleri
cok biiytidiikce hesaplanan oran yaklasilan sayidir ve bu say1 altin oran olarak da bilinen

sayimin kendisidir.

Fibonacci say1 dizisinin terimlerini ifade etmek icin kullanilan bir ifade de Binet

Formilidir. Bu formiil;
x>—x—1=0
karakteristik denkleminin kokleri olan;

1+v5 ~ 1-+5
2 B = 2

a =

degerleri dikkate alinarak ifade edilir. Karakteristik denklemin kokleri a ve f

oldugundana + f =1, a.f = —1dwr.

a’ nin sirali kuvvetleri;

a=1la+0
a’=1l.a+1
a’t=2.a+1
a*=3.a+2

seklinde olup esitligin sag tarafinda bulunan cebirsel ifadelerin katsayilarinin Fibonacci

sayilar1 oldugu goriiliir. Bu 6zellikten faydalanarak bir sonraki sonug yazilabilir.
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2.3.2. Sonug¢: n = 0 olmak iizere
an = aan + F‘I’l—l’ ,8” == BFTL + Fn—l
dir (Koshy 2001) .

Boylece Fibonacci say1 dizisi Binet formiilii olarak isimlendirilen formiil ile asagida

verilen teoremdeki gibi ifade edilebilir.

2.3.3. Teorem: x2? —x — 1 = 0 karakteristik denkleminin pozitif kokii «, negatif kokii

ise B olsun. Bu taktirde n = 1 iken

a™ — B
g B
a_

dir (Koshy 2001) .

Bir onceki teoremde Fibonacci sayi dizisinin n. terimi F,’i ifade etmek igin verilmis
olan formiile Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii denir. Fibonacci sayilari i¢in sadece
tekrarlama bagmtisindan bahsedilemez. Buna benzer olarak verilmis bazi temel
0zdeslikler vardir. Bu 6zdesliklerden ikisi siradaki sonugta ifade edilmistir.

2.3.4. Sonu¢: n = 0 olmak lizere

Fioi + Ef = Fonia

Fr%+1 - Fr%—l = Fon
dir (Koshy 2001) .

Fibonacci sayilari i¢in oldugu gibi Lucas sayilari i¢in de bir Binet formiilii vardir.
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2.3.5. Teorem: n = 1 olmak tizere

Ly,=a™+p"

dir (Koshy 2001) .

Bu teoremde verilmis olan Lucas dizisinin n. terimini ifade eden formiile Lucas dizisi
icin Binet formiilii denir. Fibonacci ve Lucas sayilart i¢in verilen iki Binet formiilii
kullanilarak ¢esitli 6zdeslikler elde edilebilir. Ayrica bu iki say1 dizisi arasinda baglanti
mevcut oldugundan birbiri cinsinden ifade etmek miimkiindiir. Bu durumu gosteren

Ozdesliklerden bazilari bir sonraki sonucta verilmistir.

2.3.6. Sonug:

Fyp, = E,L, (2.2)
Foo1+ Fppa =Ly (2.3)
Foyz = Fpz = Ly (2.4)
Ly1+ Lyy1 =5F, (2.5)

Sonug 2.3.6°da verilen (2.2) ve (2.3) 0zdeslikleri kullanilarak ilging bir esitlik elde

edilebilir. m > 1 iken 2n = 2™ olsun. Boylece
Fom = Lym-1F,m-1
= Lzm—l(LZm—zFZm—z) = Lzm—lLZm—zem—z
= Lzm—lem—z (Lzm—3F2m—3) = Lzm—lLZm—zLZm—s Fzm—s
elde edilir. Ayni islemler uygulanmaya devam edilirse
Fzm == Lzm—lem—Z ...L8L4L2L1
esitligi elde edilir (Koshy 2001) .

Omegln; F32 = L16L8L4L2L1
= 2207.47.3.1 = 2,178,309 .
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Fibonacci sayilar1 arasinda tekrarlama bagintisi, 6zdeslikler oldugu gibi bir baska
onemli olan durum da birbirleriyle iligkileridir. Bu iliskiye 6rnek olarak asagidaki sonug
ve teoremler verilebilir.
2.3.7. Teorem: n = 1 i¢in

Fp1Fpy1 — B2 = (D"

dir (Cassini Formiilii) (Koshy 2001) .

2.3.8. Sonug¢: Herhangi iki ardisik Fibonacci sayisi aralarinda asaldir. Yani her n > 0

icin (F,,44, E,) = 1 dir (Koshy 2001) .

2.3.9. Teorem: Bir pozitif n sayis1 Fibonacci sayisidir ancak ve ancak 5n? + 4 bir tam
karedir (Koshy 2001) .
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3. FIBONACCI SAYILARI iLE BALANS SAYILARI ARASINDAKI ILISKi

3.1. Temel Kavramlar, Fibonacci ve Balans (Denge) Sayilar1

3.1.1. Tamm: Bazi r € Z" i¢in
1+42++(n-1D=+D)+N+2)+--+n+r1r) (3.1)

esitligini saglayan n pozitif tam sayisina Balans (denge) sayisi denir. Burada r’ye ise n

Balans sayisina karsilik gelen dengeleyici say1 denir.

Ornegin r’nin 2, 14 ve 84 degerlerine karsilik sirastyla n Balans (denge) sayilar1 olarak

6, 35 ve 204 degerleri elde edilir.
Eger r dengeleyici sayisi ile n bir Balans sayisi ise (3.1) denkleminden;

_(n+r)(n+r+1)

2
n 2

elde edilir ve boylece

—-(2n+1)+v8n2+1
r =
2

oldugu gortiliir.
Bir onceki tanimda ifade edilen Balans (denge) sayilar kendilerine has bir tekrarlama
bagintisina sahiptir. Oyle ki; Balans say: dizisi B, = 1 ve B; = 6 olmak iizere n > 1
i¢cin

Byi1=6By —Bn

seklinde bir tekrarlama bagintisina sahiptir.
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Balans (denge) sayilari igin var olan tekrarlama bagintis1 asagida verilen iki ifadenin

taraf tarafa toplanmasi ile elde edilir. Yani By, = 1 ve B,,, n’inci terim olmak iizere

B,,, =3B, ++/8BZ + 1

ve

B,_, =3B, —+/8B% +1

esitlikleri alt alta toplandiginda Balans (denge) sayilart igin yukarida ifade edilen
tekrarlama bagintis1 elde edilir ( Behera ve Panda 1999) .

Bir Balans (denge) sayisina sahip olundugunda buradan hareketle yeni Balans (denge)
sayilar1 elde etmeyi saglayan Balans (denge) lirete¢ fonksiyonlari vardir. Eger x

herhangi bir Balans (denge) sayisi ise;

F(x)=2xV8x2+1, G(x)=3x+V8x2+1 veH(x)=17x+6V8x2+1
fonksiyonlar1 daima Balans (denge) sayilari iiretir (Behera ve Panda 1999) .
Balans sayilari ile ilgili olarak asagidaki teoremler de verilebilir.

3.1.2. Teorem: n’ nin bir Balans sayis1 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart n? nin bir

ticgensel say1 olmasidir (Dickson 1952) .

3.1.3. Teorem: n bir Balans (denge) sayisidir ancak ve ancak 8n? + 1 bir tam karedir
(Behera Panda 1999) .

Behera ve Panda (1999), 1’1 bir Balans sayist olarak kabul ederlerken n’inci Balans
sayist i¢in B,, semboliinii kullanarak B, = 1,B; = 6 v.b. oldugunu kabul etmislerdir.
Balans sayilarinin gosterimi Fibonacci sayilarinin standart gosterimi ile esitlenmek

istenirse B, = 1, B, = 6 v.b. ayarlanarak Balans sayilar1 yeniden diizenlenir.
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Behera ve Panda tarafindan ortaya konan bazi sonuglar bu yeni durum ile asagidaki

sekilde ifade edilebilir;

Ikinci mertebeden lineer tekrarlama bagintist;

Byi1 =6B,—B,_1; n=23,.. (3.2)

Birinci mertebeden lineer olmayan tekrarlama bagintisi;

Bny1 =3B, ++/8B2+1; n=1.2,.. (3.3)
Balans sayilar1 ayrica;
B, =B, 1By —BBy_r_q; T=12,..,n—2 (3.4)

0zdesligi ile de ifade edilebilir.

Fibonacci ve Lucas sayilarina benzer olarak Balans sayilari i¢in bir Binet Formiilii

bulunmak istenirse; B, ,; — 6B, + B,_; = 0 esitliginin karakteristik denklemi olan

A2—61+1=0

denkleminin A; = 3 ++/8,1, = 3 — v/8 kokleri kullanilarak

_M-27

B, =
L P P

n=12,.. (3.5

elde edilir (Behera ve Panda 1999) .
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Balans sayilar1 arasinda bir baska 6zdeslik;
Bpy1Bp-1 = By + 1)(B, — 1) (3.6)
seklindedir.

Simdi ikinci mertebeden lineer denklem (3.2) kullanmilarak By = B, —6B; = 6 — 6 X
1 = 0 olarak elde edilir (Panda 2006) .

3.1.4. Teorem: m ve n birer dogal say1 ve m > n ise
(B + Bp) (B — Bn) = BpynBm-n (3.7)
esitligi saglanir.

Ispat: Balans sayilar icin verilen Binet formiilii (3.5) kullanilir ve 2,4, = 1 oldugu

akilda tutulursa;

Ay O CHE V)

Bm+an—n - (Al _ /12)2

_ (AFMAZm™) - ATEAR AT AT
(A1-242)?
_ @3m+3™)-(a1"+a3")
(A1 —15)2

_ (AAM+A3M 22T A7) - (A" 425" -24145)
(A1-22)?
2 2
- [y - [
A=, A1—2;

= Br%l - Br% = (Bm + Bn)(Bm - Bn)

esitligi elde edilir (Panda 2006) .
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Uyar: Fibonacci sayilar1 da benzer olarak asagidaki esitligi saglar (Hoggatt Jr. 1969) .

FninBnn = Fnzl - (_1)m+nFnZ (3-8)
Teorem 3.1.4°deki (3.7) 6zdesligi (3.8) esitliginden daha simetrik goriiniir.
n bir dogal sayr iken 1+3+--+(2n—-1)=n%,2+4+--+2n=n(n+1) ve
1+2+--+2n=n(2n+ 1) esitliklerinin saglandig: bilinir. Bir sonraki teoremde
Balans sayilarinin da benzer 6zdesliklere sahip oldugu gosterilecektir.
3.1.5. Teorem: n bir dogal say1 ise;

Bl + B3 + -+ an—l = BT% )
BZ + B4 + -+ BZTL = Ban+1 )
Bi+By+ -+ By, = Bn(Bn + Bn+1)

esitlikleri saglanir (Panda 2006) .

3.2. Fibonacci Dizisi I¢inde Balans ve Kobalans Sayilar

Burada temel tartismalardan biri de Fibonacci sayilarinin Balans (denge) sayilart olup

olmayacagidir.

Fibonacci dizisi i¢inde bir Balans sayis1 F,, olsun. F,, bazi s degerleri igin

FE+F++Fp g =Fpiq + Fpgp + 0+ Fpgg

esitligini saglar. Ama

F1 +F2 + "'+Fm_1 =Fm+1 -1

oldugu bilinir.
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Boylece her m dogal sayisi igin

F1 + FZ + + Fm_1 < Fm+1

oldugu gortiliir.

Sonug olarak Fibonacci dizisi i¢inde herhangi bir Balans sayis1 yoktur.

Tanim 3.2.1: Bazi r dogal sayilar1 i¢in

1+2+-+n=n+D+n+2)+(n+r)

esitligini saglayan n pozitif sayisina Kobalans sayis1 denir.

Benzer sekilde Fibonacci dizisi i¢inde bir Kobalans sayisina F,, denirse, F, bazi s

degerleri i¢in

FE+F++Ey=Fpp+Fpgpa + o+ Fpys

esitligini saglar. m > 2 igin

Fy1r <Fi+F + -+ By < Fpiq + By

esitsizligine bakildiginda Kobalans sayis1 olabilecek bir Fibonacci sayisinin olmadigi

goriiliir. m < 2 i¢in

F1+F2=1+1=2=F3

oldugundan Fibonacci dizisi igindeki tek Kobalans sayisi1 F, = 1 dir (Panda 2007).

Fibonacci sayilarimin indisleri Balance sayilar gibi disiiniilerek yiiksek dereceleri

incelendiginde ise su durumlar gézlemlenir.
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3.2.2. Teorem: Eger k < lise n > 2 olmak iizere n ve r pozitif tamsayilari igin;
Fi' + Fy 4t Faoy = Frag + P 004 P
Diophant denkleminin ¢dziimii yoktur.
Ispat: k < licin F; + F, + -+ + F,_; = F4; — 1 esitligi kullanilirsa
FE+Ff 4+ By S (R + B+t Pyl )F = (B — DX < Fiyq S Fag

esitsizligi elde edilir ki bu da verilen sartlarda esitligin saglanmadigini gosterir (Behera
ve ark. 2011).

Bir sonraki teoremin ifadesinin ve ispatinin anlasilabilmesi i¢in asagidaki iki yardimci

teorem ve sonu¢ verilmek durumundadir.

3.2.3. Yardimci Teorem: u, pozitif bir tamsayi olsun. i = 1,2 i¢in

5; = log, <(1 + (=1)i-1 (';i')u“) /\/§>

dir. Boylece tim u > u, tamsayilari icin a%*% < E, < a%*91 esitsizligi saglanir

(Behera ve ark. 2011) .
3.2.4. Sonug: Eger u, = 6 ise §; < —1,66 ve §, > —1,68 dir (Behera ve ark. 2011) .

3.2.5. Yardimca1 Teorem: a > 0 ve b > 0 gercek sayilar, u, bir pozitif gergek sayi
olmak tizere her u > u, i¢in k = log, (a + %) iken aa™ + b < a*** dir (Behera ve

ark. 2011) .
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3.2.6. Teorem: n ve r pozitif tamsayilari i¢in n = 2 iken
F12 +F22 +---+F,f_1 = Fpy1 + Foyz + o+ Fuyyr
Diophant denkleminin ¢dziimii yoktur.
Ispat: Y%_, Fy = Fp.p — 1ve X% , F? = F,F,, esitlikleri kullanilarak
FE+F7+ o+ Ff = Fppq + Fpp + o+ Foyy
denkleminin
Fo1By 4 Fato = Foirgo (3.9)
denklemine esit oldugu goriiliir.
n = 2,3,..,6 icin F,,_,F, + F,,,, ifadesi bir Fibonacci sayisina esit olmadigindan n > 7

oldugu varsayilabilir. Sonug 3.2.4 kullanilarak (3.9) esitliginin her iki tarafinin alt ve {ist

sinirlar1 bulunabilir.

[k olarak

Fuo1Fy + Fryz > Fo_qFy > a7 188gn=17168 = g 2n-436 (3.10)

oldugu gozlemlenir.

Diger yandan

Fn—an + Fn+2 < gq"~166,4n—1-1,66 + q™t2-166 — an+0,34(an—4,66 + 1) (3'11)

dir.
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a = b = 1 alinarak Yardimci Teorem 3.2.5 kullanilirsa k < 0,68 elde edilir. (3.11) deki

esitsizlik nedeniyle

Fo iE, + Fppp < @t034(qn=466 4 1) < qn+0.34gn-466+068 — ;2n-3,64 (3.12)

olur.

Tekrar Sonug 3.2.4°den

n+r+0,32 n+r+2-1,68 < Fn n+r+2-1,66

a =a 2 < @ = ntrt034 (3.13)
elde edilir.
Boylece eger n ve r pozitif tamsayilari icin (3.9) esitligi saglaniyorsa
2n—436<n+r+ 0,34
ve
n+r+032<2n - 3,64
esitsizliklerinin saglanmasi ve (3.12) , (3.13) esitsizlikleri nedeniyle

max{2n — 4,36,n+r + 0,32} < min{2n — 3,64 ,n + r + 0,34}

sonucu elde edilir.

Boylece r = n — 4 iken n ve r pozitif tamsayilari

n—47<r<n-—396

esitsizligini saglar. Boylece n = 7 ise (3.9) esitligi

Fpoiby + Foyo = Fonp

esitligine doniisiir.
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Ancak  Fy, = F,(Fyy1 + Fpo1)  kurall  Fu_E, + Fypp = Fop_y,  denklemini

basitlestirerek
Foiz = Fp1Fy s

denklemine doniistiirtir.
n = 89,10 i¢in F,,, = F,,_1F,_, denkleminin dogru olmadig1 kolayca goriiliir. Eger
n > 10 alinirsa, 6rnegin n + 2 > 12 ise ilkel bdlen teoreminden (Carmichael 1913)
dolay1 Fp,» , F,,_q Ve F,_, den herhangi birini bélmeyen bir asal carpana sahiptir.
Boylece her n>7 i¢in Fu,, = F,_1F,_, esitligi saglanmaz ve bu nedenle
Fn_1F, + F i = Firy» denkleminin ¢oziimii yoktur (Behera ve ark. 2011) .
3.2.7. Teorem: n ve r pozitif tamsayilari i¢in n = 2 iken

F13 +F23 +"'+F1?—1 =Fpy1+ Fppp + 0+ Frre
Diophant denkleminin ¢6zlimii yoktur (Behera ve ark. 2011) .
3.2.8. Teorem: n ve r pozitif tamsayilari igin n > 2 iken

F{ A+ F 4t By = By + Frp oo Py

Diophant denkleminin ¢6ziimii yoktur (Behera ve ark. 2011) .

Fibonacci sayilari igin Balans sayilari ile iliskisine benzer olarak Lucas sayilari ile olan

iligkisi kullanilip ¢esitli indis ve tislerle simdi verilecek olan esitlikler elde edilebilir.
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3.2.9. Teorem: n ve k tam sayilar olsun.

Ff+ (1) Ly + DF e + (D Ly + D Fpyor + Fitya
= FyLowFarFin iz + 10(—1)*F 1 FiFq

(Melham 2010) .
3.2.10. Teorem: n ve k tam sayilar olsun.

(D ES 4+ (Lo + DFS e + (DM (Lyg + DF2 5 + Flysk
= FyFsFsiFyax + 15(—1)*Fy_1 Fi¢ Fiey1FarFanyak

(Melham 2010).
3.2.11. Teorem: a;,0<i<5veb;,0 < i< 2 s0yle tanimlansin;
Ay = Qg = 1,
a; =a, = (D" (Lep + Ly) +1;
a, = az = Lgg + (1) Ly + Lyg + (1) Ly + 2
by = FyF3y Ly Fsi Fry ;
by = 4(— 1) FFy Fs (Lgi + 3(=1)*Lgp + 6Ly + 10(=1)*Lyy + 9);
b, = 2FF3,(L1ox + 6(—=1)*Lgy + 21Lgy + 56(—1)K Ly, + 99Ly, + 117(—1)5)

Boylece

8 8 8 8 8 8
aoby +a1Fpy + aFy o + a3Fp 5 + asFy g + asFysi

= boFsnisi + b1Ffisk + by

esitligi saglanir (Melham 2010).
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4.SONUC

Bu ¢alismada 6zel sayilardan Fibonacci ve Lucas sayilar ele alinmis, Fibonacci sayilari
ile Balans sayilar arasindaki iliski incelenmistir. Bu konular ile ilgili gerekli literatiir
taramasi1 yapilmis ve ¢alismanin esas kismini olusturan Balans sayilart ile ilgili olarak
cesitli makaleler incelenmistir. Ilk olarak “Balancing with Fibonacci Powers” (Behera
ve ark. 2011) baslikli makaleye ve daha sonrasinda da Behera ve Panda’nin 1999
yilinda yapmis oldugu “On the Square Roots of Triangular Numbers” adli makaleler ele
almmustir. Ozellikle “On the Square Roots of Triangular Numbers” baslikli makalenin
Teorem 2.1 ve Teorem 7.1’de bulunan ifadelerinden motivasyon alinip benzer
ozelliklerin Fibonacci sayilart i¢in de saglanip saglanmadigi arastirilmistir. Boylece

ilgili makaleler ve kitaplardan faydalanilarak bir derleme yapilmistir.
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