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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
MATEMATIKTEKI BAZI DiZAYN CESITLERI
Eolita SELMANAJ

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Basri CELIK

Bu calismanin amaci literatiirde matematiksel dizaynlar hakkinda var olan temel
kavramlar1 bir araya getirip, baz1 6rneklerle bunlarin kolay anlasilir hale gelmesini

saglamaktir.

Tez li¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliim olan giris boliimiinde konunun rahat
anlagilmasini saglamak icin gerekli temel kavramlar ve bazi teoremler yer almaktadir.
Ug alt baslik halinde diizenlenmis olan ikinci boliimde ise matematiksel dizaynlar
tanitilip sonlu ve sonsuz dizaynlar hakkinda temel bilgiler verilmistir. Bu temel bilgiler
verilen Orneklerle desteklenmistir. Son boliim olan ii¢lincli boliimde parcalanabilir
dizaynlar tanitilmistir. Bu béliim ii¢ alt baslik bulundurmaktadir. Once pargalanabilir
dizaynlarla ilgili genel kavramlar tanitilmis ve daha sonra pargalanabilir dizaynlarin
temel Ozellikleri verilmistir. Bu boliimde son olarak parcalanabilir dizaynlar iizerinde

gruplarin etkisi tizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Dizayn teori, Matematiksel dizayn, Parcalanabilir dizayn
2016, iv + 65 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
SOME MATHEMATICAL DESIGN CLASSES
Eolita SELMANAJ

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Basri CELIK (Uludag University)

The aim of this work is to combine the fundamental notions about mathematical designs which

exist in literature and to make them more understandable with the help of some examples.

This thesis consists of three chapters. In the first chapter which is entitled as Introduction, the

fundamental notions and some theorems are recalled to make the topic understandable.

In the second chapter which has been organized under three subsection, mathematical designs
are introduced and some information about finite and infinite designs are given. This notions are
supported with given examples. In the third chapter which is the last chapter, divisible designs
are introduced. This chapter has three subsections. First of all, the fundamental notions related to
divisible designs are introduced and some basic properties of divisible designs are given. Also in

this chapter, the group action on divisible designs is mentioned.

Key Words: Design theory, Mathematical design, Divisible design
2016, iv + 65 pages.
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1. GIRIS

Bu boliimde, tezde kullanacagimiz temel tanim, kavram ve gosterimler tanitilip,
gerekli olan bazi teoremler toplu halde verilecektir. Bu bolimde yer alan soyut
matematik ile ilgili konular (Celik 2015), geometri ile ilgili konular, (Kaya 1978),
(Hughes ve Piper 1985) ve (Demirtola 2000), cebir ile ilgili konular (Bayraktar
1997) ve Jacobson’dan (1989) derlenmistir.

Tez boyunca kiimeler genellikle biiyiik ve koyu harfle ve bir A kiimesinin eleman
sayisi |A| ile gosterilecektir. X ve y herhangi iki nesne iken {X, {x, y}} kiimesine bir
siralt ikili, x e bu sirali ikilinin birinci bileseni y ye de ikinci bileseni denir ve bu
sirali ikili kisaca (x,y) bi¢iminde gosterilir. Sirali ikililerden olusan kiimelere grafik
ad1 verilir. G bir grafik iken G yi olusturan sirali ikililerin birinci bilesenlerinin
kiimesi iz;(G), ikinci bilesenlerinin kiimesi iz,(G) ile gosterilir. A ve B kiimeleri
icin B nin A da olmayan elemanlarindan olusan kiimeye A nin B deki tiimleyeni
denir ve bu kiime A ile gosterilir. E evrensel kiime iken A% yerine kisaca A’

gosterimi kulanilir.

1.1 Tamim. A ve B herhangi iki kiime olsun.
B4) G bir grafiktir.
B,) iz,(G) A dir.
B3) iz,(G) B dir.

sartlar1 saglaniyorsa I'=(G,A,B) sirali ii¢liisiine A dan B ye (ya da A ile B arasinda)
bir bagint denir. A dan B ye bir T bagintis1 I': A — B bigiminde de gosterilir.

Simdi yukaridaki tanima esdeger bir sart ifade eden ve tanimdan daha kulanigli olan

bir teorem verecegiz:

1.2 Teorem. A, B herhangi iki kiime olsun I'=(G,A,B) nin A dan B ye bir baginti

olmasi i¢in gerek ve yeter sart GSAXB olmasidir.
1.3 Tanmm. Ap= {(x,Xx)| x € A} kiimesine A kiimesinin kdsegeni ad1 verilir.
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1.4 Tammm f=(G,A,B) bir bagmnt1 olsun.

Fy) (V(X, u), (%, v)) (x,u) EGA(x,v) EG=u=v)dir.
F,) (Vx) (x € A= 3 (x,u) € Gdir.

sartlar1 saglaniyorsa f=(G,A,B) bagintisina A dan B ye bir fonksiyon denir.
f=(G,A,B) fonksyonu i¢in (X,y) € G ise bu f(x) = y bigiminde de gosterilir.

1.5 Tamm. Bir f = (G, A, B) fonksyonu i¢in

VW), (,u)[((xu) EGA(Y,u) €G) = x=y]

sart1 saglaniyorsa f ye A dan B ye birebir fonksyon adi verilir.

1.5 Tanimda yer alan

VW), (, W)[((xu) EGA(Y,u) €G) = x=y]

sartinin

vy [(f() =) =x=y]

bi¢iminde de ifade edilecegi asikardir. Hatta olmayana ergi yontemi geregi

f=fy)=x=y

Onermesi ile

x#y = (f(x) # f())

onermesi denktir. Bu nedenle fonksiyonlarin birebirligi birbirine denk olan bu ii¢

sarttan herhangi bir yardimiyla gosterilebilir.

1.6 Tanim. Bir f = (G, A, B) fonksyonu igin:



(Vy)[yeEB= (Ax)(X€E AA(Xy) € G]

sart1 saglaniyorsa f ye A dan B ye érten fonksiyon adi verilir.

Bu tanimda yer alan sart ile

(Vy) [y €EB= @) EAAf(X) =y)]

onermesinin denk oldugu asikardir.

1.7 Tanmmm. I'=(G,A,A) bagintist i¢in,

D) (Vx) x€ A = (x,x) € G) dir.

D;) (Vxy)((xy) € G= (v,x) € G) dir.

D3) (Vxy), (,2)[((xy) EGA(y,2) € G) = (x,2) € G] dir.
sartlar1 saglaniyorsa I' ya A kiimesi {izerinde bir denklik bagintisidir denir.

1.8 Tammm I'=(G,A,A) bir denkik bagintis1 ve a € A keyfi bir eleman olsun. Bu

durumda;
[a]l={x| (ax) € G}

kiimesine “a nin I' bagintisina gore denklik sinifi” veya kisaca “a nin denklik simifi”
denir. b €[a] olacak bigimdeki b elemanina [a] i¢in bir temsilci ad: verilir. T' denklik
bagintisina gore tim denklik siniflarinin kiimesi olan {[x]| x € A} kiimesine A
kiimesinin T bagintisina gore boliim kiimesi denir ve A/ T={[x]| x € A} bi¢iminde

gosterilir.

I'=(G,AA) bir denklik bagintis1 iken (x,y) €G olmasi x~y bi¢iminde de gosterilir.
Bu gosterim kulanildiginda denklik smiflar1 [a] = {x € A | a~x} bigiminde ifade

edilir.

1.9 Tanim. Verilen bir S kiimesi icin SXS den S ye tanimli bir fonksyona S
kiimesi uizerinde bir ikili islem ya da i¢ islem denir. Eger *, S lizerinde bir ikili

islem ise a,b € Sicin *((a, b)) goriintiisii a* b biciminde gosterilir.



1.10 Tammm. G bos olmayan bir kiime ve * , G iizerinde bir ikili islem olsun. (G,
*) cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa grup adini alir.

G;) Va,b,ceG icin a*(b*c)=(axb)*c dir. (Birlesme ozelligi gecerlidir).

G, ) VaeGicin a*e =e*a =a olacak sekilde 3 e €G dir. (e ye birim

elemani denir.

G;) VaeG igina*a '=a ' *a =e olacak sekilde 3 a*eG dir. (a™ elemanma
a nin tersi denir

Eger bir karisiklik olmayacaksa (G, *) grubu kisaca G ile gosterilir.

1.11 Tanmm. (G, *) ve (G', 0) iki grup ve ®: G — G’ bir doniisiim olsun. Her a,b€ G

i¢in
®(a*xb)=d(a)o ®(b)

oluyorsa @ donlisimiine grup homomorfizmi (veya kisaca homomorfizm)

denir. ® homomorfizmi birebir ise ® ye “monomorfizm”adi verilir.
1.12 Tanim. (G, *) ve (G, o) iki grup olsun ®: G — G’

1) @ birebir ve ortendir.
2) Herx,y €A igin ®(xxy) = ®(x)od(y) dir.

sartlar1 saglaniyorsa G ve G'ye izomorf gruplar, ® ye de G ve G’ arasinda grup

izomorfizmi denir.

1.13 Tamim. Elemanlarina noktalar adi verilen N ve elemanlarina bloklar adi verilen
B gibi ayrik iki kiime ile bunlar arasinda verilen bir 0 bagmtist i¢in S=(N,B,0)
licliisiine bir geometrik yapt (veya kisaca yapr) denir. oc NxB ye ise bu yap1 i¢in
iizerinde olma baginnst ad1 verilir. Genellikle noktalar biiyiik harflerle ve bloklar
kiigiik harflerle gosterilir. Verilen herhangi bir blok iizerindeki noktalarin kiimesiyle
Ozdeslestirilir. Eger P noktas1 y blogun iizerinde ise yani (P,y)€ o ise bu P oy veya

Pey ile gosterilir ve bu gosterimler “P ,y tizerindedir”, “y , P yi kapsar” veya “y , P

den gecer” biciminde okunur.

S =(N,B,0) yapisi i¢in N ve B sonlu ise S ye sonlu yapt denir. Yukaridaki tanimdan

anlasilacagi iizere bir geometrik yapinin her bir blogu, iizerindeki noktalarin kiimesi



olarak yazilabilir. Bu durumda iki farkli blogun ayni nokta kiimesi ile
tanimlanmamasina hi¢ bir neden yoktur. Ayni nokta kiimelerinden olugan bloklara

sahip geometrik yapilara tekrarl bloklu yapilar denir.

Bir geometrik yapida A ve B noktalarindan gegen dogru tek tiirlii belliyse bu dogru
AB ya da AVB big¢iminde gosterilir.

Eger iki farkli blogun ortak hi¢ bir eleman1 yoksa bu bloklara paralel bloklar denir a

ve b bloklar1 parallel iseler bu al|b bigiminde gosterilir.

1.14 Tanim. Asagidaki aksyomlari saglayan bir A =(N, D, o) geometrik

yapisina afin diizlem denir:

A;) Her M, N € N, M=#N, noktalai1 icin Mo d ve N o d olacak sekilde bir tek
de D blogu vardir.

A,) N @ d olmak lizere her N € N ve her d€ D i¢cin N o c ve d || c olacak sekilde

bir tek c€ D blogu vardir.
A3) Ayni blokta olmayan ti¢ nokta vardir.
(N, D. 0) afin duzlemi kisaca A =(N, D. 0) bigiminde gosterilir.

Genel olarak dizlemlere ait bloklara dogru adi verilir. Bu nedenle daha sonra
tanimini verecegimiz projektif dizlem taniminda da “blok” yerine “dogru”

ifadesi kulanilacaktir.

1.16 Teorem. Her sonlu A afin diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan bir n > 2

tamsayisi vardir. (Bu tamsayida A afin dlizleminin mertebesi denir.)

1) A nin her dogrusu lizerinde tam olarak n tane nokta bulunur.
2) A nin her noktasi tam olarak n+1 tane dogru tizerindedir.

3) A daki noktalarin toplam sayis1 n? dir.

4) A daki dogrularin toplam sayis1 n? + n dir.

1.17 Tanim. Asagidaki aksyomlar1 saglayan P =(N, D. 0) geometrik yapisina

projektif diizlem denir:



P;) Her M,N € N, M# N icin M o d ve N o d olacak sekilde bir tekd € D

dogrusu vardir.

P,)Her ¢, d €D, c#dicin N o cve N o d olacak sekilde en az bir N € N

noktas1 vardir.
P3) Herhangi ticii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

1.18 Teorem. Her sonlu 2 = (N, D. o) projektif diizlemi i¢in asagidaki
kosulara uyan bir n pozitif tamsayisi vardir. (Bu tamsayiya ilgili projektif

diizlemin mertebesi denir.):

1) P nin her dogrusu iizerinde n+1 nokta vardir.
2) P nin her noktasindan n+1 dogru geger.

3) 2 deki tiim noktalarin sayis1 n? +n + 1 dir.

4) P deki tiim dogrularin sayis1 n? +n + 1 dir.
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2. MATEMATIKSEL DiZAYNLAR

Bu bolimde ii¢ alt baslik altinda matematiksel dizaynlar hakkinda genel bilgiler
ornekleriyle birlikte verilecektir. Bu calismada 2.3 kisim disindaki tiim kisimlarda
kullanacagimiz yapilar c¢ogunlukta sonlu geometrik yapilar olacaktir. Sadece 2.3

kisimda bazi sonsuz geometrik yapilar tizerinde durulacaktir.

2.1. Genel Kavramlar

Bu kisimda matematiksel dizaynlar hakkinda genel kavramlar ve gOsterimler

tanmtilacaktir. Bu kisimda verecegimiz tiim bilgiler (Hughes ve Piper 1985) ile

(Demirtola 2000)’de bulunabilir.

S yapisina ait bir P noktas1 ve bir y blogu i¢in , <P>ile S de P noktasindan gegen biitiin
bloklarin kiimesi ve <y> ile de y blogu tlizerindeki biitiin noktalarin kiimesi gosterilir. U
herhangi bir kiime iken |U] ile U kiimesine ait elemanlarin sayis1 gosterilir fakat bu

calisma boyunca |[<P>| yerine kisaca |P| ve |<y>| yerine de |y| gosterimi kullanilacaktir.

Keyfi bir sonlu S yapisinin noktalarinin sayist v ve bloklarin sayisi b ile gosterilir.
Noktalar veya bloklar kiimesinin bos kiime olmasinin bir anlami yoktur. Bu nedenle

herhangi bir yapi igin aksi belirtilmedik¢e v#0 ve b0 oldugu kabul edilecektir.

Eger S tekrarli bloklu bir yapi ise tekrar eden bloklarin her birinden biri hari¢ digerlerini
atarak yeni bir yap1 elde edebilir. Yani bloklar kiimesi iizerinde “<x>=<y> ise xRy”
bigiminde tanimli R denklik bagintis1 yardimiyla S/R boliim kiimesi elde edilebilir. Bu
durumda S/R bolim kiimesine indirgenmis yapi denir. Bir X elemanmin bu denklik
bagintisina gore denklik sinifindaki eleman sayisina x in katliligi denir. Katlilig1 birden
biiyiik olan bloklarin tekrarli bloklarin olacagi asikardir. S/R yapisinin noktalar1 S nin
noktalar1 ile aynidir, bloklar1 ise S nin bloklarmin denklik siniflardir. P noktasinin x
blogunun denklik sinifinda olmasi, S yapisinda P noktasinin x blogunda olmasina

karsilik gelir.
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S yapisinin bir elemani diger elemanlarindan hig birinin {izerinde degilse veya bir tanesi
tizerinde ise bu elemana ayrik eleman denir. S nin miimkiin tim elemanlar: {izerinde
olan bir eleman1 varsa , bu elemana tam eleman adi verir. Bir S yapisinin tiim tam
elemanlari ve tiim ayrik elemanlar1 atilarak bulunan S yapisia (Bu bos yap1 da olabilir)
S den elde edilen standartlandirilmis yap1 adi verilir. Hem standartlandirilmis hem de
indirgenmis bir yapiya tam standartlandirilmis yapt denir. Yani tam standartlandirilmig

yapida tekrarli bloklar , ayrik elemanlar ve tam elemanlar yoktur.

Bloklarin kiimesi bos olmayan ve her bir blogu tam olarak k>0 adet noktadan olusan
bir S yapisina blok diizenliligi k olan yapt veya kisaca blok diizenli yapi denir.
Noktalar1 kiimesi bos olmayan ve her bir noktadan tam olarak r>0 adet blok gegen S
yapisina nokta diizenligi r olan yap1 veya kisaca nokta diizenli yapi denir. Tanimdan k

Ve I nin sonsuz da olabilecegi asikardir.

S, v noktali bir yap1 olsun. S nin her t noktali bir kiimesi tam olarak 1 adet blok
tizerinde olacak sekilde />0 ve 0<t < v tamsayilar1 varsa S ye 1 ya gore t-yapi
denir. v noktalarin sayisinit ve 1 ise t noktanin iizerinde bulundugu bloklarin sayisini
gostermek tizere , k noktali bloklardan olusan blok diizenli bir t-yapiya bir t-(v,K,1)
yapi veya (v,k,1) ya gore ((v,k, 1) i¢in) bir t-yapi denir. Burada k, r, 1’ nin degerlerin
sonsuz da olabilir. Bununla birlikte 6zellikle t-(v,k,1) yapilarda tiim degerlerin sonsuz
olmas1 durumu tizerinde c¢alisma deger goriilmemektedir. Biz 2.3 kisminda baz1 sonsuz

t-yap1 0rnekleri verecegiz.

Tanimindan dolay1 herhangi blok diizenli yapinin bos olamayacagi asikardir. Ayrica

herhangi bir t-(v,k, 1) yapisinin blok diizenli oldugu da asikardr.

Blok diizenli bir indirgenmis yapiya dizayn denir. Bir t-yap1 ayn1 zamanda bir dizayn

ise bu yapiya t-dizayn adi verilir.
S ve T iki yap1 olsun , S nin noktalarindan T nin noktalarina ve S bloklarindan T nin

bloklarmma birebir ve orten a: S— B doniisimi i¢in “Pox<a(P)oa(x)” sarti

saglaniyorsa @ ya S ve T yapilar1 arasinda bir izomorfizm denir. S den T ye bir
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izomorfizm varsa S ve T ye izomorf yapilar denir ve S =T bi¢iminde gostrilir. Yapilar
arasinda izomorf olma bagmtist bir denklik bagintisidir. Bir yapidan kendisi {izerine

izomorfizmlere otomorfizm adi verilir.

S ve T iki yap1 olsun. S nin noktalarin1 T nin bloklarina ve S nin bloklarim1 T nin
noktalarina doniistiiren ve tizerinde olmay1 koruyan birebir 6rten bir doniisiime S den T
ye bir anti-izomorfizm denir.

S yapisinindan kendisi iizerine taniml1 bir anti-izomorfizme bir korelasyon denir. v=b
olmadiginda yani karesel yapi tizerinde calisilmadiginda, herhangi bir S yapisi bir
korelasyona sahip olamaz. Asagidaki Onermenin dogru oldugunu gostermek zor

degildir.

2.1.1. Onerme. a, S den T ye bir anti-izomorfizm ve f , T den S ye bir anti-

izomorfizm ise Sa , S yapist i¢in bir otomorfizmdir.

2.1.2. Sonu¢. 2.1.1 6nerme S nin iki korelasyonunun bileskesinin bir otomorfizm
oldugunu ifade etmektedir. Eger a korelasyonu icin a? 6zdeslik doniisiimii ise a ya

kutupluk (polarite ) ad1 verilir.

2.2 Sonlu Matematiksel Dizaynlar

Bir dizaynda nokta ve bloklar kiimesi sonlu ise bu dizaynlara sonlu dizayn denir. Bu
kisimda sonlu dizaynlarla ilgili (Hughes ve Piper 1985) ile (Demirtola 2000)’de yer alan
baz1 kavramlar yeniden diizenlemis ve kavramlarin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bazi

ornekler verilmistir.

Asagidaki verilecek yontemi kullanarak, sonlu dizaynlarin bir matrisle 6zdeslestirilmesi
mimkiindiir. v, b> 0 olmak {izere S , v noktali b bloklu sonlu bir yap1 olsun ve bu

yapinin noktalar1 Pi, Py,..., Py , bloklart xi, Xp,.., Xp ile gosterilsin. Bu durumda P,

noktast xj blogu iizerinde ise ;= 1, iizerinde degilse 8;=0 0zelligindeki , vxb

tipinden A=(a;) matrisine S yapisinin iizerinde olma matrisi denir.
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A 1lzerine olma matrisi yardimiyla S hakkindaki tiim bilgiler (izomorfizm farkiyla)

anlasilabilir.

Tiim girdileri 0 ya da 1 olan matrise (0,1) matris denir.

Herhangi bir tizerinde olma matrisinin (0,1) matris oldugu asikardir.

Uzerinde olma matrisi yap1 tarafindan tek tiirlii belli degildir. Noktalarin ve bloklarin
indislenmesine bagli olarak iizerinde olma matrisi degisir. Farkli indisleme farkli
matrisleri verir. Ayn1 bir S yapisinin farkli {izerinde olma matrisleri arasinda asagida

gibi yakin bir iligki vardir:

Bir S yapisinin nokta ve bloklarinin sirasiyla Pi, Pj,..., Py Ve Xi, Xo,..., Xp
isimlendirmesine gore elde edilmis tizerinde olma matrisi A ve nokta ve dogrularinin
Q1,Q5,...,Qy V& ¥1,V5,...,yp Isimlendirmesine gore elde edilmis iizerinde olma matrisi
B olsun. Bu durumda her Q;, P, lerden biridir. Bu nedenle {1,2, ..., v} kiimesi {izerinde
bir 6 permiitasyonu 6(i) =j < Q; = P, olacak sekilde vardir. Yani herhangi bir i
icin B nin i-yinci satir1 A nin 6(i)-yinci satiridir. Benzer diisiince bloklar igin de

uygulanabilir. Bu asagidaki 6nermenin dogru oldugunu gosterir:

2.2.1. Onerme. A ve B bir S yapisinin iki {izerinde olma matrisi ise PAQ= B olacak

sekilde P ve Q permiitasyon matrisleri mevcuttur.

2.2.1 Onerme bir S yapisimin herhangi iki iizerinde olma matrisinin denk oldugunu ve
dolayisiyla bu matrislerin ayn1 ranka sahip olduklarini ifade eder. Bu 6zellik S yapisinin
rankinin , tizerinde olma matrislerinden herhangi birinin ranki olarak tanimlanabilmesi

saglar. S yapisinin rank1 , rank S ile gosterilir.

Bir yapimnin iizerinde olma matrisi, yap1 hakinda 6nemli bilgiler verir. P;, P,, ..., P,
noktalar1 ve x;, X5, ..., X, bloklari ile verilen S yapisinin {izerinde olma matrisinin i-
yinci satirindaki sifirlar P; noktasindan gegmeyen bloklari temsil eden siitiinlar1 belirtir.

Bu nedenle yapinin bir ayrik elemani tizerinde olma matrisinde en fazla bir tane sifirdan
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farkli elemani olan bir satirin (ya da siitiiniin ) olusmasina yol agar. Benzer olarak bir
tam eleman biitiin girdileri 1 olan bir satirin (ya da siitunun) olugsmasina yol agar. Son
olarak iizerinde olma matrisinde iki 6zdes silitunun olmasi, yapida bir tekrarli blogun

olmasi1 demektir. Bu nedenle , bir A (0,1) matrisi i¢in eger ;

) Her satirda ve siitunda en az bir tane 0, en az iki tane 1 vardir.

i) Iki 6zdes siitunu yoktur.

sartlar1 saglaniyorsa, A tam standart bir yapinin {izerinde olma matrisidir.
Eger bir S yapisindaki nokta ve blok sayisi esit ise (yani b=v ise), S nin iizerinde olma

matisleri kareseldir. Bu nedenle b=v 6zelligindeki bir yapiya karesel yapi ad1 verilir.
Nokta ve blok diizenli 1- yapinin karesel olmasi igin gerek ve yeter sart kK=r olmasidir.

Eger bir yapinin iizerinde olma matrisinin tiim siitunlar1 farkli , fakat siitunlarinin
toplam1 ayn1 ise bu yapimin dizayn oldugu anlagilir. Tanimdan anlasilacagi gibi bir

dizaynin her bir blogu, noktalarin farkl bir alt kiimesi olarak tanimlanmalidir.

Eger S, (v,k, 1) i¢in bir t-dizayn ise S ye kisaca t-(v,k, 1) dizayn denir. t,v,k,4 nin keyfi

segimleri igin t-(v,k,4) dizaynlarin olmayabilecegi asikardir. Bununla birlikte, verilen

v—t
herhangi t,v,k ; 0<t<k<v igin bir t- [V, k, (k

]} dizayn vardir ve bu dizayn verilen

v noktalt kiimenin miimkiin her k noktali alt kiimesinin bir blok olarak
isimlendirilmesiyle elde edilir. Boyle dizaynlara asikar dizaynlar denir. Daha genel
olarak blok diizenliligi k olan bir yapinin noktalarmin her k-kiimesi en az bir blok

tizerinde ise bu yapiya asikar yapr adi verilir.

S blok diizenliligi k olan bir dizayn ise S nin asikar yap1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0< t < k o0zeligindeki biitiin t ler i¢in S nin bir t-dizayn olmasidir.

Bir S yapis1 yardimiyla yeni bir takim yapilar insa edilebilir. Bunlardan iki tanesini

kisaca tanitacagiz. Bunlardan biri T(S) ile gosterilen S nin tiimleyen yapisidir. T(S)
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nin noktalar1 S nin noktalaridir ve S nin her bir x blogu i¢in T(S) yapisinda bir x* blogu
vardir. Bir P noktasinin x* blogunda olmasi igin gerek ve yeter sart P nin x blogunda

olmamasidir.

Bir S=(N,B,0) geometrik yapisi i¢in NT = B ve BT ={<N>| NEN} olacak sekilde elde
edilen ST = (NT,BT,0) yapisina S yapisinin duali denir. S yapisinin iizerinde olma

matrisi A iken ST yapisinin iizerinde olma matrisi , A nin transpoz matrisidir.

Basit bir sayma teknigini iki farkli tiirden uygulamak suretiyle dogru oldugu
gosterilebilen, ispatt (Hughes ve Piper 1985) ile (Demirtolla 2000)’de bulunabilecek bir

teorem ile bu kismin kavram ve teoremlerini sonlandirtyoruz.

2.2.2. Teorem. Eger S , (v,k,A) igin bir t-yap1 ise 0<S<t ozelligindeki herhangi bir s

tamsayist icin S de herhangi s nokta iizerinde olan bloklarin sayisi As ile gosterilir ve

_ Ayv=s)(v—s-1)...(v—t+1)
ST (k-5)(k—s—1)..(k—t+1)

olur.

Simdi bu bdliimde tanittigimiz kavramlara ve 6zeliklere 6rnekler verecegiz.
2.2.3. Ornek. Noktalarin kiimesi N = {4,B,C,D,E,F,G,H,1,],K,L,M,N} ve

b, = {ABC} bs = {BDE} b,; = {CDM} b;s = {DFH} b,, = {EHM}
b, = {ADJ} b, ={BGH} b, ={CEJ} by; ={DGK} b,, = {FIK}
by = {AHI} bg = {BKL} b3 ={CFi} byjg={DIL} b3 ={GIM}
b, = {AEK} bg = {BFM} by, = {CHK} b9 ={EFL} b,, ={HJIL}
bs = {AFG} by, = {Bi]} b;s = {CGL} by, = {EIG} bys = {IKM}
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olmak tizere bloklar1 kiimesi B = {bq, b, ..., b,s} olarak alinsin. Bir x € N noktasi
ve b; € B blogu i¢in X noktasinin b; blogunda olmas1 x € b; olmasi olarak tamimlansin.

Bu durumda elde edilen yap1 hem bir 2-(14,3,1) dizayndir.

2.2.4. Ornek. S noktalar1 kiimesi {1,2,3,4,5,6,7} ve bloklar1 b; ={1,2,3,4,5} , b,
={1,6,7}, b3 ={1,2,3,5,4}, by ={1,6,7} , bs ={1,4,3,5,2} olan bir yap1 olsun. Bu taktirde

S nin tzerinde olma matrisi

R B, O O O O K
O O R P B kR
R B, O O O O K
O O R P KB,

1
O O R B B R,

olur. Her blokta ayni sayida nokta bulunmadigindan S blok diizenli degildir. 1 noktasi
biitiin bloklarda oldugu ve 6 noktasi sadece b, ve by te oldugu i¢in yap1 nokta diizenli
degildir. Ustelik, <b;>={b;,bs3,bs} oldugundan b; in kathligi 3 ve <b,>={by,bs}
oldugundan b; nin katlilig1 2 dir. Bu, S nin dizayn olmadigini gosterir. S/R nin 2 blogu
vardir : b1={1,2,3,4,5} ve b, ={1,6,7} SIR indirgenmis yapidir. Bu yapida 2,3.4,5,6,7

ayrik elemanlar oldugu i¢in S/R bos kiimedir.
2.2.5. Ornek. N= {1,2,3,4,5,6,7,8} ve by ={4,1,2,5} , b, ={5,3,7} , bs ={2,8,7} ,

bs= {1,8,3} i¢in B={by,b,,b3,bs} olmak iizere verilen S=(N,B,0) yapisimnin {izerinde

olma matrisi
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O r O r O FrLr O O
P P O O O O B+~ O

o O o, b O Pk -k
O O O O O Bk

dir. 6 noktasi hi¢ bir blogun iizerinde olmadigindan ve 4 noktasi sadece by tizerinde
oldugundan ayrik noktalardir. 4 ve 6 noktalari atildiginda geriye N;= {1,2,3,5,7,8} nokta
kiimesi kalir. Bu durumda bloklar : b;={1,2,5} , b5={5,3,7} , b5={2,8,7} , b, = {1,8,3}
olur ve B1={b;,b;,b5,b,} olmak lizere elde edilen S;=(N;,B1,0) yapisinin iizerinde

olma matrisi

oSO - = O O
P P O O+ O

o O O Fk =
b, O O+ O B

olur. S; yapisinda ayrik ve tam eleman olmadigindan S; standartlandirilmis bir yapidir.
Tim bloklar1 {i¢ noktali oldugundan S; yapist blok diizenlidir. S; ayn1 zamanda

indirgenmis bir yap1 oldugundan bir dizayn 6rnegidir.

2.2.6. Ornek. Bu ornekte (0,1) matrisine karsilik gelen yapiyr ve bu yapimin tam

standartlandirilmig formunu bulacagiz. Verilen

= = =)
R =
R O L, O O

>
[
o O Fr O Rk



5x4 tipinden matrisine ve karsilik gelen yapiyr olusturalim. Olusturacagimiz yapinin
noktalar1 sayisinin 5 ve bloklar1 sayisinin 4 olacagi A matrisinin tipinden bellidir.
Noktalarin1 {1,2,3,4,5} olarak isimlendirelim, bloklarimi ise A matrisinin siitunlarina
uygun olarak: b; ={1,3} , b,={3,4} , b3={1,3,4,5} , bs={3,5} segelim. B={b1,b,,bs3,bs}
olmak tizere S=(N,B,0) yapisinin iizerinde olma matrisi A dir. Bu yapida tekrarli blok
yoktur. 2 noktast hi¢ bir blogun iizerinde olmadigindan ayrik elemandir. 3 noktasi
biitiin bloklarin iizerinde oldugundan tam elemandir. Bagka ayrik ve tam eleman yoktur.
Ayrik ve tam elemanlar atildiginda by={1} , b;={4} , b3={1,4,5} , b,={5} olmak iizere
N' ={1,4,5}, B' ={b;, b}, b3, by} S = (N',B’,0) yapisi elde edilir. S’ yapisinda
1,4 ve 5 noktalar1 tek bir blogun iizerinde oldugundan ayrik elemanlardir. Tam eleman
yoktur. S’ den ayrik elemanlar1 atildiginda N” = @ ve B” =@ olurve §” = (0,0,0)
yapist S den elde edilen tam standart yapidir.

2.2.7. Ornek. Verilen 5x5 tipinden

= S =)
_ Ok O K
N = =)
==

>
11
O O R, KB k.

Matrisinin satir ve siitlin sayist aynt oldugundan A ya karsilik gelen yap1 karesel bir
yapidir. Noktalarmn kiimesi {1,2,3,4,5} bloklar da b; ={1,2,3} , b,={2,3,4} , bs= {1,3,5} ,
b, ={3,4,5} , bs ={1,4,5} olmak iizere S=(N,B,0) yapist A ya karsilik gelen yapidir. S nin
blok diizenli oldugu asikardir. Tekrarli bloklar, tam ve ayrik elemanlar olmadigindan bu
yap1 tam standartlandirilmis bir yapidir. Bu nedenle bu yap1 blok diizenli ve indirgenmis

bir yap1 olarak bir dizayn 6rnegidir.

2.2.8. Ornek. S ve T iki yap1 olsun. S nin noktalar1 {1,2,3,4,5} ve bloklar1 by ={1,2} ,
b,={1,3} , bs= {1,4} , bs ={1,5} , bs ={2,3,4,5}. T nin noktalar1 {1,2,3,4,5} bloklar1
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c1 ={5,1} , c,={5,2} , c3= {5,3}, ¢4 ={5,4} , ¢s ={1,2,3,4} olsun. Bu yapilarin iizerinde

olma matrisleri sirastyla:

111 1 0] 100 0 1]
10001 01001
A=/0 1 0 0 1| B={0 0101
00101 00011
000 1 1] 1111 0]

olur. Tim nokta ikililerinden bir blok gectiginden S ve T 2-yap1 6rnekleridir. Fakat
blok diizenli olmadigindan 2-Dizayn degildirler. S ve T nin noktalar1 aynidir ama farkl
indislemeye gore farkli matrisleri bulunmaktadir. Dolayisiyla B matrisi A nin satirlar

permiite edilerek bulunabilir. Bu nedenle {1,2,3,4,5} kiimesi {lizerinde bir 6

permiitasyonu  0(i) = j& Q(i) = P(j) olacak sekildeki 6 permiitasyonu 6=

(15 21 5;43 i) dir. 8 permiitasyonuna karsilik gelen permutasyon matrisi ise
01 0 0 O]
00100
p=|0 0 0 1 O
0 0001
1 00 0 0]

olur. Bu durumda PA matrisi hesaplandiginda

0 1 000][11110]([to0o00 1]
00100[|1000O0TI1 (01001
PA=/0 0 0 1 0/|0 1 0 0 1[=[0 0 1 0 1|=B
00001[/00 101 00011
1 0000[/[0001 1] [1111 0]

oldugu bulunur.
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Simdi T yapisinin tiimleyenini olusturalim. Tiimleyenin notalar1 T nin noktalari ile ayn1
olacagindan N={1,2,3,4,5} olur. T nin her bir ¢; dogrusunun N deki tiimleyeni olan c;

tiimleyen yapinin bir dogrusunu vereceginden, tiimleyen yapinin bloklarinin

ci={2,3.4} , c}={1,3,4} ,c4={1,2,4} ,c,={1,2,3} , c.={5}

oldugu elde edilir. Buradan, T nin tiimleyen yapisinin iizerinde olma matrisinin

01110
10110
c={1 1010
11100
000 0 1]

oldugu goriiliir. T nin {izerinde olma matrisi olan B ile T nin tiimleyen yapisinin

tizerinde olma matrisi olan C nin toplaminin

B+C=

L
L
L
L
L

oldugu bulunur.

2.2.9. Ornek. S yapis1 noktalarmin kiimesi N= {1,2,3,4,5,6} ve bloklar1 b;={1,2,3,4},
b,={1,2,3,5}, b3={1,2,3,6}, b,={1,2,4,5}, bs= {1,2,4,6}, b= {1,2,5,6}, b,={1,3,4,5}, bg=
{1,3,4,6}, bo= {1,4,5,6}, bio= {2,3,4,5}, bu= {2,3,4,6}, b= {3,4,5,6}, b13={1,2,5,6},
b14={2,3,5,6}, b15={1,3,5,6} olan bir yap1 olsun. Her blogu 4 noktali oldugundan S blok
diizenli bir yapidir. Her 4 noktadan 1 blok gectiginden S bir 4-(6,4,1) yapidir. Teorem
2.2.2 kulanarak 0<s<t ozeligindeki As leri hesaplayabiliriz. 4-(6,4,1) yapida t=4, v=6,
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k=4, A = 1 oldugu bilinmektedir. S nin 4 ten kii¢iik olan tiim pozitif tamsay1 degerleri

icin hesaplama yapilmalidir. s=3 i¢in;

)\‘S: }\,t

olur. Dolasiyla A yapisi bir 3-(6,4,3) yapidir. s=2 i¢in;

S 80
() ()

olur. Bu nedenle A bir 2-(6,4,6) yapidir. s=1 igin;

olur. Dolasiyla A bir 1-(6,4,10) yapidir. Bu yapilar ayn1 zamanda dogru diizenli ve

indirgenmis yapilar olduklarindan birer dizayn 6rnegidirler. 0<t<k 6zeligindeki biitiin t

ler t:(z : D oldugundan S bir asikar yapidir.
2.2.10. Ornek. S, noktalar1 kiimesi N = {1,2,3,4,5,6,7} ve bloklar1 bi={1,2,3,4,5},
b,={1,2,3,4,6}, b3={1,2,3,4,7}, bs={1,2,3,5,6}, bs={1,2,3,5,7}, Dbs={1,2,3,6,7},
b,={2,3,4,5,6}, bs={2,3,4,5,7}, be={2,3,4,6,7}, b10={3,4,5,6,7}, b11={1,2,4,5,6},
b1,={1,2,4,5,7}, b1s={1,2,4,6,7}, b1.={1,2,5,6,7}, b15={1,3,4,5,6}, b1={1,3,4,5,7},
bi7= {1,3,5,6,7}, b1s={1,4,5,6,7}, b1s={2,3,5,6,7}, bx={1,3,4,6,7}, b,1={2,4,5,6,7} olan
bir yap1 olsun. Her 5 noktadan bir blok gegtiginden S, 5-(7,5,1) yapidir. Ve dolayisiyla
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4-(7,5,3) , 3-(7,5,6) ,2-(7,5,10), 1-(7,5,15) yap1 olmasini gerektirir. Bu yapilar ayni

zamanda dogru diizenli ve indirgenmis yapilar olduklarindan birer dizayn 6rnekleridir.

2.2.11. Ornek. S yapisinin noktalar1 kiimesi N= {1,2,3,4} ve b;={1,3} , b,={1,2} ,
bs={2,3,4}} olmak tizere bloklar1 kiimesi B={b,, by, b3} olsun. Bu 6rnekte S yapisinin
dualini bulacagiz. S=(N,B,0) geometrik yapisi i¢in N'=B ve BT ={<N>| NeN} olacak
sekilde elde edilen S'=( N",B",0) yapisi S yapisinin dualidir. Bu nedenle N"={b; b,,bs}
olur. S de 1, 2, 3 ve 4 noktalarindan gecen bloklarin kiimesi sirasiyla di={bs,b,},
do={bo,bs} , ds={by,bs}, ds={bs} oldugundan, dual yapinin bloklar1 kiimesi
B={d,,d,,d3,ds} olur.

2.2.12. Ornek. Noktalari kiimesi N={1,2,3,4,5} ve bloklar1 b;={1,3}, b,={3,5},
bs={5,2}, bs,={2,4} , bs= {1,4} olan S yapisin1 g6z Oniine alalim. Bu yapinin blok ve
nokta diizenliliginin 2 oldugu asikardir. Bu nedenle S, 1-(5,2,2) dizayndir. Simdi S nin
noktalarini, S nin bloklarina ve S nin bloklarini , S nin noktalarina doniistiiren asagidaki

a korelasyonunu goz oniine alalim.

a: 1ebs
2eb
3oby
4o,
5ebs

Bu 6rnekte a nin bir kutupluk oldugunu gosterecegiz. « doniisiimii i¢in a’=i oldugu
aciktir. O halde geriye sadece @ nin iizerinde olma bagintisini korudugunu gostermek

kalir.

1€b; i¢in a(1)=bs , a(b1)=2 olup 2€b; oldugundan a(b;)€ a(1)
3€b; i¢in a(3)=bs , a(b1)=2 olup 2€b, oldugundan a(b;)e a(3)
3€b; i¢in a(3)=bs , a(bz)=4 olup 4€b, oldugundan a(by)e a(3)
5€b, i¢in a(5)=bs , a(bz)=4 olup 4€bs oldugundan a(b,)e a(5)
5€bs i¢in a(5)=bs , a(bs)=1 olup 1€bs oldugundan a(bs)e a(5)
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2€b; i¢in a(2)=b; , a(bs)=1 olup 1€b; oldugundan a(bs)e a(2)
2€by i¢in a(2)=b; , a(bs)=3 olup 3€b; oldugundan a(bs)€ a(2)
4€by, igin a(4)=b;, , a(bs)=3 olup 3€b; oldugundan a(bs)e a(4)
1€bs icin a(1)=bs , a(bs)=5 olup 5€b; oldugundan a(bs)e a(1)
4€bs igin a(4)=b, , a(bs)=5 olup 5€b; oldugundan a(bs)e «a(4)
oldugundan « iizerinde olmay1 korur , dolayisiyla a bir kutupluktur.

2.3 Bazi Sonsuz Matematiksel Dizayn Ornekleri

Bu kisminda Oklid diizlemi ve Oklid uzaymndan esinlenerek iki sonsuz matematiksel

dizayn 0rnegi verecegiz.

2.3.1. Ornek: Oklid diizlemi bir sonsuz dizayn 6rnegidir. Oklid diizleminin noktalar

kiimesi

N={(xy)xy€R}
dogrular kiimesi
D = {[m,n]| m,n € R}U{[a]| a € R}

ve Oklid diizleminde bir noktanin bir dogru {izerinde olmasi

(xx,y)eEmnley=mx+n

(x,y)€Elal ® x=a

bigiminde tanimlidir. Tanimdan hemence goriilecegi gibi

V y € Rigin(a,y) € [a]

olur ve bu nedenle [a] tipinden dogrular, iizerinde sonsuz sayida nokta bulundurur.

(k,y) e Imn]ey=mk+n

24



olmasi gerektiginden

(Vk)(k € R) & (k,mk +n) € [m,n]
onermesi dogrudur. Bu her bir [m,n] dogrusunda sonsuz sayida nokta bulundugunu
gosterir. N nin tiim farkli nokta ikililerinden bir tek dogru gectigi gosterilirse yapinin bir
2-dizayn oldugu gosterilmis olur. Bu nedenle simdi, Oklid diizleminde alinan

N; = (x1,y1) # N, = (x5, y,) noktalarindan bir tek dogru gectigini gosterelim.
i) x1 = xz |Se

N; € [m,n] (x1,y1) € [m,n] Y1 =mx;+n oy =y
Ny € [mn] — (x1,y,) € [mn] — ya=mx;+n v

olur ve bu N; = N, oldugunu gosterir ki N; # N, olmasi ile gelisir. Bu nedenle

X1 = x5 iken N; ve N, den [m,n] tipinden dogru ge¢mez.

Ny € [a] (xlf yl) € [Cl] X1 =a _ h
N;E[a] (xl,yz)e[a](:)x2=a<=>X1—x2—a

oldugu bulunur. Yani N;N, = [x;] = [a] dogrusu N; ve N, den gecen dogrudur.
ii) x; # x, ise

N, € [a] N (x1,¥1) € [a] Xy =a
N, € [a] (x1,¥2) € [a] X2 =4a

<:>x1:x2:a

olur ki bu x; # x, olmasiyla ¢gelisir. Bu nedenle N; N, # [a] oldugu bulunur.

N; € [m,n] (x1,y1) € [m,n] y, =mxy+n
NZ € [m, Tl] (xZF yz) € [m, Tl] Y, =mx, +n

olmasi durumunda taraf tarafa ¢ikarma yapilirsa y; — y, = m(x; — x,) oldugu bulunur

ve x; # X, oldugundan x; — x, ile bélme yapilarak
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Yi— Y2
X1 — X3

m =

esitligi bulunur. Bulunan bu m degeri y; = mx; + n esitliginde yerine yazilarak

Yi— Y2
X1 — X3

y1= x1+n

oldugu elde edilir. Buradan n = y; —2=22x, oldugu bulunur. Yani;

X1—X2
Vi— Y2 Vi— Y2
N,N, = |m, = , Vi —
1Nz = [m,n] X — %, Y1 xl—xle

dogrusu, N; ve N, noktalarindan gecen dogrudur. Boylece bu dizayn Orneginde

v =00,k =oc00lupt =2 igin A, = 1 oldugu bulunur.
2.3.2. Ornek. R? Oklid uzayinda noktalar kiimesi

N = {d;|d;, R3 te orijinden gecen dogru}
ve bloklar kiimesi

B = {a:j|aj, R3te orijinden gecen dl'izlem}

olarak almsin. Bir d; noktasinin bir a; blogu lizerinde olmasi R3 uzaymnda “d;

dogrusunun «; diizlemine ait olmas1” olarak tanimlansin.
j
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Sekil 2.1. R3 te orijinden gegen dogru ve
orijinden gegen diizlem

N, €N, N, € Nve N; # N, olsun. Tanim geregi N; ve N,, O=(0, 0) dan gecen R3 iin
dogrularidir. R3 te her bir dogru iizerinde sonsuz goklukta nokta var oldugundan N,
dogrusu tlizerinde O dan farkli bir A, N, dogrusu tizerinde O dan farkli bir B noktasi
almak miimkiindiir. O, A, B noktalar1 R3te dogrudas degildir (aksi halde N; ve
N, R3te aym dogrular olurdu ki bu N; = N, anlamina gelir). Dogrudas olmayan ii¢

noktadan R3 te bir tek diizlem gececeginden O, A, B noktalarin bir tek « diizlemi geger.

O, A€ a oldugundan R3 te OA=N; dogrusu iizerindeki tiim noktalar « iizerindedir.
Benzer bicimde O, B€ a oldugundan, OB=N, dogru iizerindeki tiim noktalar «
lizerindedir. Yani R3 te a diizlemi O yu ve N; ve N, yi bulundurur. Bu @ nin N; ve N,

den gecen bir blok oldugunu gosterir.
3, O dan gegen R3 iin bir diizlemi olsun. Bu durumda £ iizerindeki tiim noktalarla O yu

birlestiren dogrular sonsuz ¢oklukta olup bu dogrular yapimizda birer nokta oldugundan
her bir B blogunda sonsuz ¢oklukta nokta vardir.
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3. PARCALANABILIR DiZAYNLAR

3.1. Genel Kavramlar

Bir spor miisabakasinda toplam v oyuncu yer aldigin1 ve her bir takimin s oyuncudan
olustugunu farz edelim. v= s= 0 olma durumu anlamsiz oldugundan v > 0 ve s > 0
oldugunu kabul edelim. Toplam oyuncu sayisi, v ve her takimdaki oyuncu sayisi s
oldugundan miisabakaya katilan takim sayisinin v/s oldugu bulunur. Bu nedenle v/s bir
tamsay1 olmalidir. Bir miisabaka i¢in en azindan 2 takim gerekli oldugundan v/s>2
olmasi gerektigi bulunur. Miisabakalarin farkli oyunlardan olustugunu, her oyunda
farkl1 takimlardan gelen k > 2 oyuncunun birbirine karst oynadigimi farz edelim.
Takimlardan birinin en kuvvetli oyuncularini belirleyip devamli olarak oyunlarda bu
oyunculara yer vermesini 6nlemek maksadiyla; farkli takimlardan gelen her bir oyuncu
ikilisinin birbiriyle oynamalar1 gereken oyun sayisiin belli bir A, sayis1 kadar olmasi

gerektigi sartin1 koyalim.

Bu, takimlardan birinin digerine karsi bir avantaj saglamasini 6nlemek i¢in konulmus
bir sarttir. Bu spor miisabakasinda ki her bir oyuncuya bir nokta, her bir takima bir sinif,
her bir oyundaki oyuncu kiimesine bir blok goziiyle bakilirsa bir geometrik yap1 elde
edilecegi agsikardir. Aslinda bu geometrik yapi, tanimimi daha sonra verecegimiz v
noktal1 bir 2-(s,k,1,) pargalanabilir dizayndir.

X bir sonlu kilme ve R X X X bir denklik bagintist olsun. X in R denklik bagntisina
gore boliim kiimesi

S={[x] | xeX}

ile gosterilsin. Her x € X igin [(¥ N [x]) | < 1 sart1 saglaniyorsa X in Y alt kiimesine
R-transversal kiime denir. Tanimdan anlasilacagi tizere Y bir R-transversal kiime iken
biitiin denklik siniflar1 ise kesismek zorunda degildir ve kesistigi denklik siniflar1 da

sadece bir tek noktada kesmek zorundadir.
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2.1 Kisimda matematiksel dizaynlar tanitilmis ve blok diizenli indirgenmis bir (N,B,0)
yapisina dizayn adi verilmisti. Simdi, literatiirde genel olarak X noktalar kiimesi
tizerinde bir R denklik bagintis1 ve R yardimiyla elde edilen § = X/R bolim kiimesi

kullanilarak tanimlanan pargalanabilir dizayn tanimin1 verecegiz.

3.1.1 Tanim. Egert, s, k, A, pozitif tamsayilar i¢in asagidaki aksyomlar1 saglanan bir

D = (X, B, S) ugliisii varsa D ye parcalanabilir dizayn ad1 verilir:

A) Her B € B igin |B| = k dir ve B nin her bir eleman1 X in R-transversal
altkiimesidir.

B) Herx € Xig¢in |[x] | = s dir.

C) Xin t elemanli her Y, R-transversal altkiimesi i¢in B nin Y yi bulunduran

A¢ elemani vardir.

D) v := |X|ikent < Zdir.

D = (X,B,S) bir pargalanabilir dizayn iken Xin elemanlar1 nokta, B nin elemanlari
blok ve § nin elemanlar1 nokta siniflart olarak isimlendirilir. Genelde “pargalanabilir
dizayn” ifadesi igin kisaca “PD” ifadesini kullanacagiz ve bazen t, s, Kk, A;
parametrelerini yazmadan “t, s, k, A, parametrelerine sahip D = (X, B, §) par¢alanabilir
dizayn1” ifadesi yerine kisaca t-PD yazacagiz. Tanimdan anlagilacagi iizere
pargalanabilir dizaynlarda da bloklar X kiimesinin birer altkiimesidir. Tekrarli bloklara

sahip PD ler bu caligmada dikkate alinmayacaktir.

S kiimesi R denklik bagmntisindan elde edildiginden ve tersine, her bir R denklik
bagintisindan § = X/R boliim kiimesi elde edilebileceginden PD ler (X, B, 8) lgliisii
yerine (X, B, R) Ugliisii ile de gosterilir.

3.2. Parcalanabilir Dizaynlarin Temel Ozelikleri

Simdi keyfi bir t-(s,k,A;)-PD igin gegerli olan bazi o6zelikleri verecegiz. S, t > 1

oldugundan D) aksiyomu geregi
X|=v =>st>1 (3.1)
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oldugu bulunur ki bu X # @ oldugu anlamina gelir. Bu sonucu ve B) yi kullanarak
IS|==2>1 (3.2)

oldugu elde edilir. Bu nedenle en azindan X in ¥ gibi bir R-transversal t-altkiimesi

vardir. Bu durumda C) den dolay1 ¥, altkiimesi A; = 1 blok igerisinde yer alir, Ki bu
|B| =:b =1

oldugunu gosterir. Buradan B # @ oldugu bulunur. A) aksiyomu ile (3.2)
kullanildiginda her B € B igin

Bl=k<?Z (3.3)
S

sonucu elde edilir. Her blogu tiim nokta siniflar1 ile kesisen PD lere transversal PD
denir. Aksi taktirde PD ye diizenli (regiiler) PD adi verilir. Daha Once verilen

transversal kiime tanimu ile transversal dizayn tanimi karistirilmamalidir.

Parcalanabilir dizaynlar ile ilgili kavramlar i¢in terminolojide farkli kullanimlar
mevcuttur.  Ornegin  “nokta smifi” yerine “nokta grubu” denip PD ye grup
parcalanabilir dizayn ismini veren c¢aligmalar bulunmaktadir. Literatiirde cebirsel bir
terim olan grup terimini biraz degistirerek bu kavram yerine “groop-parcalanabilir

dizayn” ifadesini kullanan bazi kaynaklar da mevcuttur.

D) de yeralan t < E ifadesinde esitlik durumu gegerli iken, yani t = E iken C) de yer
alan A; nin degeri 1 olur. Eger t > E ise C) de yer alan A; degeri anlamsiz olur. Ciinkii

Y| =t > E olacak bi¢imde bir ¥, R-transversal kiimesi bulunamaz.

PD i¢in s = v ise D) den dolay1 t < 1 olur. (3.1)’den dolay1 X # @ oldugundan v # 0

dir. Bu nedenle t # 0 oldugu anlagilir. Bu t =1 olacagm ve |S| = E =k=1
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oldugunu gosterir. s = v ve t = k = 1 6zeligindeki PD ler iizerinde ¢alisilmaya deger
goriilmeyen PD lerdir.

Simdi bazi1 pargalanabilir dizayn 6rnekleri verecegiz.

3.2.1 Ornek. Sekil 3.1 ile verilen Pappus Konfigurasyonunu goz 6niine alalim. Bu
konfigiirasyon reel projektif diizlemde 9 noktali ve 9 dogrulu bir konfigurasyondur. Bu
ornekte, Pappus konfigurasyonundan bir 2-(3,3,1) PD elde edecegiz.

P3

Sekil 3.1 Pappus Konfigiirasyonu

Sekil 3.1 de verilen yapiyi,

X {p1, P23 q1, G2, 43, 71, T2, 13}

B ={{p1, 1, 1 }{P1, 92, 133 {1, 72, 433 AP2, G2, 23401, 72, 033 {q1, P2, 1334
73,03, 43}.{11, 42, P} {11, 02, 3 3}

S ={{p1 r2v3} {91, 92, 43} . {r1, 12, 13}}

olmak tizere D = (X,B,S) olarak alalim ve D nin bir t-PD oldugunu gosterelim.
v = |X| = 9 olur. B nin tiim elemanlar1 3 noktali oldugundan k=3 oldugu asikardir. R
bagmtisini, § nin elemanlarint denklik siniflar1 olarak kabul eden denklik bagintisi
olarak alalim. Bu durumda B nin her bir eleman1 p;, q; ve r; lerden sadece birer tane
bulundurdugundan B nin tim elemanlar1 R-transversaldir. Yani A) saglanir. B) nin

saglandigi, § nin her bir elemaninin 3 elemanli bir kiime olmasindan bellidir. Yani
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s = 3 tiir. X in 2 elemanl tiim R-transversal altkiimeleri (ki bu altkiimeler 27 adettir) ve

bu altkiimeleri bulunduran bloklar asagida gosterilmistir:

{pva} s {prq. 1} EB
{p1, 42} S{p1.q213} €B
{p1, 45} S{p1.72.93} €B
{pvn} €{pran}€EB
{puv7m2} €S{p172. 3} €B
{pu13} S{p1.q2m:} €B
{p2 a1} S{rs,p2,q1} €B
{r2q:} S {p2. 92,72} €EB
{p2. 43} S{r,p2qs} €B
{p2m1} S{qz P2} €B
{p2. 2} S{p2,q22} €B
{p2 13} S {qu. 213} €B
P30 Y S {ps 1} €B
{342} S {p3, 92,1} €B
{ps, g3} S{ps.q3, 13} €EB
{ps1} €{ps,q2m1} €B
{psn} S {ps 201} €B
{ps,s} S {ps,qs, 13} €B
{gvn} c{pvqu}€B
{9172} €{qu 72 p3} €B
{9173} €{q1 213} €B
{921} €{ps,q2m1} €B
{9212} €{p2 g2} €B
{9273} S {p1, 92,13} €B
{a:,71 Y S {q3 P21} €EB
{q3,m2} < {q3 12,01} €B
{433} S {p3qs, 13} €B
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Boylece C) nin saglandigi gorilir. |X| =9 olup 2£§= 3 oldugundan D) nin

saglandig1 asikardir. A), B), C) ve D) nin tiimii saglandigindan, 6rnekte verilen (X, B, S)
t¢lisi bir 2-(3,3,1) PD dir.

3.2.2 Ornek. Bu o6rnekte 3-boyutlu Oklid uzayinda Sekil 3.2.°deki verilen 8-yiizlii
yardimiyla bir PD olusturacagiz. X olarak 8-yiizliiniin koselerinin kiimesini alalim.

Yani X = {A,B,C, D, E, F} olsun. Bu nedenle v = 6 olur.

Sekil 3.2. Sekizyiizlii

Eger X te alinan p ve q noktalarn sekizylizliiniin karsilikli koseleri ise pRq olacak

bi¢cimde bir R bagintis1 tanimlayalim. Yani
R ={(p,q)|p,q € X, pve q sekizyiizliiniin karsilikl1 koseleri}

olsun. Bu durumda

R ={((A,D), (D, A), (B,E), (E,B), (CF),(F,C)}u Ax
B ={{E,C,D}, {E.C,B}{E,B,A}{E, A D}{F.AB}{FB,C}{FCD} {FD,A}

olmak iizere (X,B,R) iicliisiiniin bir 3-(2,3,1) PD oldugu 3.2.1 Ornekte yapilan

islemlerin benzerleri yapilarak kolayca goriiliir.
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3.2.3 Ornek. Simdi 3 mertebeli projektif diizlemin bir 2-(1,4,1) PD oldugunu
gosterecegiz. 3 mertebeli projektif diizlem Sekil 3.3.’te gosterilmistir. Bu sekilde yer
alan 13 nokta projektif diizlemin noktalar1 olup Sekil 3.3.’te verilen bir egri lizerindeki
nokta dortliileri projektif diizlemin dogrularini gdstermektedir. Her nokta bir denklik

siifi olarak ele alindiginda,
X = {Nl, NZ' N3' N4' NSI N6l N7, NBI N9l NlOl Nlll NlZl N13}

S = {{Nﬂ, {N2}, {N3}, {N4}, {Ns}, {Ne}, {N7}, {Ng}, {No}, {Nq0}, {N11}'}
{N12},{Ny3}

ve
by = {Ny,N5,Ng,Ny1}, by = {Ny,Ng, Ng, N33}, bg = {Ny, N3, N3, Ny5},

by = {Ny,N4,N7,N1o}, bs = {Ny, N5, Ng,N1o}, bg = {N3, Ng, No, Nyo},
b7 = {Ng,Ns5,Ng, N1z}, bg = {Ny3, N3, Ny, No}, bg = {Ny3, N3, N5, N7},
byo = {N7,Ng,Ng,Ny5}, by; = {N7, N3, Ng, Ny}, byz = {N, N3, Ng, Nyy 3,
byz = {N7,N3,Ng, Ny}

olmak tizere,
B = {by, by, b3, by, bs, b, by, bg,bg, byg, by, biz, bys}

kiimeleri i¢in Sekil 3.3 te verilen projektif diizleme karsilik gelen yap1 (X, B, S) yapisi
olur. Burada projektif diizlemin noktalar1 noktalar, dogrular1 bloklar olarak g6z 6niine
alimmustir. Bu nedenle 13 nokta ve 13 blok vardir. Bloklarin her biri k = 4 noktalidir.
Her bir nokta, bir nokta sinifi olarak alindigindan s =1 dir. Sekil 3.3 ile verilen
projektif diizlemin tiim dogrulari 4 noktali oldugundan bu projektif diizlemin
mertebesinin 3 oldugu anlasilir. Projektif diizlemlerde iki noktadan bir tek dogru

gectiginden Sekil 3.3 te verilen yapinin 2-(1,4,1) PD oldugu bulunur.
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Sekil 3.3. U¢ mertebeli projektif diizlem

Simdi projektif diizlemin noktalar kiimesinden bir noktayi, mesela N, noktasini

cikaralim. Boylece elde edilen yeni yapinin sekli Sekil 3.4.teki gibi olur.

Sekil 3.4. Bir noktasi ¢ikarilmis {i¢ mertebeli projektif diizlem

Nokta siniflarini ise Sekil 3.4.’te daha koyu olarak verilen nokta tgliilerinin kiimeleri
olarak tanimlayalim. Yani 4 farkli nokta sinifi bulunsun ve s =3 olsun. Koyu olarak
verilen dogrularin diginda kalan 9 dogru ise bloklar olarak alinsin. Boylece elde edilen
yapinin bir 2-(3,4,1) PD oldugu, 3.2.1.0rnekteki islemlere benzer islemler yapilarak

gosterilebilir.
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Eger Sekil 3.3 ile wverilen projektif diizlemin bir dogrusu, mesela
b,3 = {N7, N5, Ng, N11} tizerindeki noktalarla birlikte atilirsa geriye Sekil 3.5.”teki gibi

bir yap1 kalir ve bu yap1 mertebesi 3 olan bir afin diizlemdir.

e
QA
5

Sekil 3.5. Bir dogrusu tizerindeki noktalarla birlikte

atilmis 3 mertebeli projektif diizlem

by3 = {N7,N3,Ng, N1} dogrusu ve tizerindeki noktalar atildiktan sonra geriye kalan 12
dogrunun tiimii bloklar olarak ve her bir nokta bir nokta sinifi olarak alinsin. Bu

durumda elde edilen yapinin bir 2-(1,3,1) PD oldugu gdsterilebilir.
Son olarak Sekil 3.5 ile verilen afin diizlemin dogrular1 kiimesini ve nokta siiflari

kiimesini degistirerek yeni bir PD elde edecegiz. ikiser ikiser paralel olan 3 dogru segip

bunlart dogru kiimesinden ¢ikaralim 6rnegin:

{N1, N4, N7}, {Nz, N5, Ng}, {N3, Ng, No}

paralel dogrular1 dogrular kiimesinden ¢ikaralim. Bu dogrular Sekil 3.6.’da koyu olarak

verilmistir.
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Sekil 3.6 Nokta siniflar1 degistirilmis yap1

Cikarilan bu dogrularin her birini 3 elemanli birer nokta sinifi olarak alalim. Her bir
blok 3 noktadan olustugundan k =3 olur ve elde edilen yapinin 2-(3,3,1)-PD oldugu

gosterilebilir.

3.2.4 Ornek. 3.2.3 Ornekte kullanilan 3-mertebeli projektif diizlemden elde edilen PD
lere benzer yollar kullanarak, 2 mertebeli projektif diizlemden de PD ler elde edilebilir.
Sekil 3.7.’de

X ={1,2,3,4,5,6,7}
s = {{1},{2}, (3}, {4}, {5}, {6}, {7}}
B = {{1,2,3},{1,6,5},{3,4,5},{1,7,4},{2,7,5},{3,7,6}, {2, 4,6} }

Sekil 3.7. Mertebesi 2 olan projektif diizlem
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olmak tizere 2 mertebeli (X, B, §) projektif diizlemi verilmistir. Bu projektif diizlemden
4€ X noktas1 atilarak ve nokta siniflar1 diizenlenerek elde edilen geometrik yapr Sekil

3.8 de verilmistir.

3 5

Sekil 3.8. Bir noktasi1 ¢ikarilmis 2 mertebeli projektif diizlemi

Sekil 3.8 ile verilen yapi;

X; =1{1,2,3,56,7}
8, ={{1,7},{2,6},{3,5}}
B, = {{1,2,3},{1,6,5},{2,7,5},{3,7,6}}

olmak iizere (X1, B4, 81) yapisidir ve bu yap1 bir 2-(2,3,1) PD dir.

Sekil 3.8 ile verilen (X4, B,81) yapisindan {2,4,6} dogrusunun iizerindeki noktalarla

birlikte atilmasiyla elde edilen geometrik yapz,

X, ={1,3,5,7}
Sz = {{13,{3}, {5}, {73}
B, = {{1,3},{3,5},{1,5},{1,7},{7,5},{3,7}}

olmak tizere (X,, B,, §,) yapisidir. Bu yapinin sekli Sekil 3.9 da verimistir.
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3 3)

Sekil 3.9. Uzerindeki noktalarla birlikte bir dogrusu
cikarilmis 2 mertebeli projektif diizlem

Sekil 3.9 ile verilen (X,,B,,8;) yapist bir 2-(1,2,1) PD dir. Sekil 3.9 ile verilen
(X, B,,8,) PD sinin nokta simiflar1 yeniden diizenlenir ve 83 = {{1,7},{3,5}} olarak
ve bu diizenlemeye gore bloklar kiimesi B; = {{1,3}, {1,5},{7,5}, {3,7}} olarak alinirsa,
elde edilen ( X5, 83, B3) yapist bir 2-(2,2,1) PD dir. ( X5, 83,B3) PD sinin sekli Sekil

3.10 da verilmistir.

3 5

Sekil 3.10. (X, B,, §,) nin nokta siniflariin diizenlemis hali

Boylece 3.2.3 Ornekte, 3 mertebeli projektif diizlemden elde edilen PD lerin
benzerlerinin benzer yontemlerle 2 mertebeli projektif diizlemden elde edilebilecegi

gorilmiistiir.

Daha &nce 3.2.2 Ornekte elde edilen 3-PD, ayni1 zamanda bir 2-PD dir. Benzer bigimde

2-PD ler ayn1 zamanda 1-PD olur. Asagidaki teorem bu durumu genellemektedir.
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3.2.5 Teorem. D bir t-(s,k,A;)-PD olsun t= 2 ve i tamsayis1 1 < i < t 6zeliginde olsun.

Bu durumda

-1 _
(vs ) l)st—1
t—1

(:2)

olmak tizere D yapis1 bir i-(S,k,A;)-PD dir.

Al:A‘t

(3.4)

Ispat. Belli bir I transversal i-altkiimesi alalim.
“W|=t—i,IuY S B3Be€B,IUY transversal t-altkiime”

olacak bigimdeki (Y, B) ikililerini iki farkli yol ile hesaplayacagiz.
I yi kapsayan bir B blogu i¢in Y kiimesini belirlemede

(=)

secenek var olup, I yi kapsayan tiim bloklarin sayis1 4; oldugundan, I yi kapsayan tiim

bloklar i¢in Y kiimesini belirlemede

2. (5~ h (35)

t—1i

farkli segenek vardir. Ikinci yol olarak I bir i-transversal kiime olup her bir nokta

kiimesinden 1 eleman bulundurdugundan I nin disinda g— i farkli nokta smifi vardir.

Bu E — i sinifin her birinden birer eleman alinarak elde edilebilecek (t-i)-altkiimeler Y

olarak alinacak kiimelerdir. Eger her bir denklik sinifi 1 elemanli olsayd1 Y olarak
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farkli altkiime belirlenebilirdi. Fakat her bir denklik sinifi s elemanli oldugundan, Y

olarak

farkli t-altkiime belirlenebilir. Bu 6zelikte segilen her Y igin Y yi bulunduran A; farkli

blok var oldugundan, Y kiimesini bulunduran tiim bloklarin sayisi
_1 i
2 (%5 _7h)s (36)

olur. (3.5) ve (3.6) nin ikisi de tiim (Y, B) ikililerinin sayisin1 verdiginden (3.5) ve (3.6)

de bulunan ifadeler ayni olmalidir. Bu nedenle

L) =2 () 37)

esitliligi elde edilmis olur. m

N

Bu son teorem bir t-(S,k,A)-PD sinin diger bazi parametrelerini bulmamizi saglar. (3.4)

esitliginde i = 0 alini@inda biitiin bloklarin sayisi elde edilir. Yani (3.4) formiiliinden

bulunur. Benzer bi¢imde i = 1 alindiginda
r = A’l

oldugu elde edilir. i = t — 1 alindiginda (3.4) formiiliinden
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v—st+s

Atﬂ':’ltk—t+1

v — st (3.8)

elde edilir. 3.2.5 Teoremden dolayi (3.8) ile verilen formiilde t yerine 1 < t’ < t olmak

tizere herhangi bir t" alinmasi durumunda da ayni formiiliin gegerli oldugu bellidir. Bu

) e
nedenle t' = 1 almarak 1, = % esitliginden

bk =rv
esitligi bulunur. t > 2 alindiginda t’ = 2 durumu
rtk—1)=2A,(v—y5)
esitligini verir. Bu son iki esitlik (3.7) esitliginin 6zel durumlaridir.

s=1 oldugunda PD lere dizayn adi verilmektedir. Bu nedenle dizayn teorisinde s
parametresi gz oniinde alinmaz ve v noktali bir ¢t-(1,k,A;) dizayni genelde daha 6nce
Bolim 2’de gosterildigi gibi t-(v,k,A;) bigiminde gosterir. Tabi ki Bolim 2’de
gosterilen t-(v,k,A;) notasyonu farkli notasyonlardir. Bu farklilik dikkate alinmali ve

yanliglikla “1 = s” hatali sonucuna ulasilmamalidir.

Biz daha 6nce 3.2.3 ve 3.2.4 Ornekte projektif ve afin diizlemlerden elde dilen dizayn
ornekleri vermistik. Bu baslik altinda konumuz dizayn olmadigindan sadece s > 1

olmasi durumuna odaklanacagiz.

D = (X,B,S) bir t-(s,k,A,)-PD ve D' = (X', B',8’) bir t'-(s’,k’,A;)- PD olsun. Eger
bir
p: X- X
p ~ p?

fonksiyonu birebir, 6rten ve
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BeEeB < B €eB (3.9)
SeESsS & S¢e s (3.10)

sartlar1 saglayacak bigimde varsa ¢ ye D ve D’ PD ler arasinda bir izomorfizm denir.

D ve D' arasinda bir izomorfizm varsa D ve D’ PD lerine izomorfturlar denir.

Bir izomorfizmin tersinin de izomorfizm oldugu asikardir. Eger iki izomorfizmin

bileskesi tanimliysa bileske de bir izomorfizmdir. Bir PD den kendi {izerine biitiin

izomorfizmlerin (yani biitlin otomorfizmlerin) kiimesi fonksiyon bileske islemi altinda

bir gruptur.

Eger D ve D’ sirasiyla t-(s,k,A,) ve t'-(s’, k', A,") PD leri izomorf iseler
v=v',s=s",k=k'

olur. Bununla birlikte 3.2.5 Teoremden dolay1 t # t olabilecegi bellidir. Eger t ve t’

parametreleri bu 6zelikleri maksimal tamsayilar ise, yani D bir ¢t-PD oldugu halde

(t + 1)-PD degilse be benzer olarak D" bir t' -PD oldugu halde (t' + 1)-PD degilse,

t=t'ved =1y

olacag agikardir.

[zomorfizm taniminda yer alan (3.9) sart1, daha zayif gibi goriinen

Se§ = S? e § (3.11)

sart1 ile degistirilebilir. (3.11) sartin1 saglayan bir ¢ : X — X' birebir oOrten

fonksiyonunun verildigi kabul edelim. Eger X in bir § altkiimesi i¢cin ¥ € §' oluyorsa

bir x € § elemam var demektir. Bu durumda (3.11) dan dolayr x% € $? n [x]? ve

[x]” € S’ oldugu bulunur. Bir ortak elemani bulunan iki denklik simifi o6zdes
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olacagindan S? = [x]? ve dolayisiyla S = [x] € S oldugu bulunur. Bu sonucu

bulmamizdaki 6nemli etken (3.9) de yer alan ancak ve ancak simgesidir.

Asagidaki 6zel durumda (3.10) sartin1 gostermeye gerek kalmaz: D ve D' (3.9) i
saglayan iki PD ve ¢ : X - X' doniistimii D den D’ ye birebir ve 6rten bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

herx,y € X, X # yi¢cin xRy < x Ve y yiigeren bir blok vardir.

ifadesinin dogru oldugu elde edilir. Ayn1 karakterizasyon D’ i¢in de uygulanabilir. Bu

nedenle her x,y € X i¢in XRy olmast x¥Ry? olmasi demektir.

3.2.6 Ornek. Oklid 3-uzayinda bir diizgiin sekizyiizliiyii goz oniine alalim. Iki farkli
yolla sekizyiizliiniin koselerini bir 2-PD nin 6 noktasina déniistiirecegiz (Sekil 3.11). ki
PD de de nokta siniflar1 karsilikli koselerin olusturdugu 2 elemanl kiimeler alinacaktir.
Fakat bu PD ler i¢in bloklar1 farkli olusturacagiz. Sekil 3.11 de yer alan PD 8 {iggenin
her birini bloklar olarak alacagiz ve boylece 2-(2,3,2)-PD elde edecegiz ki bunun ayni
zamanda bir 3-PD oldugunu Ornek 3.2.2 de gordiik. Sekil 3.12°de yer alan yapida
sadece golgeli olarak verilen 4 tiggen blok olarak alinacaktir ki bu bir 2-(2,3,1) PD verir.
Sekil 3.11°den elde edilen PD D = (X,B,S) ile Sekil 3.12’den elde edilen PD ise
D' = (X', B, §8') ile gosterilsin.

B ={{E,C,D}, {E.CB}{E,B,A}{E,AD}{FAB}{FB,C}{F, C, D} {FD,A}}
B' ={{E,C,D}, {E,B,A}{FB,C},{F,D,A}}

Sekil 3.11. Sekizyiizlii Sekil 3.12. Bloklar1 diizenlenmis

sekizytizli
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D' den D ye idy 6zdeslik fonksiyonu bloklar1 bloklara doniistiiriir. Bu nedenle PD lerin
nokta kiimeleri arasindaki birebir ve Orten olan idy fonksiyonu nokta siniflarini her iki

yonde de korur fakat bloklar1 sadece bir yonde korur ve bu nedenle izomorfizm degildir.

3.2.7 Ornek. 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.6, Orneklerde verilen PD lerden hangileri

izomorftur?

3.2.4 Ornekte verilen Sekil 2.8 yapisi ile 3.2.6 Ornekte Sekil 2.12 ile verilen yapmin
ikisi de 2-(2,3,1) yapi olup;
p:X— X'

1— F

2— A

3— D

4— B

5— C

6— E
doniigiimii géz One alinirsa,

{1,2,3} — {F,A, D}
{154} — {F,B,C}
{2,6,4} — {AE, B}
{1,2,3} — {F,A, D}
{3,6,5} — {C,E,C}

oldugundan bloklar ¢ altinda bloklara doniisiir. Benzer bigimde ¢ altinda
1,6— F,E
2,5— A, C

3,4— D,B

oldugundan siniflar smiflara doniisiir. Ayn1 zamanda ¢ birebir ve orten oldugundan

3.2.4 Ornek ve 3.2.6 Ornekte verilen PD ler izomorftur.
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3.2.1 Ornekte verilen Sekil 2.1 in yapist ile 3.2.3 Ornek de Sekil 2.6 da verilen yapinin
ikisi de 2-(3,3,1) yap1 olup

p:X— X'

pr—1
p2— 4
p3+—7
g1 — 2
q2 — 5
qz — 8
rn— 3
T, — 6
3+—9

doniisiimii altinda

{1,2,3} = {p1,q1, 71}
{456} = {ry, q2,p2}
{7,8,9} — {r3,95,p3}
{159} = {p1, 92,73}
{357} = {r1, q2,ps}
{1,8,6} — {p1,q3, 72}
{249} — {q1,p2 73}
{8,4,3} — {q3,p2, 11}
{6,2,7} — {r2,q1, s}

oldugundan, bloklar ¢ altinda bloklara doniisiir. Benzer bigimde ¢ altinda

11 41 71— P1, P4, D3
2! 5! 8 — 41, 492,93

3, 6, 9 — Tl,TZ,T'3

oldugundan smiflar smiflara doniisiir. Ayn1 zamanda ¢ birebir ve orten oldugundan

3.2.1 Ornekte ve 3.2.3 Ornekte yer alan PD ler izomorftur.
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3.3. Parcalanabilir Dizaynlar Uzerinde Grup Etkisi

Geometride ¢alisilan 6nemli bir yap1 olan dizaynlar iizerinde cebirsel bir kavram olan
gruplarin etkisi onemli bir rol oynamaktadir. Bu kisimda bir grubun keyfi bir kiime
tizerindeki etkisi incelenecektir. Ayrica bu kisimda bazi karigikliklarin 6niine gegmek

igin bir X elemaninin bir a permiitasyonu altindaki goriintiisii X% ile gosterilecektir.

X sonlu bir kiime iken

Sx = {f| f : X — X birebir ve orten}

kiimesi fonksiyon bileske islemine gére bir gruptur ve bu gruba X kiimesi i¢in simetrik
grup denir. Aslinda Sy in elemanlar1 X in permiitasyonlaridir. G herhangi bir grup iken
eger

a:G— Sy

g— g°

bir homomorfizm ise a ya G nin permiitasyon temsili ya da kisaca temsili denir. a
fonksiyonu G nin bir permiitasyon temsili iken G grubuna X iizerinde a ya gire etki
grubu, ya da kisaca etki grubu adi verilir. Bu durumda G nin her bir g elemani igin

g% € Sx oldugundan

g¢: X—X

x — x@9

fonksiyonunun X in bir permiitasyonu oldugu elde edilir. Eger bir karisiklik

olmayacaksa x9“)  yerine kisaca x9 yazilir. Fonksiyon bileske islemi ¢arpma

bigiminde gosterilirse her x € X ve her g,h € G igin

x@h = (x9)h
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olur. Eger a temsili birebir ise a ya G i¢in giivenilir temsil ad1 verilir. Eger bir temsil
giivenilir degilse a birebir olmayacagindan G nin, X tizerinde ayn1 permiitasyonu veren

farkli elemanlar: vardir.

3.3.1 Ornek. X ={1,2,3,4} kiimesini ve islemi asagidaki tablo ile verilen G=

{e,a, b, c} grubunu gbz 6niine alalim.

x| el alb|c
elela|b|c
alale|c|b
bl{bjc|lela
clc/bjale

Tablo 3.13. G= {e, a, b, ¢} i¢in grup tablosu

|X| = 4 oldugundan |Sx| = 4! = 24 olup X kiimesinin tim permiitasyonlar1 asagida

verilen 24 permiitasyondan ibarettir:

A=G33D A=G13D #=G23D =330
p=(i132) f=(as30 £=G134) A=(115)
=331 fu=(3a1) m=Ga31) fr=(413)
fo=(Gisa) f=G1as) f=(Gar2s f=(351)
fr=Goia) fo=Gaa1) fo=(1530 f=(137)
fi=(42130 =231 =(312) ==(351)

Bu durumda

a; : G- Sy
e— fi
a— fg
b— fis
c— fo4
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bigimde tanimhi @ fonksiyonu igin,
a(exe)=as(e) =f;
a;(e)eay(e) =fiofi=fi
oldugundan a; (e * e) = a;(e) o a;(e) esitligi gegerlidir.
a;(exa)=ai(a) =fs
a;(e)eay(a) =fiofg=fg
oldugundan a; (e * a) = a;(e) o a;(a) esitligi gegerlidir.
ai(exb) = ay(b) = fi5
ai(e)oay(b) = fie° fis = fis
oldugundan a; (e * b) = a,(e) o a,(b) esitligi gegerlidir.
ai(exc) = ai(c) = fou
ai(e) o ay(c) = fio fr0 = fou
oldugundan a; (e * ¢) = a;(e) o a;(c) esitligi gegerlidir.
a;(axe)=ay(a) = f
a;(a)oay(e) =fgofi=fg
oldugundan a;(a * e) = a;(a) o a,(e) esitligi gegerlidir.
a;(axa) =a;,(e) =f;
ar(@)oay(a)=fgofs=fi
oldugundan a;(a * a) = a,(a) o a;(a) esitligi gecerlidir.
ai(axb) =a;(c) = f24
al(a) ° a1(b) = fg° fis = faa
oldugundan a;(a * b) = a,(a) o a;(b) esitligi gecerlidir.
ai(axc) =ay(b) = fis
al(a) ° 051(0) = fg © faa = fis
oldugundan a4 (a * ¢) = a,(a) o a;(c) esitligi gecerlidir.
a(b+e)=ay(b) = fis
a1(b) cai(e) = fiso fi = fis
oldugundan a; (b * e) = a;(b) o a;(e) esitligi gegerlidir.
a1 (b xa) = a;(c) = fo,
a;(b)eas(a) = fiso fg = foa
oldugundan a4 (b * a) = a;(b) o a;(a) esitligi gegerlidir.
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a;(bxb) =ai(e) =f;
a;(b)eca;(b) = fiso fis=f1
oldugundan a4 (b * b) = a;(b) o a,(b) esitligi gecerlidir.
a;(bxc) =a;(a) =fg
a;(b) cai(c) = fiso for = fg
oldugundan a; (b * ¢) = a;(b) o a;(c) esitligi gegerlidir.
a(cxe) =ai(c) =f
a(c)oas(e) =frofi =fs
oldugundan a; (c * e) = a;(c) o a,(e) esitligi gegerlidir.
ai;(c*a) = a,(b) = fis5
a;(c)ecay(a) = fraofs = fis
oldugundan a;(c * a) = a,(c) o a,(a) esitligi gegerlidir.
a;(cxb) =a,(a) = f
a;(c)eay(b) =fra°ofis = fs
oldugundan a;(c * b) = a;(c) o a,(b) esitligi gecerlidir.
a;(cxc)=ay(e) = fi
ai(c) e a;(c) = faa° foa = fa

oldugundan a;(c * ¢) = a,(c) o a;(c) esitligi gecerlidir.

Bu nedenle a; homomorfizmdir. Bu a; in G igin bir temsili oldugunu gosterir. Ayni

zamanda a; fonksiyonu birebir oldugundan G igin bir giivenilir temsildir. G nin

giivenilir temsili tek olarak belli degildir. Yani G nin a; den farkli giivenilir temsilleri

de var olabilir. Ornegin

a, : G- Sx

e— fi
a— fig
b— fis
c— fig

bicimde tanimli fonksiyonun da G i¢in bir giivenilir temsil oldugu «; igin

yaptiklarimiza, benzer iglemlerle goriilebilir.
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Son olarak
a3z : G- Sy

e— fi

a— f;
b— fg

c— fg

bi¢iminde taniml1 @53 fonksiyonunu goz 6niine alalim.
az(exe) =az(e) = f;
az(e)oaz(e) =fiofi=fi
oldugundan as(e * e) = az(e) o as(e) esitligi gecerlidir.
as(exa) =az(a) =f;
as(e)oas(a) =fiofi=fi
oldugundan a3 (e * a) = as(e) o az(a) esitligi gegerlidir.
as(e * b) = az(b) = fg
az(e) oas(b) = fiofg=fg
oldugundan as(e * b) = as(e) o az(b) esitligi gegerlidir.
az(e xc) = az(c) = fg
as(e)oaz(c) =fiofg= /s
oldugundan a3 (e * ¢) = as(e) o az(c) esitligi gegerlidir.
az(axe)=az(a) =f;
az(a)ecaz(e) =fiofi=fi
oldugundan as(a * e) = az(a) o as(e) esitligi gegerlidir.
as(a*xa) =az(e) =f;
as(a)eaz(a) =fiofi=fi
oldugundan as(a * a) = as(a) o as(a) esitligi gegerlidir.
az(a*b) = az(c) = f3
az(a)eaz(b) =fiofg=fg
oldugundan as(a * b) = as(a) o a;(b) esitligi gegerlidir.
az(axc) = as(b) = fg
az(a) caz(c) = fiofg=fg
oldugundan a3 (a * ¢) = az(a) o as(c) esitligi gegerlidir.

az(bxe) = az(b) = fg
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as(b) caz(e) =fgofi = fg
oldugundan a5 (b * e) = as(b) o as(e) esitligi gecerlidir.
as;(b*a) =az(c) = f
as(b)oaz(a) =fgofi =fg
oldugundan a3 (b * a) = as(b) o az(a) esitligi gegerlidir.
asz(b xb) = az(e) = f;
az(b) o az(b) = feefs =1
oldugundan a3 (b * b) = a3(b) o as(b) esitligi gecerlidir.
as(bxc) = as(e) = f;
az(b) caz(c) =fgofsg=fi
oldugundan a3 (b * ¢) = a3(b) o az(c) esitligi gegerlidir.
az(c*xe) = az(c) = fg
as(c)oaz(e) =fgofi =fs
oldugundan a3(c * e) = a3(c) o az(e) esitligi gegerlidir.
az(c*xa) = az(b) = f3
as(c)oaz(a) =fgofi =fg
oldugundan a3 (c * a) = as(c) o as(a) esitligi gecerlidir.
as(cxb) = az(a) = f;
as(c)oaz(b) =fgofg=fi
oldugundan as(c * b) = as(c) o az(b) esitligi gegerlidir.
as(cxc) =az(e) = f;

az(c)eaz(c) =fgofs=hi
oldugundan a3 (c * ¢) = as(c) o as(c) esitligi gecerlidir.
Bu a3 iin bir homomorfizm oldugunu gosterir. Bu nedenle a; G i¢in bir temsildir.
Fakat a3 birebir olmadigindan giivenilir temsil degildir.

G, a ya gore X iizerinde etki grubu olsun. Her x € X i¢in

x¢:= {x9] geG}
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kiimesine X in G altindaki yériingesi denir. Biitiin yoriingelerin kiimesi X in bir
parcalanisidir. Eger X kiimesinin kendisi bir yoriinge ise G ye X tlizerinde gegisli etki
denir. Bu durumda herhangi X,ye X elemanlari i¢in x9 = y olacak bi¢imde en az bir
geG elemam vardir. Ustelik bu geG elemam her bir durum icin tek olarak
belirleniyorsa G etkisine diizenli etki ya da kesin gegisli etki denir. Eger G, X tizerinde
gecisli etki ise temsilcisi giivenilirdir, ¢linkii X sonlu oldugundan @ nin birebir olmasi

durumda X in kendisi bir yoriinge olamaz.
Verilen G grubunun X iizerindeki etkisi, X yardimiyla bulunan diger kiimeler iizerinde

de aym etkiyi yaptig1 kabul edilir. Ornegin negatif olmayan bir t tamsay: icin G

grubunun bir g eleman1 X* nin elemanlari {izerinde

(X1, X2, e, Xp)9 1= (Xf,Xg, ...,Xf)
bicimde etki ettigi diisiiniilir. Eger G, X in farkli girdili tim sirali t-lileri lizerinde
gecisli ise G ye X iizerinde t-gecisli denir. Ustelik ¢t < |X| i¢in g € G olmak iizere X in
farkli t elemanindan olusan {x;, X,, ..., X, } klimesi tizerindeki etkisi

{X1, X5, e, X }9 1= {Xf,xf, ...,th}

biciminde tanimlanir. Eger X in bos olmayan tiim t elemanl altkiimeleri lizerinde G

etkisi gecisli ise G ye X {izerinde t- homojen etki denir.
X kiimesi iizerindebir R denklik bagintisi i¢in
XRy = x9RyI Vx,y €X, Vg€ G (3.12)

sart1 saglamyorsa R ye G-invarianttir denir. G grup oldugundan Vg € G i¢in g™! € G
dir ve bu nedenle (1) den dolay1

XRy & x9RyIVx,y €X, Vg €EG (3.13)

53



oldugu elde edilir. R olarak Ax= {(x,x)|x € X} veya X X X alindiginda elde edilen

denklik bagmtilarinin G-invaryant olacag asikardir.

G nin X tizerinde gegisli bir etki oldugunu kabul edelim. Eger X iizerinde Ax ve X X X
ten bagka G-invariant denklik bagntisi yoksa G etkisine ilkel etki denir. Aksi taktirde G

etkisine ilkel olmayan etki adi verilir.

G, X iizerinde ilkel olmayan bir etki ve SC X olsun. Eger S, Ay ve X X X ten farkli bir
G-invariant R denklik bagintinin denklik simnifi oluyorsa S ye ilkel olmayan bloktur
denir. Bu nedenle ilkel olmayan bir S blogu,

Xin|S|>1,S#Xve Vg€eGigcinS&E=SveyaS9INS =0 (3.14)
ozeligindeki bir S altkiimesidir.

Verilen bir Y € X altkiimesi i¢in Gy = {g € G| Y9 =Y} kiimesine Y nin kiimesel
stabilizeri denir. Her Y € X i¢in Gy, G nin bir altgrubudur. Y nin tiim y € Y noktalari
icin y& =y oOzeligindeki tiim g € G lerin kiimesine Y kiimesinin noktasal stabilizeri
denir. Y nin noktasal stabilizeri G nin altgrubu ve Gy nin normal altgrubudur.

y € X igin Ggy stabilizerini kisaca Gy ile gosterecegiz. Bu durumda:

lyol =17 (3.15)

G|
G,

olur.

3.3.2 Ornek. 3.3.1 Ornekte verilen a; temsilini géz dniine alalim.

G

Her x € X elemani igin x“ := {x9|g € G} yoriingelerini bulalim.

16 = {1¢,1%,1%,1°} = {1,2,3,4}
26 = {2¢,2%,20,2¢) = {2,1,4,3}

3¢ ={3¢,3%,35,3°} = {3,4,1,2}
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46 = {4°,42 4P 4} = {4,3,2,1}

oldugundan X in kendisi bir yoriingedir. Dolayisiyla G , X lizerinde gegisli bir etkidir.
X = {1,2,3,4} kiimesinden alinan her x ve y igin x9 = y olacak bi¢imdeki tek g € G

elemani asagidaki tabloda verilmistir:

AR PP OO WWNDNDNDNPFP PP PP X

RPN W AN RO W RPN WDN P
O|T|D| DO O|T|Q| DO T|D  DdD|O|T| 2 @ CQ

Tablo 3.14. x 9 = y olacak bi¢imdeki g € G={e, a, b, c} elemanlari
Bu nedenle G etkisi diizenli bir etkidir.
Verilen bir Y € X altkiimesi i¢in noktasal stabilizerleri be kiimesel stabilizerleri
bulalim:
Mesela Y = {1,2} c X altkiimesi i¢cin Gy = {g € G| Y9 = Y} noktasal stabilizeri {e}

dir ve kiimesel stabilizeri {e, a} kiimesinden olusur.

3.3.3 Ornek. 3.3.1 Ornekte verilen a, temsiline goz oniine alalim.
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R =1{(11),(22),(33),(44),(1,2),(2,1),(34), (43)}

ile verilen R denklik bagintisinin G-invariant oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

x,y) ER = (x9,y9) ER VgeGveVxy €X

sartinin saglandig gosterilmelidir.

(1,1) € Ricin (14,19) = (L1) €R :  (2,2) € Ricin (24,2°) = (2,2) € R

(1%,1%) = (2,2) €R (24,24 =(1,1) €R
(1?,1%) = (3,3) €R (2b,2Y) = (4,4) €R
(1¢,1°) = (4,4) €R (26,2°) =(3,3) €ER

(33) €Ricin (3%,3°) = (33)€ER :  (44) € Ricin (4%,4°) = (4,4) € R

(3%,3%) = (4,4) €A (4%,4%) = (3,3) €A
(32,3%) = (1,1) €R (40, 4%) = (2,2) €R
(35,3°) = (2,2) €R (4¢,4°) = (1,1) €R

(1,2) €Ricin (1%,2°) = (1,2) €R : (2,1) € Ricin (2¢,1°) = (2,1) €R

(14,2%) = (2,1) €R (2¢,1%) = (1,2) €R
(1?,2%) = (3,4) €R (2°,1°) = (43) € R
(1¢,2°) = (4,3) €R (26,1°) = (3,4) €R
(3,4) € Ricin (3%,4°) = (3,4) €R ; (4,3) € Rigin (4%,3°) = (4,3) €R
(3%,4%) = (4,3) €R (4%,3%) = (3,4) €R
(3,4") =(1,2) € R (4,3") =(2,1) € R
(3¢,4°) = (2,1) €ER (4¢,3°) = (1,2) €ER

oldugundan R; = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4),(1,2),(2,1), (3,4), (4,3)} bagmtisi
G-invaryanttir. R# Ay ve R# (X X X) oldugundan G etkisi ilkel degildir.

Benzer bi¢cimde

56



R, ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(1,3),(3,1), (2,4), (4.2)}
Rz ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(2,3),(3,2), (1,4), (4. 1)}

denklik bagmtilarinin G-invaryant olduklarini benzer islemlerle gosterilebilir.
Simdi ilkel olmayan 2 elemanli bloklar1 aragtiralim.

S, = {1,2} ve S, = {3,4} kiimeleri R, in denklik smiflar1,
S; = {1,3} ve S, = {2,4} kiimeleri R, nin denklik smiflari,
S = {1,4} ve S, = {2,3}kiimeleri R4 {in denklik siniflari

oldugundan S;, S,, S3, S4, S5, S¢  kiimelerinin ilkel olmayan blok olduklar1 elde
edilir. X = {1,2,3,4} in baska 2 elemanli altkiimesi olmadigindan X in tiim iki elemanl

altkiimeleri ilkel olmayan bloklardir.
Daha 6nce belirtildigi gibi S nin ilkel olmayan bir blok olmasi
IS| >1,S#Xve Vg€eGiginSE=SveyaS9NS=0

sartinin saglanmasi anlaminda gelmektedir. Simdi S;, S,, S3, S4, S5, S¢ dan S; in bu

sart1 saglandigin1 gosterelim:

S, ={1,2}, 89 = {19,29}
S¢={1¢2°1={1,2} =S,
st ={19,29}={21} =5,
Sh={10,2"} ={3,4}nS; =0
S¢ =1{152={43}nS;, =0

S2, S3, S4, S5, Sg nin da ayni sart1 sagladigl benzer bigimde gosterilebilir. Yani X in 2
elemanli her altkiimesi ilkel olmayan bir bloktur. Xin 3 elemanli altkiimeleri de

inceleyelim |S| = 3,|S| > 1 alindigindan, S # X oldugu asikardir.
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S =8, ={1,2,3}i¢in S% = {19,29,39} olup
S¢ ={1¢,2¢,3°} ={1,23} =S,
$2 ={1%,2%,3%} = {2,1,4} NS, # @
Sb = {12,203} ={3,41}nS; # @
S¢ = {15,253 ={4,3,2}nS, = 0

S =S5, ={1,2,4} i¢in S5 = {19,29,49} olup
SS ={1¢,2¢,4°} = {1,24} =S,
S3 ={1%,24,4%} = {2,1,3} NS, # @
Sb = {1%,20,4} = (3,42} NS, + @
SS = {1¢,2¢,4} = {43,1}nS, # @

S =83 = {2,3,4} i¢in S§ = {29,39,49} olup
SS = {2°,3%,4°} = (2,34} = S;
$3 =1{29,3%4% ={1,43}NnS; # 0
Sb = {20 3,4} = {4,1,2} N S; = @
S§ =1{2¢,3%41={3,21}nS; = 0

S =S, ={1,3,4} icin S§ = {19,39,49} olup
S¢ ={1¢,3%4°} ={134} =S,
S2 ={19,3%,4%} = {2,43}NS, # O
Sb = {12,3%,40} = (3,1,2} NS, # @
SS = {14,354 ={421}nS, # 0

oldugundan Xin 3 elemanli altkiimeleri arasinda ilkel olmayan blogu yoktur. Ciinkii
Xin 3 elemanli tim altkiimeleri yukarida bahsedilen S;, S,, S3, S, den ibarettir ve
bunlarin higbirinin (3.13) sartin1 saglamadigini yukarida gosterilmistir. Bu aslinda
X ={1,2,3,4} kiimesinin 3 elemanli bir denklik sinifina sahip G-invaryant denklik

bagimtisinin var olmadigim gosterir. Ornegin,
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R, ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(1,2),(2,1), (3,1),(1,3)(2,3),(3,2)}

denklik bagntis1 i¢in

(2,3) € Rigin (2¢,3°) = (2,3) €ER
(24,3%) = (1,4) ¢ R
(22,3%) = (4,1) ¢ R
(26,3°) = (3,2) €ER

oldugundan R, denklik bagintis1 G-invariant degildir. Benzer bigimde

R, ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(1,4), (41), (3, 1), (1,3)(34), (4.3)}
Rz ={(1,1),(2,2),(3,3),(44), (1,2),(2,1), (1,4), (4,1)(24), (4,2)}
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(4.4),(2/4), (4,2),(4,3),(3:4)(2,3), (3,2)}

denklik bagintilarinin G-invaryant olmadiklar1 gosterilebilir. X tizerinde Rq, R, R, Ry
ten baska 3 elemanli denklik sinifi bulunan denklik bagintisi olmadigindan X in 3

elemanl ilkel olmayan blogu yoktur.

3.3.4 Ornek. 3.3.1 Ornekte verilen a, temsilini gdz dniine alalim.

Her x € X elemani igin x% := {x9|g € G} yoriingeleri bulalim.

16 = {1°,19,1?,1¢} = {1,2,3,4}
26 ={2¢,29, 20 2¢} = {2,3,4,1}
3¢ = {3¢,3%,3P 3} = {3,4,1,2}
46 = {4°,4%, 45 4} = {4,1,2,3}

oldugundan X in kendisi bir yoriingedir. Dolayisiyla G , X {izerinde gegisli bir etkidir.
3.3.2 Ornekteki gibi G etkisinin diizenli oldugu kolayca gosterilebilir.

Simdi R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} ile verilen R denklik

bagintisinin G-invaryant oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
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x,y) ER = (x9,y9)€ER, VgEG, Vx,y €X

sartinin saglandig gosterilmelidir.

(1,1) € Rigin (1°,1°) = (1,1) € R;
(1%,1%) = (2,2) € R
(1%,1%) = (3,3) € R
(1¢,1€) = (4,4) € R

(3,3) € Rigin (3%,3°) = (3,3) ER;
(3%,3%) = (4,4) €R
(3%,3") =(1,1) € R
(35,3°) = (2,2) €ER

(1,3) € Ricin (1¢,3%) = (1,3) €R;
(14,2%) = (2,4) €R
(12,3%) = (3,1) € R
(16,3°) = (4,2) € R

(2,4) € Rigin (2¢,4°) = (2,4) €ER;
(24,4%) = (3,1) €R
(3,4) = (4,2) €R
(26,4°) = (1,3) ER

oldugundan R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1),(2,4), (4,2)}
invaryanttir. Ay ve (X x X) ten farkli bir invaryant denklik bagmtisi oldugundan G

grubu ilkel degildir.

Simdi ilkel olmayan 2 elemanli bloklar1 arastiralim. |S| = 2 oldugundan |S| > 1,S # X
oldugu asikardir. Bu durumda Vg €G igin S8 = S veya S8 NS = @ olacak bigimdeki

kiimelerini bulmaliyiz.

(2,2) € Rigin (2¢,2°) = (2,2) €R
24,2y =(3,3) ER
(2P,2°) = (4,4) €R
(2¢,2¢) = (1,1) €R

(4,4) € R igin (4°,4°) = (4,4) €ER
(49,49 = (1,1) € R
(4P,4P) = (2,2) €R
(4°,4°) = (3,3) ER

(3,1) € Ricin (3¢,1¢) = (3,1) € R
(3%4,1%) = (4,2) €R
(3%,1%) = (1,3) € R
(3¢,1°) = (24) € R

(4,3) € Ricin (4¢%,2°) = (4,2) €R
(44,24 =(1,3) €R
(4P,2P) = (2,4) €R

(4¢,2°)=(3,1) eRrR

bagintisi
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S=8; ={1,2}i¢in S§ ={19,29} olup
S ={1¢,2°} ={1,2} =S,
a=1{19429={23}nS; # 0
Sh={10,2"}={3,4}nS, =0
P ={1¢,24={41}nS, =0

olmasi dolayisiyla, S; = {1,2} altkiimesi ilkel olmayan bir blok degildir.

S=S5, ={1,3}i¢in S§ = {19,393} olup
2 ={1°53°}={13} =5,
a={1%3%1={24}nS, =0

sp={1"3}=(31} =5,
SS ={153Y={24}nS, =0

olmasi dolayisiyla, S, = {1,3} altkiimesi ilkel olmayan bir bloktur.

S=8; = {1,4} i¢in S% = {19,49} olup
S¢ ={1%,4°} = {1,4} = S,
S3={1%4%={21}nS; = 0
SY ={12,4"}={321nS; =@
S$=1{1%4Y={4,3}nS; 0

olmasi dolayisiyla, S; = {1,4} altkiimesi ilkel olmayan bir blok degildir.

S=S, ={2,3}i¢in S§ = {29,393} olup
S ={2¢,3°}={23}=S,
S2 ={2%,3%} ={34}NnS, # @
SP ={20,3"} ={41}nS, =0
S ={26,3)={1,2}nS, # @
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olmasi dolayisiyla, S, = {2,3} ilkel olmayan bir blok degildir.

S=Ss ={24}, SE = {29,493 olup
Ss ={2°4°}={24}=S;
S2 ={2%4*}={31}nS; =0
S ={20,4"} = {42} =S,
S¢ ={254°}={13}1nS; =@

olmasi dolayisiyla, Sg = {2,4} ilkel olmayan bir bloktur.

S =S¢ = {34}, SE = {39,49} olup
S¢ = {3°,4°} ={34} =S,

3 =1{3%4% ={4,1}NSz # 0

S ={30,4"} ={1,2} NS, =0

e ={3541={23}INnS; + 0

olmasi dolayisiyla, Sg = {3,4} ilkel olmayan bir blok degildir. 2 elemanl
altkiimelerinden sadece S, = {1,3} ve S = {2,4} ilkel olmayan bloklardir.

3.35. Ornek. X =1{1,2,3} ve G= {e, a,b} asagidaki islem tablosu ile verilen grup

olsun.

QD |D|T|T

QD
o||D®]D
@D |T|2|D

Tablo 3.15. G={e, a, b} i¢in grup islem tablosu

|X| = 3 oldugundan |Sx| = 3! =6 olup X kiimesinin tiim permiitasyonlar1 asagida

verilen 6 permiitasyondan ibarettir:
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a, G- Sx
e— fi

a— fu
b— fs5

Her x € X elemani icin x% := {x9|g € G} yoriingelerini bulalim.

16 = {1¢,14,1%} = {1,3,2}
26 = {2¢,2%,2"} = {2,1,3}
3¢ = {3¢,3%,30} = {3,2,1}

oldugundan X in kendisi bir yoriingedir. Dolayisiyla G , X iizerinde gecisli bir etkidir.

X {izerinde olusturulabilecek tiim denklik bagintilar1 asagidaki bes bagintidan ibarettir:

{(1L,1),(2,2), (33)}= Ax

{(1L1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}

{(1,1),(2,2),(3,3),(1,3), 3,1}
{(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,2)}
{(1,1),(2,2),(33),(23),(32),(1,2),(2,1),(1,3), 31D} =X x X

Ax ve XXX disinda G-invaryant denklik bir bagintisinin  olmadigi  kolayca

gosterilebilir. Dolayisiyla G grubu ilkeldir.
Son olarak giivenilir, ge¢isli fakat diizenli olmayan bir 6rnek verecegiz.

3.3.6 Ornek. X = {1,2,3,4} olsun G = {ay, a;,a,, as,a,, as,as a,} grubu asagidaki

islem tablosu ile verilsin.

63



Tablo 3.16. G = {ay, a;, a,, as, a4, as, ag, a;} icin grup islem tablosu

Sy simetrik grubu 3.3.1 Ornekte verilen 24 elemandan olusur.

as : G- Sy
ap — f1
a; — fs
a, — fg
as — fio
as — fis
as — fi7
as — fio
az — fa4

bigiminde tanimlanan a5 fonksiyonu birebirdir ve bu nedenle as giivenilir bir temsildir.

Her x € X elemani igin x% := {x9|g € G} yoriingeleri bulalim.

16 = {1%, 191,192,193 1% 195 1% 1%} = {1,2,3,4}
26 = (2%, 201 242 243 2as 2as s 207} = (12,3 4}
3G = (3%, 341,342 303 3as 3as 306 347} = (12,3 4}
4G = (4% 491 492 403 404 495 4% 497} = {1,234}

oldugundan X in kendisi bir yoriingedir. Dolayisiyla G , X iizerinde gegisli bir etkidir.
X ={1,2,3,4} kiimesinden alinan her x vey icin x9 =y olacak bicimdeki g €G

elemanlar1 asagidaki tabloda verilmistir:
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RO EADNEPONBDNDNDRPRPRPBEBR G OO ERLDNPDR R AN PROWODNDN PP
Q
N

AP PRPRPRWOOOWWWW W WNINIDNIDNNDNDIDNDNDNP PP PP PP P X

Tablo 3.17. x9 = y olacak bigimdeki g € G elemanlari

Tablodan goriildiigii gibi X ten alinan her x vey elemani i¢in x9 = y olacak bigimde bir

g € G elemani vardir. Fakat her x € X ve y € X elemanlari igin X ¢ = y olacak bi¢imde
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g €G eleman tek degildir. Oregin x=1, y =1 igin 1% =1 ve 1% =1 olur.
Tablodan goriilecegi gibi bu Ornekte aliman her x € Xve y € Xi¢inx9 =y olacak

bicimde iki farkli g € G eleman1 vardir. Bu nedenle G etkisi diizenli bir etki degildir.

X ={1,2,3,4} kiimesinin tim 3 elemanl altkimeleri A = {1,2,3} , B ={1,2,4} ,
C =1{2,3,4}, D = {1,3,4} olur. Bu durumda;

O00O|0O|0|0|0|0|W mmw > > > >R
U 0OWm>0O0m>0o0m> o0 w>R
Q
(@)

Tablo 3.18. Ug elemanli kiimeler iizerinde geg¢islilik

tablosu dikkate alindiginda X in 3 elemanh her Xy, X, altkiimesi i¢in X5 = X, olacak
bigimde bir g €G elemani vardir. Bu G nin Xin tiim 3 elemanl: altkiimeleri iizerinde

gecisli oldugunu yani 3-homojen etki oldugunu gosterir.

X = {1,2,3,4} kiimesinin tiim 2 elemanl altkiimereri 4 = {1,2}, B = {1,3}, C = {1,4},
D ={2,3}, E={2,4}, F={3,4} olur. A kiimesini B kiimesine doniistiiren hi¢ bir
g €G elemani olmadigindan G grubu Xin higbir iki elemanli altkiimeleri iizerinde

gecisli degildir. Bu a nin G iizerinde 2- homojen etki olmadigini gosterir.

X in her bir elemaninin stabilizerini bulalim:
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Gy, ={g € G|y? =y}

Gy ={g9 €G|19 =1} ={ap, a;}
G, ={g € G| 29 = 2} = {ao, as}
G; ={g € G| 39 =3} ={ag, a1}
G, =1{g € G| 49 = 4} = {ay, as}

G grubun eleman sayist 8, her bir yoriingenin eleman sayist 4 ve her y € A igin

|Gy| = 2 oldugundan (3.14) ile verilen

|G| 8
g =— =4 ==
ly 9| ™ >

formiiliiniin saglandigi goriiliir.

3.3.7. Ornek. X = {1,2,3,4} olsun. G = {ay, a,,a,,as a4, as} grubu asagidaki islem

tablosu ile verilsin.

Tablo 3.19. G = {ay, a,, a,,as, a,, as} icin grup islem tablosu

Bu durumda,
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ag: G — Sy
ap — fi
a; — fi7
a; — [,
as — fig
as — [
as — f,

bi¢iminde tanimlanan a5 fonksiyonu birebirdir ve bu nedenle ag giivenilir bir temsildir.
Her x € X elemani igin x¢ := {x9|g € G} y®ériingeleri bulalim.

16 = {1%,1%,1%,1%,1%, 1%} = {1,3,4}

20 = {290,201 202 203 2ds 2as} = {2}

3¢ = {3%,3%,3%, 3%, 3% 3%} = (1,3,4}

46 = {4% 481 492 483 404 495} = {13 4}

oldugundan Xin kendisi bir yoriinge olmadigindan G, Xiizerinde gecisli bir etki

degildir.

X in tiim noktalarinin stabilizelerin arastiralim ve (3.14) formiiliinii uygulayalim.

G1={gEG| 1g=1}={a0,a5}i(;in Ilg|=%=§=3,
1
G, = {g € G| 29 = 2} = {ay, a1, a3, as, ay, as} i¢in |29 = ||Gi|| = g =1,
2
.. |G| 6
G = {g € G| 39 = 3} = {ap @z} icin |39] = - =7 =3,
3
- G| _ 6
G, = {g € G| 49 = 4} = {ap,a,} i¢in |49 = =~ =7 =3,
2

oldugu goriiliir.
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