ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

EULER SAYILARI, POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Hatice OZBAY

Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

(Danigsman)

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANA BILIM DALI

BURSA - 2010
Her Hakki Sakhdir



EULER SAYILARI, POLINOMLARI
VE OZELLIKLERI

Hatice OZBAY




TEZ ONAYI

Hatice OZBAY tarafindan hazirlanan “Euler Sayilar1, Polinomlar1 ve Ozellikleri” adli
tez calismas1 asagidaki jiiri tarafindan oy birligi/oy ¢oklugu ile Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI

olarak kabul edilmistir.

Damsman : Prof. Dr. I. Naci CANGUL

Baskan : Prof. Dr. I. Naci CANGUL
Uludag Universitesi,
Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Anabilim Dali

Uye : Dog. Dr. Basri CELIK
Uludag Universitesi,
Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik Anabilim Dali

Uye : Prof. Dr. Cevdet DEMIR
Uludag Universitesi,
Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Kimya Anabilim Dali

Yukaridaki sonucu onaylarim
Prof. Dr. Cengiz ELMACI

Enstitii Miidiirii

../.../2010

il



iICINDEKILER

ABSTRACT ...
2. EULER SAYILARI VE POLINOMLARI iLE BUNLARIN
ZETA FONKSIYONLARI ....c.ocouiiiiieirerinnineieeseeeneeneseee e
2.1. Temel Kavramlar ..........ccocceveviiniininienieecieeieee e
2.2. p-adik fermionik integrallere karsilik gelen Euler sayilart ....
2.3. Ikinci gesit Euler sayilar1 ve zeta fonksiyonlar1 arasindaki
bazibagintilar ......... ...
2.4. Euler sayilarinin Bernoulli sayilart ile iligkisi ...................
3. EULER SAYILARININ IKININ KUVVETLERI SEKLINDEKI
MODULLERDEKI KONGRUANSLARI .............cc.oevnnn,
R T B € 51
3.2. Temel Sonuglar ...........ooooiiiiiiii
KAYNAKLAR ..o
OZGECMIS ..o,
TESEKKUR ..ot

iii

Sayfa
il
il

v

14
21

24
24
29
34
38
39



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

EULER SAYILARI, POLINOMLARI ve OZELLIKLERI

Hatice OZBAY

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL
Bu tezde Euler sayilar1 ve polinomlar1 tanimlanmis ve ¢esitli 6zellikleri ele alinarak, kullanim
alanlar1 gosterilmistir.

Bu tez li¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde calismanin diger bdliimlerine temel
olusturacak kavramlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde Euler sayilar1 ve polinomlari tanimlanmis ve bunlar1 hesaplamaya yarayan
bagmtilar ele alinmigtir. Ayrica Euler sayilar1 ve polinomlarinin bazi 6zellikleri ile bu sayilar
ve polinomlar arasindaki iligki gdsterilmistir. Son olarak da bu sayilarin zeta fonksiyonlari
calisilmig ve Euler sayilari ile Bernoulli sayilart arasindaki iliskiler verilmistir.

Ugiincii boliimde Euler sayilari ve polinomlarmin &zellikleri verilmeye devam edilmis,

ozellikle de ikinin kuvveti seklindeki modlarda bu sayilarin kongriianslar1 ele alinmis ve
calisilmustir.

Anahtar Kelimeler: Euler sayilar1, Bernoulli sayilari, Ozel sayilar

2010, v + 39 sayfa.
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ABSTRACT
MSc Thesis

EULER NUMBERS, POLYNOMALS AND PROPERTIES

Hatice OZBAY

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

In this thesis, several properties and usage areas of Euler numbers and polynomials are given.

The thesis consists of three chapters. In the first chapter, the preliminary notions which are to
be used in later chapters are given.

In the second chapter Euler numbers and polynomials are defined and relations to calculate
them are considered. Also some properties of Euler numbers and polynomials and the
relations between these numbers and polynomials are given. Finally the zeta functions of
these numbers are studied and the relation between Euler numbers and Bernoulli numbers is
given.

In the third chapter, some further properties of Euler numbers and polynomials are given and
especially, their congruences in the moduli powers of two are studied.

Key words: Euler numbers, Bernoulli numbers, Special numbers

2010, v + 39 pages.



1. GIRIS

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan teoremler, tanimlar ve bazi

temel kavramlar tanitilmstir.

Tanim 1.1. s >1 igin
g(s)zzis=1+i+3is+... (1.1)
- N

seklinde tanimlanan fonksiyona Riemann-zeta fonksiyonu denir.

Tammm 1.2. Riemann-zeta fonksiyonunun genellestirilmesi olarak diisiiniilebilen

Hurwitz-zeta fonksiyonu,

C 1

s,a)= 1.2
g(s,a) ; (nta)y (1.2)
seklinde tanimlanir.
Ozel olarak a =1 alinirsa
ss)=3—
’ n=0 (n + l)s
1 1
=l+—+—+... 1.3
2° 3 (1.3)
=5(s)

oldugu goriiliir.

Tamm 1.3. f(x),(-L,L) araliginda tanimli ve 2L periyotlu bir fonksiyon, yani

f(x+2L) = f(x) (1.4)



olsun. n=0,1,2,3,... i¢in

L
a, :%_J‘Lf(x)cos%dx (1.5)
A\~
1§ nzx
b, :I_ij(x)sdex (1.6)

olmak iizere, f(x) fonksiyonunun Fourier seri agilim1

a, < nzx . Nzx
2+ a cos—+b sin— 1.7
2 43 8,05 1, sin " (1.7)

dir.

Tek fonksiyonlarin Fourier seri agilimlarinda sadece sin terimleri, ¢ift fonksiyonlarin

aciliminda ise sadece cos terimleri bulunur. O halde katsayilar,

L
f(x) tekse a, = 0,b. :% [ f(x)sin%dx (1.8)
0
veE
2% nzx
f(x) giftse b, =0,a, == | f () cos——dx (1.9)
0
seklindedir.



2. EULER SAYILARI VE POLINOMLARI iLE BUNLARIN ZETA
FONKSiYONLARI

2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. secu = % fonksiyonun Taylor serisi agilimindaki katsayilara Euler

e" +e

sayilar1 denir ve n-inci Euler sayis1 E ile gosterilir. Buna gore,

e
- 2.1)

dir.
s € C i¢in Euler-Zeta fonksiyonu ve Hurwitz-tipi Euler-zeta fonksiyonu
ge(9)=22 ((=D"/n%) (2.2)

Ve

£e(8,X)=2D"" (-D)"/(n+x)*) (2.3)

olarak tanimlanir. Buna gore, Euler-zeta fonksiyonlari, biitiin s-diizleminde tam
fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar, negatif sayilarda Euler sayilar1 ve Euler

polinomlarmin degerlerini alirlar. Bunlar
(k) =E; ve {(=k,x)=E(x) 2.4)

seklindedir.



Bu calismada Euler sayilar ile zeta fonksiyonlar1 arasinda ilging bagintilar verilecektir.
Ayrica Euler zeta fonksiyonun pozitif ¢ift tamsay1 degerleri i¢in yeni degerler elde

edilecektir.

Bu tez iginde Z, Q, C, Z |, C sirasiyla rasyonel tamsayilar halkasini, rasyonel sayilar

cismini, kompleks sayilar cismini, p-adik rasyonel tamsayilar halkasini, p-adik rasyonel

tamsayilar cismini gosterecektir. v,

~0p(P) _

Ipl,=p p” (2.5)

olmak tizere C  ’nin normalize edilmis hesaplama fonksiyonudur. Eger qeC, ise

|q—1|<1 oldugu farz edilecektir.

(2.6)

notasyonu kullanilacaktir. Bunun sonucu olarak |x| <1 olacak sekildeki x degerleri

icin p-adik durumda lirrll[x]q =1"dir.
q—

p tek asal olsun. d, (p,d) =1 olacak sekilde belli bir pozitif tamsay1 olsun. Ayrica

X =X, =lim ZN , X, =Z,, X'= ] (a+dpz)
L e @)
a,p)= .

a+dp"Z, :{XE X|x =a(mod dp" )}
olsun. Burada ae€Z, 0<a<dp" seklinde tanimlidr.

(Kim 2007a) geregi



_— -9 _ (=)
,u_q(a+dp Zp)_(1+ p) 1+qde - [de]_q (2.8)

ifadesi [1-qJ<1 durumunda gqeZ, ig¢in X izerinde bir dagilimdir. Bu dagilim

asagidaki gibi bir integral ifadesine karsilik gelir:

f(x)(-q)" (2.9)

Bu integralin taniminda gegen limitin yakinsak oldugu kolayca gorilebilir, (Kim

2007¢c). q=1 olsun. O zaman Z  iizerinde asagidaki gibi bir fermiyonik p -adik

integral mevcut olur, (Kim 2007a, Ozden ve Simsek 2007):

ph-1

L (F)=], f(x)du,(x)=lim 3" f(x)(-1)". (2.10)

—>00
P x=0

Herhangi bir N pozitif tamsayisi i¢in

,uq(a+|pNZp)=|: (2.11)

IpNJq

dir ve bu X {izerinde bir dagilim olarak da ifade edilebilir. Bu dagilim p -adik bosonik

q -integralini agsagidaki sekilde indirger:

L (F)= ] £ () du ()= F(x)dag(x)- (2.12)

p

Burada f eUD(Z,) = C, ’dir; yani f diizgiin diferansiyellenebilir bir fonksiyondur,

(Cangiil ve ark. 2007, Kim 2002, Simsek 2007, Simsek 2006¢). Notasyon agisindan, |,

ifadesi sembolik olarak | (f)= lim1 I,(f) seklinde yazilabilir. Eger f(x)=q [X]
g--

n
q

alirsak, o zaman Bernoulli sayilarinin ve polinomlarinin g -agilimimi Z ) tizerinde p -



adik q-integrallerinin tlirlinden asagidaki gibi elde edebiliriz (Kim 2002, Simsek
2006b):

P =IZ a7 [x]; dpzg (%), Biq (x):IZp ' [y+x], dag (y)- (2.13)

p

Boylece 6zel olarak n = 0 i¢in ve genelde

q-1 1 (mj i
Oq: H mq: m - 2.14
Poa=toga = (a1 Z( j (2.14)

elde edilir (Kim 2002, Kim 2005, Simsek 2006a).

Kompleks diizlemde klasik Bernoulli sayilari isaretli rasyonel sayilardir ve asagidaki

0zdeslikle tanimlanabilirler (Kim 2007d):

t 2 t"
=>» B —,|[t|k2x. 2.15
- Z ot (2.15)

Bu sayilar trigonometrik fonksiyonlarin seri dagilimlari seklinde artar ve sayilar
teorisinde ve analizde olduk¢a Onemlidir. Bernoulli sayilarinin {irete¢ fonksiyonu

kullanilarak

B,=1, B,=-1/2, B, =1/6, B, =—1/30, B, =1/42,
B, =—1/30, B, =5/66, B, =—691/2730, B, =7/6, (2.16)
B, =-3617/510, B, =43867/798, B,, =—174611/330

ve k eN i¢in
By =0 (2.17)

oldugu kolayca gosterilebilir. Riemann-zeta fonksiyonu



;’(S):Z“%,SEC (2.18)

olarak tanimhidir. Ayrica Riemann-zeta fonksiyonu, Bernoulli sayilar1 ile kompleks

diizlemdeki pozitif ve negatif tamsayilarla yogun bir sekilde iliskilidir. Riemann,
analitik devam i¢in £(S)’in S eC—{O} degerleri i¢in iyi tamimli olmas1 gerektigini

gostermistir ve bu sayede zeta fonksiyonundan asagidaki formiilii tiiretmistir:

{(—n):—%,n eN={123,.). (2.19)

Boylece, n pozitif bir ¢ift tamsay1 olmak tizere £ (—n)=0 oldugu goriiliir. Bunlar zeta

fonksiyonunun adi sifirlari olarak adlandirilir. 1859°da Euler, zeta fonksiyonunu

£(s)= T —

e (2.20)
p asal +

olarak bir sonsuz carpim bi¢iminde ifade etmistir. Ayrica Euler, Riemann hipotezini

ortaya atmistir:

¢(2)=0 olacak sekildeki her bir z degeri, bir adi sifirdir veya Re(z)=1/2 kritik

dogrusu iizerinde bulunur.

R o R

oldugu iyi bilinir. Boylece

< c(om)

1-zcotz=2) 2~ (2.22)
m=1 7T

ve buradan asagidaki meshur formiil tiiretilebilir



Lemma 2.1.2. neN igin

dir.

Kolaylikla goriilebilir ki,

(2.23)

(2.24)

dir. Buna karst keN i¢cin £(2k+1)’in degerleri bilinmemektedir. k=1 oldugu

durumda Apery, £'(3) ’lin irrasyonel oldugunu ispatlamistir, (Apery 1979).

Asagida verilen Taylor serisi agilimindaki E, sabitleri birinci-gesit Euler sayilari olarak

bilinirler (Cenkci 2007, Kim 2002, Ozden ve ark. 2007):

n

2 2L t"
= E —, |[tk~x.
e' +1 Z;‘ n! It

Birinci ¢esit Euler sayilarinin tirete¢ fonksiyonlarindan faydalanilarak

oldugu goriiliir. Baz1 baslangig degerleri E, =1, E/ =—1/2, E; =0, E; =1/4, ...

k=1,2,... igin E,, =0 seklinde bulunabilir. Euler polinomlar da

(2.25)

(2.26)

Ve



(2.27)

olarak tanimlidir. seC igin Euler-zeta fonksiyonlar1 ve Hurwitz tipi Euler-zeta

fonksiyonlar1

CE(S)=2i(_ls)n ve ¢ (s,x)=2 )i (2.28)

olarak tanimlidir (Cangiil ve ark. 2007, Ozden ve ark. 2007, Kim 2002, Kim ve ark.
2007). Boylece biitin kompleks s-diizleminde Euler-zeta fonksiyonlari tam
fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar negatif tamsayilarda Euler sayilar1 veya Euler
polinomlarimin degerlerini alirlar (Cangiil ve ark. 2007, Ozden ve ark. 2007, Kim 2002,
Kim ve ark. 2007). Yani

Ce (_k):E:a Ce (—k,X)=E:(X) (2.29)
dir.
Bu calismada Euler sayilar1 ile zeta fonksiyonlar1 arasindaki bazi ilging bagintilar

verilecektir. Sonugta da pozitif ¢ift tamsayr degerlerinde Euler zeta fonksiyonunun

degerleri verilecektir.

2.2. p-adik fermionik integrallere karsilik gelen Euler sayilar:

f,(x), f,(X)=f(x+1) olarak tanimlanan doniisiim olsun. Bu durumda

L (f,)=-1(f)+2f(0) (2.30)



bagmtis1 gerceklesir. Eger f(x)=e*"" alirsa birinci gesit Euler polinomlarim

| ,(f) integral denkleminden asagidaki gibi tiiretilebilir.

E, (

*
n

J.Z e(xw)td'u*l( z

P e +1 n=0

Yani,

[ yidu,(y)=Ep, [ (x+y)'du, (y)=E(x)

Zy Z,

bagintilar1 saglanir.

n €N i¢in agsagidaki integral denklemi elde edilir:

[ £y, (x)+(-1)"" [ £( )=2> (-1

z, Z, 1=0

Bu ifadeden

E;(n)-E; =2 (-1) 1,n=0(mod 2),

22 mod 2)

n 1+l

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

oldugu goriiliir. f (x) =sinax (veya f(x)=cosax) olsun. Z  iizerinde fermionik p-adik

g-integrali kullanilarak

10



0= jsinaxdy_l(x)+ I sinaxd s, (x)
Z Z

p (2.36)
=(cosa+1) I sinaxd s, (X)+ sinaj cosaxd s, (x)

Z Z

p

p p

oldugu goriiliir (Kim 2007c).

2=(cosa+1) I cosaxd s, (x)—sin aj sinaxd z_, (X) (2.37)
ZP ZP
Boylece,
sina
d =1, | sinaxd =— 2.38
ZIpcosax ,u_l(x) ,ZJ;smaX ,u_l(x) il (2.38)
elde edilir (Kim 2007c¢). Bundan yola ¢ikarak
» )n+1 a2n+1
tanE:—J‘psmaXd,u . HZ(; 2n+1 E.. (2.39)
oldugu goriiliir. Ayn1 diisiince kullanilarak
2 cot2 Icos axd u (X)=§:%a2n (2.40)
22 N = (2n)!

p

oldugu gozlemlenir (Kim 2007c¢). Bu formiil bir sonraki kisimda da kullanilacaktir.

f (x)=€">*" olsun. O zaman ikinci ¢esit Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu fermionik

p-adik integral denkleminden asagidaki gibi tliretilebilir:

@y __2 e L 2.41
Je (%) e +e' cosht nZ:(; "n! (241

p

11



Boylece

(E+1)"+(E-1)" =26, (2.42)

elde edilir. Burada E" yerine E, sembolik notasyonu kullanilmistir. k e N igin ilk

birkag say1

E,=1, E =0, E,=-1, E;=0, E,=5, ..., E,,,, =0. (2.43)
Ozel olarak
=l(2n
E, :—z E,, (2.44)
oo\ 2K

dir. Son zamanlarda Simsek, Ozden, Cangiil, Cenkci, Kurt ve digerleri fermionik p-adik
invaryant g-integralini kullanarak Euler sayilarinin farkli dagilimlarini incelemislerdir.
Ayrica Simsek ve arkadaslar1 gibi ikinci gesit Euler sayilarinin g-dagilimlarini da

incelemek ilging olabilir.

12



2.3. ikinci cesit Euler sayilar1 ve zeta fonksiyonlar1 arasindaki bazi bagintilar

Bu boliimde ikinci ¢esit Euler sayilar1 kompleks diizlemde incelenecektir.

E, ile gosterilecek olan ikinci ¢esit Euler sayilari asagidaki dagilimla tanimlanir (Kim

ve ark. 2007):

1
sechx =
cosh X
2e*
= 2.45
e +1 (243)
E) k
= Z Ek X_v | X |< z
= k! 2
(2.26) ve (2.45) ifadelerinden asagidaki denklem tiiretilebilir:
k (K .
E, :Z(I Jz' E, . (2.46)
1=0
(2.46) ve (2.26) ifadelerinden kolayca goriiliir ki k =1,2,3,... i¢in
E,=1,E =0,E =-1,E, =0, E,=5,E,=61,...ve E,,,, =0 (2.47)
dir. Euler formiilii
) !
e” =cos X +isinx,i=(-1)2 (2.48)

seklindedir. (2.48) denkleminden

13



cosx =(e* +e™)/2 (2.49)

oldugu kolayca goriiliir. Boylece

_ iix (2.50)

= i%xh n Ii (_1)” E2n+1 2+

= (2n)! = (2n+1)!

elde edilir. (2.50) ifadesinden

1)” EZn 2n+]
E — 2.51
XsecX = > 2n)‘ |X|< 5 (2.51)

tiretilir. (—p, p ) araliginda tek fonksiyonun Fourier serisi siniis serisidir:

n=1

= ibn sin [nipxj (2.52)

Burada

b, = % JO’) f (x)sin [nipx]dx (2.53)

olarak tanimhdir. [ -7z, 7 ] araliginda f (X)=sinax fonksiyonunu ele alalim. (2.52) ve

(2.53) ifadelerinden

14



sinax = Z b, sin nx, (2.54)

n=1

oldugu goriiliir. Burada

2% . .
b, = —Ism axsin nxdx
7[0

_zj’f[cos(n—a)x—cos(n+a)x}dx
o 2

0

(2.55)

_ l[sin(n —a)x sin(n+ a)T

7| n-a n+a |

= " Zsinan( ")
V4 n-—a

olarak tammlidir. (2.54) ifadesinde x = z/2 alinirsa

N (2n-1)(-1)"" (2.56)

a a < (_1 nEzn T o 2n+1
= see| =2 a (2.57)

oldugu goriiliir. (2.51) ifadesinde

15



78 cec (”—aj = i%(zjm a™™! (2.58)
2 2 (2n)r 2 '
oldugu kolaylikla goriiliir. (2.57) ve (2.58) kullanilarak asagidaki baginti elde edilir:

Teorem 2.3.1. ne N i¢in

i ) 2n+l :i (_1) =(_1)” 25522;])!(%j2n+1 (2.59)

kl 2k — 1 k=0 (2k—i—l)2n+1

o0 o0 1 o0
Z 2k+1 = Z )2k+1 +Z1

=1 2n 1) = (4n-3

1 1 22k+1 _1
:Wé{/ 2k+1az —Wé/(Zk-l'l)—l (2.60)
oldugu goriiliir. (2.59) ve (2.60) ifadelerinden asagidaki formiil elde edilebilir:

Sonug 2.3.2. ne N i¢in

1 2n (1 __~2n+l —_(_1\" Ezn 2n+1~2n
§(2n+1,ﬂ+2 (1-2"")¢ (2n+1)=(-1) 20" 2 (2.61)

Basit hesaplamalarla

: X _g™ 2 4
Itan X = — —=]-— +— 2.62
eI)( + e—IX eZIX _ 1 e4IX _1 ( )
oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece
i © B L4 (1-4"
Xtan X = —Xi + ;;iX' - = ( ) (2.63)
e ~1 = 2n)!

16



elde edilir. (2.63) bagintisindan

© _1)n+1 4n+1 (1 4n+1 ) an+2 -
tanX:Z 2n+2)! X (2.64)

n=0

kolaylikla elde edilir. (2.49) yardimiyla da

itanx =1-— > =iy S 22 (=) x2n (2.65)
oldugu goriiliir. Boylece

n+ + +1 +
tan X = Z 2n2+‘1 22 (=) x> (2.66)

elde edilir. (2.64) ve (2.66) bagintilarindan asagidaki ifade elde edilir:

Teorem 2.3.3. ne N i¢in

-

Ve

i ( —Lj§(2n)=ME* i (2.68)

= (2k+1)° 4™ (2n-1)! "

oldugunu gérmek kolaydir. Bunun sonucu olarak asagidaki sonug elde edilebilir:

17



Sonu¢ 2.3.4. ne N i¢in

L (e,
= E 2.69
kZZI: (2k + 1)2n+1 4n+1 (2n _1)! 2n-1 ( )

Simdi Euler zeta fonksiyonunun pozitif tamsayilardaki yeni degeri verilecektir. Euler

zeta fonksiyonunun tanimindan,

(-1)° - 11
n=1 n° n=0(2ﬂ-|-1)S 25_1

¢(s),seC (2.70)

oldugu goriiliir. (2.70) ile Teorem 2.3.3 ve Sonug 2.3.4’den asagidaki teorem elde edilir:
Teorem 2.3.5. neN

(=) 7" (2-4)
2(2n-1)Y(1-4")

*
2n-1

Ce(2n)= (2.71)

Uyar1 2.3.6. £(2)=72/6, (. (2)=-72/6, £(4)=7*/90 ve £ (4)=—-Tx"/360 dir.

qeC ve |gkl i¢in seC, g-¢ -fonksiyonu

1 (1-a)
s—1 logq

C(s)=2 - 272)
n=1 [n]q
olarak tanimlanir (Kim ve ark. 2007, Kim 2005). ¢ (s) fonksiyonunun, s=1’de bir

basit kutbu vardir ve analitik devama sahiptir. Ayrica

_ﬂk,q

¢, (1-k)= ” (2.73)

oldugu goriiliir (Kim 2005). Basit bir hesaplama ile

18



© (—l)n n 92]+1 [n]21+1 kel 1 q)zk—zj K1 1_q)2k72j
Z; [n]f]k“ = (2j+1)! loqu:() (2k - 2]—1)(2]+1 loqu:() (2k=2j-1)(2j+1)!

kl ) 021‘*'1 ) 2 q 92k+1 K
~Co(2k=2j)+ S (2k=-2]) =57 |- (1)
2 +1 2 Y1+ qg(2k+1)!
= (2] | 2], 9 (2k+1) (2.74)
w 92j+1(_1)1 H2j72k,q(_q71)
S (2j+1) 1+q

oldugu goriiliir. Burada H_  (-q) degerleri, Iirr11 H, (0= E. oldugu durumda Carlitz
, R}

g-Euler sayilaridir (Cenkci ve ark. 2004, Carlitz 1948, Carlitz 1958]). Eger q — 1 ise

k-1 j . 2 iy 272. 2k=2j l 92k+1
:Z 0 1( 2k-2] _1](_1)k J 1()—-,sz—2] - (‘Dk (2.75)
I 2j+1 2 2(2k—2]). 2 2k +1)!
bagmtisi elde edilir. k e Q ve 8= 7/2 igin

(2.76)

© ﬂ K-l l)k 72_2k+1 (22k 2] 2)sz72j 72'2k+1(—1)k
; 2n 12k+l S (2j+1)(2k—2j)12777 2k +1)12%

oldugu goriilebilir. (2.76) ve Teorem 2.3.1’den asagidaki denklem de tiiretilebilir:

. 1 )k 1”2k+1(22k 2j 2) sz—zj . ﬂ_zk+1(_1)k —(—l)k E, (ijkﬂ, (2.77)
AW

S (2j+1)1(2k—2j)12 2k +1)122 2(2k)!
Boylece
= (22k—zj _2) Byaj 1 __E, 2.78)
S(2f+1)1(2k =2j)12272 T (2k +1)122K2 2242 (2K ) '
elde edilir.
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2.4. Euler sayilarinin Bernoulli sayilari ile iliskisi

Euler sayilar1 ile Bernoulli sayilar1 arasindaki iligkiyi gdstermek icin (2.1) bagmtisinda

3 1
X=— ve X=— alinirsa
4 4

Ve

bulunur. Buradan,

3 1

S

elde edilir. Basit islemlerden sonra

3t 1t

) R R0

oldugu goriiliir. n =2k +1 alinirsa,
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(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)



e4 —e4 i 1),k
Z 2k+1 4t

e o1 -

elde edilir. Burada t = 4iu degisken doniistimii yapilirsa,

et e S QLI Y 8 TN
e4iu (2k+1)' 2k+1 4

-1 o

ve buradan da

3iu _ Liu o 1\k+l g2k
e4_—e =2 (1)—432“1 (l)u 2k
e 1 T& (2k+1D)! 4

bulunur.

iu —iu
—iu

—€
2iu _ 4-2iu

3iu _ Liu

e4iu _ 1

oldugundan (2.79) diizenlenirse
k+1 42k
lsecu = 22( D4 B, 1 u*
2 = (2k+1)! 4
ve dolayisiyla da

( 1)k+142k+1 1 ”
secu = — [
Z 2k +1)! Bl

k=0
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(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)



elde edilir. Sekant fonksiyonunun seri a¢ilimi yerine konulursa

o0 o ¢ 1\k+l g 2k+l
> -3 ) Bzm(l)u” (2.90)
= (2k)! i (2k+1)! 4

seklinde iki serinin esitligi elde edilir. u ’l1 terimlerin katsayilari kiyaslanirsa,

E _ 1\ K+ g2k+1
s I 2.91)
(2k)! 2k +1)! 4
ve sonug olarak da
(_1)k+142k+l 1
E,.=——B - 2.92
k 2k +1 2k+1 4 ( )

bulunur ki bu Euler ve Bernoulli sayilar1 arasindaki iligkiyi veren bagintidir. Bagka bir

bagint1 da (2.92) denkleminden asagidaki gibi elde edilebilir:

1k g2k 2k Dk ] 2k+1-j
E, :(1)—42( .+ J(l) B (2.93)
2k+1 S j N4

ve gerekli diizenleme ve sadelestirmelerden sonra

(=D &2k +1)
E = 41B, 2.94
“ 2k +1 JZ;‘ j ’ (234)

bulunur.
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3. EULER SAYILARININ iKiININ KUVVETLERI SEKLINDEKI
MODULLERDEKI KONGRUANSLARI

3.1. Giris. Reel veya kompleks bir X parametresi i¢in genellestirilmis E!¥ Euler

sayilar1 agagidaki lirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

2 X_ © (X) th 72_' .
( : t) => E; (2n)!(ltl<5,l .—lj (3.1)

veya

gy o
(sect) =3 (1) 'E" (2n)!(|t|<2,1 . 1) 32)

n=0

(x)

Eger X negatif olmayan bir tamsay: ise E,)’,

adlandirilir (Liu 2001, Liu 2004b, Liu 2006).

x. mertebeden Euler sayilar1 olarak

E, ...E
EX® _(2n ! e 3.3
o =( )UIZO,Z‘%” (2v)...(20,)! (3.3)

U+ =N

Burada E{) = E, sayilar klasik Euler sayilaridir.

Bernoulli sayilarinin (Frobenius 1968, Liu 2004a) ve Euler sayilarin c¢arpimlarinin
toplam1 bir cok matematikg¢i tarafindan verilmistir (Ozden ve ark. 2007, Ozden ve ark.

2008). E,, Euler sayilar1 asagidaki indirgenme bagintisini saglar:

n-1 2n
E, =1, E, = _Z(szEZK (3.4)
k=0

Boylece E,=-1, E, =5, E,=-61, E,=1385, E,=-50521, E,=2702765, ...
bulunur. Tiimevarim kullanilarak E , E,, E,, ... sayilarinin tamsay1 olduklar1 kolayca

sdylenebilir. (3.3)’den E'¥ 'min tamsay1 oldugu bilinmektedir.
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Tek modiile gore olan Euler sayilar i¢in farkli konguranslar birgok kitapta bulunur.
Bunlardan bazilar1 Liu 2004-2005a-2006, Liu ve Zhang 2008, Yuan 2004, Zhang 1998
ve Zhang ve Xu 2007 seklindedir.

E,, =E,, (mod2*) < 2n=2m(mod 2*) (3.5)

1875’te Stern  (3.5)’in ispatinin kisa bir yolunu vermis, ondan sonra Frobenious
1910°’da Stern’in yontemini gelistirmistir. Ernvall, 1979°da Frobenius’un ispatinin
anlasilir olmadigini séyleyip umbral hesab1 kullanarak kendi ispatin1 vermistir. 2000°de
(3.5)’in indirgenmis ispat1 Wagstaff tarafindan verilmistir. Son zamanlarda Sun (3.5)’e
yeni bir ispat vermek i¢in Euler sayilarinin say1r kuvveti seklindeki modiiller igin
kongriianslar elde etmistir.

Tanim 3.1.1. Merkezi faktoryel sayilar T(n,k) asagidaki dagilim formiilii ile tanimlanir
(Riordan 1968):

x”=kZ:(;T(n,k)x(x—lz)(x—zz)...(x—(k—1)2) (3.6)

veya
(ex+e‘x—2)k=(2k)!iT(n k) . (3.7)
= 7 (2n)
Burada n>1, k>1 ve (n,k) = (1,1) ’dir.
0 Xk
T(nk)x" = 3.8
Z: (k) (1-1x)(1-2°x)...(1-K*x) ©9)

i¢in (3.6) ve (3.7)’den

T(L1)=1, (3.9)
nk)=T(n-1k-1)+k’T (n-1k)

_|
—~~

elde edilir.
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Tamim 3.1.2. B, Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu, asagidaki gibi tanimlanir (Liu

ve ark. 2006):

ZBH— It|< 27 (3.10)
n=0

B, Bernoulli sayilar1 asagidaki indirgeme bagintisini saglar:

1 &(n+l
B,=LB,=— B, (3.11)

Bu bagintidan faydalanarak B, ., =0 (n>0) oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica

2n+1

1 1 1 1 5 691
-.B=———,B =—,B=——,B =,B,=————,...  (3.12
2 6 ¢t 300 ° 427 307" 66 7 2730 (3-12)

bulunur.

Lemma 3.1.3. X <1 olacak sekilde bir reel say1 olsun. O zaman

Y L= (o ) BT

dir.

Ispat. f(x)=i( )" IMQX)2n Lxl<1

seklinde gosterirsek
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- (x)=§(—1)“1—((?2—n1)):) (2n)(2n-1)(2x)"
i} oy (3.14)
=§(—1) T)!(zx)
(1+x2)%f(x)+xf(x)=l (3.15)

bagintisi elde edilir. Buradan

f(x):\/li_leog(x+\/1+x2) (3.16)

elde edilir. Bunun sonucu olarak da

~ (2n)!
(1%t (x)) (3.17)
= 1+1X2 (1— \/1_):7 log(x+m)j
elde edilir. Bu Lemma 3.1.3’{in ispatin1 tamamlar.
Lemma 3.1.4. n >1 bir tamsay1 olsun. O zaman
@ (3.18)

2°"(2""-1)B,, =2nEY),

dir.

Ispat. (3.2) bagintisinda x = 2 igin
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0 n t2n
fsect) =32 €9 5

elde edilir. Terim terime integral alinarak

© 2n-1
tant = 1" E® t
" Z‘( )" B (2n-1)!
elde edilir. Buradan
27 Z z ze'-1

2z z +_=_z
e"—-1 e -1 2 2e +1

oldugu gz éniine almirsa ve z =it konulursa (burada i’ =

t el
tan—=—1I o
2 e +1

olacagindan

eft—1 e'-1 2 2
t ot
=——tan—
22

veya

e

n=1 - n=1

olarak elde edilir. Buradan

27

_1)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



22 (22n 1) SR = (3.26)
dir. Boylece Lemma 3.1.4’{in ispat1 tamamlanmis olur.
3.2. Temel sonuclar
Teorem 3.2.1. n>1 bir tamsay1 olsun. O zaman
2" Q k 2

ED = > (=1) (k! T (n,k) (3.27)
) el _ o1/2
Ispat. Lemma 3.1.3’de x = alinirsa

i(—l)"ﬂ(et+et—2)n=t 4_{ (1—t(et1))] (3.28)

elde edilir. Diger taraftan

St S E
2°" 7" (2n)! " (2n)!

n=0

(3.29)

T te'+2 (et +1)(et +e +2)

olur. (3.28) ve (3.29) bagintilarindan
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= (1) (k) 2T (k) (3.30)
>

EQ - (nﬂ)i(_uk (KI)'T (n,k) (331)

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.1°1n ispati da tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.2. n>1 bir tamsay1 olsun. O zaman
(2n+2)E{Y =0(mod 2> (3.32)

dir.
Teorem 3.2.3. n>1 bir tamsay1 olsun. O zaman

n.(2n
E, :1—2n—2[2j +JE§J. (3.33)

i1

dir.
Ispat. sect —cost =sinttant (3.34)

oldugu goz Oniine almirsa (3.28) ifadesinden yukaridaki fonksiyonun biitiin kuvvet
serileri elde edilir. Sag tarafi asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

: < i xm [ 2N t*"
sinttant = Z(—l) 1 2{21 +JE§ZJ.) ) (3.35)

n=0 j=0
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Burada

n(2n
_ 2
EN—I——z(z jHjEz,- (3.36)

j=0

dir. Yani

n.(2n
E, =1-2n _z(zj +JE§? (3.37)

j=1
dir. Bu da Teorem 3.2.3’{in ispatin1 tamamlar:

Sonuc 3.2.4. n>m >0 tamsayilar ve 2n=2m (mod2*) olsun. O zaman
E,, —E,, =—(2n-2m)(mod 2" (3.38)
dir.

Ispat. Teorem 3.2.3’den

n 2n 2m
E —E_=-(2n-2m)- - EQ)
= Ean = ) ;[(2j+1] (2j+1j] 2]

o S (2i+2)EY B
=-(2n-2m) jlm((zn)ﬂﬂ (2m),;,) @39

elde edilir. Burada (x),;,, = X(Xx=1)...(x=2]) ve 2n=2m (mod 2%) *dir. O halde

(2n),;,, = (2m), ;. (mod 2*)(j 2 1) (3.40)

elde edilir. Simdi e, tamsayilarda veya rasyonel sayilarda istel p-adik hesaplama
fonksiyonunu gostersin. Yani p* ||n (p“|n fakat p** / n)ise e, (n) =k’ dir. Gorildigi

gibi e (n) degeri p asal sayisinin n’yi bolen en biiylik kuvveti olarak tanimlanmaktadir.
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&, ((2j+2)E;))22j+1

bagintisindan

ez((2j+2)!)<ZJ;2+2J;2+2123+2+...:2j+2 (3.41)

ifadesinden

i (2)
2[(2] +2) Ezj Jzez ((2J +2) Egzj))_e2 ((2J +2)V)ZO (3.42)

(2j+2)!

elde edilir. (3.40), (3.41) ve (3.42)’den

E,, —E,, =—(2n—2m)(mod 2"

elde edilir. Bu da Sonug 3.2.4’{in ispatin1 tamamlar.
Uyari 3.2.5. Sonug 3.2.4°de 2n=2m+2* almirsa

E,.., +2=E,, (mod2"") (3.43)

elde edilir.

Sonug 3.2.6. n >1 tamsayilar olsun. O zaman

E,,=1-2n-)" 2i41

j=t

k-1 2n
( ng? (mod2°*") (3.44)

Ispat. Teorem 3.2.2°den

“1(2n n2n
E,, =1-2n- EY - EQ
N R N

k-1/2n 1 n(2n+1
=1-2n- EQ) _ 2i+1)E® 3.45
Z(Zjﬂj 2] 2n+lz[2j+l]( J+1)E; (3.49)

= i=k
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elde edilir. (3.45) ve (3.36)’dan (3.44) hemen elde edilir. Bu da Sonu¢ 3.2.6’nin ispatini
tamamlar.

Uyar 3.2.7. (3.44)’iin ilging bir 6zel durumu vardir:

2n
E,,=1-2n+ 2[3 J(mod32) . (3.46)

Bu da Frobenius’un [1968, syf. 477] asagidaki iyi bilinen sonucu ile kiyaslanabilir:

n
E,, zl—2n+8(2](modl6).
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TESEKKUR

Yiiksek Lisans tez calismam boyunca bilgileriyle beni aydinlatan fikirleriyle
caligmalarima yon veren, tecriibeleriyle destegini hi¢bir zaman esirgemeyen, kiymetli
hocam Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL’e i¢tenlikle tesekkiir ederim.

Calismalarim boyunca yardimlarini = esirgemeyen, sorularimi sabirla cevaplayan
kendisinden ¢ok sey 6grendigim Aras. Gor. Omer ZOR’a tesekkiir ederim.

Maddi ve manevi olarak her zaman yanimda oldugunu bildigim canim anneme sonsuz
tesekkiirler.

Ve Sevgili Levent’e tesekkiirler..
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U. U. Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez
calismasinda;

e Tez icindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢cercevesinde elde ettigimi,

e (Gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

e Bagkalarinin eserlerinden yararlanilmas1 durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

e Atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,

e Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

e Ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iiniversitede veya baska bir liniversitede bagka
bir tez ¢aligmasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

27.09.2010
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