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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLER VE TAM
COZUMLERI

Pelin DOGAN CANKAL

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog¢. Dr. Emrullah YASAR

Bu tezde, bazi olusum tipi ((1)+(1), (2)+(1) ve (3)*+(1) boyutlu) lineer olmayan reel ve
kompleks kismi tiirevli diferansiyel denklemler ele alindi. Bu denklemler gesitli bilim
dallarindaki bir¢ok fiziksel olay1 betimleyen lineer olmayan matematiksel modellerdir.
S6z konusu denklemlerin analitik tam ¢oziimleri elde edilmeye calisildi. Bu baglamda
literatiirde yogun bir sekilde incelenmekte ve gelistirilmekte olan exp(—¢(g)),
Kudryashov ve tanh fonksiyon metotlar1 ele alindi. Bu yontemler géz Oniine alinan
fiziksel modellere ayr1 ayr tatbik edildi. Bunun yaninda lineer olmayan denklemlerin
bilineerlestirilmesine dayanan Hirota yaklasimi incelendi. Bu yaklasimdaki bazi
zorluklar1 hafifletmek i¢in Onerilen basitlestirilmis Hirota metodu kullanilarak ¢oklu
soliton ¢Oziimlerin nasil elde edildigi arastirildi. Calismamizin son kisminda ise
denklemin mertebesi, derecesi veya lineerlik Ozelliklerine herhangi bir kisitlama
yapilmasina gerek birakmayan Lie grup yaklasimi ele alindi. Elde edilen sonuglarin
kiyaslamalari, ¢oziim tiplerinin fiziksel anlamlar1 ve c¢oziimlerin grafiksel yapilar
gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Tam ¢6ziim, soliton, Lie simetrisi, olusum tiirii denklemler

2020, vii + 69 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS AND EXACT SOLUTIONS
Pelin DOGAN CANKAL

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. EmrullahYasar

In this thesis, some evolution type ((1)+(1), (2)+(1) and (3)+(1) dimensional) nonlinear
real and complex partial differential equations are considered. These equations are
nonlinear mathematical models that describe many physical phenomena in various
disciplines. Analytical exact solutions of these equations were tried to be obtained. In
this context, Kudryashov and tanh function methods, which are extensively studied and
developed in the literature, are discussed. These methods were applied separately to the
physical models considered. In addition, the Hirota approach based on the
bilinearization of nonlinear equations was examined. In order to alleviate some of the
difficulties in this approach, we investigated how multiple soliton solutions were
obtained by using the proposed simplified Hirota method. In the last part of our study,
Lie group approach, which does not require any restriction on the order, degree or
linearity properties of the equation, is discussed. Comparisons of the obtained results,
physical meanings of the solution types and graphical structures of the solutions were
also demonstrated.

Key words: Exact solution, soliton, Lie symmetry, evolution type equations

2020, vii + 69 pages.
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1. GIRIS

Literatiirde var olan ¢alismalardan bilinmektedir ki, bircok fiziksel olay diferensiyel
denklem veya sistemleri (adi, kismi, integro, fark denklemleri vs.) ile
modellenmektedir. Mesela bir homojenize ¢ubuktaki 1s1 iletimi 2. mertebeden

u, =ku,, (1.1)
denklemi ile modellenmektedir. Burada X, uzaysal degisken t zaman ve U ise sicaklik
degiskenini gostermektedir (kK termal katsayidir). Bir baska ornek ise s1g su dalgalarini

modelleyen Korteweg-de Vries (KdV) denklemi olup 3. mertebeden lineer olmayan
u, +6uu, +u,, =0 (1.2)

bi¢imindedir. Burada X yine uzaysal degisken, t zamansal degisken u ise dalga

hareketi degiskenidir.

Parabolik ve hiperbolik denklemler sinifi t zaman degiskenini igerdigi i¢in bir¢ok fizik
ve miihendislik problemlerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tiir denklemler o6rnegin
akigskanlar mekanigi, s1ig su dalga teorisi, lineer olmayan optik, niikleer fizik,
elekromanyetik alan teorisi, matematiksel biyoloji, ekonomi vb. bir¢ok alanda
gozlemlenebilir. Dolayisiyla bu tiir denklemlerin matematiksel olarak incelenip ¢6ziim
fonksiyonlarmin elde edilmesi, bu fiziksel olaylarin daha iyi yorumlanip fiziksel
olgunun agiklanmasi i¢in olduk¢a dnem arz etmektedir. Bu sebeplerden dolay1 son 30-

40 y1l igerisinde
F(xtu,u,u,..)=0 (1.3)

denklemlerinin niimerik ve analitik ¢dzlimlerinin ingast olduk¢a yogun calisilan bir
arastirma alanidir. En basit bir niimerik semanin c¢alisilmasi icin dahi, bir test
fonksiyonu gerekmesinden dolayr bu tez c¢aligmasinda analitik yontemlerle (1.3)

bicimindeki baz1 06zel denklemlerin tam c¢oziimleri elde edilmeye ¢alisilmistir.



Literatiirde var olan farkli tiirdeki metotlar1 ayrintili bir sekilde ele alip bunlarin (1+1),
(2+1) ve (3+1) boyutlu denklemlere uygulamalart ve nilimerik simiilasyonlari
sunulmustur. Tezde sunulan yaklasimlarin diger olusum tirii denklemlere de

uygulanabilirligi agiktir.

Tez, bes boliimden olusmustur. ikinci béliimde, lineer olmayan bazi kismi diferensiyel
denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde dilmesinde kullanilan metotlar i¢in gerekli olan

temel tanim ve On bilgiler verilmistir.

Ugiincii boliimde, literatiirde var olan tanjant hiprbolik (tanh) fonksiyon ydntemi,
exp(—¢(g)) yontemi, degistirilmis Kudryashov yontemi, basitlestirilmis Hirota-bilineer

yontemi ve Lie simetri analizi tiim adimlariyla birlikte sunulmustur.

Tezin dordiincti boliimiinde, kuantum mekaniksel hareketi tanimlamak i¢in kullanilan,
fizigin temel denklemlerinden biri olan tek boyutlu lineer olmayan Schrédinger
denklemi, uygulamali bilimlerde kullanilan (akiskanlar mekanigi, optik, sig su dalga
teorisi vb. ) ve bu alanlarda oldukg¢a onemli olan (2+1) boyutlu Gardner denklemi ve
yeni  genellestirilmis  (3+1) boyutlu Kadomtsev-Petviashvili-Boussinesq (KP-
Boussinesq) denklemi, homojenize ¢ubukta 1s1 iletimini modelleyen (1+1) boyutlu 1s1
denkleminin tam ¢6ziimleri; tglinci boliimde verilen yontemler kullanilarak elde
edilmistir. Bunun yaninda elde edilen ¢oziimlerden bazilarinin, belirli parametrelere

gore grafiksel simiilasyonlari yapilarak modellerin grafikleri ¢izilmistir.

Besinci boliimde ise sonuglar kismina yer verilmistir. Bu bdliimde, elde edilen

sonuglarin fiziksel yorumlar1 yapilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, literatiirde yer alan lineer olmayan bazi kismi diferensiyel denklemlerin
tam ¢Oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan yontemler i¢in gerekli olan temel tanim

ve On bilgiler verilecektir.

Tamm (Diferensiyel Denklem): Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun bazi

tiirevlerini igeren denklemlerdir.

Eger bir diferensiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon, yalniz bir bagimsiz degiskene
bagiml ise diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem (ADD) denir. Genel olarak,
y bagimli, x bagimsiz degiskeni gostermek iizere, n. mertebeden bir adi diferensiyel

denklem

FOL Y Y, Y ey ™) =0
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.
Bir diferensiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon, iki veya daha ¢ok bagimsiz
degiskene bagimli ise diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denklem (KDD) denir.

Genel olarak u bagimli, x ve y bagimsiz degiskenli bir kismi diferensiyel denklem;

0

F(X,y,u,u,,u,,U,,u,,u,,..)

seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Diferensiyel denklemler, inceleme kolayligi bakimindan, mertebe, derece ve lineerlik

ozelliklerine gore siniflandirilir.

Bir diferensiyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesine

diferensiyel denklemin mertebesi denir.



Eger bir diferensiyel denklem var olan tiim tiirevlere gore bir polinom denklem
biciminde ise en yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine, diferensiyel denklemin derecesi

denir (Cagliyan ve ark. 2013, Sezer ve Dascioglu 2016).

Tamm (Dengeleme prensibi): Toplam seklinde verilen tam ¢6ziim fonksiyonunun {ist
simirini temsil etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir ADD’ de, en yiiksek mertebeden
lineer olan terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim arasinda elde edilen en
kiiglik pozitif degerli tam sayidir. Herhangi bir ADD’ de en yiiksek mertebeden lineer

terim

d“F(z)

2.1
e 2.1)
ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim
d’F(z) )
F@2)| —— 2.2)
dz”

ile verilsin. Burada «, £, y, 0 pozitif tam sayilardir. M dengelenme terimi olmak

luzere

F(2) =ZiM (2.3)

dontisimiiniin (@ reel sayiy1 ifade eder), sirasiyla (2.1) ve (2.2) terimlerinde yerine

yazilip birbirlerine esitlendiginde
M+a=MpB+0(M +y) (2.4)

dengelenme bagintis1 bulunur (Giiner 2014, Yildirim 2019).



Tamim (Kamiitator): n-parametreli Lie grup doniisiimii sonsuz kiigiik simetri iireteci

V, ve (&,..,¢&,) parametresine gore verilsin. Herhangi iki simetri lreteci V; ve V,

olmak tizere [,] kamiitatorii
(Vv ] =V, -V, (2.5)
olarak tanimlanir. K Dbir cisim ve L bu cisim iizerinde bir vektor uzay: olsun. L vektor

uzay1 yukarida taniml ikili igleme gore kapali ise n-boyutlu Lie cebiri denir ve L, ile

gosterilir (Olver 1986).
k . mertebe lineer olmayan olusum tiiri denklem sistemi

E,(XU,Uy,-»Uyy) =0, a=12.,N (2.6)

seklinde ele alalim (Olver 1986, Bluman ve Kumei 1989, Ibragimov 1995, Naz ve ark.
2008). Burada

x=(x"%.,x"eR (2.7
n tane bagimsiz degisken,
u=(u"u®..,u"eR (2.8)

m tane bagimli degisken ve Ugys Uiy s Ugyy ifadeleri sirasiyla birinci, ikinci, ..., k ’inci

mertebeden kismi tirevleri temsil eder.



u“ nin X' bagimsiz degiskenine gore tiirevi

U = D,),

Ui =D;D;(u) (2.9)
olarak alinir. Burada total tlirev operatorii

D =Zrur L vur . i=12..n (2.10)
ox' ou” ouf

seklinde tanimlanir.

(2.6) sisteminin hem bagimsiz hem de bagimli degiskenler i¢in bir parametreli sonsuz

kiigtikliikteki Lie doniisiim grubu

K =X +8 (X,U,Upy, o Ugy) +O(€7), =120,

0" =u'+en’ (X,U,Ug, . Uy) +O(%),  j=12,...n. (2.11)

olarak verilir. Burada & <<1 doniisiimiin kiiciik bir parametresidir. &' ve 7' sirasiyla

bagimsiz ve bagimli degiskenlerin sonsuz kii¢iik doniisiimleridir.
(2.11) doniisiim grubuna karsilik gelen sonsuz kiigtikliikteki X iireteci

.0 0
X =&~ 4n
éax' "au“

(2.12)

olarak verilir.

(2.6) sisteminin sonsuz kiigiik doniisiimleri altinda degismezlik kosulu veya baska bir

degisle (2.12) tireteci belirleyici denklem



X(k) [Ea]

(2.13)

olarak verilir. Burada X® ifadesi (2.11) iiretecinin k. mertebe uzammudir ve bu

operator

o
XO =X+ 2
&5

culg

veya

.0 0 0
X® =gl g pe +)
&t o Zl‘,g o

seklinde tanimlanir. Burada

&' =D(n")-u;D/(&"),
é/i:(lzv"'vis = Dis (gii"'vis—l) - uﬁlv"'vis—l Dis (gl) ! s> 1
olarak verilir. Ornegin 2. mertebeden (1+1) boyutlu

E(X1tlu’uxlut1uxx’utt’uXt) =0

denklemine karsilik Lie simetri tireteci (2.12) denkleminden

X :éx(x,t,u)%+§t(x,t,u)%wy(x,t,u)a%

ifadesine karsilik gelirken bu tiretecin 2. uzanimi (2.14) denkleminden

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



0 0 0
+ + 2.18
U o é/tt au xt au ( )

t xt

0 0 0 0 0
XO = — & —p—+f —+—+
S = é:at 13 §xaux Qaut S

0

ifadesine karsilik gelir. Burada ¢, &, ¢, ¢, Ve &, terimleri (2.15) denkleminden

=D, -u,D,(£)-uD, (&),

¢ =D -u,D(&)-uD (&),
$o =D, (&) ~u, D, (&) ~u, D, (&), (2.19)
e =D(&)—ueDi(£) -u, D (L),

$e =D(£) —UueD(£) —u, D)

olarak verilir. (2.19) denklemindeki D, ve D, terimleri (2.10) denkleminden

0 0 0 0
D,=—+u,—+u, —+u, —,

OX ou ou, ou,
D =é+uti+u i+u o (2.20)

et ‘ou fou, “ou,

X

elde edilir (Yildirim 2019).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda, ikinci boliimde bahsi gecen c¢esitli olusum tipi denklemleri matematiksel
olarak incelememize olanak veren bazi yontemler adim adim sunulmustur. Bu

yontemler kisaca,

) Tanh fonksiyon agilimi

i) Exp(—¢(g)) fonksiyon yaklagimi

i) Modifiye Kudryashov yontemi

Iv) Basitlestirilmis Hirota bilineer yontemi

V) Lie simetri gruplar1 yaklagimi
olarak verilmistir.
Yukaridaki ilk ii¢ yontem icin asagidaki indirgeme siireci 6ncelikli olarak ele alinir:
Ik olarak

P(u,u,u,,u,,..)=0 (3.1)

formundaki tiireve gore polinom olan lineer olmayan olusum denklemini géz Oniine

alalim. Burada u_ , u’ nun x’ e gore n. mertebeden tiirevini gosterir.

nx !

(3.1) denkleminin ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in & =c(x—At) dalga

degiskeni takdim edilir. u bagimli degiskeni ise
u(x,t)=U(<%) (32)

olarak yazilir. Burada yerellestirilmis U(&) dalga ¢ozimii A dalga hizi ile
ilerlemektedir. Eski bagimsiz degiskenlerin tiirev operatorleri, yeni & degiskeni

cinsinden



—=—ci—,
ot dé&
o 4
ox d&’
82 d2
yzczd—gz, (33)
ool
o d&

biciminde temsil edilir. (3.3) degisken degisimi kullanilarak (3.1)’ de verilen denklem,

PU,UU",..)=0 (3.4)

denklemine doniistiiriliir.

3.1. Tanh Fonksiyon Yoéntemi

Bu alt boliimde, tanh fonksiyon yonteminin adimlari sunulmustur (Malfliet 1992, Fan
ve Hona 2002, Wazwaz 2004). Bu yaklagim, ilerleyen dalga ¢6ziimlerinin tanh

fonksiyonu cinsinden ifade edilmesi 6n varsayimina dayanmaktadir.

1. Adim: (3.4)’ deki ADD’ nin belirsiz integrali alinirak (integrasyon sabitini sifir kabul
edilir) basitlestirilmis bir ADD elde edilir.

2. Adim: Daha sonra yeni bir bagimsiz degisken

Y =tanh(e), (3.1.1)

tanitilir. Bu yeni degisken tiirevlerin degismesine yol agar:

10



-y
dd—;=(1—Y2)(—2YdiY+(1—Y2)ddezj. (3.1.2)
Diger tiirevler de benzer sekilde elde edilebilir.
3. Adim: Bir ansatz
M
U(e)=S(Y)=> aY", (3.1.3)
k=0

tanimlanir. Burada M, ¢ogu durumda sonradan belirlenebilecek pozitif bir tam sayidir
(sonlu seri genisleme mertebesi yani elde edilen (3.4)° deki ADD’ de homojen
dengeleme yapilarak elde edilen say1). M parametresini belirlemek i¢in (3.4)° deki
ADD’ deki en yliksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan

terim dengelenir.

4. Adim : (3.1.2) ve (3.1.3)’ iin (3.4)’ teki ADD’ de yerine yazilmasiyla Y’ nin
kuvvetlerini igeren bir denklem ortaya ¢ikar. Y’ nin benzer kuvvetlerinin katsayilarinin

birbirine esitlenmesiyle a, (k=0..M), cve 1’ y1 igeren cebirsel denklem sistemine
ulasilir (Parkes ve Duffy 1996). a (k=0..M), cve 1 parametreleri belirlendikten

sonta M’ nin de pozitif bir tam sayr oldugu goéz Oniinde bulundurularak (3.1.3)

kullanildiginda kapali formda analitik bir ¢6ziim elde edilir.

3.2. Exp(—¢(g)) Yontemi

Yontemin temel oOzellikleri He ve Wu (2006), Zahran (2015), Mohyud-Din ve Ali
(2017) ve Hosseini ve ark. (2018) tarafindan verilmistir. (2 + 1) boyutlu lineer olmayan

olusum denklemlerini (polinom tiirevlerini igeren) goz dniine alinir:
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F(u,u,,u,,u,u,,u.u,,u,,..)=0. (3.2.1)

xy?

Buradaki u, bagimli degisken olup ve X, y, t ise bagimsiz degiskenlerdir.
u(x,y,t)=U(e), e=nx+n,y+nt dalga degiskeni doniisiimii kullanilarak, (3.2.1)

denklemi, asagidaki lineer olmayan ADD’ ye dontistiiriiliir:
GUu,uU,uU”..)=0. (3.2.2)

(3.2.2) denklemi i¢in asagidaki sonlu seri genisletilmis ¢oziimii arastirilir:
N
U(e)= Zan exp(—ne(e)) = a, +a exp(—p(e)) +...+a, exp(—-Ng(e)), a, #0. (3.2.3)
n=0

(3.2.3) denkleminde katsayilar a , n=1,2,...,N daha sonradan belirlenecektir. Pozitif

tamsay1 N, lineer olmayan en yiiksek dereceli terim ve lineer terim arasindaki homojen

dengeleme ile hesaplanir. ¢(&) analitik fonksiyonu asagidaki birinci dereceden lineer

olmayan ADD’ ye karsilik gelir:
¢'(&) =exp(-p(&)) + uexp(p(s)) + 4 . (3.2.4)

Ardindan katsayr smiflandirmalarina gore (3.2.4) denkleminin bazi ¢oziim takimlari

bulunur:

Durum 1: Eger A*—4u>0 ve u#0 ise

Ale)=In [—w/f “4utanh((A% —4p 12)(s +C)) —AJ_ 325

2u
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Durum 2: Eger A*—4u>0, =0 ve 120 ise

A
#.(e)==1n (cosh(l(g 1)) +sinh(A(z +C)) —1]' (3:2:6)

Durum 3: Eger A° 41 <0 ve u#0 ise

. |n(“/4”_ﬂz tan((J4u — A2 /2)(g+<:))—1} c27)

2p

Maple programi yardimiyla (3.2.3) denklemi, (3.2.2) denkleminde yerine yazilir. Bu

islem sonrasinda ayni dereceli  exp(—¢(¢g)) terimlerinin katsayilar1 birbirlerine
esitlendiginde, a,, 7, , 7, ve n,’ i iceren bir cebirsel sistem elde edilir. Bu sistem

coziildiikten sonra bu katsayilar kolayca yakalanir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

(3.2.3)’ iin, (3.2.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini verdigi goriiliir.

3.3. Modifiye Kudryashov Yontemi

Modifiye Kudryashov yonteminin 6n basamaklari yapilan ¢alismalarda (Kudryashov
2012, Ege ve Musirli 2014, Hosseini ve ark. 2018) verilmistir. 3.2 yonteminde oldugu

gibidir. Ayni hareketli dalga doniisiimii ile orijinal lineer olmayan olusum denklemi,

lineer olmayan ADD’ ye doniistiiriiliir.
U(s) =a,+aQ(e)+..+2a,Q" (¢), a, #0, (3.3.1)

varsayilan ¢dziim formudur. Burada sabitler a,, n=0,1,2,...,N daha sonra belirlenecek

olup N homojen dengeleme teknigi ile belirlenen pozitif bir sayidir ve

Q(e) =1/ (1+da) (3.3.2)
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asagidaki lineer olmayan ADD’ yi karsilayan agik bir fonksiyondur:
Q'(e) =Q(e)(Q(s)-DIna. (3.3.3)

Maple programi yardimiyla (3.3.3) denklemi, (3.2.2) denkleminde yerine yazilip benzer
Q(g) terimlerinin katsayilar1 esitlendiginde, a,, 7, , 7, ve 7, terimlerini igeren

cebirsel bir sistem elde edilir. Elde edilen cebirsel sistemden katsayilarin bulunmasiyla

(3.3.1) denklemi, (3.2.1) denkleminin tam hareketli dalga ¢6zlimlerini verir.

Stakhov ve Rozin (2005), Zayed ve Allurfi (2015)’ nin ¢alismalarindan elde edilen
¢ikarimla, (3.3.2) denkleminin Lucas simetrik hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlari
acisindan tanimlanabilecegi agikca goriiliir. Bu ¢alismalardan Lucas simetrik hiperbolik

siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin sirastyla su sekilde tanimlandig1 kabul edilir:
sLs(¢)=a“—-a*, (3.3.4)
cLs(e)=a“+a™”. (3.3.5)

Benzer sekilde Lucas simetrik hiperbolik tanjant ve kotanjant fonksiyonlari olarak

okunur:

a‘—-a”’ a‘+a’

tLs(e) =— , Cils(e) =——.
a‘+a a‘—a

(3.3.6)

—-&

Ayrica, Lucas simetrik hiperbolik siniis ile kosiniis arasinda asagidaki gibi bir

0zdesligin var oldugu gosterilmistir (Stakhov ve Rozin 2005, Zayed ve Alurrfi 2015):

[cLs(&)] —[sLs(e)] = 4 (3.3.7)

Eger (3.3.3) denkleminde 6zel olarak a=¢€ segilirse klasik Kudryashov yontemi elde
edilir (Kudryashov 2012).
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3.4. Basitlestirilmis Hirota-Bilineer Yoéntemi

Hirota metodu, bilineer forma getirilebilen lineer olmayan KDD’ lerin tam ¢oziimlerini
bulmak i¢in kullanilir (Hirota 2004). Sayet mevcutsa lineer olmayan KDD’ ler i¢in
bilineer formlarin bulunmasi kolay bir islem degildir. Bu zorlugun iistesinden
gelebilmek i¢in Hereman ve Nusayir (1997) tarafindan, Hirota yOnteminin
basitlestirilmis bir hali takdim edildi. Basitlestirilmis Hirota yontemi, bilineer formlarin
yapimina bagli olmayip bunun yerine; ¢oklu-kink ve c¢oklu-soliton ¢oziimlerinin iistel
fonksiyonlarin polinomlari olarak kabul edilebilecegini varsaymaktadir (Wazwaz 2014,
2016). Bu suretle s6z konusu denklemlerin yalniz gezen (solitary), ¢oklu-kink ve ¢oklu-
soliton ¢oziimleri olusturulabilir. Bu yontemle gbéz Oniine alinan denklem(lerin) tam
¢ozlimleri —bilineer formlar1 aragtirilmadan- bir pertiirbasyon semasinin ¢oziilmesiyle

elde edilir. Bunun igin ¢esitli bilgisayar paketleri kullanilabilir.

KDD’ lerin c¢oklu-kink ve c¢oklu-soliton c¢oziimlerini elde edebilmek icin ¢6ziim

adimlar asagidaki sekilde verilebilir:

1. Adim: Ele alinan KDD’ deki lineer terimlerde

u(x,y,t)=e*, 6 =kx+ry-ct (3.4.1)

ifadesinin yerine yazilmasiyla C; i¢in sagilim bagintist bulunur.

2. Adim: Denklemde yer alan lineer olmayan terimler ile lineer terimler arasinda

homojen dengeleme yapilarak indirgeme sayisi olan M bulunur.

3. Adim: Denklemin ¢dziim tipi —asagidaki degisken doniisiimii ile birlikte- bulunan

indirgeme sayisina ve yardimci fonksiyona bagli olarak

u(x, y,t) = R(In(f (x, y,1))),, (3.4.2)
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seklinde kabul edilir. Burada X,, ifadesi X bagimsiz degiskenin M defa kismi tiirevini

gosterir. (3.4.2)° deki degisken doniistimii ile birlikte orijinal bagimli degisken u, artik
yeni bir degisken olan f wve tiirevleri cinsinden ifade edilir. (3.4.2) numaral
doniistimdeki yardimer fonksiyon;
tekli-soliton ¢oziimii i¢in

f(x,y,t)=1+e%, (3.4.3)
ikili-soliton ¢oziimii igin

f(x,y,t)=1+e%* +e% +a,e%" (3.4.4)

tiglii-soliton ¢dziimii i¢in

f(xy,t)=1+e* +e” +e* +a,e?” +a,e%""* +a,”%"* +b,4"*"*, (3.4.5)

tekli-kink ¢6ziimii i¢in
f(x,y,t)=1+e%, (3.4.6)

ikili-kink ¢6ziimii igin
f(x,y,t)=1+e% +e*, (3.4.7)

ticlii-kink ¢6ziimii i¢in
f(x,y,t)=1+e% +e% +e* (3.4.8)

seklinde tanimlanir (Wazwaz 2014, 2016). Burada 6,(i=1,2,3)" ler faz degiskenleri
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olup (3.4.1)’ de verildigi gibi bulunabilirken; a,,, a,, &, Ve b,, faz degisimleri,

tanimlanan yardimci fonksiyonun (¢oklu soliton ¢dziimiin durumuna gore, (3.4.3)-
(3.4.5) bagintilarindan biri) (3.4.2) ile birlikte denklemde yerine yazilmasiyla bulunur.
(3.4.2) numarali1 doniisiimde yer alan R sabiti ise (3.4.2) ve yardimci fonksiyonun ele

aliman denklemde yerine yazilmasiyla bulunur.

4. Adim: Bulunan degerlerin (3.4.2)’ de yerine yazilmasiyla gz oniine alinan KDD’

nin ¢oklu-kink ve ¢oklu-soliton ¢dziimleri elde edilmis olur.

3.5. Lie Simetrileri Yardimiyla KDD’ lerin Tam Co6ziimleri

Bu boliimde, Lie simetri analizi ile KDD’ lerin tam ¢o6ziimlerine ulagma siireci

verilmistir (Olver 1986, Ibragimov ve Kovalev 2009, San 2011).

U bagiml degisken, x ve t ise bagimsiz degiskenler olsun. n. mertebeden bir KDD’ yi

H(x,t,u® u®, ... u™) (3.5.1)

g0z Oniine alalim.

Bir bagiml iki bagimsiz degisken igeren bir KDD’ nin tam ¢6ziimlerine ulagsmamizi

saglayan adimlar asagidaki sekilde verilmistir (Olver, 1986):

1. Adim: (3.5.1) denklemini degismez birakan

X =x+aé(x,t,u)+0(a%
t" =t+ar(x,t,u)+0(a?) (3.5.2)
u =u+ag(xt,u)+0(@®)

iki parametreli Lie grup doniisiimleri verilsin. Buradaki &, 7 ve ¢ sonsuz kiigiik

fonksiyonlar1 bagimsiz degiskenler olan X, t ve bagimli degisken olan U ’ya bagimlidir.
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O(a?) terimi ise nokta doniisiimiindeki sonsuz kiiciik kaymay1 ifade eder. Her doniisiim

grubuna bir vektor alani karsilik geleceginden; (3.5.2) doniisiim grubu ile iliskili

(x,t,u) uzayindaki vektor alani
0 0 0
V =&(X,t,u) —+z(Xx,t,u) =+ g(x,t,u) — 3.5.3
&( )ax 7( )at o )au (35.3)

bigimindedir.
2. Adim: (3.5.1) denkleminin mertebesi N oldugundan (3.5.3)’ iin N.uzanimi

0 0 0 0 0 0
r' =V +¢* —+¢' —+¢* —+¢" —+ ¢ —+..+ ¢ ——
P ¢ ou ¢ ou, ¢ ou ¢ OU, ¢ ou,, ¢ au,

XX

X

seklindedir. Burada k+m=n (1<k,m<n olmak iizere) olup ¢*,¢',8™, 4", ¢",..., ¢

ler (3.5.3)’ iin uzatilmis sonsuz kiiciik katsay1 fonksiyonlar (iiretecleri) dir. Bunlar,

¢*=D,(¢p—-¢u,—zu)+Su, +7u, =D,¢p—u,D,E—uD,

= ¢x + (¢u _‘/:Ex)ux -4 _é:uuxz —,uu,

¢t =D, (¢_§ux _fut)‘*‘fuxt +7U, =Dg—-u,DS-uDr
= ¢t _‘/:tux + (¢u _é:t)ut _é:uuxut _Tuutz’ (355)

¢ =Dz (p-Eu, —7u)+ U, +7u,, =D*p—u D ~uD’r—2u, D E—2u, D,z

2 3

= ¢xx + (2¢xu - é:xx)ux T Ut (¢uu - 2§xu)ux - 2Txuuxut _guuux
2

—TuUy U + (¢u - 2éx)uxx _eruxt _3§uuxuxx —T,UUy — 2Tuuxuxt

seklinde verilir (Olver 1986).

3. Adim: (3.5.1) denklemi i¢in degigmezlik kosulu
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pr(n)V{H}|H:o =0 (3.5.6)

seklindedir. (3.5.6) esitliginde (uzanimin H denklemine uygulanip), (3.5.5)’ de verilen

uzatilmis sonsuz kii¢iik fonksiyonlarinin yerine yazilmasiyla U’ nun 1,2,...,n. mertebe

kismi tlirevlerinin ¢esitli monomiallerini igeren esitlik ortaya cikar.

4. Adim: Ugiincii adimda elde edilen esitlikte yer alan U’ nun 1,2,...,n. mertebe kismi

tiirevlerinin ¢esitli monomiallerinin katsayilar1 sifira esitlendiginde, asir1 belirleyici

denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem sistemi &, 7 ve ¢ bilinmeyenlerine

gore ¢oziildiigiinde sonsuz kiigiik fonksiyonlar1 £, 7 ve ¢ elde edilmis olur.

5. Adim: Dordiincii adimda bulunan sonsuz kiiciikk fonksiyonlar1 V vektor alaninda
yerine yazilarak V, simetri iiretegleri bulunur. Dolayisiyla (3.5.1) denkleminin simetri
gruplarinin Lie cebiri, V, simetri iretegleri ile gerilir. Bu adimda V, direteglerinin
kamiitator tablosu (tablo degerleri (2.5) esitligi kullanilarak bulunur) olusturularak ikili

isleme gore kapali oldugu goriiliir (kapali olmasi V, ireteglerinin lineer birlesiminden

olusan tabanin, Lie cebirini lirettigini gosterir).
6. Adim: Besinci adimda elde edilen her bir simetri {iretecine, denk gelen bir doniisiim

grubu mevcuttur. Bu dontisim gruplari Olver (1986) ,Ibragimov ve Kovalev (2009),

San (2012)’ 1 ¢alismalarinda oldugu gibi bulunabilir.

V, simetri tiretecinin doniistim gruplari (her bir bilesen i¢in):

(f(f(,f,a):a—gI
r(i,f,ﬁ):a—; (3.5.7)
#(X,t,0) = P
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ifadelerine

X oo =%
t =t (3.5.8)
g, o =Y,

baslangi¢ sartlarinin uygulanmasi ile bulunur (San, 2012)

7. Adim: Son adim olarak; (3.5.1)” de verilen denklemin, simetri iiretegleri yardimiyla
dontisiim gruplart (denklemi degismez birakan) bulunur ve boylelikle bahsi gegen
denklemin farkli tam ¢ozlimleri yazilir. Ayrica bulunan Lie doniisim gruplariyla
(3.5.1) de verilen (2+1) boyutlu KDD’ nin, (1+1) boyutlu KDD’ ye ya da ADD’ ye

indirgenmesi saglanir. Bu indirgeme nihayetinde vektor alanina bagli yazilan

dx dt du
B el (3.5.9)
s T ¢
karakteristik denklemin ¢oziilmesiyle miimkiindiir. Buradan da invaryantlar kullanilarak
kismi degisken sayist azaltilir. Bulunan ADD’ nin ¢6ziilmesiyle de (3.5.1) denkleminin

farkl1 ¢6ztimleri bulunmus olur.
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4. BULGULAR

Tek boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemi, kuantum mekaniksel hareketi
tanimlamak i¢in fizigin temel denklemidir. Ayn1 zamanda Schrodinger dalga denklemi

olarak da adlandirilan
i, +2|a| g+q,, =0 (4.2)
denklemi kompleks bir KDD olup, q(x, t) denklemin dalga hareketini ifade eder.

Strashan (1992), kendinden-ikili Yang Mills denklemini boyutsal olarak azaltarak lineer
olmayan Schrodinger denkleminin bir genellemesi olan bir (2 + 1) boyutlu uzay-

zamansal yerel olmayan sistemi

1
ko =20, —afo, [pa]d,, )

1
—kp, = 5Py~ pjay [pa]d,

tanittt ve geometrik bakis agisindan bakildiginda integrallenebilir oldugunu gosterdi

(Zakharov 1980, Radha ve Lakshmanan 1994).
v, (p.0) =20, [pa] (4.3)

potansiyel fonksiyonu ve p=-Q =uU ve k=-i/2, degisken degisimleri ile (4.2)

denklemi, asagidaki denkleme indirgenir:

iU, =Uu,, +uv,

v, = 2(|U|2) (4.4)

,
(4.4) denklemi, 6, =0, iken klasik lineer olmayan Schrodinger denklemine dondisiir.
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Oncelikle, tezde kullanilan yontemlerden ilk iigii i¢in ele alman (4.4) denkleminin

indirgeme siireci gosterilecektir.

(4.4) denkleminin tam ¢&ziimlerini ortaya koyabilmek igin,
u(x,y,t) =U(g)e", v(x,y,t)=V(e) (4.5)
doniistimi kullanilir. Burada
W=y X+py,yt+yt ve e=nXx+n,y+nt (4.6)
dir. (4.6) denklemindeki y, ve 7, (i=12,3) daha sonra belirlenecek keyfi sabitlerdir

(Younis, M. ve ark. 2018). (4.5) denkleminin, (4.4) denkleminde yerine yazilmasi ve

ardindan ulasilan denklemin gergek ve sanal bdliimlerinin ayristirilmasi yoluyla

sirastyla
mn U (&) +U (e)V (&) +(r; —rm)U (€) =0, (4.7)
(1, + v, +11,)U'(£) =0, (4.8)

ve
nV'(e) =2n,(U*(e)) (4.9)

elde edilir. (4.8) denkleminin asagidaki kisit1 tasimasi gerektigi kolayca goriilmektedir:

(771772 +7m, +773) =0. (4.10)

Ardindan (4.9) denkleminin &’ a gore integrasyonundan sonra
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V(e) = 2y (s (4.11)

1

elde edilir. (4.11) denklemi, (4.7) denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

1772

U "(g)+iu3(g)+(wlu (¢) = 0. (4.12)

12
ikinci dereceden lineer olmayan ADD elde edilir.

4.1. Tanh Fonksiyon Yoénteminin Denklem (4.4)’ e Uygulanmasi

Bu alt boliimde, denklem (4.4)’ {in tam ¢6ziimleri tanh fonksiyon yontemi kullanilarak
elde edilecektir. (4.12)’ deki lineer ve lineer olmayan en yiiksek dereceli terimlerden
dengeleme sayisinin N =1 oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla ¢6ziim formumuz (3.1.3)’

den
U(e) =a, +a, tanh(¢) (4.1.1)

bigimindedir. Maple programi yardimi ile (4.1.1) denklemi, (4.12) denkleminde yerine
yazilir ve ayni dereceli tanh(g) terimlerinin katsayilar esitlenir. Boylece a,, 7, , 77, ve
n,’ U iceren cebirsel bir sistem olusturulur. Tanh(e)’ un benzer kuvvetteki katsayilar

asagida siralanmistir:

3
tanh®(s):  2a2+2% 0,
7712
2
tanh?(e) . 2%% g

2
tanh(g) : _2a12+6a0a1_a17/1+a1?/3 =0
7712 771 771772
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3
Sabit 2% %7 &
1. o i,

Maple programi yardimi ile yukaridaki cebirsel sistem ¢oziildiikten sonra asagidaki

katsay1 siniflar1 elde edilir:

Smifl.a,=0, a =1, n, =1, 772=—L1271, 5 =1,
Smif2.a, =0, a =1, 7 =i, 772:73—_1271’ 75 =1,
Simif3.a,=0, a =1, 7, =-i, 772=—L27/1, 1y =15

N
Smif4.a,=0, a, =1, n, =i, 7722}/3;—127/1, Ty =1

Boylelikle, (4.4) denkleminin dark (karanlik) soliton ¢oziimleri asagidaki sekilde elde
edilir:

o _
u,(x,y,t) =tanh [ix+[Mj y+ nstJe“”,

: (4.1.2)
oo Lo
v, (X, Y, 1) :2'73—Mtanh2[ix+(ujy+%t}
7l "
+2
U, (X, y,t) = tanh[ix+{—ij+n3tJe“”,
S s ; (4.1.3)
VZ(X, y,t) = —2|7/~°‘3——f_4.7/1tanh2 Lix_i_(_MJ y+’73t}
7l "
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71

-2 _ )
us(x, y,t) = tanh {—ix + [Mj y+ nstJe"”,

2 (4.1.4)
p— -2 i —
Vo (X, y,t) = 2|7/+_+47/1tanh2 (—ix + [MJ y+ nst}

7! N

£2
u,(x, y,t) = tanh (—ix + (—M] y+ nstJe‘”’,
7
' (4.1.5)

2 ,
va(x,y,1) = 2I7/3—J_r47/1tanh2 (—ix+ (—%ﬁj y+ 773tJ-
! 1

Denklem (2.4)’ iin, (4.1.2) ¢ozlimiine ait grafikleri (y =0 olmak iizere) Sekil 4.2.1 ve

4.2.2° de verilmistir.

Sekil 4.1.1. y=0 oldugunda |u(x, y,t)|2 icin 3D grafigidir; burada tiim parametre
degerleri 1’dir (karanlik soliton)
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Sekil 4.1.2. y=0 oldugunda |v(x, y,t)|2 icin 3D grafigidir; burada tiim parametre
degerleri 1°dir (karanlik soliton)

4.2. Exp(—¢(g)) Yonteminin Denklem (4.4)’ e Uygulanmasi

Bu bolimde, exp(—@(g)) yontemi kullanilarak denklem (4.4)’ {in tam c¢oziimleri

aranmistir. Yukarida belirtildigi gibi, (4.4) denklemi, (4.5) denkleminde verilen dalga

degiskenleri tarafindan ikinci dereceden lineer olmayan ADD’ ye ((4.12) denklemine)

doniistiiriiliir. Oncelikle, (4.12) denklemindeki U” ile U® terimleri dengelenir ve sonlu

seri mertebesi N =1 olarak elde edilir. Bu nedenle ¢oziim formu (3.2.3)’ ten
U (&) =, + & exp(-p(2)) (4.2.1)
seklindedir.

(4.2.1) denkleminin, (4.12) denkleminde yerine yazilip benzer (ayni1 dereceli)
exp(—¢@(g)) terimlerinin katsayilarinin esitlenmesiyle a,, 7, , 1, ve 1, ifadelerini

igeren asagidaki cebirsel sistem elde edilir:
exp(—3¢p(g)) Katsayist: 2a,,(af +n’) =0,

exp(—2¢(¢g)) Katsayisi: 3an,(Anf +2a,a,) =0,
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1 1 1
exp(—¢(e)) Katsayist: 2a,((G A+ p)nf - STt 3ai)n, + 5 7:) =0,

Sabit:  (Auam? +2a3—agmy, ), + 8y, =0.

Bu denklemler Maple programi yardimi ile ¢oziiliirse asagidaki katsayr siniflar1 elde

edilir:

1. . 2y.
Smifl.a, ==iAn,, a, =in,, n,=n,, 1, = 3 , Ny =1],.
a 5 T, & =11, 17, =1, 1, /12771 "4, + 2y, T3 =113
1. . 2y.
Smif2.a,==iin, a =—in,, n,=n,, 1, = 3 , Ny =1,.
) 5 T, & s Th =1, 1, /12771 4, + 2y, 3 =113
1. . 2y.
Smif3.a,=—=iln, a =in,, n,=n,, N, = 3 , 15 =1,.
2 5 T, & =11, 1, =1, 1, /12771 4, + 27, N3 =15

2y,
/12771 —4un, +2y,

1. .
Smif4. a, = —Elﬂml, a=-In, n=n,n,= 173 =15-

Boylelikle, yukaridaki katsayr siniflarina karsilik gelen (4.4) denkleminin, (4.5)
denklem formuna ait olan tam ¢oziimii (denklem (4.11) ve denklem (4.2.1) ile birlikte)

olusturulur:

0,000 = S, i Jev,
(4.2.2)

4y 1. - ?
v (X, y,1) = J (—I/M] +ine "’(‘E’j :
' 771(12771 —4um +2y,)\ 2 ' '
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U, (X, y,t) = Gi/’tm - ime""‘”jei“&

. . ) (4.2.3)
73 ; i a-0(e)
v, (X, y,t)= (—lﬂn —ine™” ] .
? m (12771 —4pm +2y,)\ 2 ' '
1. i a—9E) |alv
U (X, y,t) = —E|/1771+mle e",
4 . ) (4.2.4)
Vv, (X, y,t) = S (——iﬂn +in e‘“‘”j .
: 771(22771 - 4/”71 + 271) 2 ' '
1. H ~-p(&) |plv
u(x,y,t)= —EWA —Ine e,
4 . ) (4.2.5)
v, (X, y,t) = S [——i/ln —in e“’(‘f)j .
) ™ (/12771 —dun, +2y,)\ 2 ' '

(3.2.5)-(3.2.7)’ de siniflandirilan  ¢@(g) degerleri (4.2.2)-(4.2.5)’ te yerine yazilirsa

(4.4)’ te verilen (2+1) boyutlu lineer olmayan Schrodinger denkleminin asagidaki tam

¢Oziim takimlar elde edilir:

Durum 1: Eger

asagidaki gibidir:

1.
u, (X, y,t) —[§|/1771+

Vl(Xi yxt) =

A*—4u>0 ve wu#0 ise, kombine (karma) dalga ¢oziimleri

2iin, cosh((y A2 — 441 1 2)(¢ +C)) o
A2 —ausinn((42 —4u 1 2)(e + C))— Acosh(JA2 —4u I2)(e +C)) |

4 73

771(/12771 —Adun, +2y,)

(4.2.6)

22 a4y sinh((42 — 44 12)(e +C)) — Acosh((y A2 — 4 1 2)(e +C))

2
. 2 _
X[%M?]ﬁ- 2 uin, cosh((WA“ —4u 12)(¢ +C)) } .
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0 (%, Y1) = Eiim B ZlLliUlCOSh((«VLZ—4/1/2)(£+C)) o
U 2T 22— ausinn((JA7 —4u 1 2)(e +C)) - Acosh((A? —4u 1 2)(e+C)) )

4y
v, (X, y,t) = 3 (4.2.7)
? 771(12771 _4,U771+271)

X[ L 2,41, cosh((A% — 441 1 2)(& +C)) JZ
2 " '

—JA2 = 4usinh((JA% -4 1 2)(& +C)) — Acosh((y A2 —4u | 2)(¢ +C))

i 2
2uin, cosh((\[A~ —4u/2)(e+C .
Uy (X, y,t)[%i,qur Hinpy cosh(( u12)(e+C)) ]e"//,

42 —ausinh(( 42 — 44 1 2)(e + C)) — Acosh(y A2 — 4u 1 2)(s +C)

4 73

Vo (X, y,t) = (4.2.8)

2
77:|_(;t - 4/”71 + 271)

2
1 2pimy cosh((y/42 ~4u 1 2)(e +C)

x ——I/llyl—i- > > > .
2 A2 —ausinh((J42 — 44 1 2)(e +C)) — A cosh(( A2 — 44 1 2)(e + C))

1 2 iy cosh(y 2%~ 4u 12)(s +C) i
U (X, y,t) =| ——idmy + > > > e’
2 VA2 —apsinh(J42 4 1 2)(e +C)) + A cosh((y A2 — 4u 1 2)(s + C))

4 73

v, (% y,t) = (4.2.9)

2
771(/1 - 4!”71 + 27/1)

2
2 inyy cosh(( 22 —4ul2)(s+C)) }

1
x| ——idn, +
[ 27 32 Zapsinn((f22 =4 1 2)(e + )+ Acosh(4% —4u 1 2)(z + C))
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Durum 2: Eger A°—4u>0, =0 ve 1=0 ise, kombine (karma) dalga ¢oziimleri

asagidaki gibidir:

(1. inA iy
ul(x’y’t)_(2W“cosh(,i(g+c:))+sinh(1(s+¢))—1)e ’ (42.10)

. 2
Vl(x’ y,t) = 2 s 1Iﬂ’ﬂl + ”71% :
(A —dun, +2y,)\ 2 cosh(A(e +C)) +sinh(A(¢+C)) -1

(L i A iy
U, (%, Y1) _(2 A osh(A(e + ) + sinh(A(z +.C) —Je ’ (42.12)

. 2
v, (X, y,t) = > 475 1i/lnl— ”71% .
(A —4un, +2y)\ 2 cosh(A(e +C))+sinh(A(e+C)) -1

(1. inA »
s (%, Y.1) _( 2" osh(A(e +.C)) + sinh(A(z +.C)) —Je ! (4212)

. 2
V(X y,t) = 5 475 —li/ln1+ ”71/_1 )
(A, —4un, +2y,) cosh(A(e+C))+sinh(A(e +C)) -1

(L inA iy
u“(x’y’t)_( 2 cosh(ﬂ,(5+C))+sinh(i(g+C))—Je ’ (4213)

. 2
v, (x,y,t) = 5 473 _liﬂnl— ”71/_1 .
(A —4un +2y) 2 cosh(A(e +C))+sinh(A(e +C))-1

Durum 3: A*—4u<0 ise u#0 ise, periyodik dalga ¢oziimleri asagidaki gibidir:

1. 2pin, i
. . 4.2.14
Heerd Lz' LN o tan((«/4ﬂ—/12/2)(5+c))_/1}e e

2
4 1. 24
V() = Sidn,+ ; h .
(A%, = Aun, +2y,) | 2 Jau— 22 tan((\Jau— A% 12)(e +C)) -2
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1. 2 piny, i
oot v 4.2.15
U, (X, Y,1) (2' n N tan((\/4/¢—/12/2)(8+C))—Je ( |

2
Vv, (X, y,t) = 47, [1M 24, J :

J— 77_
mn =4 +27)\ 2 Jau— 27 tan((\Jau— A7 12)(e +C)) - A

2440, Je‘W, (4.2.16)

1.
Y, = —=idn,
u;(x, y,t) ( 2' 77Jr\/A,ﬂf,?ftan((\/ém/Z)(E-lrc))_/1

2
4 1. 2,
Vy(X, Y, t) =—— s —Zidn + - ﬂ7712 :
(Ao —Aun +2y,) | 2 Jau— 27 tan((\J4u— 2% 12)(e +C)) = A2

1. 2 piny, i
. v 4.2.17
u, (X, y,t) ( o A Jau—A2 tan((\/4ﬂ—/12/2)(8+0))—/Je ( |

2
4 1. 2ui
v, (X y,t) = > /3 -Zidn, - - /17712 .
(Ao —4un +27) | 2 Jau— 2% an((\Jau— A% 12)(s +C)) -2

Denklem (2.4)’ {in, (4.2.6) ¢Oziimiine ait grafikleri (y =0 olmak {izere) Sekil 4.2.1 ve

4.2.2’ de verilmistir.

Sekil 4.2.1. y=0 oldugunda |u(X, y,t)|2 icin 3D grafigidir; burada pu=-1, 1=1,
7,=1, 7,=1,n =1, n,=1ve C=0" dir (birlesik dalga ¢6ziimii)
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Sekil 4.2.2. y =0 oldugunda v(X,y,t) i¢in 3D grafigidir; burada p=-1, 1 =1, 7, =1,
7.=1,m, =1, n,=1ve C=0" dir (birlesik dalga ¢ozlimii)

4.3. Modifiye Kudryashov Yonteminin Denklem (4.4)’ e Uygulanmasi

Bir onceki alt boliimden (4.12) denkleminin seri genisleme mertebesinin N =1 oldugu

biliniyor. Bu nedenle, indirgenmis ADD olan (4.12)’ nin ¢6ziim formu (3.3.1)’ den
U () =, +aQ(e) (4.3.1)

seklindedir.

Maple programi yardimu ile (4.3.1) denklemi, (4.12) denkleminde yerine yazilip ayn
dereceli Q(g) terimlerinin katsayilari esitlendiginde a,, 7, , 17, ve 1,” i igeren bir

cebirsel sisteme ulasilir. Bu sistem asagidaki sekildedir:

2

12

Q’(¢) Katsayist:  2a,In(a)® +

6aa _

12

Q’(e) Katsayist:  —3a,In(a)® +
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2
Q(¢) Katsayisi: a In(a)® + 6223 _a V)

Ux i,
3
Sabit: 2% B A g
1. o i,

Yukaridaki sistemin ¢6ziilmesinden sonra iki farkli sonug elde edilir:

1 27, —In(a)?
Smif 1. a, =—§1n(a)771, a, =In(a)n, n,=mn, n, :71—()771’ M5 =Vs»

2y,

1 27, —In(a)®
Smif 2. a, =§ln(a)77p a, =—In(@)n, n,=mn, 1, =71—()771, M5 = Vs

2y,

Boylece, (4.4) denkleminin tam hareketli dalga ¢ozlimleri asagidaki gibi verilir:

0,050 = =5 @+ In@n Q) Je”,

2 2 (4.3.2)
w06yt = m(—iln(a)m + In(a)mQ(e)j |
s 2
0,00 2) = 3 @~ m@nQ(e) Je.
2 2 (4.3.3)
V(% y.1) = M(Eln(a)m - In(a)mQ(e)] |
UL 2
(4.3.2) ve (4.3.3)’ te (3.3.3) birinci mertebe yardimci denkleminin Q(8)=1+3a8

¢Ozlimii yazilirsa:
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(Y0 =)~ In(a)g + ——— e

o 2a7n@’m ) ’
1+da [ 278 ]y .
) (4.3.4)
27. —In(a)? 1 In(a
vyt = 20 0@ | Ly, @
75 2 " X+[7127”1] y+yat
1+da 7
11 In(a)z, iy
u2 (X' y’t) B E In(a)nl - 1)(4{2}’r|n(a)2771},_,_73t &
1+da 275
; (4.3.5)
2v. —In(@)’n, | 1 In(a
VZ(XI y’t): 7/1 ( ) 771 _In(a)771_ 2( _)l?(z)z
mYs 2 mXJ{hzi'th%t
1+da 73

¢oziim takimlart elde edilir. Burada d ve a keyfi sabitlerdir. (4.3.4) denklemi Lucas

fonksiyonlar1 cinsinden agagidaki gibi de tanimlanabilir:

2In(ay, je

1
u (%, y,t) = (‘E Ina)n, + 2+d(sLs(e) +cLs(e))

(4.3.6)

v, (%, y,t) = m(_%m(a)m + 2In(a)n, j .

d(sLs(g)+cLs(¢))

17/3

sLs(e) ve cLs(e) Lucas simetrik hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlari olup burada

_ 2
= nlxj{WJ y+yst dir.

V3

Denklem (2.4)’ iin, (4.3.6) ¢ozlimiine ait grafikleri (y =0 olmak iizere) Sekil 4.3.1 ve

4.3.2’ de verilmistir.
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|ul™2

tim

ger

15 vedi

0 oldugunda |u(X, y,t)|2 icin 3D grafigidir; burada a

Sekil 4.3.1. y

parametre degerleri 1°dir (Lucas birlesik hiperbolik fonksiyonu)

tim

ger

15 vedi

y,t)|2 i¢in 3D grafigidir; burada a

=0 oldugunda |v(x

Sekil 4.3.2. y

parametre degerleri 1°dir (Lucas birlesik hiperbolik fonksiyonu)

ile (2+1) Boyutlu Gardner

Hirota Bilineer Yontemi
Elde Edilmes

Coklu Kink Co6ziimler

4.4. Basitlestirilmis

Denklem

i

inin

inin

(4.4.1)

-1
U, =0,

luyy —3a00

2,2 2~-
Uy +30°0,

2

3
-—a

2

u, +64uu, +u,,

Bu alt boliimde, (2+1) boyutlu
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Gardner denkleminin goklu kink ¢dziimleri aranmistir (Wazwaz 2014). Burada 0,', 0,’

in tersidir (integral operatériidiir). Aym zamanda 0,0, " =0, ‘0, =1 ve sonsuza kadar

azalan kosul altinda

X

@, )00 = [ f ()t

—00

dir. Oncelikli olarak ters operatdrden kurtulmak igin,
u(x, y,t) =v,(x,y,t)
potansiyel doniisiimii kullanilir ve (4.4.1) denklemi,

3
V,+6BVV, +V . — > a’Viv, +30%v,, —3aov,V, =0

denklemine doniistiirtiliir.

C; sacilim bagintisini belirlemek igin,

v(x,y,t)=e*, @ =kx+ry-ct

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)

ifadeleri (4.4.4) denklemindeki lineer terimlerde yerine yazilir. Elde edilen esitlikten C;

sacilim bagintisi:

olarak bulunur. Dolayisiyla buradan sagilim degiskeninin

36
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2.2
0 =kix+riy—[ki3+36 L ]t (4.4.7)

oldugu gortiliir.
(4.4.4) denkleminde yer alan lineer olmayan terimler ile lineer terimler arasinda
homojen dengeleme yapilarak dengeleme sayist1 1 olarak bulunur. Bulunan bu

dengeleme sayisina bagli olarak (4.4.1) denkleminin ¢oklu-kink ¢6ziimleri i¢in Cole-

Hopf doniistimii kullanilir. (4.4.1) denkleminde;

u(x,y,t)=R(In f(x,y,1)), (4.4.8)
ve bu nedenle

v(x,y,t) =R(In T (x,y,1)) (4.4.9)
oldugu varsayilir ((4.4.3)’ ten dolay1).

Hirota’ nin basitlestirilmis yontemi, (4.4.1) denkleminin tekli-kink ¢6ziimii i¢in ((3.4.6)’

dan)

2,2
k1x+rly—[kl3+30 i ]t
ky

f(x,y,t)=1+e% =1+e (4.4.10)

yardimci fonksiyonun kullanimini kabul eder.

(4.4.9) ve (4.4.10) esitlikleri birlikte, (4.4.4) denkleminde yerine yazilir ve R igin

¢cOziiliirse

R_2 (4.4.11)
[04
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olarak bulunur. Bunun yaninda,

_k(2p-ak)

i i=12,..,N. (4.4.12)
oo

kisitini karsilayan I, katsayilari varsa ele alinan denklemin kink ¢6ziimleri bulunur. Bu

sonuglara dayanarak (4.4.6)’ daki sacilim bagintisi yeniden yazilirsa

o 4k, (a’k? —3afk. +3/°)
(A 2 '
a

i=12,...,N. (4.4.13)

halini alir.

(4.4.3)’ deki potansiyel doniisiimiin kullanilmasiyla (4.4.1) denkleminin tekli-kink

¢Ozimi

kx4 k1(2ﬁ'7ak1)y 4k1("Czklz*3;75/5“‘1*3/32)t

2k.e o «
u(x,y,t)= T — - (4.4.14)
K x4 p-a 1)y 4k (a’k —3apk +38 )t
all+e o’

olarak elde edilir.

(4.4.1) denkleminin, (4.4.14)’ te verilen tekli-kink ¢0zlimiine ait olan grafigi Sekil

4.4.1° de verilmistir.
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Sekil 4.4.1. y =0 iken (4.4.1) denkleminin tekli-kink ¢éziimiiniin 3D grafigidir; burada
parametre degerleri o =1, f=2, o =3 ve k, =1"dir

Ikili-kink ¢&ziimii i¢in yardimci fonksiyon (3.4.7)’ den;

3 ?)O'zl"l2

k1x+r1y—[kl + ]t
" +e

k2x+r2y—[k23+36k2r22 ]t
f(xy,t)=1+e% +e% =1+e 2

(4.4.15)

olarak alinir.

Elde edilen sonuglarin (4.4.9)’ da yerine yazilmast ve (4.4.3)’ deki potansiyel

dontigiimiin kullanilmasiyla (4.4.1) denkleminin ikili-kink ¢6ziimii:

ki (28-akj) y 4k; (a®k2 =3apk+35%).

2 ki x+ 5
2> ke o @
= =1 4.4.16
uxy.y 2 g i2Bak) k(K Bapk 3p7), ( )
all+ z e o o
i=1

olarak bulunur.
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(4.4.1) denkleminin, (4.4.16)’ da verilen ikili-kink ¢oziimiine ait olan grafigi Sekil
4.4.2° de verilmistir.

Sekil 4.4.2. y =0 iken (4.4.1) denkleminin ikili-kink ¢6ziimiiniin 3D grafigidir; burada
parametre degerleri o =1, f=2, o =3, k =1ve k, =2" dir

Uglii-kink ¢6ziimii igin yardimci fonksiyon (3.4.8)” den;

2.2
3,301

k3x+r3v-[k3+ ks } (4.4.17)

3 C‘}o’zrzz

kzx-+-r2y—(k2 + Jt
k;
+e

3 302 rlz

k1><+r1y—(kl + Jt
" +e

f(x,y,t)=1+e% +e% +e* =1+e

olarak alinir.

Tekli ve ikili Kink ¢6ziimlerindekine benzer sekilde devam edildiginde, (4.4.1)

denkleminin iiglii-kink ¢6ziimii:

ki (2p-ak;) y 4k; (a’k? =3apki+35%),

3 kix >
2y ke ou @
u(x,y,t)=—-= 4.4.18
(x.y.0 3 s Ki2B-ak) | 4k (a7 3P +357), ( )
o 1+Ze o o
i=L

olarak elde edilir.
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Sekil 4.4.3. y =0 iken (4.4.1) denkleminin {¢lii-kink ¢6ziimiiniin 3D grafigidir; burada
parametre degerleri =1, f=2, 6 =3, k=1, k, =2 ve k, =3" tiir

Bu (4.4.1)’ de verilen (2+1) boyutlu Gardner denkleminin, sonlu N sayisi i¢in N -Kink
cozlimlerinin var oldugunu gosterir (burada N >1 dir). Elde edilen sonuglara gore genel

N -kink ¢6ziimleri

N kx ki (2B-ak) 4k (@K’ -3a ki +36°),
2> ke o
u(x,y,t)=—-"= (4.4.19)

s ki (28—-ak;) y 4k; (a®k2-3apk; +38%) .

N
a 1+Ze o o’
i=1

formu ile verilir.

4.5. Basitlestirilmis Hirota Bilineer Yontemi ile Yeni (3+1) Boyutlu Genellestirilmis

KP-Boussinesq Denkleminin Coklu Soliton Coéziimlerinin Elde Edilmesi

Bu alt boliimde, Hereman ve Nuseir’ in (1997) calismasinda gelistirilen ve lineer
olmayan KDD’ nin ¢oklu soliton ¢6ziimlerini belirlemek i¢in kullandiklar

basitlestirilmis Hirota yontemi kullanildu.
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Yeni (3+1) boyutlu genellestirilmis

Uyey +3(UU, ), + Uy, +U, —U,, =0 (45.1)

z

KP-Boussinesq denkleminin c¢oklu soliton ¢oziimleri aranmistir (Wazwaz ve El-

Tantawy 2017). Buradaki u=u(x,y, z,t)’ dir.

(4.5.1) denkleminin lineer terimlerinde

u(xy,z,t)=e*, 0 =kX+ry+sz—ct (4.5.2)

ifadelerinin yerine yazilmasiyla C; igin

G EN (O 2ri)2+4<sf—k?n) Cilian 453)

sacilim bagintisi elde edilir. Dolayisiyla buradan, sagilim degiskeni

2 2 3
kxry+s 2 (ki+ri)+\/(ki+ri) +A(s —k; n)t
0 =e 2 (4.5.4)

biciminde yazilir.
Sonrasinda ele alinan (4.5.1) numarali denklemde yer alan lineer olmayan terimler ile
lineer terimler arasinda homojen dengeleme yapilarak dengeleme sayisi 1 olarak
bulunur. Bulunan bu dengeleme sayisina bagli olarak, ele alinan denklemin ¢oklu
soliton ¢oziimleri i¢in

u(x,y,z,t)=R(n f(x,y,z,t)), (4.5.5)

degisken donlisimi kullanilir. Buradaki f(X,Yy,z,t) yardimc1 fonksiyonu (3.4.3)" te
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verildigi gibi
f(x,y,z,t)=1+e% (4.5.6)

oy sz (k1) +yfC )P +4(5F k)

bigiminde almir. Tekli soliton ¢oziimii icin 6, =€ 2 olmak

lizere, (4.5.5) ile (4.5.6) ifadeleri birlikte (4.5.1) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen

esitlik ¢oziildiigiinde R =2olarak bulunur.

Sonug olarak (4.5.1)’ de verilen, yeni (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum denkleminin
tekli-soliton ¢oziimii, (4.5.6) degerinin (4.5.5)’ te yerine yazilmasiyla (R=2 olmak

lizere)

KX+h Y452 (kﬁ"1)+'\/(k1+"1)2Jr4(312*k13"1)t

2

e
u(x,y,z,t)=—=
kX+hy-+5,2 (k1+r1)+\/(k1+r1)2+4(312—k13r1)t
l+e

(4.5.7)

2

olarak bulunur ((k, +1,)* +4(s? —k’r) >0 olmasi sartiyla).

(4.5.1) denkleminin, (4.5.7)’ de verilen tekli-soliton ¢6ziimiine ait olan grafigi Sekil

4.5.1° te verilmistir.
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Sekil 4.5.1. y=0 ve z=0 iken (4.5.1) denkleminin tekli-soliton ¢&ziimiiniin 3D
grafigidir; burada parametre degerleri k; =1, r, =2 ve s, =3’ tiir

(4.5.1) denkleminin ikili soliton ¢6ziimii i¢in (3.4.4)’ deki gibi verilen
f(x,y,z,t) =1+e% +e” +a,e%" (4.5.8)

yardimci fonkiyonu kullanilir. (4.5.8) yardimer fonksiyonu (4.5.1) denkleminde yerine
yazilir ve buradaki 6, ile 6, (4.5.4) te verildigi gibi alindiginda a,, faz degisimi

_ (k; +1)(k, +1,) —6kk, (k, —k,)(r—1,) - 2(k13r2 + k23r1) +48S, — 1
’ (K, +1)(k, +1,) =Bk, (K + k) (5 +1,) = 2(kr, +kJr) + 48,8, — 1440,

(4.5.9)

biciminde bulunur. Burada n=12 olmak iizere x, = \/(kn +1)2 +4(s2 -K’r)° dir.

Genel durum ig¢in faz degisimi (1<i< j <3 olmak izere)

o (ki +1)(K; +1;) —6kk; (k —k;)(r, _rj)_z(kisrj +k?ri)+4sisj — HiH;
i 3 3
bk )k + 1) —6kik (ki k() =20k + ki) + 4SS — 1

(4.5.10)
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bigiminde yazilabilir. Burada n=1,2,3 olmak iizere u, = \/ (K, +r)>+4(s>—k’r))  dir.

Boylece (4.5.8)° deki yardimci fonksiyon (4.5.4) ve (4.5.10)’ dan

k k 2 L A(s? — k3
f(x,y,z,t)—1+exp[k1x+rly+slz_( 1+r1)+\/( l+2r1) +4(s; 1rl)t}

k k 24 4(s? k3
+exp[k2x+rZY+szz( 2+r2)+\/( 2+2rZ) A, ZrZ)tJ
i (k, +r)(k, +1,) =6k K, (k =K, )(r, —1,) — 2(kf’l’2 + kgrl) +4s,S, — 1t

(k +1)(k; +1,) =6k kK, (k, +k,)(r, +1,) - 2(k13r2 + k23r1) +4S;S, — 1 4

(K k) X+ (R + 1)y +(s,+5,)2

(k + 1)+ (k, +1,)? +4(s2 —k’r,)

xXexp 2 i

L (k4 1)+ (K, 1) +4(s] - Kir,)
2

(4.5.11)

seklinde yazilir.

Ikili-soliton ¢dziimiinii acikca belirlemek icin (4.5.11)” de bulunan yardime1 fonksiyon

(4.5.5)’ deki esitlikte yerine yazilir (R =2 olmak iizere).

Ele alinan denklemin tekli-soliton ve ikili-soliton ¢oziimlerinde, uzaysal degiskenlerin

katsayilarimin (k;,r;,s;, j=12) serbest parametre olduguna dikkat edilmelidir.

(4.5.1) denkleminin, (4.5.11)’ de verilen yardimci fonksiyona gore yazilmasiyla ikili-

soliton ¢oziimiine ait olan grafik, Sekil 4.5.2 de verilmistir.
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Sekil 4.5.2. y=0 ve z=0 iken (4.5.1) denkleminin ikili-soliton ¢6ziimiiniin 3D
grafigidir; burada parametre degerleri k, =-0,5, k,=0,6, r=-01, r,=0,2,
s,=—0,8ves,=0,7"dir

Ele alinan (4.5.1) denkleminin {iglii-soliton ¢ézlimlerini belirleyebilmek i¢in (3.4.5)” te

de verildigi gibi

f(x,y,2,t)=1+e% +e% +e* +a,e%"% +a,e%"* +a,e%"* +b,et "% (4512)

yardimc1 fonksiyonu kullanilir. Bu yardimc1 fonksiyon ic¢in de benzer adimlar (ikili-

soliton ¢oziimiindeki gibi) izlendiginde (4.5.12) ifadesi
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k k 2 4 2_k3
{20 ~Lronp| ey 5z C D60 446 m)t]

2

+exp| K, Xx+ry+s,z—

(k, +1,) +\/(k2 + r2)2 +4(522 - kzsrz) tJ
2

+exp| KX+ ny+s,2— 5

&ﬁﬂ9+ﬂ&+ﬁf+4iﬁﬁhl

+ (k, +r)(k, +1,) =6k kK, (k, —k,)(r,—1,) - 2(k13r2 + k23r1) +4sS, — w1,
(k +1)(k, +1,) —6kk, (k, +K;,)(r, +1,) - 2(k13r2 + kgrl) +48S, — 111,
(k +K )X+ (L +1)y+(s,+8,)2
xexp Fm+m+¢m+qf+aﬁ—@m+x@+m+4wﬁnf+«£—@m}t
2 2

n (k, +1r)(k; +1,) =6k Ky (k, =k )(r, —1;) — 2(k13r3 + k33r1) +48,S; — 1444y
(ky +1)(ks +15) — 6k Ky (K, +K;)(r +1,) — 2(k13I’3 + kssrl) +48,S; — 1y 1ty
(k; + k)X +(r+1)y+ (s, +s;)z

xexp [(k1+'1)+\/(k1+r1)2+4(512k13r1) +(k3+r3)+\/(k3+r3)2+4(s§k,j’rs)}t

2 2
n (k, + 1) (K, +1,) —6k,Ks (k, —ks)(r, — 1) — 2(k23r3 + k33l’2) +48,8; — L 1y
(k, +1,)(kg +15) = 6K, Ky (K, +K;)(r, +15) — 2(k§l‘3 + k33r2) +48,8; — 1, 11y
(k, + k)X +(r, + )y +(S, +5,)Z

XWP_U&+@+JWHEV+M§—@W+ﬁ&+@+JWﬁGY+M§@@]t

2 2
(K, + K, K )X+ (G + 1+ 1)y +(S, +S, +5,)Z
(k+R) +J(k +1)2+4(52— k) (K, +1,) + (K, + 1) +4(s2 k)
+
+b,,., exp 2 2 t

(s +r) + (ks +6)° +4(s - KGr)
2

(4.5.13)

ifadesine doniisiir. Ikili-soliton ¢dziimiinde oldugu gibi benzer adimlarla devam

edildiginde faz degisimi b, =a,,8,a, olarak bulunur. Ancak burada, uzaysal
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degiskenlerin katsayilarinin (k;,r;,s;, J=1,2), serbest parametreler olmasi halinde

ticlii-soliton ¢dziimlerinin var olmadig bulunmustur. Bunun yerine, Maple programi

kullanilarak ti¢lii-soliton ¢oziimlerinin yalnizca
r=ak, s =pk, 1=123. (4.5.14)

durumunda var oldugu goriiliir (@ ve S reel sabitlerdir). Uglii-soliton ¢dziimlerini

acikea belirlemek i¢in (4.5.13) ve (4.5.14)’ te elde edilen sonuglar (4.5.5)” deki esitlikte

yerine yerine yazilir (R =2 olmak iizere).
4.6. (1+1) Boyutlu Is1 Denkleminin Lie Simetri Analizi
Is1 denklemi, ¢ubukta 1s1 iletimini modelleyen (1+1) boyutlu

u-u,=0 (46.1)
ikinci mertebeden lineer bir denklemdir. Ayn1 zamanda kismi tiirevli homojen bir
diferansiyel denklemdir. Burada X ve t bagimsiz degisken olup U bagimli degiskendir.
Bu alt boliimde, (4.6.1) denkleminde Lie doniisiim gruplari yontemi kullanildi (Olver

1986).

1. Adim: Doniisiim grubu ile iliskili (X,t,u) uzayindaki vektor alani
0 0 0
V =&(x,t,u) —+7(X,t,u) —+o(X,t,u) — 4.6.2
g(x,t,u) P (x,t,u) p g(x.t,u) 2 (46.2)

bigiminde olsun. Buradaki olasi tim &, 7 ve ¢ sonsuz kiigiik katsay1 fonksiyonlarini

belirlemek istiyoruz. Bunlara karsilik gelen bir parametreli grup 1s1 denkleminin bir

simetri grubudur.
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2. Adim: (4.6.1) denkleminin mertebesi 2 oldugundan (4.6.1)’ in 2. uzanimi

0
—+
ot

a t a XX a xt
—tP —+¢ —+
ou, ¢ ou, ? ou,, /

o +¢" 2 (4.6.3)

o
rv =¢_—+
PV =e5tT ou, ¥ au,

0 | i«
¢8_u+¢

xt

seklindedir. Burada ¢*,¢',¢™, ¢ ve ¢"’ ler (4.6.2)’ nin uzatilmis sonsuz kiigiik katsay1

fonksiyonlar1 (iiretecleri) dir. Bunlar (3.5.5)’ de verildigi gibidir.
3. Adim: (4.6.1) denkleminin degismezlik kosulu (3.5.6)’ dan yazilirsa

pr®v{u, —u_ =0} 0 (4.6.4)

Uy —U,, =0

olur. ikinci adimda verilen uzatilmis sonsuz kiiciik fonksiyonlar1 (4.6.4)° te yerine

yazilir ve U, = U, olarak alinirsa asagidaki esitlik ortaya cikar:

¢t - étux + (¢u - 2-t)ut - guuxut - Tuutz = ¢xx + (2¢xu - gxx)ux
—TU + (¢uu - 2(:qu)uxz - 2Txuuxut - éuuux3 - Z-uuuxzut (465)
+(¢u _ng)uxx _Zz-xuxt _3§uuxuxx —r,uu —2r,u,u

XX u-xTxtt

4. Adim: (4.6.5) esitliginde U, =U, yazilip U’ nun birinci ve ikinci mertebe kismi

tiirevlerinin ¢esitli monomiallerinin katsayilar sifira esitlendiginde (4.6.1) denklemine

ait simetri grubunun asir1 belirleyici denklemleri agagidaki gibi bulunur:
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Terimler Katsayilar

il 0=-27, (4.6.6)
e 0=-2z, (4.6.7)
U’ —7, =1, (4.6.8)
usu, 0=-7, (4.6.9)
U, U —&, =—21,, 3¢, (4.6.10)
Uy b —1 =T+ b, — 26, (4.6.11)
u,’ 0=-¢, (4.6.12)
u,’ 0=4¢,-2¢, (4.6.13)
u —G = 20,, — S (4.6.14)
. b =4, (46.15)

(4.6.6) ve (4.6.7) denklemlerine bakilirsa 7 ’nun yalnizca t’ye bagli bir fonksiyon
oldugu agikga goriiliir.

(4.6.10) denkleminden

-& =-21,, -3¢,
2&, =-21,, (4.6.16)
& =-1,, ((4.6.7) den 7,, =0 gelir)
& =0

elde edilir. Buradan &’ nin U’ ya bagl bir fonksiyon olmadigi agikga goriiliir. (4.6.11)

denkleminden

G =T =Ty + ¢, — 26,
7, =7, +2&, ((4.6.7)’ den 7,, =0 gelir) (4.6.17)

Z-t = Zégx

elde edilir. Buradan
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f@J)Z%QX+Ga) (4.6.18)

bulunur ki o, t’ ye bagh bir fonksiyondur. (4.6.13) denkleminde ¢’ nin, U’ nun bir

lineer fonksiyonu oldugu goriiliir. Yani
o(X,t,u) = B(X,u+a(x,t) (4.6.19)

olup burada o ve f keyfi fonksiyonlardir. (4.6.14) denklemine gore & =-2p5, (

&, =0),buyliizden B, Xx’in en ¢ok ikinci dereceden denklemi olmalidir:

ﬁ:—%z-nxz—%atx+p(t). (4.6.20)

Son olarak denklem (4.6.15), hem &’ nin hem de £’ nin 1s1 denkleminin ¢6ziimleri

olmasini gerektirir:
o =0y, P, =Py (4.6.21)

Onceki S formunu kullanarak yani £, = 5, den

o 1 1 1
a(_gfnxz _Eo_t)H_p(t)j = _ZTtt

7.=0, o0,=0 ve p, =—%fn (4.6.22)

esitlikleri bulunur. Béylece 7, t’ nin bir kuadratik fonksiyonu, o, t’ nin bir dogrusal

fonksiyonu ve &, ¢ fonksiyonlarini dogrudan p, o ve 7’ dan elde edebiliriz:
(4.6.22) esitliginden
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Oy =0

o(t)=2ct+c,

Ty =0

T =4ct’ +2c,t+c,

7, =4ct+ 2c,
7, = 4Cs
1
Py _tht
P =—2Cq

elde edilir. (4.6.18) esitliginden

E(x,t)= %rtx+a(t)

E(x,t) = % (8ct+2¢,)x+(2¢ct+c)

E(x,t) =4c xt+c,x+2¢ct+c,

elde edilir. (4.6.19) esitliginden

#(X,t,u) = (X, )u + a(x,t)

P(X,1,U) = (—C,X° = CX — 2C,t +C,)U + (X, 1)

(4.6.23)

(4.6.24)

(4.6.25)

(4.6.26)

(4.6.27)

elde edilir. Tiim belirleyici denklemleri yerine getirdigimizde, 1s1 denkleminin en genel

sonsuz kiiciik liretecinin ((4.6.24), (4.6.26) ve (4.6.27)’ den)

&=C +C,X+2ct+4cxt,

T =C,+2C,t+4ct?,

$ = (C, —CX—2C,t —C X )u+a(x,t),
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katsay1 fonksiyonlarina sahip oldugu goriiliir. Burada c,...,Cs keyfi sabitler ve a(x,t)

151 denkleminin keyfi ¢ozlimiidiir.

5. Adim: Dordiincii adimda bulunan sonsuz kiiciikler (4.6.3)’ de verilen V vektor

alaninda (simetri tiretecinde) yerine yazilir. Bulunan esitlikte ¢, (i=1,...,6) sabitlerinin

farkli degerlerine gore farkli V, simetri iireteclerine ulagilir:

¢, =1ve ¢, =c;,=C, =C, =C; =0 olarak alindiginda

¢, =1ve ¢ =cC,=c, =C, =C; =0 olarak alindiginda

V,=u—,
* Toau

¢, =1ve ¢ =¢C,=C,=C, =C, =0 olarak alindiginda

Vv, :x£+2tg,
OX ot

¢, =1ve ¢ =cC,=C; =C, =C, =0 olarak alindiginda

V, :ZtE—xui,
OX ou
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e C,=1vec =c,=c,=cC,=C, =0 olarak alindiginda

V, =4xt£+4t22—(x2 +2t)u£, (4.6.34)
OX ot ou
ve sonsuz boyutlu alt cebiri ise
V, =a(xt)ou (4.6.35)

olur. Burada «a 1s1 denkleminin keyfi bir ¢oziimidiir. Bu vektor alanlari (simetri
tiretegleri) arasindaki kamiitator bagintilar1 asagidaki tabloda verilmistir. Olusturulan

tabloda bulunan vektor alanlari (simetri iiretegleri) arasindaki kamiitasyon bagintilarinin

i. satir1 ve j. siitunu [Vi,Vj] ile temsil edilir. V, ireteglerinin kamiitator tablosu

olusturularak ikili isleme gore kapali olup olmadigina bakacagiz. Tablo olusturmadan

once birkag tablo degerinin hesaplanmasini (3.5.7)’ de tanimlandig1 gibi gosterelim:

[Vl,V4]:V1.V4—V4.V1:£(x£+2tgj—(x£+2t£)gzﬁz A
OX\_ OX ot OX ot)ox oOx

[Vl,VS]:Vl.\/S—VS.\/l:3(2t£+xu£j—(2tg+xuijﬁ:uizv3
ox\ oOX ou OX oujox ou

Benzer sekilde diger tablo degerleri yukarida oldugu gibi hesaplanabilir.
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Cizelge 4.6.1. (4.6.1) denkleminin vektor alanlar1 arasindaki kamiitator bagintilarini
gostermektedir

v, V, v, v, v, v, vV,
v, 0 0 0 V, -V, 2V, 3
v, 0 0 0 2V, 2V, |av,-2v, | v,
v, 0 0 0 0 0 0 -V,
v, -V, -2V, 0 0 v, 2V, vV,
v, V, 2V, 0 -V, 0 V..
v, 2V, |2v,-av, | o -2V, 0 0 V..
v, v, v, vV, -V, -V, -V, 0

Olusturulan kamiitator tablosundan (bkz. Cizelge 4.6.1) V, iireteglerinin ikili isleme
gore kapali oldugu agik¢a goriilmektedir. Yani (4.6.1) denklemine ait simetri

gruplarinin Lie cebrinin, V,,...,V; simetri tiretegleri ile gerildigi sonucunu ¢ikaririz.

Burada

o' =xa, +2a,,
a"=2ta, + Xa, (4.6.36)

a” = 4txa, +4a, + (X +2t)a

olur. Eger a 1s1 denkleminin herhangi bir ¢éziimii ise «, , ¢,, «', " V& «” yukarida
verildigi gibidir.

0, 4wl

6. Adim: V, =4xt pv +4 —(xX*+2t)u 82 simetri Uretecine denk gelen doniisiim
u

grubunu (3.5.7) ve (3.5.8) yardimiyla bulalim:

Xzt m =

2) de
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di
1z

=4de
S
de +C

- 1
t =t baslangi¢ kosulu altinda ¢ =—- olur.

Yerine yazilirsa f = bulunur.

—4¢t

% =&(%,E,0) = 4%t
de

%_ dtde

X 1-4et

InX=—In(1—4¢t)+Inc

_ C
1-4¢t

>

)~(|£:O = X baslangi¢ kosulu altinda ¢ = X olur.

Yerine yazilirsa X = bulunur.

~ 2
dTu:_( X j de— 2 de
U 1-4st

Ind = lx—+In«\/1—4gt+lnc

4 (1-4det)t
XZ
=cl—detexpl——>
¢ p{ 4(1—48t)t}

2 2
UL:o =U baslangic kosulu altinda u =c.exp {— %} = c=uexp {%} olur.

2

Yerine yazilirsa U =u~/1—4et exp {1 ex

t} bulunur.
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2

Boylece G, :(%,t,0) =( X t ,UAf1—4et exp{l_g: t}] olarak bulunmus olur.
&

1-4et ' 1—4et

Diger simetri liretegleri i¢in de benzer islemler uygulanirsa asagidaki doniisiim gruplari

elde edilir.

(X +e&,t,u),

, (X,t+¢&,u),

S (X, t,exp(e)u),

. - (exp(e)x,exp(2¢)t,u) (4.6.37)
S (X + 2st, t,uexp(—ex —&1)),

:[ X t UJ1—4et exp{ —¢
7. Adim: G, doniigiim grubu i¢in denklemi degismez birakan ¢oziimii elde edelim:

OO0 0.0

ol

O

X2
1—4et ' 1—4st 1-4¢t
G, : (x,t,u+ea(x,t)).

1-4gt'1-4et

_ 2
Gs:(x,t,u) —>[ X t ,UN1—4et exp {%}] donisiimiinde;
—4¢

_ 2
0 = uJ1—4et exp{1 8: t}

2
(= f(x )1 4et exp{ 5: t

1—5}
t

1
, — ex
T et Jam !
t

1
ex
1+ 45t) J1+4et p{

U= f(X—4et

—eX’ (L+ 4et)(1-4ef)’ )

u=f(x—4et, —exX’ (L+det)(1-4et)’}

bulunur.
Her G, grubu bir simetri grubu oldugu i¢in U = f(X,t) 1s1 denkleminin bir ¢6ziimii ise
(4.6.37)’ deki -denklemi degismez birakan- simetri gruplarina karsilik gelen ¢oziimler

agagidaki gibi bulunur (Benzer sekilde tim G, gruplari i¢in hesaplamalar yapildiginda
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yukaridaki -denklemi degismez birakan- simetri gruplarina karsilik gelen ¢oziimler

asagidaki gibi bulunur):

u® = f (x—g,t),

u® = f(x,t-e),

u® =ef(x,t),

u® = f (e *x,et), (4.6.38)

u(5) — e—£X+£2t f (X_ 28t,t),

u® = exp f : :
a/]_+4gt 1+4et 1+4et 1+4et

u = f (x,t) + sa(x,1).
Burada ¢ herhangi bir reel say1 ve a(X,t) ise 1s1 denkleminin diger bir ¢6ziimudiir.

G, ve G, simetri gruplari 1s1 denkleminin lineerligini yansitir. Bu sayede ¢6ziimlere
eklemelerde bulunup bunlari sabitlerle garparak yeni ¢oziimler bulabiliriz. G, ve G,
gruplar, denklemin zaman ve uzaysal degismezligini gostermekle birlikte 1s1
denkleminin sabit katsayilara sahip oldugu gergegini ortaya koymaktadir. G,” te iyi
bilinen 6l¢eklendirme simetrisi ortaya ¢ikarken, G, hareketli bir koordinat gergevesinde

bir gesit Galilean doniisiimii olusturmaktadir. Son olarak G grubu lokal bir doniigiim

grubunu temsil eder. Bu grup goriiniiste, temel fizik prensiplerinden degildir, ancak
asagida belirtilen olduk¢ca 6nemli bir sonucu vardir. U=C alinarak sadece sabit bir

¢Oziim olmasina izin verildiginde

c —ex?
u= ex 4.6.39
V1+4det IO{1+ 4gt} ( )

fonksiyonunun bir ¢dziim oldugu sonucuna varilir. Ozellikle C=./¢/7 olarak almirsa

(%,,t,) =(0,-1/4¢) noktasindaki 1s1 denklemine, temel ¢oziimii elde ederiz. Buradaki

belirsizligin ortadan kaldirllmasi, &£-—>0 1iken &’ a gore L-hospital kuralinin
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uygulanmasi ile miimkiindiir. Temel ¢oziimii

1 —x?
u= Jam exp y (4.6.40)

seklinde elde edilir. Elde edilen (4.6.40) ¢6zlimii fizikte bilinen Green Fonksiyonu’ dur.

En genel tek parametreli simetri grubu, verilen vektdr alanlarmin genel lineer bir
kombinasyonu olan cV, +..+cV,+V, dikkate almarak elde edilir. Ancak grup
dontigiimleri i¢in bu sekildeki acik formiiller oldukc¢a karmagiktir. Bunun yerine
G,,....Gs,G,” nin gesitli bir parametre alt grubundaki doniisiimlerin bilesimi olarak
rastgele bir grup donlisiimii tanimlanabilir. Tanimlan bu yeni grup déniisimi g ile

temsil edilsin. Burada g grubu,

g =exp(V,,).exp(&,Vs).....exp(&V;) (4.6.41)
seklinde tek olarak ifade edilebilir.

Boylece, grup doniisiimleri ile verilen bir ¢oziimden elde edilebilecek en genel ¢oziim

2 2 —& _ —2¢&,
=;exp 83_,95x+56x &t f e ™ (x 255t)_€1' e 1) e, |+ att)
J1+4sgd 1+4gt 1+4gt 1+4gt
(4.6.42)

bicimindedir. Burada &, ..., & reel sabitler olup « 1s1 denkleminin keyfi bir ¢dziimiidiir.

4.7. Is1 Denkleminin Grup-invaryant (Degismez) Céziimleri

Bu boliimde simetri gruplar1 bulunan (4.6.1) 1s1 denkleminin grup degismez ¢oziimlerini
elde edecegiz (Olver 1986). Is1 denkleminin simetri gruplari, denkleme Ozgii alti
parametreli bir simetri grubundan ve denklemin lineerliginden kaynaklanan sonsuz

boyutlu bir alt grubundan olustugunu yukarida gordiik. Tam simetri grubunun her bir
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parametreli alt grubu -formlar1 genel olarak arastirilan 6zel alt gruba bagli olacak olan-

indirgenmis, ADD’ den belirlenecek bir grup degismez ¢oziimlerin sinifi olacaktir.
Hareketli dalga ¢oziimleri:

Genel olarak, bir KDD igin hareketli dalga ¢oziimleri, s6z konusu grubun bagimsiz
degiskenler uzayinda -bir doniisiim grubu oldugu- 6zel grup degismez ¢éziimleri olarak

ortaya ¢ikar. Bu ornekte , 0, +C0O, tarafindan tiretilen, ¢’ nin sabit bir degismez oldugu,

dalgalarin hizini belirleyecek olan
(x,t,u)>(x+cet+eu), ceR (4.7.1)

dontiisiim grubunu goz 6niine alalim. Bu grubun degismezlerini bulmak icin

c.—+1.—+0.— (4.7.2)

ax_da_du (4.7.3)

Bu sistemin ¢oziilmesiyle
y=x—ct, v=u, (4.7.4)

olur. Boylece grup degismez ¢oziimii V=h(y), sabit C hiziyla hareket eden,
degismeyen profil dalgasim belirleyen U =h(x—ct) seklini alir. U tirevlerini X ve t

terimlerine gére V Ve y cinsinden yazmak istenirse;

u =v,y,=-¢v,, U-=v, U,=V (4.7.5)

y X y XX A
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ve benzerleri bulunur (Burada u,,u,,y,,Vv,,u,,V,, vb. tirevleri normal tek deZiskenli

tiirevleri ifade edilmek iizere kullamldi. Ornegin; u, ifadesi U’ nun X’ e gore birinci

tiirevini, yani tek degiskenli tiirevi gostermektedir.). Bu ifadelerin 1s1 denkleminde

yerine yazilmasiyla, hareketli dalga ¢oziimleri i¢in indirgenmis ADD:

v, =v,, (4.7.6)

olarak bulunur. Bu dogrusal, sabit katsayili denklemin genel ¢6ziimii k ve | istege bagl

sabitler olmak tizere

v(y)=ke ™ +I 4.7.7)

olur. Onceden bulunan (4.7.4)’ deki esitlikler (4.7.7) de yerine yazilirsa 1s1 denkleminin

en genel hareketli dalga ¢oziimii

u(x,t) = ke 4| (4.7.8)

formunda bulunur.

(")lg:ekleme-degismez ¢oziimleri:

Is1 denkleminin iki tane tek parametreli 6l¢ceklendirme simetrisi grubu vardir.

(x,t,u) > (Ax, A°x,4*%u), AeR’, (4.7.9)

Olcekleme-degismez grubuna karsilik gelen sonsuz kiigiik iireteglerinin

X0, +2t0, +2aud,, acR, (4.7.10)

lineer bir kombinasyonunu diisliniiyoruz. Bu grubun invaryantlarini bulmak i¢in
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x.£+2t.g+2au.i (4.7.11)
OX ot ou

vektor alanina bagl karakteristik denklem yazilir:

de_dt_du (4.7.12)
X 2t 2au

Bu sistemin ¢oziilmesiyle {(X,t,u):t >0} yar1 alaninda, bu tek parametreli grubun

invaryantlari

y=x/t, v=t?u, (4.7.13)

fonksiyonlar1 tarafindan saglanir. Burada U’ nun Vv cinsinden cesitli tiirevleri

alindiginda

u=td,
u, =",
Uy =tV (4.7.14)

u, = —% xt* ¥y, +at* v =t (—% yv, + avj.

bulunur. Burada t parametre degiskeni olarak goriildii ve U’ nun X ve t cinsinden

tirevleri, y ve Vv cinsinden ifade edildi. Bu ifadeler 1s1 denkleminde yerine yazildiginda

v, =t (—% W, + avj (4.7.15)

bulunur.

Genel teori tarafindan garanti edildigi gibi, (4.7.15) denklemi parametrik olarak t
degiskeninden meydana gelmedigi, yani Olgekleme-degismez c¢oziimleri igin

indirgenmis denklemi olusturan
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1
vW+§ yv, —av=0, (4.7.16)

ile esdegerdir. Bu lineer ADD’ nin ¢dziimleri, parabolik silindir fonksiyonlar1 a¢isindan

yazilabilir. Gerg¢ekten de
1
W =Vexp gy (4.7.17)

ayarlanirsa W, Weber’ in diferansiyel denkleminin Olgeklendirilmis bir formunu

karsilar:

1 1,
w, =||la+=|+— w. 4.7.18
’ [( 4) 16y} )
Bu denklemin genel ¢oziimii
w(y) = kU (2a+i inZv (2a+l i) (4.7.19)
2!\/5 2)\/5 ) . .

seklindedir. Burada U (b,z) ve V(b,z) parabolik silindir fonksiyonlaridir (Abramowitz

ve Stegun 1965). Boylece, 151 denkleminin genel 6lgekleme-degismez ¢6ziimii,

_ tag /et 1y )p 1y
u(x,t) =t {kU [2a+2,\/§J kV (2a+2,\/zj}, (4.7.20)

seklini alir. Ozel dlgekleme-degismez ¢dziimlere onciiliik eden belirli degerler, temel

fonksiyonlar acisindan ifade edilebilir. Ornegin, eger a=0 alinirsa erf hata
fonksiyonu olan

u(x,t) = k*erf (x/\/2t) +k* (4.7.21)
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olasilik ¢6ziimii elde edilir. U (—n —%, ZJ =7/ *He, (z) esitligi (burada He, (z) n.

Hermite polinomudur ) ve a=—(n+1)/2 alinirsa

u(x,t) =t D21 He (x//2t) (4.7.22)

elde edilir. Benzer sekilde, V(n+%,z): 2/ ﬂeZZ/AHe:(Z) iliskisi ~ (burada

He (z) = (—i)"He, (iz) * dir), 6zel dlgek-degismez ¢dziimleri olarak

X, x*+2t, x*+6xt, vb. (4.7.23)

151 polinomlarina onciiliik eder (Widder 1976).
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez ¢alismasinda, gesitli bilim dallarindaki birgok fiziksel olay1 betimleyen, lineer
olmayan; o6zel (2+1) boyutlu Schrodinger denklemi, (2+1) boyutlu integrallenebilir
Gardner denklemi, yeni (3+1) boyutlu genellestirilmis KP-Boussinesq ve bir boyutlu 1s1
denklemi ele alinmistir. Tezin dordiincii boliimiinde, s6z konusu denklemlerin; tanh

fonksiyon yontemi, exp(—¢@(g)) yontemi, modifiye Kudryashov yontemi, Hirota

bilineer yontemi ve Lie simetri analizi gibi yaklasimlarla analitik (tam) ¢6ziimleri elde

edilmeye ¢aligilmistir.

(2+1) boyutlu Schrodinger denklemine farkli yapida cesitli dalga ¢oziimleri elde
edilmistir. Bu ¢oziimler dark (karanlik) soliton, karma (birlesik) soliton, simetrik Lucas
siniis, simetrik Lucas kosiniis fonksiyonlar1 ve periyodik dalgalar seklindedir.
Coztimlerin bazilar1 Younis ve ark. (2018)’ nin elde ettigi sonuglarla (karanlik dalga ve
periyodik dalgalar) ayniyken c¢oziimlerin geri kalani yenidir. Bahsi gecen denkleme

uygulanan yontemlerin karsilastirilmasiyla, exp(—@(g)) yoOnteminin degistirilmis pek

cok farkli ¢6ziim yapilart sagladigi, bunun yaninda tanh fonksiyon ve Kudryashov

ansatz yaklagimlarinin ise yalnizca bir tiir ¢oziim prototipine yol agtigi sonucuna

vartlmistir (bkz. denklem (3.1.3) ve denklem (3.3.1)). Bu nedenle, exp(—¢(¢))

yonteminin diger iki ydonteme gore belirgin bir avantaja sahip oldugu goriilmiistir.

Bunun yaninda yine tezin dordiincii boliimiinde lineer olmayan denklemlerin
bilineerlestirilmesine dayanan Hirota bilineer yaklasimi g6z Oniine alindi. Bu
yaklagimdaki bazi zorluklar1 hafifletmek i¢in Onerilen basitlestirilmis Hirota metodu,
(2+1) boyutlu Gardner ve (3+1) boyutlu genellestirilmis KP-Boussinesq denklemlerine
tatbik edilerek sirasiyla ¢oklu-kink ve coklu-soliton ¢oziimlerin nasil elde edildigi
arastirildi. Bu yontemi uygulayabilmek i¢in denklemin lineer ve lineer olmayan en
yiiksek dereceli terimleri arasinda —soliton olusumunu saglayan- dengeleme yapilmasi
gerekmektedir. Bu dengelemeye dayanarak bagimli degiskenin yeni bir degisken
cinsinden doniistimii kullanarak model Hirota tiirevleri cinsinden bilineerlestirildi. Bu
bilineerlestirilmis denklem {izerinde c¢esitli ¢6ziim yapilart (mesela goklu-soliton ve

coklu-kink gibi) varsayimi ile Maple paket programindan yararlanarak 6zel tam
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cozlimler elde edildi. Bunun yaninda ele alinan modellerin (Hirota bilineer yapiya
dayanarak) ¢oklu dalga breather ve lump ¢oziimlerinin arastirilmasi, lump-kink, lump-

breather vd. etkilesim ¢éziimlerinin incelenmesi birer agik problem olarak durmaktadir.

Calismamizin son kisminda ise denklemin mertebesi, derecesi veya lineerlik
Ozelliklerine herhangi bir kisitlama yapilmasina gerek birakmayan Lie grup yaklagimi
ele alindi. Bu yontem (1+1) boyutlu 1s1 denklemine uygulandi. Denklemin kabul ettigi
Lie nokta simetri iiretegleri, doniisiim gruplar1 ve Lie cebir yapisi arastirildi. Baz1 asikar
olmayan doniisiim gruplari ile mevcut tam ¢oziimlerden yeni tam ¢oziimler elde edildi.
Baz1 Lie nokta iireteglerine karsilik gelen invaryantlar ve bu invaryantlart kullanarak
simetri indirgemeleri elde edildi. Bu anlamda hareketli (ilerleyen) dalga ¢6ziimleri ve
dlgekleme degismez ¢oziimleri insa edildi. Olcekleme degismez ¢oziimleri tezin diger
boliimlerinde incelenen hareketli dalga ¢oziimlerinden fakli yapidadir. Bu ¢oziimler
hareketli dalga ¢oziimlerindeki hiperbolik ve periyodik (trigonometrik) ¢oziimlerden

farkli yapida olan parabolik silindirik fonksiyonlar bigimindedir (bkz. (4.7.20)).

Bu yontem tezin 6nceki boliimlerinde ele alinan (2+1) boyutlu Schrodinger denklemi,
(2+1) boyutlu Gardner ve (3+1) boyutlu genellestirilmis KP-Boussinesq denklemlerine

de uygulanabilir. Bu noktalar agik birer problemdir.
Elde edilen tam (hareketli dalga) ¢ozlimleri, baslangi¢/sinir deger problemlerinde

baslangic degeri olarak kullanilabilir. Ek olarak, bu c¢oziimler sayisal semalarda

kiyaslama ve degismezlik teorileri olarak kullanilabilir.
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