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Bu calismada indefinite kuadratik formlar ve genellestirilmis Pell dizileri ele alinmis ve

bunlarla ilgili baz1 cebirsel sonuglar verilmistir.

Birinci boliimde, tezin sonraki bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara ve
teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, indefinite kuadratik formlar, Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziimleri ve
t- balans sayilar1 ele alinmastir.

Ugiincii boliimde iKi tip tamsay1 dizisi tanimlanmis ve bu dizi ile ilgili baz1 cebirsel ba-
gintilar elde edilmistir. Ayrica bu iki dizinin balans, Pell ve Pell-Lucas dizileri ile olan

iliskisi tizerinde durulmustur.

Son boliimde ise balans, Pell ve Pell-Lucas fonksiyonlar: ele alinmistir.
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yilar1, balans fonksiyonlari.

2016, vi + 62 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis
INDEFINITE QUADRATIC FORMS AND GENERALIZED PELL SEQUENCES
Merve TAYAT
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this work, indefinite quadratic forms and integer solutions of Pell equations and the
generalized Pell sequences are considered.

In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems which we need
them in later sections are given.

In the second section, indefinite quadratic forms, integer solutions of Pell equations and

t-balance numbers are considered.

In the third section, we set two new integer sequences and derived some results on
them. We also consider their relationship with balance, Pell and Pell-Lucas sequences.

In the last section, balance, Pell and Pell-Lucas functions are considered.

Key words: Indefinite forms, balance, Pell and Pell-Lucas numbers, t-balance numbers,
balance functions.

2016, vi + 62 pages.



TESEKKUR

Yiiksek Lisans ¢alismamin her asamasinda bilgisiyle beni yonlendiren, tecriibelerinden
yararlandigim, hosgoriisiiyle her zaman yanimda olan danisman hocam Prof. Dr. Ahmet
TEKCAN’a, tesekkiir ederim.

Ayrica bu tez ¢alismasi boyunca bana her tiirlii manevi destegi veren aileme de tesekkii-
rii bir borg bilirim.

Merve TAYAT

30/09/2016



ICINDEKILER

Sayfa
(074235 TR I
ABSTRACT . I
TESEKKUR......coeitiuiieteteieteiesesesesseeessssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsnes ii
ICINDEKILER. ......cetititiieeeceeetet ettt n st en st iv
SIMGELER DIZINI......ocoiiiiiicieeeeeeeeee et v
TABLOLAR DIZINL...coiiiiiiiiececeeeeesee s vi
Lo GIRIS ..ottt ettt 1
1.1 Kuadratik Formlar............c.cooooiiiiiii e 1
1.2 Tamsayl Dizileri........oooiuiiiiii e, 8
2. INDEFINITE FORMLAR, PELL DENKLEMLERI VE t-BALANS
SAYILARI .o 12
2.1 Pell Form ve Indefinite Formlarin Otomorfizmleri.................... 12
2.2 Indefinite Formlarin Komsulart.............cocoveeneuniuiininaannen. 17
2.3 Pell Denklemleri ve t-Balans Say1lart..........c.ccoceovienennincnciincnnn 26
3. GENELLESTIRILMIS PELL DIiZILERI.............cccccccoovvvvirirennnne, 37
3.1 Genellestirilmis Pell Dizileri..............coooeiiiiiiiiiiiiiiiine 37
3.2 Tam Kareler ve Toplamlar.........ccoeeeviniiiiiiii i, 41
3.3 Tamsay1 Dizileri ve Kuadratik Formlar ..o, 45
4, BALANS FONKSTIYONLARLI.......c.cooiiiieeeeeeeee e, 50
KAYNAKLAR. ...ttt e 60
OZGECMIS ..ottt 62



Simgeler

Br(na,b)

A(F) =b? —4ac
Aut’ (F)

Aut (F)

X2 —dy® =+1
F=(a b,c)

Fa(X,y)
x* —dy? = +N

SIMGELER DiZIiNi

Aciklama

(a,b) —balans sayis1

n. balans sayisi

n. cobalans sayisi

n. Fibonacci sayisi

F formunun diskriminanti

F nin has otomorfizmleri kiimesi
F nin has olmayan otomorfizmleri kiimesi
klasik Pell denklemi

kuadratik form

n. Lucas sayisi

n. Lucas-balans sayisi

n. Lucas-cobalans sayisi

Pell form

Pell denklemi

n. Pell sayist

n. Pell-Lucas sayisi

temel ¢6zlim

n. t—balans sayis1

n. t—cobalans sayisi

n. t —Lucas-balans sayist

n. t—Lucas-cobalans sayisi
n. licgensel say1

n. kare liggensel say1



TABLOLAR DiZiNi

Tablolar Sayfa
Tablo 1.1 F =(1,5,—4) formunun devri 5
Tablo 2.1 F =(5,3,—7) formunun sag komsulari 20
Tablo 2.2 F =(19,0,—1) formunun sag komsulari 21
Tablo 2.3 2t* -1 in asal olma durumu 31



1. GIRIS

Tezin bu boliimiinde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramla-

ra, notasyonlara ve teoremlere yer verilmistir.

1.1 Kuadratik Formlar

1.1.1 Tammm. a,b,c € P olmak tizere
ax® + bxy +cy?
seklindeki polinomlara Kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form katsayilar

yardimiyla kisaca F = (a, b, ¢) ile gosterilir. Bu formun diskriminantt A(F) ile goste-
rilir ve A(F) =b* —4ac olarak tammlanir. Ustelik

(i) Ftamdir < a,b,ceZ dir

(ii) F pozitif tanimlidir < a,c >0 ve A(F) <0 dur.

(i) F indefinitedir < A(F) >0 dir

(iv) F ilkeldir & obeb(a, b, ¢) =1dir (Flath 1989).

r s . .
r,s,t,u, ru—st==1 ozelliginde tamsayilar olmak tizere [t } seklindeki matrisleri-
u

nin kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine goére bir grup olusturur. Bu grup GL(2,Z)ile

gosterilir. Formlarin birgok 6nemli 6zelligi bu grup yardimiyla verilir. Gauss herhangi

rs
bir F =(a,b,c) formunun bir g = L } € GL(2,Z) doniistimii altindaki resmini
u

gF (x, y)= (ar® + brs+cs?)x* + (2art + bru + bts + 2csu) xy + (at® + btu + cu?)y?
olarak tanimlamistir. Yukaridaki esitlige dikkat edilirse
gF = F(rx+ty,sx+uy)
oldugu goriiliir. Yani F formunda x — rx+ty ve y — sx+uy degisken degisimi ya-

pilmak suretiyle gF formu elde edilimistir. Buna gore, gF de bir kuadratik formdur.



Ustelik gF ile F aym diskriminantli, yani A(gF) = A(F) dir. Ayrica F pozitif taniml,

indefinite veya ilkel ise gF de pozitif tanimli, indefinite veya ilkeldir.

1.1.2 Tammm. F ve G herhangi iki form olmak tizere gF = G olacak sekilde en az bir

g € GL(2,Z) varsa F ve G formlarima denk form denir. det(g) =1 ise bu formlara has

denk, det(g) = -1 ise has olmayan denk denir (Flath 1989).

) 1 0
Ornegin F = (7,-2,1) ve G =(1,0, 6) formlar1 g =[ 1 ]] e GL(2,Z) doniisiimii al-

tinda birbirine has denktir. Ciinkii det(g) =1 ve gF = G dir.

1.1.3 Tamm. F formu i¢in gF = F olacak sekildeki g € GL(2,Z) doniisiimiine F nin bir
otomorfizmi denir. det(g) =1ise g ye has otomorfizm, det(g) = —1 ise g ye has olmayan
otomorfizm denir. F nin has otomorfizmleri kiimesi Aut®(F)ile, has olmayan otomor-

fizmleri kiimesi ise Aut™ (F)ile gosterilir (Flath 1989).

1.1.4 Tamm. Pozitif tammli F =(a,b,c) formu
|bl<a<c

sartin1 sagliyor ise F ye indirgenebilir form denir (Flath 1989).

Ornegin, F =(5,3,11) pozitif tammli formu indirgenebilir iken, G = (9,7,1) formu in-
dirgenebilir degildir.

Eger pozitif tanimli bir F formu indirgenebilir degilse bu form asagidaki indirgeme al-

goritmasi kullanilarak ayni diskriminantli indirgenebilir bir forma donistiiriilebilir.

1.1.5 Teorem. F =(a,b,c) pozitif taniml1 formu indirgenebilir olmasin. i > 0 i¢in

{Q+QJ
ri =
2C;

olmak iizere F nin indirgenmisi
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o ™(F)=(c,—b +2¢r,cr’—br +a,)

dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

Yukaridaki algoritma indirgenebilir form elde edilinceye kadar ardisik uygulanir. Orne-

gin, A=-3 diskriminanth F =(301,271,61) pozitif tanimli formu indirgenebilir degil-
dir. Bu form igin, r, =2 olup p'(F) = (61,—27,3) formu elde edilir. Ancak bu form in-
dirgenebilir degildir. Bu forma bir kez daha indirgeme algoritmas1 uygulanirsa r, = —4
ve p°(F)=(3,3,1) elde edilir. Bu form da indirgenebilir degildir. Bu forma bir kez da-

ha indirgeme algoritmasi uygulanirsar, = 2ve p*(F) = (1,1, 1) elde edilir. Elde edilen bu

son form indirgenebilir oldugundan F nin indirgenmisi
P(F) =111

dir. Burada dikkat edilirse bu formun da diskriminant1 da A(p*(F))=-3 tiir.

1.1.6 Tamim. Diskriminant1 A olan F =(a,b,c) indefinite formu

VA -2|al<b<A

esitsizligini sagliyor ise F ye indirgenebilir form denir (Flath 1989).

Ormegin F =(1,7,—6) formu indirgenebilir bir form iken G = (19,0, —2) formu indir-

genebilir degildir.

Pozitif tanimli formlarda oldugu gibi, indefinite formlar da form indirgenebilir degilse
bu form asagidaki indirgeme algoritmasi kullanilarak ayni diskriminantli indirgenebilir

bir forma doniistiiriilebilir.

1.1.7 Teorem. F =(a,b,c) indefinite formu indirgenebilir olmasim. i >0 i¢in

sgn(ci){%J |c |~ JA ise

=
Il

bi+\/K
2]¢ |

Sgn(Ci){ J lc, |< /A ise

11



olmak {izere F nin indirgenmisi

P (F)=(c,~b +2cr,cr’ —br +a)

dir (Buchmann ve Vollmer 2007).

Ornegin, A=65 diskriminantli F =(7,3,—2) indefinite formu indirgenebilir degildir.
Bu form igin r, =-2 olup p'(F)=(-2,5,5) formu elde edilir. Bu form indirgenebilir

oldugundan F nin indirgenmisi p'(F) = (-2,5,5) dir. Burada A(p"(F)) =65 dir.

1.1.8 Tammm. F = (a,b,c) indefinite formunun sag komsusu,

A=c, b+B=0(mod2A), VA—2|Al<B<+/A ve B?—4AC =A
sartlart saglayan R(F) = (A, B,C) formudur. Sol komsusu ise

L(F) :E ;}R(c,b,a)

olarak tanimlanir (Flath 1989).

Yukaridaki tanimdan & = (b+ B)/2c tamsayisi igin F nin sag komsusunun

0 -1
R(F) = L _5}(a,b,c)

oldugu agiktir. Ornegin A = 41 diskriminanthi F = (1,5,—4) formunun sag komsulart
R'(F) = (-4,3,2),R*(F) = (2,5, 2), R*(F) = (-2,3,4), R*(F) = (4,5,-1)
R°(F) = (-1,5,4), R®(F) = (4,3,—2), R"(F) = (-2,5,2), R*(F) = (2,3,— 4)
R*(F) = (-4,5,1)
ve sol komsulari
L'(F) = (-4,5,1),.*(F) = (2,3,- 4), L’(F) = (-2,5,2), L(F) = (4,3,-2)
L°(F) = (-1,5,4), L°(F) = (4,5,-1), L'(F) = (-2,3,4), L’(F) = (2,5, 2)
L*(F) = (-4,3,2)
dir.

Indirgenebilir bir F formunun devri (veya has devri), birbirine denk olan formlarin bir

dizisi olup bu dizi asagidaki teoremde verilmistir.

12



1.1.9 Teorem. indirgenebilir F = (a,b,c) indefinite formu verilmis olsun. i >0 igin
o _ b ++A
L 2le

Fi+1 = (| G |’ _bi +Zsi |Ci |’ - g _bisi _Cisiz)

olmak lzere

i¢cin F nin devri F, ~ F, ~---~ F_, dizisidir. 7(F) = (-a,b,—c) déniisiimi i¢in | ¢ift ise
F nin has devri
Fo~7(R)~F~2(F)~-~F,~7(F,)
ve | tek ise F nin has devri
Fo~2(R)~F~~2(F,)~F,~o(R)~ K ~7(FK) ~~z(F,)
seklindedir (Buchmann ve Vollmer 2007).

Omegin, indirgenebilir F = (1,5, —4) indefinite formu i¢in asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 1.1 F =(1,5, —4) formunun devri

i 0 1 2 3 4
a, 1 4 2 2 4
b, 5 3 5 3 5
G| -4 -2 -2| -4 -1
s, 1 2 2 1 5

Buna tabloya gore F nin devri 5 uzunlukludur ve
F=015-4~F=43-2)~F=(25-2~F=(23-4)~F, =(45-1)

seklindedir. Dolayisiyla has devri 10 uzunlukludur ve
F=015-4~F=(432~F=(25-2)~F=(-234)~F,=(4,5-1) ~
F=(-154~F=(43-2~F =(-252)~FK=(23-4~F =(451)

seklindedir.

1.1.10 Not. Eger F formu indirgenebilir degilse sonlu bir adimda devir ilk basta verilen

forma dénmez. Devrin igerisindeki F den farkli herhangi bir forma doner. Ustelik en

13



basta verilen form ile bu formun devrindeki formlar ayn1 diskriminantl degildir. Orne-

gin A =40 diskriminanthi F =(9,16,6) formu indirgenebilir degildir. Bu formun devri

F, =(9,16,6) ~ F, = (6,—4,-31) ~ F, = (31,4, —6) ~ F, = (6,20, —15) ~

F, = (15,10, -11) ~ F, = (11,12,-14) ~ F, = (14,16, —9) ~ F, = (9,20, —10) ~
F, = (10,20, -9) ~ F, =(9,16,-14) ~ F,, = (14,12, -11) ~ F,, = (11,10, —15) ~
F, = (1520, —6) ~ F,, = (6,16,-21) ~ F,, = (21,26, —1) ~ F,, = (1,26, — 21) ~
F,, = (21,16, —6) ~ F,, = (6,20,~15)

dir. Burada agikg¢a goriilecegi lizere F,, = F, diir. Ustelik devirdeki F = F, formu harig

diger tiim formlarin diskriminantlar1 760 dir.

1.1.11 Tanmm. F =(a,b,c) herhangi bir kuadratik form olmak iizere verilen bir n tam-
sayisl i¢in

F(x,y) =ax’ +bxy +cy® =n (1.1)
denklemini gercekleyen en az bir (X, y) tamsay1 ikilisi varsa, n sayist F formu ile goste-

rilebilir denir. Eger tiim n tamsayilari F formu ile gosterilebilir ise F ye evrensel form
denir (Mollin 2008).

r(n;F), (1.1) esitligindeki (X, y) tamsay1 ¢ozlimlerinin sayisin1 gostermek tizere, F for-

muna belli bir
o(7;F) =1+§:r(n;F)zn (1.2)
n=1

teta serisi karsilik gelir.

Ornegin, F =(3,5,2) formu ve pozitif n tamsaysi igin
3x* +5xy +2y° =n
denkleminin,
n =1 igin 2 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢dziimler + (1,—2) dir.
n=2 i¢in 4 tane ¢éziimii vardir ve bu ¢éziimler +(—3,5),% (0,—1) dir.
n =3 i¢in 4 tane ¢éziimii vardir ve bu ¢oziimler + (-5,8),+ (-1, 0) dir.
n=4 igin 6 tane ¢ozlimii vardir ve bu ¢éziimler +(-2,1),+ (-2, 4),+(7,—11) dir.

n =5 igin 4 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler +(-3,2),+ (9,—14) diir.

14



n =61i¢in 8 tane ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler +(—4,3),+(-4,7),+(-1,3),=(11,-17)
dir.

Su halde (1.2) esitliginden bu forma karsilik gelen teta serisi

P(r;F) =1+ > r(n;F)z" =142z +42° +42° +62* +42° +---

n=1

olarak elde edilir.

1.1.12 Not. F ve G herhangi iki denk form, yani belli bir g e GL(2,Z) i¢in gF =G ol-
sun. Bu takdirde (x,y), F(X,y) =n denkleminin bir ¢oziimii ise

[x ylg™
de G(Xx,y)=n denkleminin bir ¢6ziimidiir. Dolayisiyla F(X,y)=n denkleminin tam-
say1 ¢oztimleri sayisi, G(X, y) =n denkleminin tamsay1 ¢ozlimlerinin sayisina esittir. Bu

nedenle de F formuna karsilik gelen teta serisi ile G formuna karsilik gelen teta serisi
; 31
ayni olur. Oregin, F =(1,7,—6) ve G =(24,83,71) formlar1 g = L 2} doniistimii al-

tinda birbirine has denktir. F(x,y)=n denkleminin,
n=1 i¢in 2 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler + (1,0) dir.
n=2 igin 4 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler +(1,1),+(8,—1)dir.
n =3 i¢in 2 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler + (17,22) dir.
N =4 igin 4 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler +(2,0),+ (7, 9) dur.
N =5 icin ¢ézlim yoktur.

n =6 ic¢in 4 tane ¢oziimi vardir ve bu ¢oziimler +(4,5),%(39,—5)dir.

Dolayistyla F formuna karsilik gelen teta serisi

@(r;F) =1+ > r(n; F)z" =1+ 22 +42° +22° + 42" + 42° +---

n=1
dir. Benzer sekilde G(X, y) =n denkleminin,
n=1 i¢in 2 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler +(2,—1) dir.

N =2 i¢in 4 tane ¢dzlimii vardir ve bu ¢oziimler +(3,—2),+(21,—11) dir.

15



n =3 i¢in 2 tane ¢dziimii vardir ve bu ¢dziimler +(76,—49) dur.
N =4 igin 4 tane ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziimler + (4,—2),+(31,—20) dir.
N =5 i¢in ¢ozlim yoktur.

n=6igin 4 tane ¢dziimii vardir ve bu ¢oziimler + (17,—11),+ (103, —54) diir.

Buna gore, G formuna karsilik gelen teta serisi

@(r;G) =1+ > r(n;F)z" =1+2z +42° +22° + 42" +42° +---

n=1

dir. Burada agikg¢a goriilecegi lizere (7;F) = go(z;G) dir.

1.2 Tamsayi Dizileri

pveq, p>-4q>0 ozelliginde iki tamsay1 olmak iizere

U,=0,U, =1 U,=U,(p,q)=pU,,—-qU,,
ve

Vo=2,Vi=p, V, =V, (p,q) = pV,, — a4V, ,
tamsay1 dizileri tanimlansin. Bu tamsay1 dizilerinde p ve g nun bazi 6zel halleri igin bi-
linen bazi 6zel tamsay dizileri elde edilir. Ornegin,

U,=U, L-1)=F Fibonacci dizisi

U,=U,(2,-1) =P, Pelldizisi

V.=V (L-1) =L, Lucas dizisi

V,=V,(2,-1)=Q, Pell-Lucas dizisi
dir. Bu tamsay1 dizilerinin karakteristik denklemi

x> —px+q=0

olup bu denklemin kokleri

_pxyp’-4q

X
1,2 2

dir. Bu dizilerin Binet formiilleri ise sirasiyla n>0 igin
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:Xl —X%
X =%

dir. Bu dizilerin katsayilar (kompanion) matrisi

U

ve V. =x'+X

n

olup n>1 i¢in

dir (Ribenboim 2000).

Son yillarda tamsayi dizilerinde yeni bir kavram olan balans sayilari, ilk defa Behera ve
Panda (1999) tarafindan birinci dereceden
1+2+---+(n=-D=(n+D+(n+2)+---+(n+r) (1.3)
Diophantine denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri elde edilirken ortaya ¢ikmustir. Yukaridaki
esitligi ger¢ekleyen pozitif n tamsayisina balans sayisi, esitligin sagindaki pozitif r tam-
sayisina ise cobalans sayisi denir. Ornegin 6, 35, 204, 1189, 6930 birer balans sayisi
olup bu sayilara karsilik gelen cobalans sayilari sirasiyla 2, 14, 84, 492, 2870 dir.

(1.3) esitligi sirastyla n ve r ye gore ¢oziiliirse sirasiyla

e 2r +1++/8r? +8r +1 Ve = —(2n+1)++v8n% +1

2 2

(1.4)

elde edilir.

Balans sayilar1 B, ve cobalans sayilar1 b, ile gosterilirse bu dizilerin baslangic terimle-
r B,=1 B,=6 ve b =0, b,=2 olup genel terimleri ise n>2 i¢in sirastyla
B,,=6B,-B,, ve b, ,=6b —b ,+2
seklindedir. (1.4) esitligine dikkat edilirse
“B, bir balans sayis1 <> 8B’ +1bir tam kare”
ve

“b,, bir cobalans sayis1 <> 807 +8b, +1bir tam kare”
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oldugu goriiliir. Dolayisiyla \/SBf +1 ve \/Sbf +8b, +1 birer tamsay1 olup bu tamsay1-

lara sirastyla n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayilar1 denir ve sirastyla C, ve ¢,

ile gosterilir. O halde

C,=+8BZ+1 ve ¢, =,/807 +8b, +1

dir. Bu sayilarin baslangi¢ degerleri C, =3, C, =17 ve ¢, =1, ¢, =7 olup genel terimle-
ri n>2 igin sirastyla
C,.,=6C -C_, vec,,6=6c —C,

n+l n

dir.

d tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 ve n = 0 tamsayisi igin
x* —dy® =+n
seklindeki denklemlere Pell denklemi, (Barbeau (2003), Jacobson ve Williams (2009))
denir. x* —dy® = ndenklemine pozitif, x*—dy* =—n denklemine ise negatif Pell denk-
lemi denir. Yukaridaki denklemin 6zel bir hali olan
X* —dy’ =+1
denklemine ise klasik Pell denklemi denir. Klasik Pell denklemini gercekleyen en kiigiik
pozitif (X, y,) tamsay1 ikilisine, denklemin temel ¢6ziimii denir ki denklemin diger tiim
tamsay1 ¢dziimleri bu temel ¢dziime bagh olarak elde edilir. Gergekten de x* —dy® =1
Pell denkleminin temel ¢ozimii (X,Y,) ise denklemin diger tiim tamsay:1 ¢oziimleri
n=>1 i¢in
X, +YpVd = (% +y,Vd)"
olmak {izere (X,,y.) seklindedir. Benzer sekilde (x,,Y,), X°—dy*=-1 negatif Pell
denkleminin temel ¢6ziimii ise denklemin diger tiim tamsayi1 ¢ziimleri n >1 igin
Xon 1 + YonaVd = (% + y,/d )"

olmak tizere (X,, ;,Y,,,) seklindedir.

Balans sayilarin1 6nemli kilan sey, bu sayilarin Pell sayilari ile olan iliskisidir. Bu iligki

ilk olarak Ray (2009) tarafindan ortaya ¢ikartilmistir. Ray (2009)
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“X bir balans say1s1 <> 8x* +1 bir tam kare”
ifadesini dikkate alarak bu iliskiyi su sekilde ortaya ¢ikartmistir. 8x* +1 bir tam kare
oldugundan y # 0 igin 8x* +1=y* denilirse
y?—8x* =1
Pell denklemi elde edilir. Bu denkleminin temel ¢ozimii (y,,%)=(3,1) oldugundan
denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri Yy, + X,v/8 = (3+ \/§)n olmak tizere (y,,X,) sek-

lindedir. Benzer sekilde y, —X,+/8 = (3— \/5)“ oldugundan bu son iki esitlikten

. = (3++/8)" —(3-+/8)"
n 2\/5

elde edilir ki bu balans sayilar1 igin Binet formiiliidiir. Diger yandan Pell tamsayi dizisi-

nin karakteristik denkleminin kokleri olan o ve S sayilar igin
a?=3+8 ve B*=3-48

a2n _ﬂZn

42

Binet formiilii (X bir balans sayist oldugundan)

B _ aZn_ﬂZn

" a2

dir. Benzer sekilde diger balans sayilarinin Binet formiilleri ise sirasiyla

oldugundan yukaridaki esitlik x, = haline gelir. Su halde balans sayilarinin

b =a2n—1_ﬂ2n—1_l C =a2n+ﬁ2n Ve c =
n 4\/5 2’ n 2 n 2

seklindedir. Ustelik balans sayilarinin genel terimleri yukaridaki Binet formiilleri yar-
dimiyla Pell sayilarina bagli olarak
P P,.—1

2
:—n' bn:

Bn
2

’ Cn = I:)2n + I:)Zn—l ve Cn = P:Zn—l + I:)2n—2

seklinde de verilebilir. Boylece tiim balans sayilari ile Pell sayilar1 arasinda bir iliski ku-

rulmus olur.
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2. INDEFINITE FORMLAR, PELL DENKLEMLERI VE t-BALANS SAYILARI

Bu boliimde ilk olarak indefinite formlarin devirleri, has devirleri, sag ve sol komsulari
ile otomorfizmleri, daha sonra verilen bir F =(a,b,c) indefinite formu ve sifirdan fark-
1 m tamsayisi i¢in

ax® +bxy +cy’ =m
Diophantine denkleminin tamsay1 ¢6ziimlerinin nasil elde edilecegi ve son olarak da ba-
71 6zel Diophantine denklemlerinin tamsay1 ¢oztimleri elde edilmek suretiyle balans sa-
yilarinin daha genel bir hali olan t —balans sayilarinin genel terimlerinin nasil elde edi-

lecegi lizerinde durulacaktir.

2.1 Pell Form ve indefinite Formlarin Otomorfizmleri

Bu kisimda 6zel bir indefinite form olan Pell formu tanimlanacak ve bu form yardimiyla

verilen bir F =(a,b,c) indefinite formunun tiim has otomorfizmleri kiimesinin nasil el-

de edileceginden bahsedilecektir.

2.1.1 Tanim. A tam kare olmayan bir tamsay1 olmak {izere
2 A 2
X —Zy A = 0(mod 4)
FA (X1 y) =

x2+xy+1_TAy2 A =1(mod 4)

olarak tanimlanan forma Pell form denir (Flath 1989).

Bu tanima gore F, Pell formu tam formdur, yani katsayilari tamsayidir. F, Pell formu
icin F,(X,y) =1 denklemine pozitif Pell denklemi, F,(X,y)=-1 denklemine ise nega-
tif Pell denklemi denir. F, Pell formu i¢in

Pell(A) ={(x,y) e ZxZ : F,(x,y) =1 ve Pell*(A) ={(x,y) e ZxZ: F,(x,y) =+1}
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olarak tanimlansin. Belli bir d =0 tamsayisi i¢in A=4d veya A=1+4d olmak {izere
(%, ¥), (u,v) e Pell(A) igin
(X, ¥)-(u,v) = (Xu+dyv, xv+yu)
ikili islemi altinda Pell(A) bir grup olusturur. Ustelik
1. A tam kare ve A<—4 ise F,(x,y)=1 Pell denkleminin ¢oziimleri sadece
(1, 0) dir ki bu ¢oziimlere asikar ¢oziim denir.
2. A=-4 ise F,(X,y)=x*+y?=1 Pell denkleminin ¢dziimleri (+1,0) ve
(0,£1) dir, yani dort tane tamsay1 ¢oziimii vardir.
3. A=-3ise F (X Y)=X*+xy+Yy? =1denkleminin ¢dziimleri (+1,0),(0,*1),

+ (1, —1) dir, yani alt1 tane tamsay1 ¢ozimii vardir.

Yukarida bahsedilen tiim durumlarda Pell(A) kiimesi sonlu mertebelidir. Bu durumlar
disindaki diger tiim A degerleri i¢in F,(x,y) =1 Pell denkleminin sonsuz sayida tam-

say1 ¢ozimi vardir ve dolayisiyla da Pell(A) sonsuz mertebelidir.

A pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere
OWA) ={x+YyJA X,y O}
kuadratik say1 cismi ele alinsm. Bu cisimdeki herhangi bir @=x+yv/A elemann esle-

nigi @=X—yJA ve normu N(w) = oo = x> —Ay? dir.

\/é A = 0(mod 4)

1+ ZJZ A =1(mod 4)

A
Il

olmak tizere, O, ={X+ yp, : X,y € Z} olarak tanimlanan kiime, ®(/A) nin bir alt hal-
kasidir. O, halkasindaki elemanlarin normlari ile Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziimle-
ri arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:

1. A=0(mod 4),yani A =4d olsun. Bu takdirde O, nin =X+ y\/a elema-

ninin normu N (@) = x> —dy? dir.
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1+\/X

2. A=1(mod 4), yani A=1+4d olsun. Bu takdirde O, nin @ =X+ y( 5

)

elemaninin normu N(w) = x* + Xy —dy? dir.

Burada dikkat edilirse her iki durumda da O, nin @ elemanin normu, bir Pell form be-
lirtir, yani
N(@) = F,(x,Y)
dir. Dolayistyla F,(x,y) ==£1 Pell denklemini ¢6zmek demek aslinda, O, nin normu
£1 olan elemanlarin1 bulmak demektir ki bu elemanlara O, nin birimleri denir. Bu bi-
rimlerin kiimesi O ile gosterilirse O, ={a €O, : N(a) = +1} dir. Normu 1 olan birim-
lerinin kiimesi 02,1 ile gosterilirse O;l ={a €0, :N(«x) =1} dir. Buna gore, Pell*(A)
ve O, kiimeleri arasinda
¥ Pell* (A) - O, P(X,Y)=X+Yyp,
seklinde birebir bir doniisiim vardir. Ustelik bu déniisiim yardimryla Pell*(A) nin her-
hangi iki (u,v) ve (U,V) elemaninin ¢arpimi
X+Yyp, =U+vp,)U +Vp,)
olmak iizere (u,v)-(U,V)=(X,y) dir. Bu esitlik daha acik bir ifade ile yazilmak istenir-

Se

(uU +%VV, uv +VU] A =0(mod 4)
(U,V)'(U,V) =

(uU +AT_1VV, uv +vu +vv) A =1(mod 4)

olur. £,,0, nin 1 den biiyiik en kiigiik birimi (temel birim) ve

N N(e,) =1
Ty=1 N B
Ea (5A)—_1

icinPell*(A) = O, ={t& :neZ}={t}xZ ve Pell(A)=0,, ={tr) :neZ}={+OxZ

dir. Ornegin, A =20 olsun. Bu takdirde O,, ={x+ y/5 : X,y € Z} halkasinin birimleri-

nin kiimesini belirlemek igin
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N(x+ y~/5) = x? —5y? =1
Pell denklemini ¢6zmek gerekir. Bu denkleminin temel ¢ozimi (x,Y,)=(9,4) oldu-
gundan @ =9+44/5, O, in en kiigiik elemanidir, yani temel birimdir. Bu denklemin
diger bir tamsay1 ¢ozimil (X,,Y,) = (161, 72) oldugundan @, =161+ 7245 de O;O,l nin
bir elemanidir. Esasinda O,,, kiimesinin sonsuz sayida elemani vardir ve bu elemanlar
w =9+ 44/5 elemaninin tim pozitif tamsay1 kuvvetleri, yani
Oy, ={@f :keZ"}
dir.

Bu ag¢iklamalardan sonra bir F =(a,b,c) indefinite formunun has otomorfizmleri kii-

mesi ele almabilir. (u,v) € Pell*(A) olmak iizere

U—EV av
2 i A =0(mod 4)
—CV u+-—Vv
2
ge(u,v) = (2.1)
1-b
U+TV av
1+b A =1(mod 4)
—CvV U+TV

olarak tanimlansin. A=0(mod4)iken b ¢ift ve A=1(mod4) iken b tek oldugundan
dr € GL(2,Z) dir. Ustelik g, nin determinanti bir Pell form, yani

det(9 (u,v)) = F, (u,v)
dir. Dolayisiyla
g : Pell*(A) - GL(2,Z)
bir grup homomorfizmidir. Ustelik her (u,v) € Pell(A) igin g., F nin bir has otomor-
fizmidir ve F ilkel ise
ge : Pell(A) — Aut™ (F)
bir grup izomorfizmidir. Buna gore, diskriminanti A = 0 olan bir F = (a,b,c) formunun

otomorfizmlerini belirlemek i¢in F, (u,v) =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimlerini be-
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lirlemek gerekir. Ornegin, F = (1,4,—2) formunun diskriminant: A = 24 = 4-6oldugun-
dan bu forma karsilik gelen Pell form
F,,(u,v) = u® —6v*
dir. Buna gore
F,U,Vv)=lsu®-6v° =1

Pell denkleminin temel ¢6zimii (uy,V;) =(5,2) oldugundan (2.1) den

12
9 (U, vy) = 49

olarak elde edilir. g¢(u,,v,), F formunun bir has otomorfizmidir. Denkleminin diger ii¢
tamsay1 ¢0zUiimii sirasiyla

(u,,v,) =(49,20), (u,,v,) = (485,198), (u,,v,) = (4801,1960)
olup bu ¢oziimlere karsilik gelen matrisler ise sirasiyla

89 198}

396 881[

9 20
u,Vv,)= : u,,V;) =
e (U v,) { G5 (us. %) { 2920 8701

40 89}

881 1960
O (u4,v4) =

dir. Bu matrisler de F nin birer has otomorfizmidir. Burada dikkat edilirse
02 (U V) = O (Uy ), 02 (U, ) = G (U, Vi) Ve G () = G (U,.V,)
yani, n > 1tamsayisi igin
9r (U, Vi) = G (U, V,)
dir. Dolayisiyla F nin diger tiim has otomorfizmleri, g, (u,,Vv,) den elde edilebilir. Esa-
sinda (u,,Vv;) = (5,2), bu Pell denklemin bir ¢6ziimil ise
(-u,v,) =(-52),(u,—v,) =(5,-2) ve (-u,—v,) =(-5-2)

de denklemin birer ¢6ziimleridir ve bu ¢ozlimlere karsilik gelen matrisler ise sirasiyla

-9 2 9 -2 -1 -2
gF(_U17V1)2|:4 _1:|7 gF(ul’_Vl):{_L‘_ 1:|’gF(_ul’_Vl):{—4 —9:|

dir. Bu matrisler de F nin birer has otomorfizmleridir. Diger yandan

glzl(ul’vl) =0e(U,—Vv,) ve glzl(_u17v1) =0 (-Uy,—Vy)

oldugudan F nin tiim has otomorfizmleri kiimesi
N n 1 2
Aut'(F) =119 (U, V) 19 (U, vy) = 4 9l neZ

dir.
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2.2 indefinite Formlarin Komsular:

Bu kisimda indefinite formlarin komsulari ele alinacak ve bu komsular yardimiyla bu

formlarin has otomorfizmleri kiimesinin elde edilebilecegi gosterilecektir.

Hatirlanacagi iizere, bir F = (a,b,c) indefinite formunun sag komsusu belli bir § i¢in
R(F) = 0 -1 (a,b,c)
]
olarak ve sol komsusu ise
L(F) = 01 R(c,b,a)
IR

olarak tanimlanmisti. Eger F indirgenebilir ise sonlu bir adimda F nin sag komsular1 di-
zisi tekrar F ye déner, yani belli bir n>1 tamsayis1 icin R"(F)=F olur. Ornegin,
F =(1,8,—5) formu indirgenebilirdir ve bu formun sag komsulari
R*(F) = (-5,2,4),R*(F) = (4,6,—3),R*(F) = (-3,6,4),
R*(F)=(4,2,-5),R*(F) =(-5,8,1),R°*(F) = (1,8,-5) = F
dir. Burada dikat edilirse R®°(F)=F dir. Ancak F indirgenebilir degilse ardisik sag
komsular dizisi tekrar F ye donmez, dizideki belli bir sag komsuya doner. Yani, belli
n>meZ"icin R"(F)=R"(F)olur. Oregin, G =(9,16,6) formu indirgenebilir de-
gildir ve bu formun sag komsular
R'(G) = (6,—-4,-1),R*(G) = (-1,6,1),R*(G) = (1,6,-1),R*(G) = (-1,6,1) =R*(G)
dir. Burada dikkat edilirse R*(G) = R*(G)dir.

Bu kisimda asagidaki problemler ele alinacaktir:
1. Hangi F formlarinin bir sag ve bir sol komsusu vardir ve bu komsular birbirine
esittir.
2. Hangi F formlarmin j > iolmak iizere R'(F)=R!(F) ve m>k olmak iizere
L“(F) = L"(F) olacak sekilde sag ve sol komsular1 vardir ve bu komsular birbi-
rine esittir.

3. Yukarida bahsedilen formlar arasinda bir iliski var midir?
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4. Elde edilen tim bu formlarin has otomorfizmleri kiimesi belirlenebilir mi?

Yukarida ele alinan sorularin cevaplari i¢in a, t >1 6zelliginde tamsayilar olmak {izere
F =(a,at,—a), F,(a,at,—at) ve F;(at,at,—a)

formlari ele alinsin. Buna gore asagidaki teoremler verilebilir.

2.2.1 Teorem. F;, F,ve F;formlarmin bir sag ve bir sol komsular1 vardir ve bu komsu-
lar birbirine esit, yani

RL(F) = Lk (F) ={(-a,at,a)},
R (F) = L. (F) ={(-at,at,a)},

R:, (F) = Ly, (F) ={(-aat,at)}
dir (Tekcan ve ark. 2013).
Ispat. ilk olarak F, formu ele almsm. Bu formun ilk sag komsusu R'(F,) = (-a, at,a)
ve ikinci sag komsusu R*(F,) = (a,at,—a) = F, dir. Su halde F, in bir sag komsusu var-

dir. F, in sol komsulari ise sirasiyla
1 01
L(R) = Lo R(-a,at,a) = (—a,at, a)

L*(F) = ﬁ) ;}R(a, at,—a) = (a,at,—a) = F,

dir. Buna gore F; in bir sol komsusu vardir. Bu sag ve sol komsulara dikkat edilirse
oldugu goriilir. Benzer sekilde F, ve F, formlarinin sag ve sol komsular ise

R'(F,) = (-at, at, a), R*(F,) = (a, at,—at) = F,,

Ll(FZ) = (_at! a-t!a)! LZ(FZ) = (aa atv_at) = F21

R'(F,) = (-4, at,at),R*(F,) = (at, at,—a) = F,,

L'(F,) = (-a, at,at), L’(F,) = (at, at,-a) = F,
seklindedir. Burada da

Re, = Ly, ={(-at,at,a)} ve Ry =L ={(-aat,at)}

oldugu gortiliir.
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Ikinci ve iigiincii sorularin cevaplari icin
L0 GL(2,2)
= [ y
#Zlo 1
doniistimii tanimlansin. Bu doniisiim igin

u(a,b,c) =(a,—b,c)

oldugu agiktir. Dolayisiyla (a,b,c) ve (a,—b,c) formu birbirine has olmayan denktir.

Yukarida tanimlanan F,F, ve F; formlarma x# doniisiimii uygulanirsa

/u(Fl) = (a’_atv_a) = I:l*
u(F,) =(a,—at,—at)=F,
u(F;) =(at,—at,—a) = F;

formlari elde edilir. Su halde i =1,2,3 i¢in F, formu F" formuna has olmayan denktir.

2.2.2 Teorem. F’, F, ve F; formlarnin iki sag ve sol komsular1 vardir ve bu komsu-

lar birbirine esit, yani

RF{ = LFf ={(-a,at,a),(a,at,—a)}

R.,=L_, ={(-at, at,a),(a, at,—at)}
) F

R.=L

F3 Fs

={(-a, at,at),(at, at,—a)}
dir (Tekcan ve ark. 2013).
Ispat. F" formunun sag ve sol komsular1

R'(F’) = (-a,at,a),R*(F’) = (a,at,-a), R*(F,") = (-a,at,a) = R*(F,"),
R*(F’) = (a,at,—a) = R*(F"),L'(F") = (-a,at,a), L*(F") = (a,at,~a),
L*(F") = (-a,at,a) = L'(F"), L'(F’) = (a,at,—a) = L’ (F")

olarak elde edilir. Buradan RFF = LFf ={(-a,at,a),(a,at,—a)} oldugu goriiliir.

Benzer sekilde F, ve F,” formlarinin sag ve sol komsulari ise sirasiyla

R'(F,) = (-at,at,a),R*(F,") = (a,at,—-at),R*(F,) = (-at, at,a) = R'(F,),
R*(F)) = (a,at,—at) = R*(F,), L'(F,) = (-at,at,a), L*(F,") = (a,at,—at),
L*(F,) = (-at,at,a) = L'(F,)), L'(F,) = (a,at,—at) = L*(F,)

ve
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R'(F,) = (—a,at,at), R*(F,") = (at,at,—a), R*(F,") = (-a,at,at) = R*(F;),
RY(F)) = (at,at,—a) = R*(F;),L'(F,") = (-a, at,at), L*(F;") = (at, at,~a),
L*(F)) = (-a,at,at) = L'(F)),L*(F)) = (at,at,—a) = L*(F;)

dir. Burada RFZ* = LFZ* ={(-at, at,a),(a,at,—at)} ve RF; = LF; ={(-a,at,at),(at,at,—a)}

oldugu agiktir.

0 -17" [-6 1
L —5} {—1 O}ZT(é)

tamimlansm. n>1 tamsayisi i¢in 7., =T ()T (5,)---T(5,,) olsun. Bu takdirde asagi-

0 - A
F nin sag komsusu tanimindaki L 5} matrisinin tersi i¢in

daki teorem verilebilir.

2.2.3 Teorem. F indefinite formu igin
(i)R"(F) = F ise F nin has otomorfizmleri kiimesi Aut®(F) ={J_r(rFyn)k ‘k eZ} dir.
(ii) n > mozelligindeki en kiigiik pozitif n ve m tamsayilari igin R"(F) = R™(F) ise

F nin has otomorfizmleri kiimesi Aut™(F) ={i(rFan:m)k -k € Z}dir (Flath 1989).

2.2.3 Teoremindeki (i) hali, F formunun indirgenebilir olmas1 durumu, (ii) hali ise in-
dirgenemez olmasi1 durumu ile ilgilidir. Ornegin indirgenebilir F = (5,3, —7) formunun

ardisik sag komsulari igin asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 2.1 F = (5,3, —7) formunun sag komsulari

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5 -7 1 -7 5) -5 7 -1 7 -5 5

-7 1 -7 5 -5 7 -1 7 -5 5 -7

A
B 3 11 11 3 7 3 11 11 3 7 3
G
g
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Bu tabloya gére, R™(F) =F olup

W{%{ o I A e i I A

oldugundan F nin has otomorfizmleri kiimesi
~2319 1525 "
Aut’(F) =<+ keZz
2135 1404
dir. indirgenemeyen F = (19,0, —1) formunun ardisik sag komsulari i¢in asagidaki tablo

elde edilir:

Tablo 2.2 F =(19,0, —1) formunun sag komsulari

i 0 1 2 3 4 5 6 7

19 -1 3 -5 2 -5 3 -1

-1 3 -5 2 -5 3 -1 3

A
BB| o | 8 | 4|6 | 6 | 4| 8 |8
C,
s | 4 | 2| 1| 3] 1] 2] =8

Bu tabloya gére, R’ (F) = R'(F) olup
4 11-2 11 17-3 11 1-2 178 1] [-1421 -170
T = =
7 1-1 0]|-1 0|-1 0ofl-1 Oof-1 0|-1 0|-1 O 326 39
ve = 4 1 oldugund
Tey = 10 gundan

L [-1421 -170T0 -1] [-170 741
FRITRIT 306 39 1 4| | 39 -170

dir. Buna gore F nin has otomorfizmleri kiimesi

-170 741
Aut’(F)=<% keZ
39  —170

dir.
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Son olarak 2.2.3 Teoremi kullanilarak yukarida ele alinan formlarinin has otomorfizm-

leri kiimesi belirlenebilir.

2.2.4 Teorem. F, F,, F, ve F',F,, F;’ formlarinin has otomorfizmleri kiimesi agagi-

daki gibidir:

—t?-1 t .
(1) 700= ) ve k >1 tamsayisi i¢in

(Tgoo )1 = (D" Z(;t )i
(15'2)12 (- 1)k+12(gt 1—'&) 2k-1-2i
(Tro2)an = (_1)k+1i1(§t:1:;i)t2k+2i

(TF1'2)22 (- 1)kz(;( .)tzk 4

K (75’2)11 (75’2)12 .. + _ k. ;
ve (7,,) —[(Tﬁ’z)u (Tﬁ’z)zj olmak tizere Aut™(F) ={*(z5,)" 1k € Z}dir.

-t-1

J ve k >1 tamsayisi i¢in

(2) 7512:|:

i—0
O (2k2i | ki
(TFZ’Z)ZZ (- 1) (Zk ?_72|)t
(e, 2 (T, 0200 .
K . + k .
ve (7, ;) =|:(TF:’2)21 (T;Z)ZZ olmak iizere Aut"(F,) ={*(z,,,)" :k € Z} dir.

-t-1 t
3) r%,zz{ 1 _J ve k >1 tamsayisi i¢in

(e = (C0F (80
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kL & (ki | ke
(TF3 ) = (1) Z(zk—l—zi)t
i-0
L 8 (2t ) gkt
(TF3 2)2 = (1) Z(Zk—l—Zi)t
i=0
O (ki | ket
(TF3 2)22 = (1) ZO:(ZKZZi)t

ve (zp, ,)" :[g:jz gzzij olmak iizere AUt (F,) ={+(zs,.,)" : k € Z}dir,

-1 t
4 _ > ..
4) T ey [ R— _]] ve k >1 tamsayisi i¢in

1 (kK : l(2k—2—i ) 2k-2-2i
(r..r )11—( 1) Z 2k-2-2i )

3 F1 4
R.3 R i

k-1
-1 k+1 2k—1-i 2k-1-2i
(TFl* o 1)12 =(-D* Z(Zk—l—lzi)t I
RERES i=0
a — (—1)<H — (Zk—l—i )tZk—l—Zi
(TFf,3TF1*,1)21 =(-1) Z 2k-1-2i
i=0

k . .
(T N Z_—i ) il (_1)k 2k:| i t2k—2|
Fl ’3 Fl ’1 22 i (2k 2 )

ve (7. 72 )= k Z
SR (G (75*1371 )22

-1 -1
(Tﬁ*,arﬁ*,l)ll (TFf,BTFf,l)lz
A1

olmak tizere
R3 A1

Aut'(F) ={i(rﬁ*‘31;11'l)k :k e Z} dir.

-1
(5) 7T, —{ - J ve k >1 tamsayisi i¢in
2 2 —1 —
1 KD (2k-2-i ) gkt
- —2-i —1-i
(TF; 3T l)11 =(-1 Z(zk—Z—zi)t
RN i-0
] — (—1)*? H(zk—l—i )tk—l—i
(TFE,STFZ*,l)lZ =(-1) Z 2k-1-2i
i-0
(c - —( 1)k+1 kil(zk—l—l )tk—l
FZ 3 Fz,l 21 = 2k-1-2i
k-1
1 KN (2k—i ) gk
( B3t l)22 =(-1) (Zk—lzi)t I
i~0
( 7111 (r. 7 12
4 y\k K3 Rl K3 Bl ..
ve (TFZ* T l) S S olmak {izere
R.3 F1/2l R.3 F1/22
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Aut' (F,) ={£(r,. 7.2 ) tk e Z} dir.

-1

-1 t
o { } ve k >1 tamsayisi igin

6) r_.,
()TF3 3T 1 —t-1

( a1 — (—1) k_l(Zk—Z—i )tk—l—i
T« T » )11—( ) £ \2k-2-2i

3 Rl i=0
( 1 — (=) = (2k—1—| )tk—l
TF_;'3TF_;'1)12 ) Z 2k-1-2i
i=0
( ] — (—1)*? = (2k—1—i )tk—l—i
TF;BT,:;'l)zl = (D" 2 B
i=0

(7 72 )= (D D (30 )1

o
w
o
=
E

(t.12), (T.72),

= k 3 1 3 1 o

ve (Z'F;’STF;J) = (z'F3 ;31 ) (TF3 ;31 olmak {izere
B3 R12L VRE3TR22

Aut'(F,") :{i(TF; 3r;3i1)" -k € Z}dir (Tekcan ve ark. 2013).

Ispat. (1) F, formu i¢in 5, =t ve &, =t oldugundan

—t?-1 t
TF1,2=T(50)T(51)={t _J

olarak elde edilir. Simdi bu matrisin k. kuvveti ele alinsin. k =1 igin

—t?-1 t
T = ¢ 1 =Tg

oldugundan esitlik dogrudur. Esitligin k —1 i¢in dogru oldugu kabul edilsin, yani

A= (1) k_l(zk—Z—i ) k22 g _(_ S 2(2k—3—i ) 2k-1-2i
= (=D 2 o)t ' =(-1) 2 2k32i)t '

i=0 i=0

C = (1) k71(2;«34 ) 242y ()KL k72(2k—4—i ) 2k-4-2i
=(-1) Z—o: 2k32i )t ’ =(-1) 'Z—o: 2k42i ) L

. i |A B .
olmak tizere (7,,) = c D olsun. Bu takdirde

—t?-1 t | ( ’2)i1<1 ( ’2)1(2
{ t J(Tﬁ,z) :{Tﬁ TR :I

(TFl 2 );1 (TFl 12 );2

dir. Burada
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(rg ) = (-t —1)((—1)“ki(§t_§_;i)t2k22ij+t((_1)k kf(gt_g_;i)tzmij
=0 i~0
() et -+ (B ()
= (-)** +(§t:g)t2k—6(_t2 I\
+ (5 )2 (2~ + ()t -1
(gtj)tzk 3 t"‘(;t g)t2k74t+---
Nk
+(-1) {+(k3)tk .t_{_(k 1)tk 4 ¢
() + 1)+ (23
=(-D)* +(§Ei§)(t2k 4| 42k 6)+(§t73)t2k—4+_“
+(k2)(t“+t2)+(k3)t”‘+l+(k1l )tk
_t2k+t2k—2+t2k—2+(2k_3)(t2k—2+t2k—4)

+ (2k _4)t2k—3 + (2k _4)2(2k _3) (tZk—4 +t2k—6)
(D" (2 —5)2(2k ~6) o, k(k2—1) @ 1 t2)

—k(k 1;(k 2) t“ 4+ (1% +2) + (k —Dt*

I 2k 2k 4 2k -1 1262 4 2k -2 t2k-4
|2k 2k -1 2k -4
2k -3 k+1),
| t°+1
k-6 2

Z(gt |2I) 2k-2i

i=0

=(-

=~

dir. (7, ) (75 2 )5, ve (7r 12 )s, de benzer sekilde gosterilebilir. O halde esitlik her m

i¢cin de dogrudur. (2) ve (3) de benzer sekilde gosterilebilir.
(4) F’ formuigin R*(F") = R*(F") dir. Dolayistyla n =3 ve m = 21oldugundan

. -t -1 [0 17" [o -
Te 3= T « = =
RS 11241t R1 |1 0 1 0

ve boylece

dir. Yine tiimevarimla k > ligin
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i=0
(r. %), = (-1 k_l(zk—l—i_)tzk—l—zi
F1,3 F1,1 12 rs 2k-1-2i
(r. %), = (=1 H(zkflfu )tzk—l—2|
Falraln T £ \zk-1-2
k
1 kO (2K ) 42k-2
(TFl*,3TF1*1 2 =(-1) Z(zk—lm)t I
i-0
olmak tizere
-1 -1
(r.. o )k _ (TFl*!3TF{x1)1l (TFl*’3TF11*v1)12
3 A1 - -
A3 A (TEL*,STFl*,l)Zl (TFl*,3TFl*,l)22

oldugu gosterilebilir. (5) ve (6) da benzer sekilde gosterilebilir.

2.3 Pell Denklemleri ve t-Balans Sayilari

Bu kisimda, m sifirdan farkli bir tamsay1 olmak iizere, diskriminanti tam kare olmayan
F =(a,b,c) indefinite formu i¢in

F(x,y)=ax’ +bxy+cy? =m
Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimleri ele alinacak ve bu tamsay1 ¢oziimleri yar-

dimiyla t —balans sayilarinin genel terimleri elde edilecektir.

Eger F nin diskriminanti tam kare ise, bu form lineer iki formun ¢arpimi olarak yazila-
bileceginden, m nin ¢arpanlarina gore yukaridaki denklemin sonlu sayida ¢6ziimii vardir
veya yoktur. Ornegin A =121 diskriminantli F =(6,19,10) formu ve m=18 tamsayis1
i¢cin

F(X,y) =m < 6x* +19xy +10y* =18 < (3x + 2y)(2x +5y) =18
denklemi elde edilir. 18 in ¢arpanlar1 g6z oniine alinirsa sadece

3Xx+2y=+18
2X+5y==1

denklem sisteminin tamsayi1 ¢oziimleri vardir ve bu ¢oziimler +(8,—3) diir. 18 in diger

carpanlar1 durumunda denklem siteminin tamsay1 ¢oziimii yoktur.
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Bu nedenle F nin diskriminantinin tam kare olmamasi durumu ele alimacaktir ki bu du-
rumda F(x,y)=ax?+bxy+cy? =m denkleminin varsa sonsuz sayida tamsay1 ¢ozimii

vardir.

F =(a,b,c) indefinite formu

( b++/A j{ b-vA J
ax + 5 y || ax+ 5 y

F(xy)=
a
seklinde yazilabilir. Bu durumda
M e ={ax+b+2\/Z y x,yez}
kiimesi lizerinde
u——v av
[x y] 2 . A =0(mod 4)
—Ccv u+—v
2
[x" y]= (2.2)
1-b
u+ TV av
[x Y] 1ib | A=Lmod4)
—CvV u+ TV

olmak tzere

y!

b+A , b+vA
y V)T

(u +VpA){aX +

ikili iglemi tanimlansin. Bu takdirde

b++A
2

w(X,y)=ax+ y

olarak tanimlanan doniisiim i¢in
w {(%Y):F(y)=m}—>{y e Mg :N(y) =am}
dir, yani F(x,y)=ax?+bxy+cy? =m denklemini ¢6zmek demek esasinda M £ Nin

normu am olan elemanlarini bulmak demektir.
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F(x,y)=ax?+bxy +cy? =m denklemi yeniden diizenlenirse

Ay? +4am = (2ax + by)?

haline gelir. Buna gore

amrt 12 7, —1
A (A ] am >0 ise

A Ty
0<y<U-= (2.3)
1/2
amzy | 2t o <0 ise
A T\

araligindaki y degerleri i¢in, Ay?+4am ifadesinin tam kare olup olmadig: kontrol edi-
lir. Eger tam kare ise yukaridaki esitlikten X degeri (veya degerleri) elde edilir. Su halde

F(x,y) =ax?+bxy +cy? =m denklemi igin bir {[ X y]} ¢6ziim sinifi elde edilmis olur.

Bu ¢oziim smifi kullanilarak F(X,y)=ax? +bxy +cy® =m denkleminin tim tamsay1

¢Oziimleri elde edilmis olur.

Omegin, F = (17, 32, 14) indefinite formu ve m=9 sayis1 i¢in
17x? +32xy +14y? =9
denklemi ele almsin. F nin diskriminanti A =72 =4-18 oldugundan O,, nin temel bi-

fimi &, =17 +4+/18 dir. N(s5,)=1 oldugundan 7,, =17+4+/18 dir. O halde (2.3)

esitliginden
1/2
OSySu=|17-9-(17+4\/E)| 16+4V18 ) o006
| 72 | \17+4418

olur. Buna gore 0 <y <8 araligindaki y degerleri i¢in
Ay? +4am =T72y? +612
ifadesi sadece y=2 ve y=4 igin bir tam karedir ve y nin bu degerleri i¢in sirasiyla

X =-1ve x=-5 dir. Dolayisiyla iki ¢6ziim sinifi vardir ve bu ¢éziim sinifi
{[-5 4],[-1 2]}

dir. Diger yandan ¢6ziim matrisi (2.2) den

~47 68
M:
{—56 81}

36



olarak elde edilir. O halde verilen denklemin tiim tamsay1 ¢éztimlerinin kiimesi
v {H-1 2]M*, £[-5 4]M*:keZ}
dir.

Dash ve ark. (2012) tarafindan balans sayilari, t—balans sayilarina genisletilmistir.
t >0 bir tamsay1 olmak tizere belli bir pozitif r tamsayisi i¢in

1+2+---+n=(N+1+t)+(N+2+t)+---+(N+r+1) (2.4)
esitligini gergekleyen pozitif n tamsayisina t —balans sayisi denir. Bu durumda r ye ise
t —cobalans sayist denir. n. t—balans ve t—cobalans sayilari sirastyla B! ve b ile gos-

terilir.

Her ne kadar t —balans sayilar1 t >0 igin tanimlanmis olsa da genel olarak t > 2 i¢in ele
aliir. Clinkii 0—ve 1—balans sayilari, daha 6nce ele alinan balans sayilarina bagl ola-

rak ifade edilebilir. Gergekten de

0 0 0 0
Bn :bm—l’ bn = Bn’ Cn :Cn+1’ Cn =Cn
ve
1 1 1 1
Bn = Bn+1 _1’ bn = bn+11 Cn = Cn+11 G =Ci
dir.

(2.4) esitligi r ve n ye gore ¢oziiliirse

‘e —(2n+2t+1) ++/8n +8n(L+1) + (2t +1)°
- 2

ve

N (2r—1)+~/8r* +8rt +1

2

elde edilir. Buna gore
“B! bir t—balans sayis1 <> 8(B!)” + 8B (1+t) + (2t +1)bir tam kare”
ve

“b! bir t —cobalans sayis1 <> 8(b')? +8tb} +1bir tam kare”
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oldugu goriiliir. Su halde \/8(8;)2 +8Bl(L+1t)+ (2t +1)* ve \/8(brt1)2 +8th’ +1 birer tam-
say1 olup bu sayilara sirasiyla n. Lucas t —balans ve n. Lucas t —cobalans sayilar1 denir

ve sirastyla C! ve ¢! ile gosterilir. O halde

C! =8(B!)* +8B!(1+1t) + (2t +1)* ve ¢! =,/8(h!)* +8tb! +1
dir.

Dash ve ark. (2012), t —balans ve t —cobalans sayilarinin genel terimlerinin
B =6B _,—B._,+2(t+1) ve b ,=6b —b' ,+2t

n+2

seklinde oldugunu gostermisler ve asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

2.3.1 Teorem. t—balans sayilar1 [Bf —(t+1)]* - B} ,B;_, = (2t +1)* indirgeme baginti-

n+2

sin1 gergekler (Dash ve ark. 2012).

2.3.2 Teorem. Lucas t—balans sayilar1 C;,, =6C! —C: _, indirgeme bagmtisin1 gergek-

ler (Dash ve ark. 2012).

Esasinda t —balans sayilarinin belirlenmesi, bazi1 6zel Pell (Diophantine) denklemlerinin

tamsay1 ¢ozlimlerinin elde edilmesine baghdir. $oyle ki, yukarida

“X in bir t —balans sayis1 < 8x° +8x(1+t) + (2t +1)*
bir tam kare” oldugu goriilmiistii. Buna gore belli bir y = 0 tamsayisi i¢in

8x° +8x(L+1) + (2t +1)° = y?
denilirse
D':8x* — y* +8x(1+t)+ (2t +1)° =0
Diophantine denklemi elde edilmis olur. Bu denklemde h ve k sabitleri i¢in
X=vV+h, y=u+Kk

degisken degisimi yapilirsa denklem

D' :8(v+h)? — (u+K)? +8(v+h)L+t)+ (2t +1)>=0

denklemine indirgenmis olur. Bu son esitlikten
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k=0 ve h=——{

olarak elde edilir. Dolayistyla verilen denklem
D':u?—8v2=2t* -1

Pell denklemine indirgenmis olur. Bu Pell denkleminde, bazi t degerleri i¢in iKi, bazi t
degerleri i¢in dort, bazi t degerleri igin alt1 ve bazi t degerleri igin sekiz ¢oziim sinifi
vardir. Ornegin,

(i) t =3 igin ¢oziim siifi {[£5 1]}

(ii) t =9 igin ¢ozim smifi {[+13 1], [+17 4]}

(iii) t =89 i¢in ¢oziim siifi {[+127 6], [£129 10], [+143 24], [+177 44]}

(iv) t =93 igin ¢oziim smifi {[+133 7], [£155 29], [+186 46]}
dir. Dolayisiyla da, ¢6ziim smifin1 ve bu ¢oziim sinifindaki elemanlari, t ye bagli olarak

tek tiirlii belirlemek miimkiin degildir. Bu nedenle, ¢6ziim sinifin1 ve bu smiftaki ele-
manlari t ye bagh olarak tek tiirlii ifade etmek icin, 2t*—1 ifadesine baz1 kisitlar koy-

mak gerekir. Bunun igin t, 2t* -1 asal say1 olacak sekilde tek bir tamsay1 olarak ele

alinsin (h= _t oldugundan t nin tek olmasi gerekir).

Asagidaki tabloda bazi t degerleri icin 2t? —1 in asal olma durumu verilmistir.

Tablo 2.3 2t%> —1 in asal olma durumu

t 2t2 —1 t 2t2 —1
3 17 21 881
7 97 25 1249
11 241 39 3041
13 337 41 3361
15 449 43 3697
17 577 45 4049

D' Pell denklemi i¢in &, =3+~/8 oldugundan z,,=3++/8 dir. 0<y<U araliginda
32y® +8t* —4 ifadesi sadece y = % degeri i¢in bir tam karedir ve y nin bu degeri i¢in

X ==+(2t —1) dir. Su halde verilen Pell denklemi igin ¢6ziim sinifi
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fras 2]

3
ve ¢Oziim matrisi M = [8 3} dir. Buna gére n >0 olmak iizere

(1) [2t-1 %]M " denklemin (u,, ., V,,.;) ¢Oziimlerini tiretir,
@) =2t 2YM" denklemin (<u,, .V, .) coziimlerini iiretir,
(3) [2t-1 :L;t]M_n denklemin (u,,.,,—V,,.;) ¢Oziimlerini iiretir,

(4) [1-2t %]M"" denklemin (—u,,;,V,,.;) ¢ozlimlerini iiretir,

ve benzer sekilde n>1 olmak tizere

(5) [2t -1 %]M " denklemin (u,,,V,,) ¢oziimlerini tiretir,

(6) [1-2t %]M " denklemin (~u, ,—v, ) coziimlerini iiretir,

(7) [2t -1 %]M" denklemin (u,,,—V,,) ¢oztimlerini iiretir,

(8) [1-2t 1%t]Mn denklemin (-u,,,V,,) ¢oziimlerini iiretir.

Su halde asagidaki teorem verilebilir.

2.3.3 Teorem. D':u?—8v? =2t? —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay ¢dziimlerinin

kiimesi,
t-1. .
[u2n+1 V2n+1] = [2t -1 7]M N2 0

U, v,]=[2t-1 1—;[]M",n21

olmak iizere (D) ={(Uyp,1,Vorsy)s Uy, V. )} dir. (Tekean, Tayat ve Ozbek 2014).

Bu teoreme gore denklemin tiim tamsayi ¢oziimlerini belirlemek igin M matrisinin n.

kuvvetinin bilinmesi gerekir ki bu asagidaki teoremde verilmistir.
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2.3.4 Teorem. B, balans ve C_  Lucas-balans sayilar olmak tizere M matrisinin n.

Cn Bn
M" =
{88,, cj

dir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).

kuvveti

Ispat. Tiimevarimla esitligin dogru oldugu gosterilebilir.

2.3.5 Teorem. n>0 igin

U,,, =(2t-1C, +4(t-1)B,
V2n+1 = (Zt _1) Bn + %Cn

ve n>1 i¢in

U, = (2t-1)C, +4(1-1)B,
v, = (2t-1)B, + %cn

olmak iizere D':u?—8v? =2t> —1 Pell denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢éziimlerinin

kiimesi y(D") ={(Uyy.1,Vor1)s Uy, Vs, )} dir (Tekean, Tayat ve Ozbek 2014).

D' Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini belirledikten sonra D' Diophantine denk-

leminin tamsay1 ¢6ziimleri ele alinabilir. X =V — % ve y=U oldugundan n>0 i¢in

t-1 t+1
X, =(2t-1)B, + —C ——=
2n+1 ( ) n 2 n 2

y2n+1 :(Zt _l)Cn + 4(t _1) Bn
ve n>1 i¢in

1-t t+1
X,, =(2t—1)B, + —C, — —=
2n ( ) n 2 n 2

Y,, =(2t-1)C, +4(1-1)B,
olmak iizere (Xy,,1,% Von.y) V€ (X, Y,,), D' Diophantine denkleminin tamsay: ¢oziim-
leridir. Diger yandan (2) ve (6) dan sirasiyla

X, =(1-20B, + t—;lcn —t—zl, n>1
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X, . =(1-20)B, + TC —%, >0

elde edilir. Y,, =vy,, ve Y, .., =VY,,,, olmak lizere (X,, ,,tY,..,) ve (X,,,1Y, ) de bu

denklemin tamsay1 ¢6ziimleridir. O halde asagidaki teorem verilebilir.

2.3.6 Teorem. n >0 igin

t+1
2t-1)B, + —C -
2n+1 ( ) 2 2
y2n+1 = (2t _1)Cn + 4(t _1)B
t+1
1-2t)B, —C -—
2n+1 ( ) 2 2
Y2n+1 y2n+1
ve n>1 i¢in
1-t t+1
X, =(2t-)B, + —C, ———
2n ( ) n 2 2

Y,, = (2t -1)C, +4(1-1)B,

t-1 t+1
X,y=0-2t)B, + —C, ——
2n ( ) n 2 2

Y2n = y2n
olmak iizere D' Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢dziimlerinin kiimesi,

l//(Dt) ={(X2n’—y2n) (X2n+l’— y2n+1) (XZn’iYZn) (X2n+1’— n+1)}
dir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).

2.3.7 Ornek. t =3 igin 2t* —1=17 asal olup

X, €{-1,6,45,272,1595,- -}
Y,y €{5,23,133,775,4517,--}
X,, €{0,11,74,441, 2580, -}
y,, €{7,37,215,1253,7303,--}

ve

X, €{-3,-10,—49,-276,-1595,--}
X,, €{-4,-15,—78,— 445, 2584,--}

oldugundan D®:8x* —y? +32x+49 =0 Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziim-

lerinin kiimesi
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..., (~2584,£7303), (-1599, + 4517), (~445,+1253), (~276,+ 775),
(=78, + 215), (=49, +133), (- 15, £ 37), (=10, + 23),(— 4,+ 7),
(=3, 5), (=1, £5),(0,% 7),(6,% 23), (11, + 37), (45, £ 133),
(74,+ 215), (272, % 775), (441, +1253), (1595, + 4517), (2580, = 7303), - -

(D) =
dir.

D' Diophantine denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimlerini belirledikten sonra 2.3.6 Teore-
mi kullamilarak t —balans sayilarinin genel terimleri elde edilebilir. x =B} oldugundan
n>1 igin

Bl 1 = (2t-DB, + 2C, ~ = (B, +b,,)t - (0, +D)

olarak elde edilir. Buna gore

Chos =/8(Bsy)” +8B, ,(L+D) +(2+1) = (4., +2)t—Cy,y

n+1
olur. Dolayistyla

r t t
b;n—l i (ZBZn—l + 22t +1) + C2n—l — (Bn + bn)t T Bn

olacagindan

c, . =+/8(}, )% +8th , +1=4tB —C,
elde edilir. Benzer sekilde n> 2 i¢in
B, ,=(B,,+b)t+b
Ci,,=(4b, +2)t+c,
b, ,=(B,_ +b )t+B ,
C;n-z =48, ,+C,

oldugu da gosterilebilir. O halde asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

2.3.8 Teorem. t —balans sayilarinin genel terimleri n>1 igin
B, ,=(B,+b )t—(b
b, ,=(B,+b )t—B,
Cy, =(4b ,+2t-c,,
Cona =4B, —C,

+1)

n+1

ve n>2 igin
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B, ,=(B,,+b)t+b

b, ,=(B,_, +b )t+B ,

C.,=(4b +2)t+c,

Cy, =4B. , +C,
seklindedir (Tekcan, Tayat ve Ozbek 2014).
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3. GENELLESTIRILMIS PELL DiZiLERi

Tezin bu boliimiinde, Pell sayilarinin ilk 2n+1teriminin toplamlarina bagl olarak farkli
iki tamsayi dizisi tanimlanacak ve bu diziler ile ilgili bazi cebirsel bagintilar verilecek-
tir. Daha sonra bu dizilerin Pell, Pell-Lucas ve balans sayilari ile olan iliskisi tizerinde

durulacaktir.

3.1 Genellestirilmis Pell Dizileri

Santana ve Diaz Barrero (2006) Pell sayilarinin toplamlarini ele almiglar ve ilk 4n+1

Pell sayisinin toplaminin tam kare, yani

S35

oldugunu gostermislerdir. Ancak, asagidaki teoremde de goriilecegi iizere ilk 2n+1
Pell sayisinin toplami, n nin ¢ift olmasi durumunda bir tam kare iken, n nin tek olmasi

durumunda bir tam karenin yarisidir.

3.1.1 Teorem. Ik 2n+1 Pell sayilarinin toplam1

an+l+ﬂn+1 2
[—J n cift ise

2n+l 2

& PI = an+1_ﬂn+l 2
Lv2 )
2

n tekise
dir (Tekcan ve Tayat 2014).
Ispat. Pell sayilarinin ilk n terim toplami
SR- P+P.,-1
= 2

dir. n cift, yani pozitif k tamsayisi igin n = 2K olsun. Bu takdirde yukaridaki esitlikten
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Znillp_ _ Pons + Poni2 =1

i=1 2

4k+1 4k+1 4k+2 4k+2
a’ " -p a " -p

22 a2

2
_a™(+2a+a?)+ U+ 28+ B -2
4
a2k+l+ﬂ2k+l 2

an+1+'8n+l 2
{5

elde edilir. n nin tek olmasi da benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teorem dikkate alinarak X, ve Y, tamsayi dizileri n>0 i¢in

y an+1+ﬂn+l an+l_ﬂn+l

J2

olarak tanimlansin. Bu takdirde bu diziler ile ilgili olarak asagidaki teoremler verilebilir.

X

n

ve Y, =

3.1.2 Teorem. X, ve Y, dizilerinin terimleri arasinda n>2 igin

Kon =6Xon2=Xons  Xona =6X50 1= X3
Yon =6Y50, =Yons Yonia = 6Yons = Yons
seklinde indirgeme bagintisi vardir (Tekcan ve Tayat 2014).
Ispat. X, dizisinin genel teriminin

B an+l + ﬂn+l

xn
2

oldugu dikkate alinirsa

a2n+l + ﬂ2n+l

X,, = >
i (0 B i Gl 80
2
B 6(a2n—1+ﬂ2n—l) aZn—3+ﬂ2n—3
- 2 2
=6X50-2 = Xans

elde edilir. Diger durum da benzer sekilde gosterilebilir.
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3.1.3 Teorem. X, ve Y, dizilerinin terimleri arasinda asagidaki gibi cebirsel bagintilar

vardir:
(1) n>1 i¢in kuadratik bagmtilar

:2ann_1+YnYn—l1 an:X Y +Xn—lYn’

n n'n-1
2

X . +X
Iy Yn — n+l n-1
2

X,
Yona = 2Yn—1x

dir.
(2) Toplamsal bagmntilar

Yn—lYn+m—l = X2n+m—1 + (_1)n+1 mel , h>m=>1
X Y = Yomat (;1) Yont pe>mels2
Yon_s = YonsTon-zms ;Yzm_san_zm_3 , N>2m+22>4

dir.
(3) Carpimsal bagintilar
Yn2—1 — X2n—1 + (_l)nﬂ’ nx1
Y22n—1 -16= Y2n+1Y2n—3’ n>2
Yzzn_2 +16=Y,,Y,, ,, N>2

2
Yonat2 _ g 2 .n>1
2 i
Yz2 2 =2 2
—=s — =X, ,,n>1
2 2n-2
Y2 =Y
% =Y, ,nN>2
dir (Tekcan ve Tayat 2014).
n+1 n+1 n+1 n+1
Ispat. (1) X, =w ve Y :M oldugundan

" Vv2

2 an+l +ﬂn+1 an +,Bn . an+l _ﬂn+l an _ﬂn
2X X, +Y.Y, 2 2 2 NA
2 2

{0{2”+1+0(n+lﬂn +ﬂn+lan +ﬂ2n+1

+a2n+1 _an+1ﬂn _ﬂmlan +ﬂ2n+1} B a2n+1 +ﬁ2n+l B X
= - — N2
4 2 "

elde edilir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.
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X,ve Y, dizilerinin ilk n—terim toplamlar: sirasiyla

_2(X +Xn71)+Xn+Xn72—8v Ny, Y, +Y, -6

> X, = 2 e 2,

i=1 4 i=1 2

olup yukaridaki teoreme benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.1.4 Teorem. X, ve Y, dizileri i¢in
2n 2n
Z X2i =X nYnY2n—1 ZYZi = X2n+1Y2n—1
i=1 i=1

2n 2n
Z X2i+l = in X2n+1 ZYzm = X2nY2n+l
i=0 i=0

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

n+l _ pon+l
Ispatt X =——%  veY =M oldugundan

n 2 n \/E
2n
ZXZi =K+ Ky ++ Xy,
i-1

3 8 5 5) 4n+1 4n+1
a + a + a +
= ﬂ + ﬁ + . ps —ﬂ

2 2 2
:%(a2n+2 _ﬂ2n+2)(a2n _ﬂZn)
~ an+l+ﬂn+l an+1_ﬂn+l aZn _ﬂZn
L2 J2 V2
= XnYnY2n—1

dir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

3.1.5 Teorem. X ve Y, dizileri i¢in

Z xiYi :Y2n+2 -10
= 4
diir (Tekcan ve Tayat 2014).
Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde
DX = XY XY, e XY,

i=1

n

:%[a4+a6+'_'+a2n+2_(ﬂ4+ﬂ6+”_+ﬂ2n+2)]
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a(a®-1) BB -
2J_ 2 2

6‘(21'|4r3 _ﬂ2n+3 5

42 2
a2n+3 _ﬂ2n+3
-10
_ 42
4
_ Y2n+2 -10
4

elde edilir.

3.2 Tam Kareler ve Toplamlar

Bir 6nceki kisimda, B, bir balans sayisi <> /8B? +1 bir tamsay1” ve “b, bir cobalans

say1s1 <> /807 +8b +1 bir tamsay1” oldugu goriilmiistii. Esasinda

8B’ +1=C, ve 807+8b +1=c,

idi. Benzer sekilde X, ve Y, tamsay1 dizileri i¢in asagidaki teorem verilebilir.

3.2.1 Teorem. X ve Y, dizileri i¢in

(1) Kana b o Karedir ve | Xinsa = X2n dir.
2
(2) % tam karedir ve 1/ Yoa =X, dir.
(3) Yot +1 tam karedir ve 1/ Yons +1=X,,,
Y2
4) T —1 tam karedir ve =X, , dir.

2 2
Y LY, ,+2(-1)" tam karedir ve \/Y"‘l Y, " =£+Yn_2 dir
4 2
(Tekcan ve Tayat 2014).
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an+1 + ﬂn+l

Ispat. (1) X, = oldugundan

a4n+2 + ﬁ4n+2

-1
Xina =1 _ 2
2 2

_\/a4n+2 +IB4n+2+2(aIB)2n+l

4
2n+1 2n+1 2
e+ pB
=X,

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukarida ilk 4n+1 Pell sayisinin toplaminin

£ (3

seklinde oldugu belirtilmisti. Asagidaki teoremde de goriilecegi iizere, parantez i¢indeki

ifade, X, ve Y, tamsayi dizilerine baglh olarak verilebilir.

3.2.2 Teorem. 11k 4n+1 Pell sayilarinin toplam1

4n+l

2R =X =2XY,, + (D™
i=1

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

Ispat. 3.1.4 Teoremine benzer sekilde gosterilebilir.

Benzer sekilde asagidaki teoremler de verilebilir. Ispatlar1 3.1.4 Teoremine benzer se-

kilde yapilabilir.

3.2.3 Teorem. (1) Pell sayilar1 igin

Ul Y Ul Y, —2
P- — 2n-1 P — 2n
é 2i-1 4 é 2i 4
4n1 2n
an =X22n71—1 Z(;(Pzi+1+ P2i+2):X2nx2n+l
i=1 in

dir.
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(2) Pell-Lucas sayilari igin

c _ 5Y2n—1 + 2Y2n—2 _an—s -8
i;in—l 8
Z”:Q _ 2Y2n_2 + 77Y2n_3 —:|.3Y2n_5 -8
i1 2 8
2n-1
Z():Qi = X2n—1 +Xanz
2n
zQi = Y2n -2
i=1
2n
ZQZi = YZnYZn—l
i=0
dir.
(3) Balans sayilari igin
2n+1 X Y on x X Y Y
B. = —2n 2nil B. = Zt2n2n-172n 2n-1
é ' 4 ,Zﬂ: 2 4
i(B 1B )= el 2f(ls +B.,)= X, X
— i i+1 2 “ i i+1/ — 2n’N2n+2
2n
Z(BZHl + BZi+2) = %
i=0

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

Nasil ki ilk 4n+1 Pell sayisinin toplami bir tam kare ise, asagida da goriilecegi lizere

bazi Pell-Lucas ve balans sayilarinin toplamlart da birer tam karedir.

3.2.4 Teorem. Q, Pell-Lucas ve B, balans sayilart olmak iizere

2 = Xézn ve szm =
i=0

2n
Zzn QZ‘*]_ - Y22 11 —go: Q2i+1 { [ XZHYZH JZ
i=1

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

3.25 Teorem. X, ve Y, tamsay1 dizileri igin

PiQi = an—_z Ve ZBiCi
=1 4 i=1

dir. (Tekcan ve Tayat 2014).
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Pell, Pell-Lucas, balans ve Lucas—balans sayilarinin bazi toplamlarinin oranlart da X,

ve Y, tamsay: dizilerine bagli olarak asagidaki gibi verilebilir.

3.2.6 Teorem. X, ve Y, tamsay dizileri igin

2n 2n
ZCZHZ ZCZI ZO BZi+l
i=

i=0 _ X _ X _Y22n
2n - 4n+2 ve e

2n 8
Z F:’2i+l Z I:)2|—l ZO: Q2i+1

dir. (Tekcan ve Tayat 2014).

Yukarida Pell-Lucas ve balans sayilarinin toplamlar1 X, ve Y, dizilerine bagl olarak
ifade edilebilmisti. Tersine X, ve Y, tamsay1 dizilerinin terimlerinin bazi toplamlar da,

Pell, Pell-Lucas ve balans sayilarina bagli olarak asagidaki gibi verilebilir.

3.2.7 Teorem. X, ve Y, dizileri i¢in

2n
Z X2| 8ann+1B ZY2| = 2n n+l
ZX2|+1 n+1 n+1 ZY2|+1 n+1 2n+2

Z XZI 1= 2n+1 ZYZI -1 n+l

Z X4i = BZnC2n+2 ZY4. = 4B C P4n+3

i=1 i=1
2n

Z X4|+2 n+1 2n+lx4n+2 ZY4i+2 - 20n+1P2n+1P4n+3
2n

Z X4i—2 = C2n+1p2nX2n—1 ZYM 2 = 4B C P4n+l

i=1 i=1

dir. (Tekcan ve Tayat 2014).

Pell ve balans sayilarinin katsayilar matrisleri sirasiyla

ey o eneld )

olup bu matrislerin X, ve Y, dizileri ile olan iliskisi asagidaki gibidir.

52



3.2.8 Teorem. n> 2 olmak tizere yukaridaki M ve N matrisleri i¢in

1|:2XnI+Yn+2 =Y, 1|:2Y2n+1 YZn—l Y2n+1}

M"N == "1 ve N'"M =
2 2Xn—2+Yn+1 _Yn—l 4 2Y2n—1_Y2n—3 Y2n—1

dir (Tekcan ve Tayat 2014).

3.3 Tamsay Dizileri ve Kuadratik Formlar

Bu kisimda tamsayi dizilerine bagli olarak kuadratik formlar tanimlanacak ve bu form-

larin Heisenberg matrisleri ile ilgili bagintilar1 verilecektir.

Bir onceki kisimlarda ele aliman P,,Q,, X, ve B,,b,,C, dizileri i¢in kuadratik formlar

F-(PX +1P +15 ”)veG _(C it

~b,,b,,, b, +1B)

n?~n+l

olarak tanimlansin. Bu takdirde asagidaki teorem verilebilir.

3.3.1 Teorem. F, formu evrenseldir (Tekcan ve Tayat 2014).

Ispat. m herhangi bir tamsay1 olmak iizere F,(x,y)=m denkleminin bir tamsay1 ¢&-

P.Q,

ziimii (X,y) =(—"" ”2 —m,m-P, X, —1) dir. Ger¢ekten de

n n

P X l+P"TQ”:P2n ve (P,+1)*-2PQ,(PX, ,+1)=1

oldugu dikkate alinirsa

Q Q

(P X, +D)("="—m)? + (P, +D)(-—2-m)(m-P X, _, -1+ P2 (m-P X, ,-1)?

= (P X+

1 tDP.Q  +m (P X1+

+m(P, +1)(%)—(P2n +1)(@)(ann_l +1)-m? (P, +1)
PnQn
2

P
+m(P,, +)(P, X, +1)+m? -mP.Q, (P, X, +1)+ nQ (P X, +1)?

=m(P,, +1)(—— Q +P X, ,+D)-2m(P, X, , +1)P.Q,
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+(P, X, +1

o 1+ L) — (P, +1

P P P
nQn i nQ nQn o +l)
2 2 2

+m2(Pan—1+ _PZn)

=m[(P,, +1)? -2P,Q, (P, X, , +1)]
=m

PnQn
2

elde edilir, yani F, evrenseldir.

P X, ,+1+ PS P,, oldugundan F, evrensel formu lineer iki formun ¢arpimi olarak

FL(6Y) = (B X, 1 + DX+ 2 y)(x+y)
seklinde yazilabilir. 0=m=Kk-| tamsayisi i¢in
(axH+Dx+5§£y=ik
X+y ==l
veya
(PX“+DX+PQy 4

X+y =1k

dir. B X, = % oldugundan ilk denklemin ¢dziimii

(X, y) = (Fk+ -

ESINENE PSR
2 2

ve ikinci denklemin ¢6ziimii

xy)=E+F ’f k+k$|4_rP”TQ”k)

dir, yani verilen herhangi bir m tamsayisi i¢in F, (X, y) =m denkleminin daima ¢6ziimii
vardir. Ustelik

m=p}p; - pg
olmak iizere bu ¢oziimlerin sayisi

2(r+1)(r,+1) - (r, +2)

dir. Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir.
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3.3.2 Teorem. m= pipz---ps ve r(mF)=2(r+1)(r,+1)---(r, +1) olmak iizere F,

formuna karsilik gelen teta serisi
o(r;F) =1+ > r(m;F,)z"
m=1

seklindedir (Tekcan ve Tayat 2014).

Yukarida F,(X,y) =m denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri dikkate alinmist1. p asal olmak

tizere m = p olarak alinirsa tiim tamsay1 ¢oztiimleri p ye bagh olarak asagidaki gibi veri-

lebilir.

3.3.3 Teorem. F (x,y)= p denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimlerinin kiimesi

_PQ il
tpF-"=0 +1F p+
{( P 2 P 2 2

PnQn), (*1¥ pﬂ,i pFlt p%)}

dir. (Tekcan ve Tayat 2014).

3.3.4 Teorem. G, formu evrenseldir.

Ispat. mherhangi bir tamsay1 olmak {izere G, (X, y) =m denkleminin bir ¢oziimii

(x,y)= (B, ~mm- "1

+b,)

dir. Dolayisiyla G, evrenseldir.

F, formunda oldugu gibi, G, formu da lineer iki formun ¢arpimi olarak

G,(x,y) =((B, +D)x+B,y)(X+Y)

seklinde yazilabilirdir (Burada B, +1= "ot

b, ve 2B, =b,,, —b,dir). Dolayisiyla

verilen herhangi bir 0 = m =k -I tamsayisi i¢in

(B, +)x+By ==k
X+y ==l

denkleminin ¢dziimii (X,y) =(zk 1B, zIFk=xIB,) ve
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(B, +)x+B,y =+l
X+y ==k

denkleminin ¢oziimii (X,y) = (£l FkB,, £tk F1£kB,)dir. Su halde G,(x,y)=m denk-

leminin tiim tamsay1 ¢éziimlerinin sayisi, m nin tiim bolenleri kadardir. O halde asagi-

daki teorem verilebilir.

3.3.5 Teorem. m=pipy - ps ve r(mG,) =2(r, +1)(r, +1)---(r, +1) olmak iizere G,

formuna karsilik gelen teta serisi

#(7;G,) =1+ ir(m;Gn)zm

m=1

seklindedir (Tekcan ve Tayat 2014).
3.3.3 Teoremine benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

3.3.6 Teorem. G,(X,y) = p denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimlerinin kiimesi
{(£p+B,, £1¥ p*B,), (x1¥ pB,, £ p+1+ pB,)}
dir (Tekcan ve Tayat 2014).

3.3.2 ve 3.3.5 Teoremlerinden asagidaki sonug verilebilir.

3.3.7 Sonu¢. F, ve G, formlarma karsilik gelen teta serileri ayni, yani

(T F) = p(0;G,)
dir (Tekcan ve Tayat 2014).

1 a c
a,b,c tamsayilar olmak tizere h={0 1 b seklindeki 3x3 liikk matrislerin kiimesi,
0 0 1

matrislerde ¢carpma islemine gore bir grup olusturur. Bu gruba Heisenberg grubu denir

ve H ile gosterilir. Buna gore, F, ve G, formlarina karsilik gelen Heisenberg gruplar:

Sirastyla
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H(F)={f =|0 1 P, +1[:n>1

n

0 0 1
ve
1 C“2+l—bn B,
H(G,)=49,=|0 1 b, —b,+1{: n>1
0 0 1

dir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

3.3.8 Teorem. n>1 tamsayisi i¢in

nPQ,+n(n-H(P, X, , +1D(PR,, +1)

1 (PX, ,+Dn

2

£r=|0 1 n(p,, +1)
0 0 1

ve
I C,+1 ]
C +1 n(n_l)( n2 _bn)(bm—l_bn +1)
1 (——=-b,)n nB, + 5
g: =10 1 n(bn+1_bn +1)

0 0 1

dir. (Tekcan ve Tayat 2014).

Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir.
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4. BALANS FONKSiYONLARI

Bu boliimde genel olarak balans, cobalans, Lucas-balans, Lucas-cobalans, Pell, Pell-

Lucas ve iiggensel sayilara bagli olarak elde edilen fonksiyonlar ele alinacaktir.

Behera ve Panda (1999), verilen herhangi bir x balans say1s1 igin
F(X) = 2xv/8x” +1, G(X) = 3Xx+v/8x* +1,H(X) =17x + 6v/8x* +1 ve
K(X) = 6Xxv8x* +1+16x° +1

fonksiyonlarini tanimlamislar ve asagidaki teoremi elde etmislerdir.

4.1 Teorem. X herhangi bir balans sayist olmak iizere F(X), G(x), H(X) ve K(x) deger-
leri de birer balans sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Her x balans sayisi i¢in F(X) daima g¢ifttir. Ancak X tek balans sayisi ise G(x) ¢ift ve x

cift balans sayisi ise G(x) tektir.

Benzer sekilde Behera ve Panda (1999), verilen herhangi x, y ve z balans sayilari i¢in

f(X,Y) = X/8y® +1+yv8x% +1

ve

f(X,Y,2) = X,/8y? +11/822 +1+ yv/8x? +1/822 +1+ 28X’ +1,/8y? +1+8xyz

fonksiyonlarini tanimlayarak asagidaki teoremi vermislerdir.

4.2 Teorem. X, y ve z herhangi {i¢ balans sayisi olmak tizere f(x,y) ve f(X,y,z) deger-

leri de birer balans sayisidir (Behera ve Panda 1999).

Daha sonra Ray (2009) da benzer problemi cobalans sayilari igin ele almis ve herhangi

iki x ve y cobalans sayilari i¢in

f(X)=3x+8x2 +8x+1+1
f(x)=3x—v8x2 +8x+1+1
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g(x) =17+ 6+/8x? +8x+1+8
h(x) =8x? +8x +1+ (2x +1)V8x* +8x +1

2(2x+D(2y +1) + (2x +1)y/8y? +8y +1

+(2y +1)V8X? +8x +1+/8x2 +8x +1/8y% +8y +1-1

t(x,y) =%

fonksiyonlarini tanimlayarak asagidaki teoremi vermistir.

4.3 Teorem. x ve y herhangi iki cobalans say1 olmak iizere f(x),g(x),h(x) ve t(x,y)

degerleri de birer cobalans sayisidir. Ustelik X den sonra gelen cobalans sayisi f (x) iken

X den 6nceki cobalans sayisi f~(x) degeridir (Ray 2009).

Behera ve Panda (1999), tanimladiklar1 F(x), G(x), H (x), K(x), f(x,y), f(x,y,z) fonk-
siyonlarinin mertebelerini, yani kaginci balans sayist oldugunu ve benzer sekilde Ray
(2009) da tanimladigi f (x),g(x), h(x) ve t(Xx,y) fonksiyonlarinin mertebelerini, yani
kaginci cobalans sayisi olduklarini belirtmemislerdir. Tekcan, Tayat ve Olajas (2015)
ise bu problemi ele almiglar ve bu fonksiyonlarin mertebelerini belirleyebilmislerdir.

Ancak bunun igin ilk olarak asagidaki teoreme ihtiya¢ duymuslardir.

4.4 Teorem. Herhangi n,k,l >0 tamsayilar1 i¢in

B....,=B.CC,+C-BC,+C.CB, +8BBB,

n+k+l

dir (Tekcan, Tayat ve Olajas 2015).

Ispat. Balans sayilarinin Binet formiilleri kullanilarak esitligin dogrulugu gésterilebilir.

4.5 Teorem. F(x), G(x),H(x),K(x), f(x,y), f(x,y,z) balans fonksiyonlari i¢in
F(Bn):BZn’ G(Bn):Bn+ll H(Bn):Bn+2’
K(Bn)=82n+l’f(Bn’Bk)=B f(Bn,Bk,B|)=B

n+k ! n+k+l

ve f(x), g(x),h(x),t(X,y) cobalans fonksiyonlari i¢in
f (bn) = bn+lf g(bn) = bn+2' h(bn) = b2n’ f (bn'bk) = bn-¢—k
dir (Tekcan, Tayat ve Olajas 2015).
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Ispat. Balans ve Lucas-balans sayilarmin Binet formiilleri kullanilirsa ve /1+8B> =C_

oldugu dikkate alinirsa

B aZn_ﬂZn a2n+ﬂ2n _a4n_ﬂ4n
F(B,)=2( 2l2 )= 2l

oldugu goriiliir. Benzer sekilde 4.4 Teoreminde k =1 ve | =0 olarak alinirsa

B,, =3B, +C, =3B, +8B2+1=G(B,),

k =2 ve | =0 olarak alinirsa

=82

n

B,.,=17B,+6C, =17B +6,/8B*+1=H(B,),
k =1 ve | =n olarak alinirsa
B,.., =6B.C, +16B%+1=6B, /8B*+1+16B>+1=K(B,),

ve | =0 olarak alinirsa

B,.. = B,C, +B,C, = B,,/8B2+1+B,/8B%+1 = f (B ,B,)
elde edilir. Son ifade ise

B =B,CC,6+CBC, 6 +CCB, +8B,BB,

n+k+1

esitliginden kolayca elde edilir. Clinkii
B...,=BCC,+CBC,+C.C,B,+8B,BB,

= B,,/8BZ +1,/8B% +1+B, /8B +1,/8B2 +1+ B,/8BZ +1,/8B +1+8B, B,B,

= f(B,,B,,B,)

n+k+

dir. Cobalans fonksiyonlar1 igin de benzer sekilde gosterilebilir.

k >1 tamsayisi icin B, ve C, sirasiyla k. balans ve k. Lucas-balans sayilar1 olmak iize-

re Tekcan, Tayat ve Olajas (2015), 4.5 Teoreminde ele alinan balans fonksiyonlari di-

sinda verilen herhangi bir x balans sayisi i¢in

B, (X) =C, x+B,/8x* +1

fonksiyonunu tanimlamiglar ve k =1 i¢in

B, (X) = 3x++/8x* +1 = G(X)

ve benzer sekilde k =2 i¢in

B, (X) =17x+6/8x* +1 = H(X)
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oldugunu géstermislerdir. Ustelik
k=3 icin By (X) = 99x +35v8x +1
K=4 igin B, (X) =577x+ 204v/8x? +1
k=5 icin B (x) = 3363x + 1189v8x? + 1

fonksiyonlarinin da birer balans fonksiyonlari oldugunu, dolayisiyla k >1 tamsayisi

icin B, (X) balans fonksiyonlarinin sayisinin sonsuz oldugunu, hatta x in n. balans sayisi
olmast durumunda B, (X) fonksiyonunun degerinin (n+ k). balans sayisi, yani
Bk (Bn) = Bn+k

oldugunu gostermislerdir.

Benzer sekilde B,,b, ve C, sirasiyla k. balans, k. cobalans ve k. Lucas-balans sayilari
olmak iizere verilen herhangi bir x cobalans sayisi igin
b; () =C, X+ B, (v8X? +8x+1+1) +b,
fonksiyonunu tanimlamislar ve yine k =1 igin
b (X) =3x + V8x2 +8x +1+1= f (X)
ve k=2 igin
b, (X) —17x+6v/8x2 +8x+1+8=g(x)
oldugunu gostermislerdir. Benzer sekilde
k=3 icin bl(x)=99x+35v8x? +8x +1+49
k=4 igin b(x)=577x+204/8x> +8x+1+ 288
k=5 icin b:(x)=3363x+1189v8x? +8x +1+1681

fonksiyonlarmin da birer cobalans fonksiyonlar1 oldugunu, dolayisiyla k >1 tamsayisi

icin b, (X) cobalans fonksiyonlarmin sayisinmn sonsuz oldugunu, hatta x in n. cobalans

say1s1 olmas1 durumunda by (X) fonksiyonunun degerinin (n+k). cobalans sayisi, yani

b;(bn) = bn+k

oldugunu gostermislerdir.

61



Tekcan, Tayat ve Olajas (2015), yukaridaki B, (x) ve b, (x) fonksiyonlarinin diginda da

asagidaki fonksiyonlar1 elde etmislerdir.

4.6 Teorem. (1) x, n. balans ve y de n. cobalans sayisi olmak tizere

—8xy +/8x2 +1,/8y> +8y +1+1
4

B (x,y)=

fonksiyonunun degeri n. balans sayis1 ve

B, (X, Y)=X+2y+/8x? +1++/8y’ +8y+1+1
fonksiyonunun degeri de (n+1). balans sayisidir.
(2) k>0 tamsayisi i¢in B,,b,,C, swrasiyla k. balans, k. cobalans ve k. Lucas-balans

sayilar1 olmak tizere verilen herhangi bir X balans sayist1 icin

BL(X) = B, xv8X’ +1+Cx2 +1+2b,, — > By

2
i=0

fonksiyonunun degeri de bir balans sayisidir. Eger X, n. balans sayisi ise By () fonksi-
yonunun degeri (2n+K). balans sayisidir. k tek ise B;(X) tek balans sayisi, K ¢ift ise

B, (X) cift balans sayisidir.

(3) x, n. balans, y, m. cobalans ve z de n. Lucas-balans sayis1 olmak iizere

b, (x) = 2x+\/8;< +1-1

fonksiyonunun degeri (n+1). cobalans sayisi ve

2%\/8Y? +8y +1+2y/8x> +1+2-1
2

fonksiyonunun degeri de (n-+m). cobalans sayisidir (Tekcan, Tayat ve Olajas 2015).

b2 (X’ y’ Z) =

Ispat. (1) Balans ve cobalans sayilarinin Binet formiilleri kullanir ve «, # sayilari igin

aff=-1ve a + " =-2 oldugu dikkate alinirsa

—8xy +/8x2 +1,/8y2 +8y +1+1
B, (x,y) = — 4” y
aZn_ﬂZn a2n—l_ﬂ2n—l 1 a2n+'82n aZn—l+ﬂ2n—l
-8 - |+ +1
) ( a2 j( w2 2)' 2 2
4
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_a4n—l +a2nﬁ2n—l +ﬂ2na2n—l _ﬂ4n—l . aZn —,an
4 J2

4n-1 2n p2n-1 2n __2n-1 4an-1
a’ T ta + o +
+ B 2 B B +1

4
(aﬂ)zn(a_l'Fﬂ_l) . aZn _ﬂZn
2 V2
4

+1

aZn _IBZn
42
=B,

dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

4.6 Teoreminde oldugu gibi, asagidaki iki teoremde de goriilecegi iizere sonsuz

coklukta Lucas-balans, Lucas-cobalans, Pell ve Pell-Lucas fonksiyonlari vardir.

4.7 Teorem. B,,C,,c, sirasiyla k. balans, k. Lucas-balans ve k. Lucas-cobalans sayilart

olmak tizere ayn1 n mertebeli x balans ve y cobalans sayilar1 i¢in
(1) k=2 igin

C,(x,y)=C, ,V8x* +1+c_,/8y° +8y+1+C, ., ,

fonksiyonunun degeri (n+k —1). Lucas-balans sayisidir.
(2) n>k—-1>1i¢in
G, (X, ¥) =C, 1/8Y? +8y +1+C,,/8X° +1+C, .,
fonksiyonunun degeri (n+k —1). Lucas-cobalans sayisidir ve k >1 igin
¢, (y)=4B (2y+1)+C,8y* +8y+1
fonksiyonunun degeri de (n+Kk). Lucas-cobalans sayisidir (Tekcan, Tayat ve Olajas
2015).

4.8 Teorem. k >0tamsayisi i¢in B,,b,,C,,c., P, ,Q, sirasiyla k. balans, k. cobalans, k.

Lucas-balans, k. Lucas-cobalans, k. Pell ve k. Pell-Lucas sayilar1 olsun. Ayni n mertebe-

li X balans, y cobalans, z Lucas-balans ve w Lucas-cobalans sayilar1 i¢in
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1)

8B, (X +Y)+C, (V8x? +1+/8y’ +8y+1) b

Pkl(xy y)= 5 2%

fonksiyonunun degeri, (2n+ 2k). Pell sayisi,

P2(x,y) = C, V8X* +1+c, /8y +8y+1
2

fonksiyonunun degeri, (2n+ 2k —1). Pell sayis1 ve

2/8X% +1+w,/8y® +8y +1
2

R (xy,zw)=
fonksiyonunun degeri de (4n—1). Pell sayisidir.
)
Q, (X) =32C, x* +32B x+/8x* +1+Q,,

fonksiyonunun degeri (4n+ 2k). Pell-Lucas sayisidir.

(3) G, (x,y)=B, V8X2 +1+ b, \/8y2 +8y+1 fonksiyonu i¢in,
(i) k=1ise G, (x,y) fonksiyonunun degeri, n. Lucas-balans sayis1, yani
G, (xy)=C,
dir.
(i) k=2 ise G,(X,y) fonksiyonunun degeri, (2n+1). Pell sayisinin dort kati, yani

Gz (X, y) = 4P2

n+l
dir.
(iii) k 21 i¢in, G, (X,y) fonksiyonunun degeri, n den (n+k—1) e kadar olan Lucas

n+k-1
-balans sayilarinin toplami, yani G, (x,y) = >, C; veya

i=n

k

43 Ppus k22t
i=1l

G, (x,y) =

k-3

2
P+ Py +4>. P, k >3 tek
i=0

n+4i+3

dir (Tekcan, Tayat ve Olajas 2015).

Ispat. (1) Balans, Lucas-balans ve Pell sayilarmin Binet formiilleri kullanilirsa ve
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C, -1

n_

C,+c,=2P,, B,+b, =

ve P, =2B,

oldugu dikkate alinirsa

8B, (X+ V) +C, (V8X? +1++/8y2 +8y +1
ik y) - BN LGB VBy' 8y +D) o

_ 8B, (B, -I-bn);-Ck (C,+c,) +2B,

88, (“ Y1 2c, P,

= 2 +28B,
2

=2BC,+C.P,,

_ 2[a2k _ﬂZk J[azn +ﬂ2nj+(a2k +ﬂ2k J[azn _ﬂsz
a2 2 2 242

az(k+n) +a2kﬂ2n _ﬁzka2n _ﬂZ(m—k) +a2(k+n) _azk 2n +,82k062n _ﬂz(n+k)

42

= P2n+2k

elde edilir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

n>0 tamsayisi igin @ tipindeki sayilara {iggensel sayilar denir ve bu sayilar T,
ile gosterilir. O halde
T - n(n+1)
2

dir. Uggensel sayilar ile balans sayilar1 arasinda bir iliski vardir, dyle ki
1+2+-+(-D=M+D)+(N+2)+---+(n+r)

esitliginden

n? = (n+r)(n+r+1)
2
olarak elde edilir. Buna gére “n bir balans sayisi <> n? bir iicgensel say1” dir. Ustelik
Br? = TBn+bn
dir. Ucgensel sayilardan bazilar1 tam kare olup bu sayilara kare iiggensel sayilar denir.

Ornegin, 1, 36, 1225, 41626, --- birer kare iiggensel sayilardir. Kare iiggensel sayilar
S, ile gosterilir. s,,S, ye karsilik gelen karekok ve t de S, ye karsilik gelen tiggensel

say1 olmak tizere kare liggensel sayinin genel terimi
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S _g2o t.(t, +1)
n n 2

dir.

1.2 Kisminda balans ve Pell sayilar1 arasinda bir iligkinin oldugu sdylenmisti. Yukarida
ise balans sayilar ile tiggensel sayilar arasinda bir iligskinin oldugu séylendi. Dolayisiyla

Pell ve iiggensel sayilar arasinda da bir iliski vardir. Oyle ki S,,s, ve t, dizilerinin ge-
nel terimleri, @ ve S yabagl olarak
aZn _ﬁZn 2 aZn _ﬂZn aZn +ﬂ2n )
S, =| ——|,S,=—F— LY o
42
seklinde verilebilir. Burada agikca goriilecegi iizere, balans sayilari ve kare iicgensel sa-
yilar arasindaki baginti
S, =B ve s, =B,

seklindedir.

4.9 Teorem. Verilen ayni n. mertebeden herhangi x balans ve y cobalans sayilar1 i¢in

1)

_AXE+4y(y +1) +/8x% +1,/8y% +8y +1+1

S(xy) 5

fonksiyonunun degeri n. kare iggensel say1, yani S(x,y) =S, dir.

(@)

6y —24/8x% +1+3,/8y? +8y +1+3
2

s(x,y) =

fonksiyonunun degeri S, ; e karsilik gelen (n—1). karekok sayi, yani s(x,y)=s,, dir.

3)

2(x—y—1)+/8x% +1—/8y? +8y +1

t(x,y) 5

fonksiyonunun degeri de n. tiggensel say1, yani t(x,y) =t, dir (Tekcan, Tayat ve Olajas
2015).
Ispat. (1) 1+a? +2a ' =1+ B2+ 24" =2 ve afi=-1 oldugu dikkate alinirsa

66



S(x,y) 2

2n 2n\2 2n-1 2n-1
BT AT
42 42 2

1

|

_4xP +4y(y+1) +V8x% +1,/8y% +8y +1+1

aZn—l _ ,an_l

42

I

2

2n-1 2n-1
(04 +
B J +1

1
2

_+1}

+(a2n _'_ﬁZn
~ 2
B a4n —2(&,3)2” +ﬂ4n
- 32

aZn —,an 2
{5

=Sn

dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.
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