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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

OZEL IKi TAMSAYI DiZiSi VE BU DIZILERIN PELL VE BALANS SAYILARI
ILE OLAN [LISKISI

Arzu AKIN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

Bu c¢alismada 6zel iki a, ve W,, tamsay1 dizisi tanimlanmis ve bu dizilere ait baz1 cebir-
sel sonuglar elde edilmistir. Ayrica a,, tamsay1 dizisinin daha 6nceden bilinen Pell, Pell-
Lucas ve balans sayilari ile olan iligkisi lizerinde durulmustur.

Tezin birinci boliimiinde, tezin daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan tamsay dizi-
leri ile ilgili baz1 temel kavramlara, notasyonlara ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin ikinci boltimiinde, Pell sayilarinin ilk 4n+1 teriminin toplaminin tam kare olmasi
sonucundan yola ¢ikilarak tanimlanan a, tamsay1 dizisi ele alinmis ve bu dizi ile ilgili

bazi cebirsel sonuglar verilmistir. Ayrica bu dizinin Pell, Pell-Lucas ve balans sayilari
ile olan iliskisi lizerinde durulmustur.

Tezin son bolimiinde ise k > 2 tamsayisi igin x* —(k* —2)y? =1 Pell denkleminin tiim
pozitif tamsay1 ¢oziimleri farkli bir yoldan elde edilmis ve bu Pell denklemine bagli ola-
rak tanimlanan W,, tamsay1 dizisi ile ilgili baz1 cebirsel sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tamsay: dizisi, Pell ve balans sayilari, Pell denklemleri
2019, vi + 49 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

TWO SPECIAL INTEGER SEQUENCES AND THEIR RELATIONSHIP WITH
PELL AND BALANCING NUMBERS

Arzu AKIN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet TEKCAN

In this work, two special integer sequences @, and W, are defined and some algebraic
relations on them are derived. Furthermore, the relationship between a, and Pell, Pell-
Lucas also balancing numbers are studied.

In the first section, some preliminary notations, definitions and theorems related to inte-
ger sequences which are to be used in later sections are given.

In the second section, the integer sequence @, which derived from the sum of first non-

zero 4n+1 terms of Pell numbers is defined and obtained some algebraic relations on
it. Later its relationship with Pell, Pell-Lucas and balancing numbers is considered.

In the last section, all positive integer solutions of the Pell equation x* —(k* —2)y* =1
for an integer k >2 is obtained by a different method and defined a new integer se-
quence W, derived from this Pell equation and obtained some algebraic relations on it.

Key words: Integer sequences, Pell and balancing numbers, Pell equations.
2019, vi + 49 pages.
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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler Aciklama

F, n. Fibonacci sayisi

L, Nn. Lucas sayisi

P, n. Pell sayis1

Q, n. Pell-Lucas sayis1

B, n. balans sayist

b, n. cobalans sayisi

C, n. Lucas-balans sayis1

C, n. Lucas-cobalans sayist
a, n. a, sayisi

W, n. W, sayisi

(a,b) a ve b sayilarinin obebi
(%15 Y1) temel ¢Oziim

(X5 Y,) pozitif tamsay1 ¢ézliimler
[ay;a),8,, - a_;, ] basit stirekli kesirli devirli agilim
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1. GIRIS

Tezin bu boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara,

notasyonlara ve teoremlere yer verilecektir.

1.1. Tamsay1 Dizileri.

Tamsay1 dizileri igerisinde en bilineni-meshuru Fibonacci tamsay1 dizisidir. Bu tamsay1
dizisinin terimleri

0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ---

seklindedir. Bu tamsay1 dizisi ve altin oran sayilar teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahip-
tir. Altin oran, Fibonacci tamsayi dizisinin ardisik terimlerinin orani olan

1+\/§

2

=1.6180339887---

sayisidir. Bu say1 tarih boyunca matematikgilerin ilgisini ¢ekmis ve bir¢ok matematikci
tarafindan arastirmaya konu olmustur. Altin oran tarihte oyun kartlarindan piramitlerin
yapimina kadar bir¢ok alanda kullanilmis ve dogada birgok varlikta gdzlemlenmistir.
Diziye adin1 veren Leonardo Fibonacci (1170-1250) orta cagda yasamig olan {inlii bir
matematikc¢idir. Fibonacci 1202 yilinda Liber Abaci-The Book of Calculation isimli bir
kitap yazmis, bu kitapta Fibonacci sayilarina ve altin orana yer vermistir.

Fibonacci tamsay dizisi F, ile gosterilirse, dizinin baslangi¢ terimleriFy =0,F =1 o-
lup genel terimi N> 2 icin

Fo=F_+F

dir. Fibonacci tamsay1 dizisinin katsayilar (companion) matrisi

) o

olup n>1 i¢in



dir. Bu son esitligin her iki tarafinin determinant1 alinirsa Cassini 6zdesligi olarak bili-

nen

F

n-1

Fos — I:n2 = (_l)n

bagintisi elde edilir.

Fibonacci say1 dizisine benzer diger 6nemli bir tamsay1 dizisi de Lucas tamsay1 dizisi-
dir. Bu tamsay1 dizisi de Eduard Lucas (1842-1891) tarafindan tanimlanmistir. Bu tam-
say1 dizisinin terimleri

2,1,3,4,7,11, 18, 29,47, 76, ---

dir. Bu tamsay1 dizisi L, ile gosterilirse, dizinin baslangi¢ terimleriL, =2 ve L, =1olup
genel terimi N> 2 igin

L,=L,,+L_,
dir. Fibonacci ve Lucas tamsay1 dizileri arasinda bir¢ok cebirsel bagint1 olup bu baginti-
lardan en 6nemlisi n >1 i¢in

L,=F_ +F..

dir. Fibonacci ve Lucas tamsay1 dizilerinin karakteristik denklemi

X2 —Xx—1=0
olup bu denklemin kokleri

:1+\/§ 1—\/§

X Ve Xy =———
1 2
2

dir. Burada dikkat edilirse X, altin orana karsilik gelen koktiir. Bu kokler yardimiyla bu
tamsay1 dizilerinin Binet formiilleri n >1 i¢in sirasiyla

n n
X' — X

F =12 ve Ly=X"+X}
X — X%y

dir.

Bu tamsay1 dizilerinden baska énemli bir tamsay1 dizisi de Pell (John Pell 1611-1685)
tamsay1 dizisidir. Bu tamsay1 dizisinin terimleri
0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, 985, ---

dir. Bu tamsay1 dizisi P, ile gosterilirse, dizinin baslangi¢ terimleriP, =0 ve P, =1 olup



genel terimi N> 2 igin

P =2P _,+P
dir. Pell tamsay1 dizisinden baska 6nemli bir tamsay1 dizisi de Pell-Lucas tamsay1 dizi-
sidir. Bu tamsay1 dizisinin terimleri de

2,2,6,14,34,82,198,478, 1154, ---

dir. Bu tamsay1 dizisi Q,, ile gosterilirse, dizinin baslangi¢ terimleri Q, =Q, =2 olup
genel terimi N > 2 igin

Qn=2Q,,+Qp,
dir. Bu son iki tamsay1 dizilerinin karakteristik denklemi

x*—2x-1=0
olup bu denklemin kokleri
a=1+2 ve f=1-2

dir. Bu diziler i¢in Binet formiilleri ise n>1 igin

n_ pn
pnzu
a-p

ve Q,=a"+p"

dir.

Yukarida bahsedilen bu dort tamsay1 dizisi, p> —4q = 0 dzelligindeki sifirdan farkli p ve
q tamsayilar i¢in, baslangi¢ degerleri U, =0,U, =1, V, =2,V, = p ve genel terimleri
n>2 igin

Un =Un(p>q): pUn—l _qUn—z
ve
Vn :Vn(pa q) = an—l _an—Z

olarak tanimlanan U, ve V, tamsay: dizilerinde p ve q nun 6zel tamsay1 degerleridir.

Gergekten de
u,=U,,-D=F,,V,=V,{1,-1)=L,
iken
U,=U,2,-D=PR, ve V,=V,(2,-1)=0Q,
dir.



U, ve V, tamsayi dizilerinin karakteristik denklemi
2
X“—px+q=0

olup bu denklemin kokleri

_ PP’ -4q P—P’—4q

X
! 2 2

dir. Bu dizilerin Binet formiilleri ise n>1 igin

olup n >1 i¢in

o o) = L ]

dir (Koshy 2001, Ribenboim 2000, Ogilvy ve Anderson 1988).

1.2. Pell Denklemleri ve Balans Sayilari.

d pozitif tam kare olmayan bir tamsay1 ve n sifirdan farkli herhangi bir tamsay1 olmak

uzere

x? —dy? = +n (1.1)
denklemine Pell (John Pell 1611-1676) denklemi denir. x* —dy* = n denklemine pozitif
Pell denklemi, x> —dy” = —n denklemine ise negatif Pell denklemi denir. Eger (Xn>Yn) >
x> —dy? = #n Pell denklemin pozitif bir tamsay1 ¢éziimii ise simetriden dolay1

(—Xn,— yn)a(xna_ yn) ve (_Xna yn)
de bu denklemin birer tamsay1 ¢oziimii olur. Ancak genel olarak Pell denklemlerinin

pozitif tamsay1 ¢oziimleri dikkate alinir (Barbeau 2003, Flath 1989, Mollin 2008).

(1.1) deki denklemde 6zel olarak n=1 alinirsa



x? —dy? =+1
denklemi elde edilir ki bu denkleme klasik Pell denklemi denir. Yukaridaki Pell denk-
leminde oldugu gibi burada da x> —dy” =1 denklemine klasik pozitif Pell denklemi,

x> —dy? = —1 denklemine ise klasik negatif Pell denklemi denir.

x* —dy? =1 klasik pozitif Pell denklemine dikkat edilirse her d icin (1,0) bu denkle-
min bir tamsay1 ¢oziimiidiir. Bu tamsay1 ¢6ziimiine asikar ¢oziim denir. x* —dy* = +1
klasik Pell denklemini gergekleyen en kiiciik pozitif (X;,Y,) tamsay1 ¢oziimiine denk-
lemin temel ¢oziimii denir ki denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri bu temel ¢6ziim
yardimiyla elde edilir. x* —dy? =1 klasik pozitif Pell denkleminin her d igin temel ¢6-

ziimii varken, x* —dy? =—1 klasik negatif Pell denkleminin her d igin temel ¢6ziimii

yoktur.

Teorem 1.2.1. +/d nin basit siirekli kesirli devirli acilimi

Vd =[a5:,,8,, 8 1,4]
olsun. A, =0,A,=1,B_, =1,B_; =0 olmak lizere
Ac=aAc + A, ve B =g By + B,
tamsay1 dizileri tanimlansin. Bu takdirde
(i) x* —dy? =1 klasik pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii

(A_,Bi_)  Igift iken
(X17 yl) = e .
(A2l—1: Bz|_1) | tek iken
dir.
(i) x> —dy* = -1 klasik negatif Pell denkleminin temel ¢6ziimii | ¢ift iken yoktur, |

tek iken bu denklemin temel ¢oziimii (X, Y,) = (A_;,B,_;) dir (Mollin 2008).

Ornegin, x> —7y? = +1 klasik Pell denklemi i¢in v/7 =[2; 1, 1, 1,4] olup | =4 diir. Bu-
na gore

Ay =2, A=3A=5A=8veB,=1,B=1B,=2B,=3



oldugundan x* —7y? =1 klasik pozitif Pell denkleminin temel ¢6ziimii
(X, Y1) = (A3,B5) = (8,3)
diir. | ¢ift oldugundan x* —7y?* = —1 klasik negatif Pell denkleminin temel ¢6ziimii yok-

tur.

x* —dy? = +1 klasik Pell denklemin temel ¢oziimii belirlendikten sonra, denklemin di-

ger tiim tamsay1 ¢ozlimleri asagidaki gibi elde edilir.

Teorem 1.2.2. (X,,Y,), x> —dy* =1 klasik pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii ise,
denklemin diger tim tamsay1 ¢6ziimleri n >1 icin

Xn +\/ayn =(X "'\/a)ﬁ)n
olmak iizere (X,,Yy,) dir. (X, yl),x2 —dy? = -1 klasik negatif Pell denkleminin temel
¢oziimil ise denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri n >1 i¢in

Xan-1 +\/EY2n—1 =(X ‘H/EYJZIH
olmak tizere (X,,_;, Y,n_y) dir (Mollin 2008).

Ornegin yukarida x* —7y* =1 klasik pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimiiniin
(X, ¥1) =(8,3)
oldugu goriildii. Dolayisiyla denklemin diger tiim tamsay1 ¢ozlimleri n >1 i¢in
X, 7y, = (8+3J7)"
olmak tizere (X,,Y,) dir. Buna gore denklemin ilk birka¢ tamsay1 ¢6ztimii

(X19 yl) = (893): (X29 y2) = (127:48)9 (X3a y3) = (2024,765)
(X4, Ya) = (32257,12192), (X5, Vs) = (514088,194307), ---

dir.

Teorem 1.2.2 de x* —dy? =+1 klasik Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimleri binom agili-

mi1 yardimiyla verildi. Bu teoremden farkli olarak bu denklemin tamsay1 ¢6ziimleri mat-

risler yardimiyla da asagidaki gibi verilebilir.



Teorem 1.2.3. x* —dy® =1 klasik pozitif Pell denkleminin temel ¢oziimii (X,,Y,) ise

e MIN

olmak tizere denklemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri (X,,Y,) dir. Eger X2 —dy? =1

n>1 i¢in

klasik negatif Pell denkleminin temel ¢ozliimii (X;,Y,) ise n>1 igin

|:X2n—1}:|:xl dlen_[l}
Yon-i Yii % 0

olmak tizere denklemin tiim tamsay1 ¢oztimleri (X,,_;,Y,,_;) dir (Mollin 2008).

Son zamanlarda yukarida bahsedilen tamsay: dizilerinden baska 6nemli bir tamsay1 di-
zisi de balans tamsayi dizisidir. Bu tamsay1 dizisi ilk olarak Behera ve Panda (1999) ta-

rafindan birinci dereceden

1+2+---+(=-D)=M+D)+(n+2)+---+(N+T) (1.2)

Diophantine denkleminin tamsay1 ¢oziimleri elde edilirken ortaya ¢ikmistir. (1.2) esitli-
gini gergekleyen pozitif n tamsayisina balans sayisi, esitlikteki pozitif r tamsayisina ise
balans sayisinin dengeleyicisi (balancer) denir. Ornegin 6, 35, 204 birer balans sayisi

iken bu balans sayilarinin dengeleyicileri sirasiyla 2, 14, 84 diir.

(1.2) esitligi n ve r ye gore ¢oziiliirse

. 2r +1+v8r> +8r+1 v 1o —(2n+1)+v8n° +1

2 2

(1.3)

oldugu goriiliir. Buna gore (1.3) den
“n bir balans sayis1 <> 8n”+1 bir tam kare”

oldugu goriiliir.

Balans sayilari her ne kadar 2 den biiyiik ve esit olmak zorunda olsa da 8(0)* +1 ve

8(1)* +1 birer tam kare oldugundan 0 ve 1 de birer balans sayis1 olarak kabul edilir. Ba-



lans sayilar1 B ile gosterilirse bu sayilarin baslangic terimleri By = 0,B, =1,B, =6 olup
genel terimi N> 2 igin

B, =6B,-B,_;
dir. B, bir balans sayis1 iken 8B§ +1 bir tam kare oldugundan w/SBﬁ +1 bir tamsay1 olup

bu tamsay1tya Lucas-balans sayis1 denir ve C ile gosterilir. O halde

C,=+/8B; +1

dir. Ornegin, 3, 17, 99 birer Lucas-balans sayisidir. Bu say1 dizisinin baglangig terimleri
C,=1C, =3,C, =17 olup genel terimi n> 2 i¢in

Cp =6C, -Cp
dir.

Panda ve Ray (2005) ise, cobalans sayilarini tanimlamiglardir. Buna gore

1+2+--4+n=M+D)+(N+2)+---+(N+T) (1.4)

Diophantine denklemini saglayan pozitif n tamsayisina cobalans sayisi, esitlikteki pozi-
tif r tamsayisina ise cobalans sayisiin dengeleyicisi (cobalancer) denir. Ornegin 2, 14,

84 birer cobalans sayis1 iken bu sayilarin dengeleyicileri sirasiyla 1, 6, 35 dir.

(1.4) esitligi n ve r ye gore ¢oziiliirse

n_2r—1+\/8r2+1 e r_—(2n+1)+\/8n2+8n+1 (1.5)
- 2 - 2 '

elde edilir. Buna gore (1.5) den
“n bir cobalans says1 <> 8n* +8n+1 bir tam kare”

oldugu goriiliir.

Balans sayilarina benzer sekilde, cobalans sayilar1 da her ne kadar 1 den biiyiik ve esit

olmak zorunda olsa da 8(0)? +8(0)+1 bir tam kare oldugundan 0 da bir cobalans sayis1



olarak kabul edilir. Cobalans sayilar1 b, ile gosterilirse bu sayilarin baglangic terimleri
b, =b, =0,b, =2 olup genel terimin > 2 igin

by, = 6b, —b,_, +2

n+l =
dir. b, bir cobalans sayisi iken 8b; +8b,, +1 bir tam kare oldugundan /8b? +8b, +1 bir
tamsay1 olup bu tamsayiya Lucas-cobalans sayis1 denir ve ¢, ile gdsterilir. O halde

C, = /8b% +8b, +1

dir. Ornegin, 1, 7, 41 birer Lucas-cobalans sayisidir. Bu say1 dizisinin baslangig terimle-
ri ¢, =C, =1, ¢, =7 olup genel terimi N >2 i¢in
Cna1 = 6C, —Cyy

dir. Asagidaki gizelgede tiim balans sayilarinin ilk 10 terimi verilmistir.

Cizelge 1.1. Tiim balans sayilarinin ilk 10 terimi

n B, b, C, C,

1 1 0 3 1

2 6 2 17 7

3 35 14 99 41

4 204 84 577 239

5 1189 492 3363 1393

6 | 6930 2870 19601 8119

7 40391 16730 114243 47321

8 235416 | 97512 665857 275807
9 1372105 | 568344 3880899 | 1607521
10 | 7997214 | 3312554 | 22619537 | 9369319

Balans ve cobalans sayilarina dikkat edilirse, balans sayilarinin dengeleyicilerinin birer
cobalans sayist ve benzer sekilde cobalans sayilarinin dengeleyicilerinin de birer balans

say1st oldugu goriiliir. Balans sayilarinin dengeleyicisi R, ve cobalans sayilarinin den-

geleyicileri de r, ile gosterilirse n>1 i¢in



Bn =l Ve I:\)n = bn

dir. Buna gore (1.3) den

1 :—(ZBn+1)+1/SB§+1 v B :2bn+1+,/8b§+8bn+1

: 2 n 2

dir. Su halde balans ve cobalans sayilar1 arasinda bir iliski vardir.

Balans sayilarinin en 6nemli 6zelligi, bu sayilarin yukarida bahsedilen Pell sayilar ile

olan iliskisidir. Bu iliski ilk olarak Ray (2009) tarafindan ortaya g¢ikartilmistir. Ray

(2009), “x bir balans sayis1<> 8x> +1 bir tam kare” oldugu gergegini gdz oniine alarak

sifirdan farkli herhangi bir y tamsayist i¢in
8x  +l=y? < y?—-8x* =1
Pell denklemini elde etmistir. Bu denklemin temel ¢oziimii (y,,X,)=(3,1) olup denk-
lemin diger tiim tamsay1 ¢oziimleri Teorem 1.2.2 den
Y, +X,4/8 = (3++/8)"
olmak tizere (Y,,X,) seklindedir. Benzer sekilde
Yo =X V8 = (3-+/8)"

olup bu son iki esitlikten

. - (3+\/§)”2\—/§(3—\/§)” (16)

elde edilir ki bu balans sayilar1 i¢in Binet formiiliidiir. Diger yandan Pell sayilarinin ka-

rakteristik denkleminin kokleri olan & =1++/2 ve pg=1- V2 sayilar1 i¢in

a’=3++8 ve s =3-48
oldugundan (1.6) esitligi
2n 2n
a” - p
B =—F—F—— 1.7
n W) (1.7)
olarak elde edilir. Bdylece balans ve Pell sayilar1 arasinda bir iliski kurulmus olur. Uste-
lik Pell sayilarinin Binet formiiliiniin
an _ﬂn
P — 1.8
) (1.8)

oldugu dikkate alinirsa (1.7) ve (1.8) esitliklerinden balans sayilarinin genel teriminin

10



oldugu goriiliir. Benzer sekilde cobalans, Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin

Binet formiilleri ise n >1 i¢in

b - azn—l _ﬂZn—l _l
n 4\/5 2 b
olup genel terimleri n>1 i¢in

P —1
b, :%’ Ch=Pp+Pyy ve C =Py +Py

2n 2n 2n-1 2n-1
a  + (04 +

c @B @
2 2

seklindedir (Panda 2007, Panda 2009, Panda ve Ray 2011).
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2. a, TAMSAYI DiZisi

Bu kisimda 6zel bir tamsay1 dizisi tanimlanacak ve bu tamsay1 dizisinin Pell, Pell-Lucas
ve balans sayilari ile olan iligkisinden bahsedilecektir. Ayrica bu tamsayi dizisi ile ilgili

bazi cebirsel bagintilar verilecektir.

2.1 a, Tamsay Dizisi ile Tlgili Cebirsel Bagintilar.

Bu alt boliimde ilk olarak Pell sayilarin toplamlarina bagl olarak elde edilen 6zel bir
tamsay1 dizisi tanimlanacak ve bu tamsay1 dizisinin Pell, Pell-Lucas ve balans sayilari

ile olan iliskisinden bahsedilecektir.

Santana ve Diaz-Barrero (2006), Pell sayilarinin toplamlarini ele almiglar ve ilk 4n+1

Pell sayisinin toplaminin bir tam kare, yani

2
Se {i(zn; IJZ‘} @)
i=1 i=0

oldugunu gostermislerdir. Bu esitligin gerceklendigini géstermek i¢in de 6zel bir tamsa-
y1 dizisi tanimlamislardir. Bu dizinin baglangi¢ terimleri a, =1,a, =7 ve genel terimi
n>1 igin

a,, =6a, —a,,
dir. Bu dizinin Binet formiilii ise n >1 i¢in

2n+1 2n+1
(04 +
a - fﬂ 2.2)

dir. Bu dizi ile ilgili asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.1.1. a, tamsay1 dizisi igin

n

a -a, -2
E:ai: n+1 4n
20

12



dir. Ustelik n > 2 igin tek indisli terimleri toplami

4 _33ay, -8, ;-8
Zazu = 3
i=1

ve n >1 i¢in ¢ift indisli terimleri toplami

N 338,, —ay, 5 =8
2% 32
i—0

dir (Akin ve Tekcan 2017).

. 2n+1 ,82”+1
Ispat. (2.2) den dizinin Binet formiiliiniin a, = oldugu dikkate alinirsa

n
day=ay+a +--+a,
i=0

3 3 2n+l1 2n+1
" ANy Ay AR 4
2 2 2
y a2n+2 +ﬂ2n+2 _2
4
a’™20+2)]+ FM20-42)]
r 2
4
a2n+1(a2 _1)+ﬂ2n+l(ﬂ2 _1) _2
_ 2
4
a2n+3 +ﬂ2n+3 ~ a2n+l +ﬂ2n+l )
_ 2 2
4
_ Any — Ay -2
4

oldugu goriiliir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

a, tamsay dizisinin Pell, Pell-Lucas ve tiim balans sayilar1 ile olan iliskisi asagidaki

gibidir.

Teorem 2.1.2. (1) (2n). ve (2n +1). Pell sayilarinin toplami, n. a,, sayisina esit, yani
Py + P =2,

dir.

13



(2) (n+1). ve n. balans sayilarinin toplami, n. a, sayisina esit, yani

B, +B, =4,
dir.
(3) (n+2). ve n. cobalans sayilarinin farkinin yarisi, n. a, sayisina esit, yani

b b

n+2

n _
;%

dir.
(4) (n+1).ve n. Lucas-balans sayilariin farkinin yarisi, n. @, sayisina esit, yani
C,. —-C

n+12 n _ an
dir.
(5) (n+1). Lucas-cobalans say1si, n. &, sayisina esit, yani

Chi1 =2y
dir.
(6) (2n+1). Pell-Lucas sayisinin yarisi, N. &, sayisina esit, yani

Q2n+1 — an

2

dir (Akin ve Tekcan 2017).
Ispat. (1) a, ve P, nin Binet formiilleri kullanilirsa kolayca gériilecegi iizere

a2n _'82n a2n+1 —ﬁan

W2 a2

a1+ a)- B (1+ p)

- 242
_a”"V2(1+42) - p2(2 - 1)
- 272

_ " (1+42)+ N (1-42)

a2n+1 +’82n+12

P+ Pona =

dir.
(2) a® +1=22(1++2) ve — % —1=242(1-+/2) oldugundan

14



M2 _ pgam2 non_ gon

W2 a2

_ azn(a2+1)+ﬂ2n(_ﬁ2_l)
42

_a"(1442) + " (1-42)
2

a,2n+1 +ﬁ;2n+l

Bn+1 + Bn =

elde edilir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoremden farkli olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1.3. (1) (2n+1). balans ve cobalans sayilarinin toplami, n. a, sayisinin kare-

si, yani

)
B2n+1 + b2n+1 N an

dir.
(2) (2n+1). Lucas-balans ve Lucas-cobalans sayilarinin toplami, bir tam kare degildir,
ancak yine de

Conit +Cont =42, Popyy
dir (Akin ve Tekcan 2017).

2n 2n 2n-1 2n-1
Lo veb =2 1 oldugundan
442 2

n 4\/5

+b _ a4n+2 _ﬂ4n+2 . a4n+1 _ﬁ4n+l _l

2n+1 2n+1 4\/5 4\/5 2

_a'" @ +a)- B+ B 242
42

B a4n+2+2(aﬂ)2n+1+184n+2
4

2

a2n+1 +,an+l 5

=l :an
2

Ispat. (1) B, =

B

sonucu elde edilir. Diger esitlik te benzer sekilde gosterilebilir.
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Panda ve Ray (2011), Pell sayilarinin toplamini dikkate almislar ve ilk 2n —1 Pell sayi-

siin toplaminin n. balans ve n.cobalans sayilarinin toplamina esit, yani

2n-1

Z R =B, +b,
oldugunu gostermislerdir. Daha sonra Gozeri ve ark. (2017) ise 0 dan 2n -1 e kadar o-
lan Pell-Lucas sayilariin toplaminin, n. Lucas-balans ve n. Lucas-cobalans sayilarinin

toplamina esit, yani

2n-1

ZQi = Cn + Cn
i=0

oldugunu gostermisglerdir. Bu iki bagintiya benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1.4. 0 dan n ye kadar a, sayilarinin toplami, (n+1).balans ve cobalans sayi-

larinin toplamina esit, yani

dir (Akin ve Tekcan 2017).

o e

n
Ispat. Teorem 2.1.1 geregi Zai = oldugundan

i=0

ia _ n+1
i

i=0

a2n+3 _+_,B2n+3 a2n+l +ﬂ2n+1

- —2
_ 2 2
4
B @™ (@ —1)+ (B2 1) 1
- 8 2
_ 2n+l(1+\/_)+ﬂ2n+1(1 \/_) 1
4 2

0{2n+2(1+0{_1)+ﬂ2n+2(—1—ﬂ )_l

42 2

B a2n+2 _ﬂ2n+2 N a2n+l _,an+1 1

42 42 2

- Br1+l + bn+1

elde edilir.
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Teorem 2.1.4 e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir. Ispat1 benzer sekilde yapila-

bilir.

Teorem 2.1.5. Yukarida tanimlanan tamsay1 dizileri igin

n 2n
Zazi = an+an Z BZi = 2an Bncnpznﬂ
i=1 i=1
n 2n
Zazi—l =a, Bn Z I:’2i = 2Bnan
i=1 i=1
2n+l1 2n
zazi = 8p012Pon z P = Popn@y
i=1 i=0
2n+l1 2n 2B
— _ 2n+l1

2 i = 880 Py 2.Q ="
i=1 i=0 a,
2 2n

Bis1 = Panii@nBana Zin =a,(a, —a, )
i=0 i=0

dir (Akin ve Tekcan 2017).

Santana ve Diaz-Barrero (2006), Pell sayilarinin ilk 4n+ 1 terim toplaminin

Sa-(5(0 )

seklinde oldugunu gostermislerdi. Esasinda bu toplam, n.a, sayisinin karesine esit, yani
2P=a
i=1

dir. Santana ve Diaz-Barrero (2006) nin bu a, tamsayi dizisini tanimlamalarinin sebebi

budur.

Tekcan ve Tayat (2014) ise ilk 2n+1 Pell sayilarinin toplaminin
n+l1 n+l )2
(%] n>0 cift ise
2
Z P, = an+1 _ ﬂn+l
V2

2

jz
n>1 tek ise

seklinde oldugunu gostermisler ve bu esitligi dikkate alarak

17



an+1 +,Bn+1
X, ="t
2

an+l _ ﬂn+l
V2

tamsay1 dizilerini tanimlamiglar ve daha sonra ise ilk 4n+1 Pell sayilarinin toplaminin

ve Y, =

bu tamsay1 dizilerine bagli olarak

4n+1

DB =[2X2 =2X Yoy + (D™ P
i=1

seklinde oldugunu gdstermislerdir. Bu bagintiya benzer sekilde asagidaki teorem verile-

bilir.

Teorem 2.1.6. (1) 0 dan 2n ye kadar a, sayilarinin toplami bir tam kare ve

dir.
(2) 0 dan 2n ye kadar olan tek indisli Pell-Lucas sayilarinin toplaminin yaris1 bir tam ka-

1€ vE

2

2n
Z Q2i+l
i=0 5 — an
dir.
(3) n>1 tek olmak iizere 1 den n ye kadar a, sayilarmin toplaminin 2 fazlasi bir tam
kare ve
n
i=1 ?
dir. n>2 c¢ift olmak tlizere 1 den n ye kadar a, sayilarinin toplamimin 1 fazlasi bir tam

kare ve

n
2
1+ a =Cha
i=1

dir (Akin ve Tekcan 2017).

. e a,, —a, — ,
Ispat. (1) a, dizisi igin Zai =Ml oldugu dikkate alinirsa
i=0
2zn Byn1 — 8y —2
1
i=0 4
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a4n+3 +ﬁ4n+3 a4n+1 +ﬂ4n+1

- -2
_ 2 2
4
a*™(a? _1)+ﬂ4n+l(ﬂ2 1) ,
_ 2
4
~ a4n+1(1+\/§)+ﬂ4n+1(1_\/§)_2
- 4
a4n+2 +ﬂ4n+2 )
- 4

oldugu goriiliir. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Santana ve Diaz Barrero (2006), Pell sayilarinin ilk 4n+1terim toplaminin tam kare

olmasindan farkli olarak, P,,,, Pell sayisinin, 0 dan (2n) ye kadar (2i+1). Pell sayila-
rinin toplamim ve P, Pell sayisiin da 1 den (2n) ye kadar (2i—1). Pell sayilarinin

toplamin1 boldiigiinii, yani

2n
2P

i=1

2n
szm ve Py,
i=0

P2n+1

oldugunu gostermislerdir. Esasinda yukaridaki toplamlar

2n 2n
Z Pois1 = Ponsi (Pon +Ponyy) ve Z Pt =Py (Pyn + Py y)
i=0 i=1

seklindedir. Diger yandan
P,,+P.

o+l =8y V€ I:)2n + I:)2n—1 = Cn

oldugundan

2n 2n
szm =Pha, ve z P = PG,

i=0 i=1

dir. Buna gore

a,

2n
z Py
i=1

2n
szm ve C,
i=0

dir.
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Teorem 2.1.7. Yukarida tanimlanan tamsayi dizileri i¢in

n
z g &
i1

2n

Z ai an

i=0

2n
Z I:)Zi an
i=1

2n

z Bzi an

i=1

2n

Z By @,

i=0

2n

2. Qi

i=0

2n
Z Bzi Bn
i=1

2n+l1

Z 3 Py
i-1

2n+1

zazi—l a,
i1

2n+1

zazi an
i=1

an

2n+1

Zazm C,
i1

2n+1

Z Ay Ay
i1

a,

2n
Z Pua  @nu
i=0

n
Za2i ns2
i1

n
Zazi
i1

2n+l1

Z iy
io1

Bn

n 2n
Zazi—l Bn ZBzi Bn
i=1 i=1

dir (Akin ve Tekcan 2017).

2n
Z I:)2i BZnH
i=1

2n 2n
Z Bzm BZn+1 ZQI P2n+1
i=0 i=0

Ispat. Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.1.6 dan goriiliir.

Teorem 2.1.8. (1) 1+8B2,, bir tam kare ve/1+8B2,, =2a, +C, dir.

) PzzrHl +P,,P,,., bir tam kare ve \/Pzzn+l + PP, =4, dir.

(3) B;,,, +4a B,B,,, bir tam kare ve \/BZZM +4a’B B, =a; dir.

ispat. (1) 2a +1=0a’” ve 23 +1= > oldugu dikkate alinirsa

2
2n+2 2n+2
J1+8B2, = JHS[%}

_\/a4n+4+ﬂ4n+4+2
B 2

_a”"Qa+ )+ 2B+
2
2n+1 2n+1 2n 2n
_o & + [ L@ + [
2 2

=2a,+C,

oldugu goriiliir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

2.2 a, Tamsay Dizisinin Circulant Matrisi ve Spektral Normu.

Bu alt boliimde ise a, tamsay: dizisinin terimleri ile elde edilen circulant matrisin 6z-

degerleri ve bu circulant matrisin spektral normu ele alinacaktir.
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m; ler reel sayilar olmak iizere

My ~m M My My

My My M My3 My,

My My My My_y My

M =
m2 m3 m4 e mO ml
Lm My My e My, My
_ 21
seklindeki matrislere circulant (dongiisel) matris denir. 1 =+/—1 ve W=e " olmak {ize-

re j=0,1---,n—1 igin M matrisinin 6zdegerleri
n-1 .
—Ju
2;(M)=>"m,w!
u=0
dir. Q =[0j; ], matrisinin eslenik transpozu Q ile gosterilirse, Q'Q matrisinin 6zde-
gerleri 4; olmak tizere Q matrisinin spektral normu
| e = max 453

olarak tanimlanir. a, dizisinin terimleri ile olusturulan

Q a a, @y Apg
A aQ IR - T S - P
a=
a2 a.3 a4 M aO a.l
L & a, a3 o Apg Qg |

circulant matrisinin 6zdegerleri ve spektral normu i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.1. j=0,1,---,n—1 igin a circulant matrisinin 6zdegerleri

(@, +Hw ! +1-a,

A4(@)= w2 —ew 41
- -2
ve spektral normu ||a||Spec = % diir (Akin ve Tekcan 2017).
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2n+1 + ,an+1

,aﬂ:_l’—aﬁz—ﬂaz_ a+p

2 2

nirsa a nin 6zdegerleri

Ispat. a, =

n-1 _
Aj@=>aw™
u=0

n-1 2u+l1 2u+l1
_ [0 + ﬂ —ju
= 2

c
1 S

3 a3 @y +ﬁn2_1<ﬂ2w“'>”}
L u=0 =0
IR e W G
2 I Y & B
1@ —aypPw =+ (B~ ByaPw 1)
= 2 i (aZW—j _1)(ﬂ2W_j _1)

=1 ve Tzl oldugu dikkate ali-

. 2n-1 2n-1 _ oF 2 2n+1 2n+1
W (aﬂy(a ;ﬂ )+ aﬂzﬂa +a;ﬂ_a ;ﬂ

w2l —ew 41
(@ +Dhw +1-a,
w2 —ew 41

olarak elde edilir. Diger yandan

QAin-1) = Qp@pp +An @y 3 T+ 32,8, + A
aln = aoan_l + an_lan_z +---+ a2a1 + alaO

ay, =aj +aj +---+a; +a;

Qn-1y = {Anp + 398, 3+ + 338, +Aa,

a2n = alan_l +a0an_2 +"'+a3al +3.2a0

anl = an_lao + an_zan_l +---+ a1a2 + aoal

an2 = an_lal +an_2a0 +"'+ala3 +a0a2
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Ann-1) = @p8@yp Fapp8n 3 o+ A8) + 985
2 2 2, .2
ann:an71+an72+"'+al +a0

olmak tuzere

ap; ap Ai(n-1 ain
) ay QD (n-1) an
(a)'a=
An-1)1 A(n-1)2 e An-nn-1)  An-1n
an Ans o a'n(ml) Ann

matrisinin 6zdegerleri 4,,4,,---,4,_, olup 4, maksimumdur ve

ay(a, +a, +---+a,,+a,,)
+a,(a,+--+a,,+a,)

dg=aj+a +--+a; ,+ar  +2
+...

+an—2an—1
2
=(a+a, +---+a,,)

dir. Buna gore a circulant matrisinin spektral normu

”a”spec - \/1—0 =8+ ot ay

: N an, —a, —2
dir. Diger yandan Teorem 2.1.1 geregi Zai =—fel_n oldugundan a nin spektral
i=0
normu
i 2
”a”spec - 4

olarak elde edilir.

Ornek 2.2.2. n =5 igin a, sayilarmin circulant matrisi

1 7 41 239 1393]
1393 1 7 41 239
a=|239 1393 1 7 41
41 239 1393 1 7
7 41 239 1393 1

olup
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1999301
344413
68817
68817

344413

1999301
344413
68817
68817

68817
344413
1999301
344413
68817

68817

68817
344413
1999301
344413

344413 |

68817
68817
344413

| 344413
matrisinin 6zdegerleri

Ao = 2825761, 4, = 1792686 +137798+/5,
A, =1792686 —137798~/5, 2, = Ay, Ay = A,

dir. Buna gore a nin spektral normu ”a”spec

a—a—2

gundan |a)| 44 =1681 dir.

spec

Teorem 2.2.1 den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.2.3. a nin spektral normu bir tam kare ve

” ” (any) n>1tek ise
a = 2

E|W2P)? n>2giftise
dir (Akin ve Tekcan 2017).

Ispat. k >0 tamsayist icin n =2k +1 olsun. Bu takdirde

fa],, =280 =2
spec 4
a4k+3 +ﬂ4k+3 _a,4k+l —ﬂ4k+l 5
_ 2
4

a4k+2(a—a_1)+ﬁ'4k+2(ﬂ—ﬂ_1)—4

8
_( 2k+1+ﬂ2k+1J
a
a

2

k

2

n-1
2

dir. k nin ¢ift olmas1 durumu da benzer sekilde gosterilebilir.
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-2
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3. x*—(k*-2)y*=1 PELL DENKLEMi VE BU DENKLEME KARSILIK
GELEN TAMSAYI Dizisi

Bu boliimde ilk olarak k > 2 tamsayist i¢in
X2 —(k* =2)y? =1
Pell denklemi ele alinacak ve bu denklemin tim pozitif tamsay1 ¢oziimleri, farkli bir

yoldan elde edilecektir. Daha sonra bu denklem yardimiyla bir W,, tamsay1 dizisi tanim-

lanacak ve bu tamsay1 dizisi ile ilgili baz1 cebirsel sonuglar verilecektir.

3.1. x> —(k* =2)y? =1Pell Denklemi.

Bu alt bolimde x*—(k*—2)y* =1 Pell denkleminin tim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri,

belli bir matrisin n. kuvveti alinmak suretiyle elde edilecektir.

Tekcan (2011), baz1 6zel D degerleri icin x* —Dy? =1 Pell denkleminin tamsay1 ¢o-

ziimlerini, VD nin basit siirekli kesirli devirli acilimini kullanarak elde etmis ve asagi-

daki teoremi vermistir.

Teorem 3.1.1. k > 2 herhangi bir tamsay1 olmak iizere D = k?* —2 olsun. Bu takdirde

€)) VD nin basit siirekli kesirli devirli acgilimi

/B {[1,5] k =2ise

[k—1;1,k —2,1,2k — 2] k >2ise
dir.

() (%, ;) =(k* =1,k) denklemin temel ¢éziimiidiir ve n > 2 igin

%o _ k-1;L,k—-2, 1,2k —2,--- 1, k—-2,1,2k -2, 1, k-1

Yn

n-1 tane
olmak iizere denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri (X,, Y, ) dir.

(3) n>1olmak {izere denklemin tamsay1 ¢oziimleri
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X1 = (k2 _l)xn +(k3 _2k)yn Ve Yy = kxn +(k2 _l)yn
bagintis1 gergekler.
(4) n > 4i¢in denklemin (x,,Y, ) tamsay1 ¢ozlimleri
Xp = (2k2 =3) (X + Xp2) — Xn-3
Yo = (2k2 _3)(yn—l + yn—2) ~Yns

indirgeme bagintisini saglar (Tekcan 2011).

Bu alt boliimde ise X* —(k?—2)y* =1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢oztimleri, farkli

bir yolla elde edilecektir. Ancak bunun i¢in ilk olarak asagidaki teoreme ihtiyag vardir.

Teorem 3.1.2. k > 2 tamsayisi i¢in

2 3
i k?2-1 k*-2k
k k? -1

matrisi tanimlansi. n > 2 ¢ift i¢in

_I
r
P

;_j(kz —D" K (kP —2k) = HD
|

7
[

e

o =

I
I

n . .
2- 1j(k2 _l)n—l—zl kl (k3 _2k)l+1
1+

Hn — kz_l n—172|k|+1 k3_2k i
=2 2i+J< ) (i ~2K)

ve n>1tek igin

>
L

I
K
D4

I
<

2”.](k2 —D)" K (K —2k)' =HJ,
|

]
L

HI
I\J:
Il
I

n - .
2- IJ(kz _l)n—1—2| kl (k3 _2k)l+1
1+

>
|

2 n . .
Hn — kz_l n7172|k|+1 k3_2k i
21 |Zo: 2it 1]( ) ( )
H n H n
olmak iizere H nin n. kuvveti H" = {H H ; f} dir (Akin ve Tekcan 2017a).
2 Mo

Ispat. n =2 olsun. Bu takdirde
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HE =2k* =4k +1  HJ =2k’ -6k> +4k

H3, =2k’ -2k H3, =2k* —4k* +1
oldugundan esitlik n =2 i¢in dogrudur. Esitligin n—2 i¢in gerceklendigi kabul edilsin.
Bu takdirde

H2g (k2 =1)? +k(k®> =2k)  2(k* =1)(k> —2k)
- 2k(k2 -1) (k2 =1)% +k(k* = 2k)

y |: H 1n1—2 H 1n2—2 :|
HI” HYY

[(K* =1 +k(k = 2K)]H[} +[2K (k> ~DIH ]
=[(k* =% +k(k* ~2K)]

(k2—1)"—2{ j D" Kk(k? —2K)+---

oldugundan

n=2
2

n-2
J{n J(k2 )2k 2 (k3 - 2k)2 Tk (k3 2k)

(nﬂ(kz D"k - 2k)

+[n;2J(k2 )"k (K? = 2K)% 4+
+[2k(k* =1)]

n—4
2

+(n _2)(k2 “1)K (k3 = 2K)
n—5

n-2
2

+[n_2](k2—1)kn§4(k3 ~2k)
n-3

=k*-D" +(2j(k2 -D)"2k(k? —2k)+(2](k2 ~D)" KAk -2k)?

n-4
2

+---+( " j(k2—1)4k”24(k3—2k)
n—4

+[n ](k2 D2k (k3 =2k) 2 +k7 (k> —2k)*

n
2

Z(;](kz ~D)™k' (k- 2k)!

i=0

Hll

elde edilir. Benzer sekilde
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[2(k* —D(k® —2K)]H [ +[(k* =1)* +k(k® =2K)JH 5> = H,
[(k* =1)* +k(k® —2K)]H ;> +[2k(k* =D)JH ;> = H,
ve
[2(k? =1)(k* —2K)JH 72 +[(k* =1)* +k(k* = 2K)JH3;* = H3,
oldugu da gosterilebilir. O halde ispat tamamlanmis olur. n nin tek olmasi durumu da

benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teorem kullanilarak x* —(k2 —2)y2 =1 Pell denkleminin tiim tamsay1 ¢o-

ziimleri i¢in agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.3. k > 2 tamsayisi i¢in

I MN\:,
(=)

( _j(k2 D™ PkI(k®=2k) n>2¢iftise
21

X
=
I
=]
T

Mw\

[ j(k2 D)™k (k*=2k) n>1tekise

Il
o

%S

>
I
o

M

(m 1j(k2 —DM2RH K3 —2k) nz 2¢ift ise

+

yn= I

2(2. J(W —D"™ARH (P —2k) n>1tek ise
+

of7 L
— O

olmak iizere, X* —(k* —2)y? =1 denkleminin tiim tamsay1 ¢oziimleri (X, Yp) dir (Akin

ve Tekcan 2017a).

Ispat. Teorem 3.1.2 ye benzer sekilde tiimevarimla yapilabilir.

Ornegin, k =3 icin x* —7y* =1 Pell denkleminin ilk 10 tamsay1 ¢Oziimii elde edilmek

istenirse, Teorem 3.1.3 geregi

10 o
(2)8'0‘2'3'21' n> 2 ¢ift ise
|

IORIE

T
o

10 o
(2_]810‘2'3'21' n>1tek ise
|

Ve
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4( 10 ioitlani
D B2 n>2iftise
_im\21+1

"&( 10 it
DI B2 nx>ltekise
o\ 21+1

olup x> —=7y* =1 Pell denkleminin ilk 10 tamsay1 ¢oziimii asagidaki gibi elde edilir.

Cizelge 3.1. x> —7y* =1 Pell denkleminin ilk 10 tamsay1 ¢Ozimil

n Xq Yn

1 8 3
2 127 48
3 2024 765
4 32257 12192
5 514088 194307
6 8193151 3096720
7 130576328 49353213
8 20810228097 786554688
91 331655873224 | 12535521795
10 | 5285729433487 | 199781794032

3.2. W, Tamsayi Dizisi.

Bu kisimda yukarida ele alinan x? —(k2 —2)y2 =1 Pell denklemi dikkate alinarak 6zel

bir tamsay1 dizisi tanimlanacak ve bu dizi ile ilgili baz1 cebirsel sonuglar verilecektir.

x> —(k* —2)y? =1 Pell denklemi g6z 6niine alindiginda, p=k* -2 ve q=1 olmak ii-
zere, dizinin baslangi¢ terimleri W, =0, W, =1 ve genel terimi n>2 i¢in

Wn = an—l - an—2
olarak tanimlansin. Bu dizinin karakteristik denklemi

x? —(k*=2)x+1=0
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olup A=k* —4k? olmak iizere kokleri

k2 —2++/A k2-2-JA
“cT ¥ ﬁz#

dir. Dolayisiyla k # 0, £2 olmak iizere dizinin Binet formiilii n >1 i¢in

n_ pn
w, =25

n a-p

dir. Bu dizi ile ilgili olarak asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.2.1. (i) k =0 ise W, =—2W__, —W._, olup W, =(=1)""n dir.

(i) k=+1 ise W, =-W,_, -W,_, olup

1 n=1(mod3)
W, =4-1 n=2(mod3)
0 n=0(mod3)

dir.
(iii) k =+2 ise W, =2W,_, —W,_, olup buradan W, = n dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. Dizinin tammindan kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.2. W, tamsay: dizisinin ilk n-terim toplam

n _ n
(1) k=0 igin, n>2 giftise Y W, ZTn ve n>1 tek ise Y W, =nT+1 dir.

i=1 i=l

n n
(2) k ==1 igin, n=0,2(mod 3) ise ) W, =0 ve n=I(mod 3)ise Y W; =1dir.

i=1 i=1

2

n
@) k=+2 igin 3w, =11 gir.
il
o . n Wn+] _WrI _1 .
() [K|=2 igin YW, = . diir (Akin ve Tekcan 2017a).
o1 -

Ispat. (1) k =0 olsun. Bu takdirde W, = (-1)""'n oldugundan, dizinin ilk n-terim top-
lamu1 n ¢ift iken _Tn ve n tek iken nTJrl dir.

(2) k ==£1 olsun. Bu takdirde W, =-W,_, -W, _, oldugundan n=1(mod 3) i¢cin W, =1
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n=2(mod3) icin W, =—1 ve n=0(mod 3)i¢in W, =0 dir. Dolayisiyla dizinin ilk n-
terim toplami n=0,2(mod 3) i¢in 0 ve n=1(mod 3)i¢in 1 dir.
(3) k =t2olsun. Bu takdirde W, =2W,_, =W, _, ve bdylece W, = n oldugundan dizinin

n(n+1) _n*+n
2

ilk n-terim toplami1 dir.

(4) |K| = 2 olsun. Bu takdirde W,,, = (k* =3)W,,, +W,,, —W, oldugundan

Wiy =Wy = (K2 =3)W,, W,
ve boylece

W, —W, = (k> =3)W, -W,

W, —W, = (k* =3)W, —W,

W, —W; = (k2 —3)W; =W,

Wi =W, = (kz —3IW, W,
Wi =Wiy = (k2 =)W, —W,
elde edilir. Bu son esitlik taraf tarafa toplanirsa
Wi o =W,y = (K2 =)W, +W, +---+ W, ) =Wy + (k* =3)W,,,
olur. W, =0 ve W, =1 oldugu dikkate alinirsa yukaridaki esitlik
Wn+2 —-1= (k2 _4)(W1 +W2 +"'+Wn)+ (k2 _3)Wn+1

haline gelir. Bu son esitlikte W,,, — (k* =2)W,,, —W, olarak alinirsa

oldugu goriiliir.
Yukaridaki teoreme benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.3. 1 den n ye kadar tek indisli W, sayilarinin toplami bir tam kare ve

n
ZWZi—l =Wn2

i=l

dir. Ustelik
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2n
zWi :Wn (Wn +Wn+1)
i=1

2n+l1

Z\Ni =W, (W, +W,,1)

i=1

n
szi = Wan+l

i=1

2n

Z(Wi +Wi+1) :Wn+1 (\Nn+1 + 2\Nn +Wn—1)
i=1

2n+1

Z(V\/i +Wipy) = Wy +Wo )Wy + W)
i=1

2n
Z(Wzm +Wi0) =W Wopy +Wonis)

i=0

dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. Teorem 3.2.2 ye benzer sekilde yapilabilir.

1876 yilinda Fransiz matematik¢i Frangois Edouard Anatole Lucas, Fibonacci sayilari-

[(n=1)/2] n_1_i
F o Z (n il |j
i=0

seklinde ve benzer sekilde Lucas sayilarinin genel teriminin de

=S

seklinde oldugunu gostermistir. Bu iki bagintiya benzer sekilde W, sayilarinin genel te-

nin genel teriminin

rimi i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.4. n>1 olmak iizere W,, sayilarinin genel terimi

L(n-1)/2)]

W, = Z(): (—l)i[n_il_ij(kz—2)”_1_2i

dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. Tiimevarimla gosterilebilir.

Dizinin terimleri arasinda asagidaki gibi indirgeme bagintilar1 vardir.
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Teorem 3.205. (1) k = O, i2 iSC W2n = 2W2n_2 _Wzn_4 A\~ W 1 = 2W2n—l _Wzn_3 dﬁr.

2n+
(@) k==xlise Wy, =W, , =Wy, ve Wy, =Wy =W, 5 diir.
diir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. Burada sadece (3) iin ispat1 verilecektir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

k| > 2 igin Wy, = (k* =2)W,,_, —W,,_, oldugundan
W,, = (k2 _2)[(k2 —2W, 5 =Wy 3]1-Ws

=W, ,(k*—4k? +3)—(k* =2)[(K* =2)W,, , —W,, 5]

=W, ,(k* —4k* +3) = (k> =2)°W,,,_, + (kK> =2)W,, &

=W, (k* =4k +2) + (k? =2)[(K* =2)W,, 4 =W, 5]
+Wy_y[-1- (k* =2)*1+(k* - 2)Wy_s

=W, ,(k* —4k? +2) + (k* =2)*W,, , — (k> =2)W,, s
+Wap y[-1=(k* =2)*]+ (K> =2)W,, 5

=(k* —4k* +2)W,, , -W, ,

elde edilir.

Ayrica dizinin terimleri arasinda asagidaki gibi cebirsel bagintilar vardir.

Teorem 3.2.6. (1) n>1 tamsayist i¢in (W,,, +W,, )W, -W,)=W,,, dir.

(2) Pozitif n ve m tamsayilar1 i¢in W, W, -W _ W, =W, dir.

n+m
(3) 1<m<n ozelligindeki tamsayilari igin (W, +W,, )W, -W,) =W, W,_, dir.

(4) n>1li¢in(n+1). ve (n—1). W,, sayilarinin ¢arpiminin 1 fazlasi bir tam kare ve

nt Woy +1=W,

dir. Esasinda

n-1

W, =1+ zwzm

i=1
dir (Akin ve Tekcan 2017a).
. a" - B"
Ispat. (1) k # 0, + 2 olsun. Bu takdirde W, = 5 oldugundan

a —
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(Wn+1 +Wn )(Wn+1 _Wn) :Wn2+1 _Wn2

an+1 _ﬂn+l 2 an _ﬂn 2
:(WJ _(W]
a2n(a2 _1)+ﬂ2n(ﬂ2 _1)

k* —4k?

elde edilir. Diger yandan
a’-1 a B -1 -p

= ve =
k*—4k? k4 — k> k*—4k? k4 _ak?

oldugu dikkate alinirsa yukaridaki esitlik

aZn az _1)+ﬂ2n(ﬁ2 _1)
k*—4k?

a2n+l _ ﬂ2n+1

vk* —4k?

=W

(Wn+1 +Wn )(\Nn+1 _Wn) a

2n+1

haline gelir. k =0 olsun. Bu takdirde W, = (=1)""'n olup
Whyy +W )Wy —W,) = (_1)2n+2 2n+1) =W,,,
dir. k =£2 i¢in W, =n olup

(\Nn+1 +Wn )(Wn+1 _Wn) =2n+1 :W2n+1

dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Yukaridaki teoreme benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.7. (1-a) k =0 isen >0 icin " + A" =(=1)"2 dir.

(1-b) k = +lise n=0(mod 3)icin a" + B" =2 ve n=1,2(mod 3)i¢in a" + A" =—1dir.
(1-¢c) k=+2 ise >0 i¢in " + A" =2 dir.

(1-d) |k| > 2ise

Wn+1 _anl n Z 1 i(;in

a"+pB" =12W,,, —(k* =2W, n>0igin
(k2 =2)W, —2W_, n=>ligin

dir.

34



(2-a) k=0 ise n>1i¢in W,,, -W,_, =(-1)"2 dir.

(2-b) k =*lise n=0(mod 3)igin W, ,, —W, , =2, n=1,2(mod 3) igin W,,, W, , =1

n+l
dir.

(2-¢) k==%2 ise n>1igin W W, =2 dir.

n+l

(2-d) |k|>2 ise n>2 cift igin

z (;IJ(kZ _2)n—2i(k4 _4k2)i
=0

2”—1

=

ve n>1 tek icin

i(glJ(kZ _2)n—2i(k4 _4k2)i
2n—1

dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. (1-a) k = 0 olsun. Bu durumda & = # = —1olacagindan " + 8" = (~1)"2 dir.

1+i3 1-i3
2

(1-b) k=1 ise a= > 3,ﬂ=_

olup n=0(mod 3) i¢in a"+ 3" =2 ve
n=1,2(mod 3) i¢in a" + A" =—1dir.

(1-¢) k =+2 ise a = B =10lacagmndan " + 8" =2 dir.

(-d) |k|>2 ise k? ~2-28=2-k” +2a =+/A oldugundan

Wiy =Wy = (k2 _2)((1;:?“ j_z[an;:gn_l]

_(k2_2) n_ n_i n_ n
T h (@"=f") \/Z(ﬂa af”)

:an(kz—z—ZﬂJ+ﬂn(2—k2+2aJ

JA JA
:an +,Bn

elde edilir.

(2-a) k =0 igin n ¢ift ise

W, -W,  =n+l1-(n-1)=2

n+

ve N tek ise
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Wn+1 _Wn—l =—(n+1)—-(1-n)=-2

olup her iki durumda W,,, -W,_, =(=1)"2 dir.

(2-b) k = =1 olsun. Bu takdirde n=1(mod 3)ise W —1,n=0(mod 3)ise W,,, =1 ve

n+l =
n=2(mod3)ise W,,; =00lup n=0(mod 3)ise W,,, -W, ;=2 ve n=1,2(mod 3) ise
Wn+1 _anl == _1 dir.

2-¢) k=£2 i¢in W, ., =n+1ve W, =n—-lolup W,,, -W,_, =n+1-(n-1)=2dir.

(2-d) Binom seri agilimindan tiimevarimla kolayca gosterilebilir.

W, dizisinin terimlerinin obebleri ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8. (1) Ardisik herhangi iki W,, sayilar1 aralarinda asal, yani (W,,W,_)=1

dir.
(1-a) k =0 ise
W W(n,m) m >1 tek ise
(Wna m) i (_1)n+lw(n,m) m 2 2 Qlft lse
dir.

(1-b) k =1 olsun. m=1,2(mod 3) ise (W,,W,,)=1 ve m=0(mod 3) ise

0 n=0(mod3)

7Wm =
(W, W) {1 n=1,2(mod3)
dir.

(1-¢) |k| > 2 isem 2 1tamsayist i¢cin (W, W) =W dir.

(n,m)
(2) m>1 tek ise

1 n>2cift ise
(\Nnmfla an+1) = ‘kz _2‘ n>1tek ise

ve m2>2 g¢iftise (W, W) =1 dir.
(3-a) k =£1 ise p=3 asali i¢in
W W)= 0 n=3tise
WP n#3tise

iken p>5 asaliigin W,, W, )= r\Np‘ dir.
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(3-b) p>3asalive t >1 tamsayisi i¢in

W W )= W, n=ptise
mUMPTT 1 nsptise
dir (Akin ve Tekcan 2017a).
Ispat. 1) W, = (k* —=2)W__, —W,__, oldugu dikkate alinirsa
Wn = (k2 - 2)Wn—l + (_Wn—l +Wn—1 ) _Wn—z
Wiy =Wy =W))< 1+W,

(Wn—l _Wn—z) = (k2 - 4)Wn—2 + (Wn—z _Wn—3)
Wn—2 = (\Nn—z _Wn—S) x1 +Wn—3

(Wn—z _Wn—3) = (k2 - 2)Wn—3 + (Wn—3 _Wn—4)

W, = (K> =3)W, + (W, =W,)
(k? =3) =1x(k? =3)+0
elde edilir. W, =1 ve W, =0 oldugundan (W,,W,_;)=W, =1 olarak elde edilir. Diger

tiim esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir.

Boliinebilme ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

. W -
Teorem 3.2.9. (1-a) k =0 isem >1tek i¢in W—m“: mve m>2 cift i¢in %: (=D"m
n n

dir.

(1-b) k =+1 olsun. m=1(mod 3) igin
W,, |1 n=12(mod3)
W | n=0(mod 3)

n

m = 2 (mod 3) i¢in

Win  [=1 n=12(mod3)
e n=0(mod 3)

n

mn

ve m=0(mod 3) i¢in =oo dur.

n

. .« . Wmn .
(1-¢) k =%2 isem >1 tamsayisi i¢in W =m dir.
n

(1-d) |k| >2 isem > 1tamsayisi i¢gin W, |W,,, dir.
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mn

(2-a) k =0 isem >1tek i¢in

W
=1 ve m>2 ¢ifticin ——— = (=)™ dir.
m n WmWn

(2-b) k =+1 ise m=1, 2(mod 3) igin

W, _J1 n=12(mod3)
W W oo n=0(mod3)

m n
. . Wmn
ve m=0(mod 3) i¢in =oo dur.
WmWn
(2-¢) k =+2 isem >1tamsayisi i¢in ——— =1 dir.
mWn

(2-d) |k|>2 isem > 1 tamsayist igin W, W, |W,, W, ) dir (Akin ve Tekcan 2017a).

m,n)

Ispat. Teorem 3.2.8 e benzer sekilde gosterilebilir.

W, dizisinin katsayilar matrisi

olup
2
N K2 ve S=[1 0]
1 0

olarak tanimlanan matrisler i¢in asagidaki teorem verilebilir.

W, W
Teorem 3.2.10. (1) n>1igin M" :[ nl " " } dir.

n-1
(2) n>0 icin W,,, =SM"S" dir.
(3) n>2 igin W, = SM ">NS" dir.

W

.. n—1 n+l Wn n-1 — :
4) n=liginM "N = [ } ve det(M " N)=-1dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Wn n-1

Ispat. (1) n=1igin
w, -W 2_py _
M| 2 1l k-2 1

oldugundan esitlik n =1 i¢in dogrudur. Esitligin n—1 i¢in gergeklendigi kabul edilsin.
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Bu takdirde M " = M "M oldugundan
{Wn —Wm} k22 —1]_| (K =-2W, =W, -W,
anl _anz 1 0 (k2 - 2)anfl _anz -W

n-1
_ Wn+1 _Wn
W, -Ww

n-1

olur.

(2-3) Kolayca goriilecegi lizere

W - 1] W,
SM"st=[1 0][Wn+l W” HO =[1 0]{V\TI}WM
n “Wn n

ve
SM™2NS! =[1 0] Woy W, k*=2 1][1
Wn—2 _Wn—3_ 1 0/0
= [1 0] _Wn—l _Wn—2:| {kz —2:|
_Wn—z _Wn—3 1
_(k2 _Z)Wn—z _Wn—3
=(k*> =)W, ; -W,_,
:Wn
dir.

(4) Son olarak

mrin | W Waa ke -2
Wn—l _Wn—2 1 0
_ (k2 _Z)Wn _Wn—l Wn
(k2 - 2)\Nn—l _Wn—z W

— |:Wn+1 Vvn }
Wn anl

dir. Bu son esitligin her iki tarafinin determinanti alinirsa sonug goriiliir.

n-1

W, nin terimlerinin basit siirekli kesirli agilimlari ile ilgili olarak asagidaki teorem veri-

lebilir.
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Teorem 3.2.11. (1) k=0 ise

W =[-2;1,n—1], n>3
Wn
Woner =[1;n-1,2], n>2
W2n—1
Wones =[1;n], n>2
W2n
dir.
(2) k =#1 ise n>1igin
[-1] n=1(mod 3)
V%=M= [0] n=2(mod3)
§ pr © n=0(mod3)
veE
[0] n=I(mod3)
ﬁ: o n=2(mod3)
71 |[-1] n=0(mod 3)
dir.

(3) k=%2 ise n>2 igin

Wn+l =W2n+2 =[1’n] ve W2n+1 =[1;n_1’2]
W2n W2n—1

dir.
(4) |K|>2 ise n>2 gift igin

WWn_+1 =[k? 25—k +2,k> -2,k +2]

n (n-2)/2 tane

ve N >3 tek icin

Wit =[k?-2;-k*+2,k? -2]
W %/—J

n (n-1)/2 tane
dir. Ustelik n > 2 ¢ift i¢in
w
2l —Tk* —4k? +2;-k* +4k? —2,k* —4k* +2,—k* +4k* -3]
2n-1

(n-2)/2 tane

ve n>3 tek igin
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W2 n-+1

2n-1

=[k* —4k? +2;-k* +4k? —=2,k* —4k* +2,-k* +4k* —2,k* —4k? +3]

(n-3)/2 tane

dir. Son olarak n > 2 ¢ift icin

—V\\ZW =[k* —4k? +2;—k* +4k? —2,k* —4k? +2,—k* +4k* - 2]
2n

(n-2)/2 tane
ve n>3 tek igin
W2n+2

2n

=[k* —4k*+2;-k* +4k? -2,k* —4k* +2]

(n-1)/2 tane

dir (Akin ve Tekcan 2017a).

ispat. (1) k = 0 olsun. Bu takdirde W, = (-1)""'n olup kolayca goriilecegi iizere

n+2
Wn+1 =( 1) n(:'l]"'l) =_2+n_1=_2+ 1 =[_2;1,n—1]
W,  (=D"n n L
n-1
W2n+1 :2n+1=1+ 2 =1+ L =[1;n_192]
W,,, 2n-1 2n-1 no14t

ve benzer sekilde

dir.

(2) k = %1 olsun. Bu takdirde n=1(mod 3) i¢cin W, =1, n=2(mod 3) i¢in W, =—-1 ve
n=0(mod 3)icin W, =0 oldugundan sonug agiktir.

(3) k =+2 olsun. Bu durumda W, = n oldugundan

Woi L1 L
n n

Wn
Wony _20+1_ 1 [Ln-1.2]
2
ve
W
2r,+2:2n+2:n+1:1+l:[1;n]
W2n 2n n n
dir.
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(@) |k|> 2 olsun. n=2igin W, =k* -2 ve Wy =k* -4k’ +3 oldugundan

4 2
Wy, _kP-ak’+3 o o

L7 T =[k*-2;-k*+2
W, k2 -2 -k?+2 [ |

elde edilir, yani esitlik n =2 i¢in dogrudur. Esitligin n—2 i¢in dogru oldugu kabul edil-

sin, yani

L _1k? —2;-k?+2,k* —2,-k? +2]
|

(n—4)/2 tane

olsun. Bu takdirde

[k?-2;-k?+2,k*-2,-k?+2]=k* -2+ ! .
(N-2)/2 tane —k?+2+ i
k? -2+
k* -2+ 21
—k“+2
=k 2% 1 .
—k? +2+
Wn—l
anz

(k*—4k> +3)W__, —(k* =2)W__,
(K> =2)W,,_ ~W, _,
(k> =2)[(k* =2)W,, | =W, ,]-W,
(k> =2)W, ; -W,_,
(K -2)W, -W,
(K =2)W,, -W,
W

_ "'n+l

Y

n
oldugundan esitlik her n i¢in dogru olur. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Ardisik dort W, W, ,,, W,,,,W,,; terimlerinin ¢apraz oran ile ilgili olarak asagidaki te-

n+1» n+2»

orem verilebilir.

Teorem 3.2.12. W, dizisinin ardistk dort W, ,W,,,, W,,, ,W,,5 teriminin ¢apraz orani

n+1» n+2»

W, , W, ;W,,,,W,,;] olmak iizere
(1) k=0ise

42



4
[\Nn aWn+l ;Wn+2 ’Wn+3] =

@n+3)?
dir.
(2) k==1 ise
0 n= O(mOd 3)
[\Nn an+1 ;WFH—Z ’Wn+3] - _ n= 1’2(m0d 3)
dir.
(3) k==2 ise
4
[\Nn >Wn+1 ;Wn+2 ’Wn+3] = E
dir.
4) |k| > 2ise
k2
hm[VVn ,Wn+1 ;Wn+2 aWn+3] )
n—o0 k® -1

dir (Akin ve Tekcan 2017a).

Ispat. Hatirlanacag iizere dort farkli a,b,c,d reel sayilarinin gapraz orani [a,b;c,d]
ile gosterilir ve

(a=c)b-d)

[a,b;c,d]=
(b—c)(a-d)

olarak tanimlanir. Buna gore,

(1) k =0 olsun. Bu takdirde W, = (-1)""'n oldugundan

[\N W W W 3] _ (\Nn _Wn+2)(vvn+l _Wn+3)
no> n+

n+l>¥%n+2 >
(Wn+1 _Wn+2 )(\Nn _Wn+3)

IED" =D+ )NED P (n+ D) = (D™ (n+3)]

D™D = (D™ (2D = (=)™ (n+3)]
4

C(2n+3)?

dir.

(2) k =1 olsun. Bu durumda

W, -W

n

|1 n=0,1(mod3)
™27 1-2  n=2(mod3)
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I n=0,2(mod3)
-2 n=1(mod3)
-1 n=1,2(mod 3)
2 n=0(mod3)

VVn+l _Wn+3 :{

VVn+1 _Wn+2 :{

ve her n igin W, =W, ,; =0 oldugundan sonug agiktir.
(3) k =12 ise W, =n oldugundan kolayca goriilecegi iizere

_ _[n—(n+2)][n+1—(n+3)]_i
[\Nn sWn+1 9Wn+2 9Wn+3]_ [n+1_(n+2)][n_(n+3)] N 3

dir.

“) |k| >2 i¢in W (k* —4k? +3)W,.,, —(k? —2)W,, olup buradan

n+3 =
Wy =W, = _(k2 —2)Wy .y +2W,
Wi =Wp3 = (_k4 +4k? — )W, + (k2 -2)W,
Wi —Whpp = (_kz +3)W,, +W,
W, W5 = _(k4 —4k? + 3IWi + (k2 -DW,

elde edilir. Buna gére W, W, ,,, W, ,, ve W, ,, sayilarinin ¢apraz orani

(k2 14 2 2
[\Nn 9Wn+1 ;Wn+2 9Wn+3] _d [ (k 5 2)Wn+1 + 2\Nn ][( k4 + 4k2 2)\Nn+1 + (k2 2)Wn]
[(_k +3)Wn+1 +Wn][_(k — 4k +3)Wn+1 +(k _I)Wn]

olur. Bu son esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa
k 2

Lim (W, Wo. Wz Whis 1= PE

n+l>Y n+2

oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.13. W, W, dizisinin terimlerinin olusturdugu circulant matris olmak iizere
bu matrisin 6zdegerleri j=0,1,2,---,n—1i¢in

(Wn—l + 1) Wij _Wn
w2 —(k?=2)w +1

A, =

ve spektral normu n>1 igin

W —W_ -1

”W”spec k2 -4

diir (Akin ve Tekcan 2017a).
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an_ﬂn

Ispat. W, =

oldugundan W nin 6zdegerleri

n—1 )
(W) =W, w
u=0

[n-1 ) n-1 )
_— Z(aW“)“—Z(ﬂW“)“}
L u=0 u=0
1 [ a1 g
a-Blawi -1 pwl-l
1 {w—i(a”ﬁ—ﬂ—ﬂ“a+a)—a”+ﬁ”}

T a-p w2 —(k? —2)w i +1
Ny o™ _ﬂnfl a-f _an _'Bn
_W {(aﬂ)[ .y ]Jra_ﬂ:l o p

w2 —(k?-2)w i +1
(Wn—l +1) W_j _Wn
w2 —(k?=2)w ) +1

olarak elde edilir. Benzer sekilde

Winoty =WoWq o + W Wy 5+ + W W +WW,
Wln = W()Wn_] +Wn_1Wn_2 +-- +W2W1 +W1W0

Wy oy =WW oy +WoW 5+ +W3W, + W W
W2n ZWIWn_l +WOWn_2 + M +W3W1 +W2W0

Wnl :Wn_IWO +Wn_2Wn_1 + M +W1W2 +W0W1
an :Wn71W1 +Wn72W0 + . +W1W3 +WOW2

Winony =WoaWop + W W g+ + WW, +WW,
W =W2 + W2 o d W2+ W,

olmak tuzere
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1n
W21 sz W2(n—1) W2n
W) w =
W(n—l)l W(n—1)2 "' W(n—l)(n—l) W(n—l)n
L Wnl Wn2 Wn(n—l) Wnn ]

matrisinin 6zdegerleri A, 4,,---, A,_, dir. Burada 4, maksimumdur ve

Ao =W3 +W2 4+ W2, + W7,
Wo W, +W, +---+ W, +W, ;)
+W W, +--+ W, + W)
+...

+2

+Wn72Wn71
= Wy +W, +---+ W, )?

dir. O halde ||W|| = \/Z =W, +W, +:--+W,__, dir. Buna gére Teorem 3.2.2 geregi

spec

-1

n~ VVn-1

”W”spec - k2 -4

dir.
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4. SONUC

Tezin ikinci bolimiinde ilk olarak Pell sayilarinin ilk 4n+1 terimlerinin toplamlarina

bagli olarak tanimlanan a, tamsay: dizisi tanimlanmis ve bu tamsayi dizisinin bazi ce-

birsel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra ise bu tamsay1 dizisinin daha 6nceden bilinen
Pell, Pell-Lucas ve balans sayilari ile olan iliskisi tizerinde durulmustur. Benzer sekilde
Pell-Lucas ve/veya balans sayilarinin belli terim toplamlar ile ilgili tamsay1 dizileri ta-
nimlanabilir ve bu tamsayi dizilerinin diger bilinen tamsay1 dizileri ile olan iliskisi ince-

lenebilir.

Tezin liglinci boliimiinde ise k > 2 tamsayisi igin

x* —(k? -2)y? =1
Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri binom acilimi yardimiyla elde edilmis
ve bu denkleme bagli olarak yeni bir tamsay1 dizisi tanimlanmistir ve bu tamsay1 dizisi
ile ilgili baz1 cebirsel sonuglar elde edilmistir. Yine benzer islemler, baz1 6zel

x? —(k* £k)y? =1
Pell denklemlerinin tamsay1 ¢oziimleri i¢in de yapilabilir ve yine denklemlere bagl

tamsay1 dizileri tanimlanarak, bu tamsay dizilerinin bazi cebirsel 6zellikleri elde edile-

bilir.
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