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Marshalian tipteki liretim fonksiyonlar: icinde, en fazla bili-
nip kullanilan bu iiretim fonksiyonu ismini, arastirmalarinin so-
nucunda, 6zelliklerini bulan profestr Douglas ile, 6zelliklerinin ifa-
de edilebilinmesi icin matematiksel sekil ileri siiren matematikei
Cobb’dan almistir. Fonksiyon daha énce de Wicksteed ! tarafindan
ileri siliriilmiis ise de genig kabul edilebilirligini aragtirmalariyla
fonksiyona biiyuk destek saglayan Douglas’a borcludur. Douglas
tarafindan tahmin edilen orijinal fonksiyon (1) de yazilan sekil-
dedir. Fonksiyonun belirttigi iligki, Douglas’in iicretin

o 's AtFR % (1)

toplam iiretim i¢indeki payim arastirirken bulunmustur. Douglas,
isgiicline yapilan toplam ticret édemelerini, liretimin sabit bir ora-
n1 olarak bulmustur (2). Ote yandan bilindigi iizere, tam rekabet
kosullarinda kéarini

(5 L=aQ 2)

maksimize etmeyi amaclayan firma, licret isgiiciniin marjinal ve-
rimliligi esitligini gerceklestireceginden (2) tekrar (3) de goriil-

1 P. Wicksteed, «Co-ordination of the Laws of Distribution», The Economic
Journal, C. IV, (1894), s, 305 - 313
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dugii tizere yazilabilir. Problem bu sonucu veren fonksiyonun ge-

o MR ) :
I = *T (3)

o l1—a
riye gidilerek bulunmasidir. Cobb’un katkis1 @ = AL K sek-
lindeki fonksiyonu ileri siirmesidir. Fonksiyonun isglicine gore
kismi tiirevi alindiginda (4) te bulunan sonuc bize fonksiyonun
izlenen iligkisiyle tamamiyle uyum icinde oldugunu gosterir. Do-

) o0Q .l o—1 l—a _ a (& 1—a _i
7 L K = Al (L)K Gt e

4

layisiyle, fonksiyonun Cobb sekli izlenen gercekleri yansitir. Ve
fonksiyon uretim faktorleri, basina liretim miktarini verecek se-
kilde diizenlenirse kisaca (5) te 'gorildiigii tizere yazilabilir.

$(x) = Ax (1'_‘“) dan elde edilen (6) da goriilen esitsizlikler ve
¢’ (X) nin x sifira yaklasirken sonsuza ve X sonsuza yaklasirken de

y = Ax (1—a) ; (5)

sifira yaklasmasi, fonksiyonun «iyi davranan» bir fonksiyon oldu-
gunu belirler.

~ > 0. ¢”(x) — _-:A_'(;::z_i < 0
‘ (6)

B. FONKSIiYONUN PARAMETRELERININ TAHMIiNi

Fonksiyonun parametrelerinin-tahmini icin de (2) deki esit-
likten yararlanilabilinir. Esitlikteki—— , Q ve L nin degerleri iz
lenebilineceginden « icin tahminde bglunulabilinir. Bir tahminden
bahsedilmesinin nedeni ise,_w_ ile Q — L orani arasindaki iligki-

v - - = p
nin deterministik olmayip stochastik olmasindandir. Sayet deter-

mistik bir esitlik olsaydi, « 1n degeri_W_ | Q ve L in izlenen birer
o
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degerinden bulunabilinir ve diger biitiin degerleri icin gecerli olur-

du. Iliskinin stochastik olusu ise,l , Q@ ve L in farkli degerleri
D :

icin o 1n farkli degerlere sahip olmasina neden olur ve o icin en iyi

degerin secimi ekonometrisyenlerin bir isi olarak kalir. Kisaca

%—, «(Q/L) esitliginin yazlmas: demek (7) deki esitliklerin ya-

zilmasi demektir. Egitliklerde e ile « in en iyi tahmininden, % nin

W M Qe
p_aL+eveyap_aLe (7

sapmasl belirtilir. Sapmaya 6lcme hatalar: veya%— ye etki eden

onemleri az olan degiskenlerin ihmal edilmeleri neden olabilir.
Esitliklerdeki « tipik olarak regresyon analizinden yararlanilarak
tahmin edilebilir. 2 & i¢cin tahmin elde edildikten sonra, orijinal

fonksiyona doniliip Q ve (L* K l1—a degiskenler olarak alinarak
bu defa da A, regresyon analizinden yararlanilarak tahmin edilir.
o ve A nin belirtilen yontemle tahmin edilmeleri, L. ve K nin iis-
leri toplaminin bire egit olmasi sonucunu dogurur. (2) den g dege-
rinin tahmini, orijinal fonksiyonun A y1 verebilmesini saglayacak

sekilde K yi1 sinirlar. Yalmz unutulmamasi gerekir ki, Q = AL* K g
gibi fonksiyonun bagka sekilleri de, orijinal kosulun gerceklesme-
sine olanak verirler. Dolayisiyle g8 = (1 — «) test edilmemis
bulunulmaktadir. # nin bu smirlandirilmasi, sayet fonksiyon

Q = AL* K8 olarak tahmin edilirse test edilebilinir. Clinkii, bu
sekilde yazilan fonksiyonda, g herhangi bir degeri alabileceginden
a + B = 1 hipotezi de test edilebilinir. Fakat bu sekliyle fonksiyon
stochastik iligkinin parametrelerinin tahmini icin kullanilan dog-
rusal regrasyon tekniklerine uygun degilse de esitlik (8) de go-
riildiugi tizere dogrusallastirilarak problemden kacinilir. Esitlikteki

InQ=1InA4+8InK +alnL (8)

In @, In K ve 1n L i¢in izlenen degerler yerine konulduktan sonra
A, B ve ¢ nin degerleri icin bilinen yoldan tahminler elde edilir. Bu

2 R.J. Wonnacott ve T. H, Wonnacott, Econometrics! 1. B.,, New York,
John Wiley and Sons, Inc., 1970, s. 93-95
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fonksiyona bircok testler uygulanmustir. (e+3) degeri yaklasik
olarak bir alindiginda, cesitli sektér ve iilkeler icin yapilan tah-
minleri iyi sonug¢ vermistir. 3

C. FONKSIYONUN IKAME ELASTIKIYETI

Uretim fonksiyonlar1 bilindigi lizere, esiirtin egrilerinin (K, L)
diizeyinde sekil ve yerlerini belirtirler. Uretim miktar: herhangi bir
seviyede (Q) sabitlestirilirse, esiiriin egrilerinin gekli arastirilabi-
linir. Fonksiyonun toplam tiirevinden, (9) daki sonug elde edilir.
Sayet

O = AK™% (1—g) L% dK + AK (1—a) o1, (a—1) 4y,

0=(1-a 2 dK +4 8 dL
K L

s s l—a) K
dL o L

egrinin egimi (MTIH), kapital-isgiici oram arttiginda artarsa,
egri orijine digbiikey olur. « ve (1—a) nin isaretleri ayni oldukla-
rindan da digbiikeylik gerceklesir. Eslirtin egrilerinin digbiikeyli-
gi ise, bilindigi lizere azalan verimlerin varlig: ile ilgilidir ve aza-
lan verimler isgiici ve kapitalin kullanmimi miktar1 arttikca sira-
siyla 6Q/9L ve 9Q/0K nin azalmasmi gerektirir. Gercekten de,
(10) daki esitliklerden goriilecegi lizere her iki faktériin marjinal

)

Q _ aq (K yol 3K _ A K ,o
Y. — aa e —z)l i 10
oL - 2Q ) ( = ) (10)
verimliligi, faktorlerin pozitif miktarlarda kullanimlarinda her te-
rim pozitif oldugundan daima pozitifdir ve kullanim miktar si-
firdan sonsuza giderken de monotonik olarak azalir :

oQ e £ A (e—2) (1—a)
Ela a (a—1) AL K (11)
gﬁz = gy AL & oD (12)

3 David F. Heathfield, Production Functions, 1.B., London, The Macmillan
Press Ltd., 1971, s, 34.
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(11, 12). Aciktir ki, @ = AL® K B geklinde, azalan verimlerin var-
Iig1 icin g8 ve o parametrelerinin ikisinin de sifir ile bir aralifinda
bulunmasi gerekir. Sayet birden biiyiikler ise, isgiicti ve kapitalin
kullanim miktarlarindaki artis sirasiyla 9Q/oL ve 9Q/oK in (13)
te yazilan esitlerinin artisina neden oldugundan, artan verimlerle
karsilagilmig bulunulur.

99 1 arf.roTl) (8Q L pae ¥t g e (13)
oL oK

Negatif olmalar halinde ise, 90Q/0L ve 2Q/2K nin degerleri nega-
tif olarak azalirlar. Fonksiyonun kismi tiirevlerindeki negatif azal-
ma, 6te yandan artan verimlerin varhifin isaret eder.

Burada sirast gelmisken, neden « ya faktor yogunlugu para-
metresi denildigi arastirilabilinir. Kapitalin isgilicii icin olan mar-
jinal teknik ikame haddi (s), (10) daki esitliklerden kolayca elde
edilir (14).

2Q/oK (1—a) K
Esitlikten goriilecegi iizere s icin verilen herhangi bir degerde «
nin biiyiik degeri kii¢iik kapital - isglicii oraninin varhifina neden
olur. Dolayisiyle, bir iiretim noktasindaki « 1n biiyiik degeri, daha
isgiicti yogun iiretim faaliyetini gerektirir.

Esiiriin egrisinin seklini, ikame elastikiyeti parametresinin
belirtecegi bilinir. s. nin egitinin, kapital - isgilicii oranina (x) gore
tirevi alindiginda (15) teki esitlik bulunur. Egitlik

ds X o
B ) (15)

tersine cevrilip s - X orani ile carpildiginda goériliir ki, ikame elas-
tikiyetinin degeri bire esittir (16). Fonk siyonun ikame elastikiye-
tinin degeri, faktorlerin birlesim oranlarindan ve dlcege verimlilik-

& s (11— a K s

=1
(16)

ten bagimsiz olarak birdir. Fonksiyonun bu ozelligi, isgiicti ve ka-
pitalin arzlarindaki nispi degismelerde nispi paylarmmin sabit kal-
masini garanti etmesinden ¢ok bilinen bir ézelligidir.
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Denge kosullarinda bilindigi tizere, MTIH,, w—r oranina esit-
tir ve Olgege gore verimlerin sabit olmasi halinde (17) de goriilen
esitlik elde edilir. Bu egitligin solu, Uretimden isgictinin aldif:
payin kapitalin aldig1 paya oranini verir. Goruldiigli Uzere faktor-

wL o
T g (im

lerin paylari orani, fonksiyona hakim olan teknoloji tarafindan
tayin edilen sabit {iretim elastikiyetlerinin oranina esittir. « 1n g
ya gore nispi bluylkligi isgliciniin paymin kapitalinkine oranla
yiiksek olmasina neden olur. Teknolojik ilerlemenin s0z konusu
olmamasinda, faktorlerin nispi fiatlarinda olusan orantili degisik-
lik faktorlerin nispi kullanimlarinda fiat etkisini gideren orantii
degismeye neden olarak faktorlerin nispi paylarini etkilemez. Ika-
me elastikiyetinin degerinin sabit fakat bir olmamasi halinde ise,
arzlarindaki degisiklikler faktorlerin nispi paylarini etkiler. (16).
daki esitlik diizenlenir. Iki yaninin entegrali alindiginda ¢ nin en-
tegralinin sabitini belirttigi s icin (18) deki esitlik bulunur. s nin
esiti w—r orani yerine

ds 1 dx y s |
fs = cer — lns.,..c Inx + 1Inc

s = cxlf"

(18)

konulduktan sonra, her iki yan1 X! (= L/K) ile carpildiginda (19)
daki sonug elde edilir. Aciktir ki, ikame elastikiyetinin degeri bire
esit oldugunda, esitlikten C—D fonksiyonuna sahip olundugunda
bulunan sonug elde edilir. Bir olmamas: halinde ise, faktér arzla-
rindaki verilen degisiklik sonucunda deferin birden biiyiik veya
kiiclik olusuna gore faktoriin iretimdeki nispi pay: artar veya ek-
silir. Uretim elastikiyetleri ve ikame elastikiyeti degerlerini sabit
olarak vermeyen C—D fonksiyonunun bagka sekillerine de rastlan-
maktadir. Fonksiyonun ozelliklerine ancak belirli araliklarda sa-
hip olan bu fonksiyonlara bazi misaller verilebilinir.
W et e TR

e

; (19

Fonksiyonun diger bir 6zelligi daha vardir ki, fazla arzulan-
mayan bir ozelligidir. C—D fonksiyonunda oldugu gibi marjinal
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Q = gi—apa AL (20)

(Y1nL 1nK)S @1)

g aR% 1l e
verimlilikler daima pozitif ise, faktoérlerden birinin miktarn sabit
tutulurken digerinin miktar1 sonsuza arttirildiginda, miktarn art-
tirilan faktoriin marjinal verimliligi sifira yaklasir (22). Sayet bu
limitler gecerliyse c; ve ¢; nin '

lim 99 — ¢ veya lim A, R (22)
L—> e~ gL K— « gK

pozitif sabitler oldugu (23) teki sonuglar elde edilir. Bunlar C—D
fonksiyonuna uygulandifinda, « sifirdan biiylik birden kiigiik ol-
IimQ = ¢ veya lim Q = ¢,
L— K— = (23)
dugundan 9Q/9L nin limiti, L. sonsuzuna yaklasirken sifir bulun-

masina karsin (24), L sonsuza yaklasirken Q nun limiti sonsuz bu-
lunur (25). Bu sonuclarin bulunmasi

oQ (e—1)

. . 1
lim 22 = lim oA (F-) Zi6 ‘ (24)
Lo Lo

lim Q' HmALL K © 9 (25)

Losa HLLa

ise fonksiyonda bir i¢ tutarsizhifin varlifl sanisina neden olur. (ka-
patitalin kullanilan miktar: da sonsuz olarak arttirildifinda, kapi-
talin marjinal verimliligi icin de ayni sonu¢ bulunur.) Gercekte ise
tutarsizlik sanisi iggiicliniin kullanim miktar: arttiginda sagladig
faydanin, iiretimin marjinal verimlilik sifir olmadan farklagsmasima
olanak verecegi bilinirse, kendiliginden ortadan kalkar.

D. OLCEGE GORE VERIMLER

Simdi sira egiiriin egrilerinin (K, L) diizeyinde yerlestirilme-
sine gelmis bulunmaktadir. Bu ig, belirli bir {iretim miktarinin

4 CE. Ferguson ve RW. Pfonts, «Aggregate Production Function and Rela-
tive tactor Shares» International Economic Review, C. III, (1962) s. 335.
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esliriin egrisinin yeri saptandiktan sonra diger iiretim miktarlari-
nin esiiriin egrilerinin yerlerinin nispi olarak saptanmasiyla ger-
ceklestirilir. Esiiriin egrisinin yerinin saptanmasi i¢in uygun yon-
tem faktorlerinin esit miktarda kullanildifinda gerekli olan kapi-
tal miktarmin saptanmasidir. Esiiriin egrisinin ifadesi, @ = AL %
K (1—a) oldugundan (26) daki esitlik yazilabilir.

K 1o _ ag[Xl)\e
Q=421 ...AK(K) (26)

Dolayisiyla, L—K oram bir oldugunda, (K(K), (Q/A) ya ve K da
L ye esit oldugundan L de (Q/A) ya esit bulunur. Gérildigi tze-
re, A nin degeri biiylidiikce, verilen Uretim miktarinin tretilmesi
icin daha az miktarda kapital ve isgiicli gerekmesi, katsayinin
«verimlilik parametresi» olarak adlandirilmasina neden olmustur.
Bu parametre siiphesiz isgiicii, kapital ve lretimin ol¢iilmesi i¢in
secilen birimden etkilenir. Ayrica agiktir ki A nin degeri sabit ka-
lirken, @ belirttigi tiretim miktarimin iki misline cikarilmasi, ge-
rekli olan kapital ve isgticli miktarinin da iki misline ¢ikartir. Ve
boylece diger esliriin egrilerinin yerleri de nispi olarak saptanmisg
bulunur. 2Q miktarindaki iiretimi

belirliyen nokta orijinden iki misli uzakta bulunacak ve iki misli
kapital ve isgiicii kullammmini gerektirecektir. Bunun tersi diisii-
niildiigiinde, acaba isgiici ve kapitalin kullanim miktan iki mis-
line ¢ikanlarak iiretim olceginin arttirilmas: iki misli iiretim el-
de edilmesine neden olur mu? Bilindigi izere bu gerceklesirse, 0l-
cege gore sabit olan verimlerle karsilasilmig bulunulur. « ve g de-
gerlerinin herhangi bir kiymeti aldiklar: genel durumda ise, isgi-
cii ve kapitalin kullamim miktarindaki degismelerin iiretim sevi-
yesindeki etkileri arastirlabilinir. @ = ARSL @ fonksiyonun-
dan toplam tiirevin esiti (27) de goriildiigii {izere bulundugundan
dQ icin (28) de goriilen esitlik elde edilir. Bilindigi iizere olgege
gore verimliliklerin incelenebilinmesi icin dK/K ve dL/L nin bir-
birlerine esit olmas: gerekir. Ve

5 PK. Newman ve R.C. Read, «Production Functions with Restricted Input
Shares,» Intérnational Economic Review, C. 11, (1961), s. 128
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dQ = ag K& 1% e | ARE 4% g @7
dQ = —'BK&dK +—a—1?-dL (28)

dolayisiyle (28) den, dQ/Q niin egiti (29) da goriildigi lzere el-
de edilir. (8+4a) bire esitse dQ/Q, dK/K esitligi derhal bulunur.
Degerinin birden biiyiik veya kiiclik olusunda ise, dlgege gore ar-

Ll dK
dQ = 8 4~ dK + aQ
aQ = 5 q@+a)
aQ _ dK (29)

0 iR (B+a)

tan veya azalan verimlerle karsilasilir. Gercekten de o ve 8 ayr
ayr isgiicli ve kapitalin miktarinda olusturulan yiizde degismele-
rin iiretim miktarinda neden olduklar yiizde degisiklikleri temsil
ederler. Uretim faktorlerinin marjinal verimlilikleri, kendi para-
metreleriyle ortalama verimliliklerinin carpimina esit oldugunda
o ve B, (30) da da goriildiigli izere sirasiyla {iretimin isgiicii ve ka-
pitale gore kismi elastikiyetleridir. Iki parametre birlikte alimn-

ca da

Lrp W L =408 K

isgiicii ve kapital miktarinda verilen yiizde degisme i¢in {iretim
seviyesinde olusan toplam yiizde degisme olciiliir. Burada belirtil-
melidir ki, iiretimin 6lcegindeki degisiklik sonucunda olusan olce-
ge verimlilikte degisme ile teknolojik ilerlemelerin neden oldugu
degisiklikleri birbirinden ayirdetme C—D fiiretim fonksiyonlar i¢in
glictiir. Bunun unutulmamasi kosuluyla denilebilinir ki, yaklasik
olarak tiretim elastikiyetleri toplami teknolojik seviyedeki kiiciik
degismelerden etkilenir. Ve iiretim fonksiyonlarinda bu nedenle
olusan degisiklikler faktérlerin tiretim elastikiyetlerini etkileme-
diklerinden asagida goriilecek olan yansiz teknolojik ilerleme si-

nifindandirlar.
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Maliyet egrileriyle odlcege gore verimlerin gesitleri arasindaki
iligki de, iiretim faktorlerinin fiatlar1 sabit alindifinda toplam
maliyetler yalnizca iiretim miktarmin fonksiyonu olduklarindan,
fonksiyonun elde edilmesi oldukc¢a karigik olmasina karsin buluna-
bilir. Gelisim yolunun, yukarida (17) de goriilen tanmimi ile fonksi-
yonun logaritmalari alimip es-anli denklem cifti olarak yazilirsa,
(31) de goriilen denklem cifti elde edilir. Bu c¢ift L. ve K degerleri
icin ¢oziildiginde bu defa (32) deki

olnL + finK =InQ — InA
(31)

— InL +InK = Ing — Ina + Inw — Inr

denklem cifti elde edilir. Denklem c¢iftinde, L* ve K* maliyetleri
minimize :

L* = A~1Qp—BuB wBrB ) 1/(a+8)
(32)
K* = (A~1Qp® gyt r—a) 1/(a+p)

eden uretim faktorleri oraninda, Q birim tiretim icin gereken is-
glicli ve kapital miktarlarini belirtirler. Q birim iiretimin maliye-
ti dolayisiyle (wL* + rK*) oldugundan ,toplam maliyetin esiti (33)
te goriildiigii {izere

T™ = r{ ( ir“’ itk g 1/ (@+8)

+wi (L) TR Y ath (33)

e}de edilir. Esitlifin sagindaki terim yerine (34) de bulunmus esi-
ti al}_m?g}nda toplam maliyetin esiti (35) veya (36) daki esitleri-
ne dontigiir. (36) da goriilen teknoloji parametreleri A, g, B ve piya-

w{( 51;1) —8 {_f%) m+ﬁ_§_}1/(a+ﬁ)

{(_fi‘i’_) (e+8) ;. 1/(a—p)
ar r
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AW . —oa A, 1/(a+p)
Wil ) L et
% ar BWQ (34)
(-;1.—-)
ar B o Q 1/ (a+B)

ﬁ"’(mr A

sa parametreleri w, r veri olarak verildiklerinden, toplam maliyet
yalnizca lretim miktarimin bir fonksiyonu olur. Ortalama ve marji-

At 1/ (et
TM:r“"gl)a‘%r flatf) B 1(ﬁ'W)ua iz { /(e
, '(35)

B ar
nal maliyetlerde, toplam maliyet esitliginden kolayca elde edilir,

(37) ve (38). Toplam, ortalama ve hcmojen fonksiyonlarin fonksi-
yon katsayilar sabit oldugundan marjinal maliyetlerin elastiki-

1)1/ (@+p)

n o+ BwW . of (a+B)
OM ={r( 3 )(ar) (

; A
e a+8 BwW_,a/(a+p) 1 . 1/(a+p)
Nm_a+ﬁ4r_(ﬁ)(ar) (A‘) :
Q (1—a—pg) / (a+p) { S fsey

yetlerin elastikiyetlerin de sirasiyla (39), (40) ve (41) de goriildi-
g1 tizere yazilir. Elastikiyetlerin esitliklerinden de goriildiigii gibi,

MM B (39)

™= TOM Py

S SR |
Eom = &M i AR (40)
Fad
eum =€ =&ur — 1 = ‘ﬁ” (41)
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fonksiyonun homojenlik derecesi cok onemlidir. Gercekten de or-
talama ve marjinal fonksiyonlar: ve tiirevlerinden marjinal ve or-
talama maliyetlerin karsilastirilmasi egrilerinin alcalip, yiikselme-
leri ve ichiikeyliklerinin yoniiniin tayini dlcege verimlerin aldikla-
11 degerlere gore yapilir. Basitligi gerceklestirebilmek icin, (42)
deki esitsizligin sol yani yerine «b» yazilirsa, sMM/3Q, 20M/3Q
o°MM/oQ? ve 3°0OM/3Q? nin esitleri sirasiyla (43), (44), (45) ve

a8 i W )a/(a—l-ﬁ) LSRN £ 42)

S of A

(46) da goriildiikleri {izere yazilir. Son iki esitligin parantez igin-

oMM | 1—(a+8 41-2(a+8) }/ (a+8)
oQ _‘* CEE ‘ (2
IOM  , 1—(a+p) {1—2(a+8) }/ (a+p)
=t bl e v o o
MM {1—3(’u+ﬂ) + 2(a+p)? }bQ41—3(a+B) ¢/ (a+8)
get o (a+p)*

(45)
FOM . §1=3@dB) + 2(atp)? (o i1-3(a+h) }/ (atp)
- iy (th)’ i

(46)

deki ortak paylan, dikkat edilirse (a+3) birden buytikken pozitif,
.5 ile bir arasindayken negatif ve .5 den kiiciikken tekrar pozitif-
- tir. 8imdi (37) den baglhiyarak yazlan esitliklerin aracilifiyla mar-
jinal ve ortalama maliyet egrilerinin ozellikleri tayin edilebilir.
(37) ve (38) deki esitliklere gore, Olcege gore azalan veya artan
verimlerin varlifinda, marjinal maliyet ortalama maliyetten fazla
veya azdir. (43) ve (44) deki esitliklere gore, gene Olcege gore aza-
lan veya artan verimlerin varliginda, marjinal ve ortalama maliyet
egrileri yiikselirler veya alcalirlar. Nihayet (45) ve (46) daki esit-
likler ile (a+pg) nmin bulundugu araliklar birlikte diisiiniiliirse, 6l-
cege gore artan verimlerin varhginda, her iki maliyet egrisi de
azalir ve yukaridan icbukeydir. (o B) degeri .5 ile bir arasinda
ise, ylikselirler ve asagidan icbiikeydirler. Sayet Olcege gore aza-
lan verimler giddetliyse { (a+8) < -5} egriler yalnizca ylikselmek-
le kalmaz, yukaridan da icbiikey olurlar. Olcege gore sabit verim-
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lerin varclmasl halinde ise, (36) daki egitlik (47) de yazilan sekle
dontigiir. Gorildigil tizere

™ = bQ . (47)

toplam maliyet tiretim miktarinin dogrusal bir fonksiyonudur ve
ortalama ve marjinal maliyetler sabit olup, birbirlerine esittir-
ler (48).

MM =OM=>» (48)

Geriye lretimin hangi oOlcekte gerceklestirilmesinin saptan-
mas1 kalir. Siiphesiz kdrini maksimize etmeyi amaclayan firma,
olcegini karim maksimize eden ol¢ek olarak secer. Firmanin top-
lam karini veren esitlik, iiretilen malin fiatina boliindiigiinde bu-
lunan egitlik te (49), bilindigi

n/p=Q— (Ww/p)L — (r/p)K (49)
lizere (w/p) ve (r/p) sirasiyla 9Q/3L ve 9oQ/3K ya esittir.

Q = AL% K® iiretim fonksiyonunda kismi tiirevler ise sirasiyla
aQ/L ve BQ/K ya esit oldugundan, (50) deki esitlik bulunur.
Dolayisiyle dlcege gore sabit

n/P = Q(l — (a+pH)) (50)

verimlerin varhifinda toplam kar sifirdir. Normal kardan fazlasi-
nin veya eksiginin elde edilmesi olanaksizdir. Olcege gore artan
verimlerin varliginda ise, negatif karla karsilasilir. Uretim faktor-
leri beraberce iirettiklerinden daha fazlasim tiiketirler. Bu para-
doksun nedeni fiatlarin sabit kaldig1 tam rekabet kosullarmin var-
g1 varsayimidir. Siiphesiz bu varsayim, iiretimin sonsuz degise-
bilirlifinde devaml yapilamaz. Uretim faktorleri ve iiretilen ma-
Iin fiatlan etkilenecek ve verilen asag1 egimli talep ve yukar egim-
i arz fonksiyonlar, firmanmn karini maksimize yapan olcegi bul-
masinl saglayacaklardir. Aciktir ki, piyasa kosullar1 bilinmeden
tretimin odlcegi, tiretim fonksiyonu ve fiatlar arastirilarak buluna-
maz. :

E. TEKNOLOJIK ILERLEME

Fonksiyonun diger bir gelisimi, zaman boyunca bilinen biitiin
tiretim tekniklerinin gelisiminin kabulii ile saglanmistir. Yeni al-
ternatiflerin yaratilmas: teknolojik ilerleme olarak tanimlanir.
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Uretim fonksiyonlari, esiiriin egrilerinin sekil ve yerlerini belirtti-
ginden, herhangi bir teknolojik ilerlemede fonksiyonun baz veya
" biitlin parametrelerini etkiliyecektir. Genellikle o ve g paramet-
relerinin zaman boyunca sabit kaldif1 varsayilarak, dikkatler ve-
rimlilik parametresi A ya cevrilir. A parametresi, esiiriin egrisinin
yerini belirliyeceginden teknolojik ilerleme esiiriin egrisinin hare-
keti ile tanimlanir. Esiliriin egrilerinin orijin yoéniinde tam yatay
veya dikey olarak kaymalar1 (faktorlerden biri veya digerinden
ayni miktarda liretimde bulunulmas: i¢in daha az miktarda kul-
lanim yeterlidir), iki ekstrim durumu belirler. Ilkinde verilen iire-
tim daha az mikfardaki isglicliniin verilen kapital miktariyla,
ikincisinde gene verilen iiretim daha az miktardaki kapitalin ve-
rilen isgiicli miktariyla gerceklesir. Bu iki ucun disinda ise, ve-
rilen iiretim miktar: daha az miktarlardaki isgiicli ve kapitalin
 kullanilmasiyla gerceklesir. Esliriin egrileri orijine dogru diyagonal

olarak kaymuiglardir. (Faktor miktarlarim arttirici teknolojik iler-
leme bu tipteki kaymalarla temsil edilir.) Esiiriin egrilerinin ya-
tay, dik ve diyagonal kaymalariyla belirlenen teknolojik ilerleme-
ler, bilindigi tizere sirasiyla Harrod, Solow ve Hicks anlamindaki
yansiz teknolojik ilerlemeleri belirlerler. Bunlarin fonksiyonda ay-
ni cebirsel ifadelere sahip olmalari, deneysel olarak birbirlerinden
ayrilabilinmelerini olanaksiz kilar. Ik olarak A parametresindeki
degismelerle tam uyum halinde olan, Hick anlamindaki yansiz
teknolojik ilerlemeyi veren fonksiyonu yazalim. Teknolojik ilerle-
menin sabit bir m haddinde oldugu varsayilirsa, fonksiyon (51) de
gorildigl uzere yazilir. Gene A, m, « ve g parametreleri, sayet
fonksiyon degiskenlerinin tabii logaritmalar: alinarak dogrusallas-
tirilabilinirse adi regresyon tekniklerinden yararlanilarak tahmin
edilebilir. Ote yandan Harrod anlamindaki yansiz teknolojik ilerle-
mede,

Q- Achitye 18 (51)
isglciiniin verimliligindeki artisla ifade edilebilir. Sayet isgiiciiniin

verimliligi sabit bir m, haddinde gelisyorsa, fonksyon (52) de go-

ruldigi tzere yaziir ve m,a nin m;, e esit oldugunda Hicks anla-
mindaki ilerlemeyi veren

Q = AeMbaga y8 (52)
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fonksiyon elde edilir. Solow anlamindaki yansiz teknolojik ilerle-
meyi veren fonksiyonda (53) de gorildiigli tUzere yazilir. Gene
m,8 nin m, e esit

Qi B o (53)

olusunda Hicks anlamindaki ilerlemeyi veren fonksiyon elde edi-
lir. Clinkii fonksiyonun o« veya g parametresi, teknolojik ilerleme-
den etkilenmedikce veya faktorlerin nispi fiatlar1 degismedikce

faktorlerin birlesim oranlar: etkilenmez. @ — AL % KA seklinde ya-
zilan iiretim fonksiyonunda isgiici-kapital orani, ar — Bw orani-
na esit oldugundan (17), birlesim oranlarinin sabit kalma nedeni

kolayca anlagilir.

Dolayisiyle yanli teknolojik ilerlemelerde, Uiretim elastikiyet-
leri oranindaki degisiklikie saptanirlar. Bu degisikliklerde kapita-
lin iggticii icin olan marjinal teknik ikame haddi etkilenir. Ve
faktorlerin kullamim miktarlarinin tasarruf ettirici veya arttirci
teknolojik ilerlemelerde «—g8 oranindaki degismenin yoniine gore
birbirinden ayirdedilirler. « nin g8 ya gore nispi olarak yiikselmesi,
faktorlerin verilen birlesiminde isgiiciiniin marjinal verimliliginin
nispi olarak artmasi demek cldugundan, isgiicii kullanan tekno-
lojik ilerleme ile karsilasilir. «—p8 orani verilen faktor fiatlar: ve-
ya arzlarinda, tretimde kullanilacak isgiicli - kapital oranini ve-
rir. Verilen faktor fiatlarinda, oranin degerinin biiyukligii kapi-
tale oranla daha fazla miktarda isgilicli faktoriniin kullanimin
gerektirir. Isgiicii-kapital orani, {iretimdeki kapitalin yogunlugunu
belirttiginden de iiretim elastikiyetleri orani iiretimdeki kapitalin
yogunlugunu verir. Uretimdeki kapital yogunlugu bilindigi {izere,
tretimin teknolojik kosullar1 tarafindan belirlenir ve fonksiyon-
daki elastikiyetler de bu kosullarin ifadeleridir. Fakat Onceden
vanli teknolojik ilerlemelerin iiretimi nasil etkiliyeceklerini bilmek
zordur. Bununla birlikte konu, bu fonksiyonu &6zel bir hal olarak
kapsayan CES liretim fonksiyonunun incelenmesinde aciklifa ka-

vusur.

Teknolojik ilerlemelerin bagimli olmasi halinde de, fonksiyon
verimlilik ayarlanmasi yapilimig kapital mallar1 stokuyla yazilabi-
lir. v yilinda tiretilmis bulunan kapital malinda istihdam edilen
isgliciniin t zamanindaki iiretimini veren fonksiyon (54) te go-
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riildiigii tizere yazilir. Fonksiyonda, I(v) Kkapital malina yapilmig
bulunan gross yatirimin hacmini,

Q) = AP L% 1) e TRy 9 (54)

m, I(v) deki teknolojik gelismenin ve n de ekonomik nedenlerle
olusan deger Kkaybinin etkilerini belirler. Q(t) nin esitinin

t

t ,
f Q.(t)dv ve L(t) nin esitinin de f L, (t)dv oldugunu var-

—_ o — 00

sayarsak, v yillinda iretilmis kapital malinda calisan isgiiciiniin t
zamanindaki marjinal verimliliginin esiti, (55) te yazildig: iizere

o (t) mv . -—n(t—v) (1—ea) . (a—1)
—aL.,(t)_ = aAe {e I(v)} L (t)
(55)

bulunur. Optimum dagilimin gerceklestirildigi varsayildigindan,
marjinal verimlilifin egiti yerine konuldugunda (56) elde edilir.
Bu esitlik her yastaki kapital mallarinda c¢aligsanlarin marjinal
verimliliklerinin aym

—E—-(t):aAemv le —n(t—v) I(v)_}(l—a)L‘,(a_l) t)

(56)
olusunun bir ifadesidir. Egitlik L,(t) icin bir ifade elde edilmek
uzere cozuldiginde, (57) deki esitlik elde edilir. (57) de

w . —1/(1—a) —1/(1—a)

{"'p'—')

+ n yerine de b yazilirsa, esitlik (58) de goriildiigii {izere daha ba-
sit olarak yazilabilir. L, (t) i¢in bulunan esiti (54) de yerine konul-

(t) (xA) yerine a(t) ve {m/(1—a)}

Loty L%L;—l/ﬂ—ﬂ) & (aa) ~ (1=

1(v) e<mv/(1'“-d.) }—1’1 (t—v) (57)

L.(t) = a(t) I(v) ePv—nt (58)
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dugunda, Q,(t) icin (59) da goriillen yeni egitlik elde edilir. Ve
egitligin entegralinin alinmasina sira gelir. s

Q.(t) = A a% (t) I(v) oPY 1t (59)

o
a (t) nin (56) danda yararlanilarak elde edilen esiti yerine konul-
dugunda, Q(t) nin esitini verecek olan entegral (60) da gorildugua
iizere yazilir. Entegral yalnizca v yi kapsadigindan da

t
Q) zfAemv—n(t—v)(l—.a) I(l—m) ) LY ) dv

t
esitlik tekrar (61) de gorilldiigii tizere yazilir, f e? 1(w)av,

J(t) olarak tanimlanirsa, tretim miktarini veren fonksiyon (62)
de gorildigi

t
Q(t) = AL* (1) [ebv(l_“) 1 =9 gy av - (61)

lizere elde edilir. Fonksiyonda, J(t) verimlilik ayarlamasi yapilmig
kapital

Q) =aL* ) 3179 (62)

stokunun toplam miktaridir. Sayet bagimsiz teknolojik ilerleme
haddi de fonksiyona ilave edilirse, fark yalnizca J(t) nin varlhif
nedeni ile olusur.

Nihayet toplam verimliliklerdeki degismeleri o6lcmede, en
temel yontem olan oran yonteminin (gercek miktarda belir-
tilen toplam iiretimin gene gercek miktarla belirtilen toplam
iiretim faktorlerine oranlanmasi) yaygin olarak kullanilmasi
bulunacak sonucun eksikligi ~belirtilmesini zorunlu kilar.$8

6 S, Clemhont, «The Ratio Method of Productivity Measurement», The
Economic Journal, C. LXXIII, (1963), s. 360
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Q = A(t) (-l-K +--":-;— L) dogrusal uiretim fonksiyonunda, ve-
o

rimlilik kalan olarak bulunulur. Kapital ve isglicliniin dogrusal

olarak agirhiklastirildiginda toplam faktor indeksini veren formiil

kullanilirsa, (63) de yazilmis bulunan egitlik elde edilir. Ve sayet
1

iiretim iligkileri Cobb-Douglas seklindeyken A (t) (-i—K + T L)

ile temsil edilirse formiilden yararlanilarak bulunacak sonu¢ yan-
o 1
din@ d{In (5 K + ﬁLH_ d{1n A(t) }
Tdt dt i dt
113 olur. Sekil 1 de, CD, ve CD, ile belirtilen egtiriin egrileri t, ve t, za-
maninda, Cobb-Douglas fonksiyonunu temsil ederlerse, iiretim
miktar: sabitken fonksiyonun kaymasi sonucunda iiretim noktasi-

(63)

\
\
\
\
RA N
;% \
\
\
P
\ ,
S D,
RLPI CD,
Sekil 1.

nin p, dan p,’ ne kaymasi gercek verimlilik artisina esittir. Bu esit-
ligin varligl, p, ile p,” noktalarimin kargilastiriimasinda kolayca go-
ririiliir. Ve dolayisiyle de teknolojik bir ilerleme ile kars: karsiya

kalinir. Ote yandan Q = A(t) ( -i—K oy _%‘_L) iiretim fonksiyo-
nunun p, ve p; noktalarindan gecen esiiriin egrileri R, ve R, ile gos-
terildiginde p,’, t, ve p; de t, zamanlarimdaki {iretim noktalar: olarak
diisintildiigiinde OP,’P, dogrusu tizerindeki P, noktas1 paralelin
diginda kalir. Ve oran yontemi, t, zamaninda ayni miktarda, iire-
timde bulunabilmek icin t, zamaninda gereken faktor miktarlarin-



dan daha fazlasinin kullanilmasi gerektigini gosterir. Kisaca
Cobb-Douglas fonksiyonu teknolojik ilerlemeyi verirken, oran yon-
temi gerilemeyi verir.

F. SONUC

Bu fonksiyona baglangicta gosterilen tepkiler aleyhte idi ve
Menderhansen 7 ise, en siddetli tepkiyi gosteren idi. Her li¢ degis-
keninde, bir dérdincii degiskenin, zaman degiskeninin fonksiyo-
nu oldugunu ileri siirdii. Douglas tarafindan varsayilan trefim,
kapital ve isgiicii arasindaki iligkiler gercekte varolmayip, nispi
bilylime hadlerinin sonuclaridir. Temeldeki sorun nispi hadlerin
fonksiyon tarafindan mi aciklandigi yoksa agiklamanin bagka yer-
lerde olup da Cobb-Douglas seklinde bir iliskiye mi neden olmus-
tur? Gercekte ise boyle sorun yoktur. Ciinkii, nispi hadlerin fek-
nik olanaklar ve uretim faktérleri oranlari tarafindan tayin edil-
mesinin amaclanmasi esasen uretim fonksiyonlarimin tanimi ile
celisir.

Fonksiyona daha teorik tenkitler ise kaynagini toplama prob-
lemin varligindan almaktadirlar. Uretim fonksiyonlar, firmalarin
karsilagtiklar: feknolojilerin ifadeleriyken faktorlerin birlesim
oranlarini ve liretim seviyesini firmalarin kendileri secerler. So-
run cesitli sektorler veya ekonominin tamami icin yararlanilabili-
linecek iiretim fonksiyonlarmmin elde edilmesidir. Baz zorluklar
hemen ilk anda akla gelir. Firmalar icin sabit olan baz faktorler
endiistrinin biitlinii icin sabit degillerken, firmalar icin degisken
olan faktorlerden bazilari, endiistri i¢in sabit olabilirler. Bu etki-
ler, endiistrinin toplam iiretimi firmanin iiretim fonksiyonuna so-
kularak kapsanabilinirse de, toplama problemi {izerinde ¢aligirken
kapsanmamalar: daha uygundur. Dolayisiyle firmalarin iretim
fonksiyonlarinin, endistrinin toplam uretim fonksiyonundan ba-
gimsizlig1 varsayilir, Uretim fonksiyonlarinda genel toplama prob-
leminin ilk sistematik incelenmesini Klein 8 yapmigtir. Klein mik-
ro fonksiyonlardan toplam iiretim fonksiyonlar:i ve marjinal ve-
rimlilik iligkilerinin bulunabilinmesi ic¢in, agirliklarin her firma
icin elastikiyetlerle oranti oldugu mikro deZiskenlerin agirlikh

7 H. Menderhansen, «On the Significance of Professor Douglas’ Production
Function», Econometrica, C. VI, (1938), s, 143-153 :
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geometrik ortalamalarinin bulunmasi gerektigini ileri slirer. Mak-
ro fonksiyonun elastikiyetleri, agirliklarin faktorler icin yapilan
harcamalar ile orantili oldugu mikro elastikiyetlerinin agirhikh
ortalamalaridir. Makro gelir ise, makro fiatin, mikro gelirlerin
aritmetik ortalamasi olarak tanimlanabilen makro miktarla car-
piming egittir. Benzer tanimlar, makro ticret ve kapital harcama-
lar icin de yapilir. Fakat Kleinian toplama siipheli sonuclara sa-
hiptir. w; ve L; firmada 6denen licret haddi ve istihdam edilen ho-
mojen isgilicii miktarini belirlerse, w nin makro iicret haddi oldu-
gu (64) de goriilen esitlik yazilabilir. «; firmadaki isgiictiniin elas-
tikiyetini belirtirse, makro iggiicli faktoriiniin

n
1
i=1

tanimi (65) te goriildigil lizere verilir. Tam rekabet kosullar

L — H Li ai/Eai
i=1 - (85)

altinda, her firma isgiictine aym ticreti (w*), Odeyeceginden, ika-
me gerceklestirildiginde (66) da yazilan iicret haddinin esiti elde
edilir. Aciktir ki, makro iicret haddi biiyiik bir olasilikla daima
n - -
W =.w*3L/n II Lia'/za’ (66)
1=1

firmalarin 6dedikleri iicret haddinden farkl olacaktir. Gerek w nin
anlamini ve gerekse w* farkhlifinin nedenini yorumlamak glictur
ve aynl giicliikle liretim ve kapitalin fiatlarini anlamada da kar-
silagilir. Bu karisikliklar, Nataf ® tarafindan giderilmistir. Kabul
edilebilen bir toplamanin, ancak iiretim fonksiyonunun toplam ha-
linde ayrilabilindiginde gerceklesecegini ispatlamistir. Gergekten
de fonksiyon wo, W, Ve W nin sabit agirliklar olduklar: (67) de go-
ruldigl sekilde yazilabilinmelidir. Cobb-Douglas fonksiyonu bu

8 LR. Klein, «Macroeconomies and the Theory of Rational Behavior)
Econometrica, C. XIV, (1946), s. 93-108

9 A. Natal «Sur la Possibilite de Construction de Certains Macromadels,
Econometrica, C, XVIII, (1950), s, 232-244
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kosulu saglamazsa da, logaritmik olarak yazildiginda toplam ha-
linde ayrilabilinir ve boylece

" it s ! N QBB S (6
a B

Klein’in geometrik ortalamalarindan yararlanilmas: gerceklesir,
(Fakat makro elastikiyetler, mikro elastikiyetlerin aritmetik orta-
lamalari oldugundan zorluklar hald giderilmemis bulunmaktadir.
Klein’e gore uygun makro elastikiyetlerin bulunabilinmesi icin.
agirhiklarin iiretimle orantili oldugu agirhikh ortalama bulunmali-
dir. Bunun anlami ise, makro faktorlerin dl¢iilmesinin tiretim mik-
tarina bagimlh olmasi demektir. Aciktir ki, agiliklar iiretimden ba-
gimsiz olmalidirlar.) Gercekten, Cobb-Douglas fonksiyonu, topla-
malara olanak verir. Houthakker 1 dogrusal programlama tipin-
deki liretim fonksiyonlarindan endiistrinin {iretim fonksiyonu-
nun, Cobb-Douglas seklinde olacagini gostermistir. Her firmanin
miitesebbislik kapasitesi, sabit olan uretim faktorleri-liretim ora-
niyla yansitilmigtir. Yiksek kapasiteler, az degerdeki ve az kapa-
siteler ise, biliylik degerdeki oranlarin varliklarina neden olur. Sa-
yet bu oranlarin dagilim pareto seklindeyse, toplam fonksiyonun
sekli Cobb-Douglas'tir. Klein’inde & Cobb-Douglas fonksiyonunun
bir¢cok sekillerinden nasil toplam tlretim fonksiyonlarinin elde
edilecegini gostermistir.

Nihayet fonksiyon, faktorlerin ikame edilebilirligini varsayar
ve faktorlerin birbirlerini tamamlayicilif1 halinde iiretim fonksi-
yonunun tahmin edilebilirligini kapsamaz. Ger¢ekten de fonksiyon
yalnmiz isgiicii ve kapital arasindaki uzun dénem iligkilerin tahmi-
ninde kullanilmalidir.

Gercek hayatta, ikame elastikiyetinin degerinin bir olmas:
icin hicbir neden bulunmamaktadir. Degerin bir olmamas1 halin-
de ise, fonksiyon dogru olmayan sonugclar verir. Dolayisiyle de
ikame elastikiyeti degerinin sabit fakat bir olmadig1 fonksiyonun
incelenmesine gerek duyuldugundan, CES fonksiyonunun ince-
lenmesine neden bulunmaktadir.

10 H. Houthakker, «The Pareto Distribution and the Cobb-Douglas Pro.duc-
tion Function in Activity Analysis», Review of Economie Studies, C.
XXIII, (1955-1956), s. 27-31

11 LR. Klein, «Remarks on the Theory of Aggregationn, Econometrica, C.
XXVII, (1959), s, 123-141
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