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COBB - DOUGLAS FONKSİYONU 

Dr. H~n AŞKAN 

A. GİRİŞ 

Marshallan tipteki üretim fonksiyonlan içinde, en fazla bili
nip kullanılan bu üretim fonksiyonu ismini, araştırmalarının so
nucunda, özelliklerini bulan profesör Douglas ile, özelliklerinin ifa
de edilebilinmesi için matematiksel şekil ileri süren matematikçi 
Cobb'dan almıştır. ]fonksiyon daha önce de Wicksteed ı tarafından 
ileri sürülmüş ise de geniş kabul edilebilirliğini araştırmalanyla 

fonksiyona büyük destek sağlayan Douglas'a borçludur. Douglas 
tarafından tahmin edilen orijinal fonksiyon (1) de yazılan şekil-
dedir. Fonksiyonun belirttiği ilişki, Douglas'ın ücretin · 

Q -;:::: AL a. K l-ıa. (1) 

toplam üretim içindeki payını araştınrken bulunmuştur. Douglas, 
işgücüne yapılan toplam ücret ödemelerini, üretimin sabit bir ora
nı olarak bulmuştur (2) . öte yandan bilindiği üzere, tam rekabet 
koşullarında kA.nnı 

w 
(-) L = a.Q 

p 
(2) 

maksimize etmeyi amaçlayan firma, ücret işgücünün marjinal ve
rimliliği eşitliğini gerçekleştireceğinden (2) tekrar (3) de görül-

ı P. Wicksteed, «Co-ordination of the Laws of Distribution», The Economic 
Journal, C. IV, (1894) , s. 305- 313 
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düğü üzere yazılabilir. Problem bu sonucu veren fonksiyonun ge-

aQ Q -- = a--
aL L 

(3) 

a 1-a 
riye gidilerek bulunmasıdır. Cobb'un katkısı Q = AL K şek-

lindeki fonksiyonu ileti sürmesidir. Fonksiyonun işgücüne göre 
kısmi türevi alındığında (4) te bulunan sonuç bize fonksiyonun 
izlenen ilişkisiyle tamamiyle uyum içinde olduğunu gösterir. Do-

~~ - aAL a.- l K 1-« = ALa ( ~ ) K l-a = ~ a 

(4) 

layısiyle, fonksiyonun Cobb şekli izlenen gerçekleri yansıtır. Ve 
fonksiyon üretim faktörleri, başına üretim miktarını verecek şe
kilde düzenlenirse kısaca (5) te ' görüldüğü üzere yazılabilir. 

ıtı(x) = Ax <1--:-a) dan elde edilen (6) da görülen eşitsizlikler ve 
ep' (x) nin x sıfıra yaklaşırken sonsuza ve x sönsuza yaklaşırken de 

y = Ax (l-a) (5) 

'-

sffıra yaklaşması, fonksiyonun c<iyi davranan» bir fonksiyon oldu
ğunu belirler. 

ep' (X) 
A(l-.a.) 

X 
> O, ep" (x) 

-A(l-a.) 
x2 < o 

(6) 

B . FONKSiYONUN PARAMETRELERİNİN TAHMİNİ 

Fonksiyonun parametrelerinin · tahmini için de (2) deki eşit

likten yararlanılabilinir. Eşitlikteki ~ , Q ve L nin değerleri iz
p 

lenebilineceğinden a. için tahminde bulunulabilinir. Bir tahminden 

bahsedilmesinin nedeni ise, ..:!!_ ile Q - L oranı arasındaki ilişki
p 

nin detemıinistik olmayıp stochastik olmasındandır. Şayet deter-

mistik bir eşitlik olsaydı, a ın değeri~ , Q ve L in izlenen birer 
p · 
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değerinden bulunabilinir ve diğer bütün değerleri için geçerli olur

du. ilişkinin stÖchastik oluşu ise,~ , Q ve L in farklı değerleri 
p . 

için a. ın farklı değerlere sahip olmasına neden olur ve a. için en iyi 
değerin seçimi ekonometrisyenlerin bir işi olarak kalır. !}ısaca 

; , cı(Q/L) eşitliğinin yazılması demek (7) deki eşitliklerin ya-

zılması demektir. Eşitliklerde e ile a. in en iyi tahmininden, .!!!.._ nin 
p 

w Q w . Q 
-- = o. -- + e veya -- = u. - e p L p L (7) 

sapması belirtilir. Sapmaya ölçme hataları veya.J!!._ ye etki eden 
p 

önemleri az olan değişkenierin ihmal edilmeleri neden olabilir. 
Eşitliklerdeki u. tipik olarak regresyon analizinden yararlanılarak 
tahmin edilebilir. 2 a. için tahmin ·elde edildikten sonra, orijinal 

fonksiyona dönülüp Q ve (Lcı K ı-a. ) değişkenler olarak alınarak 
bu defa da A, regresyon analizinden yararlanılarak tahmin edilir. 
cı ve A nın belirtilen yöntemle tahmin edilmeleri, L ve K nın üs
leri toplamının bire eşit olması sonucunu doğurur. (2) den a değe
rinin tahmini, orijinal fonksiyonun A yı verebilmesini sağlayacak 

şekilde K yı sınırlar. Yalnız unutulmaması gerekir ki, Q = ALcı K,. fj 
gibi fonksiyonun başka şekilleri de, orijinal koşulun gerçekleşme
sine olanak verirler. Dolayısiyle f3 = (1 - cı) test edilmemiş 

bulunulmaktadır. f3 nın bu sınırlandırılması, şayet fonksiyon 

Q = ALcı KS olarak tahmin edilirse test edilebilinir. Çünkü, bu 
şekilde yazılan fonksiyonda, f3 herhangi bir değeri alabileceğinden 
cı + f3 = ı hipotezi de test edilebilinir. Fakat bu şekliyle f..onksiyon. 
stochastik ilişkinin parametrelerinin tahmini için kullanılan doğ

rusal regrasyon tekniklerine uygun değilse de eşitlik (8) de gö
rüldüğü üzere doğrusa~laştırılarak problemden kaçınılır. Eşitlikteki 

ın Q = ın A + f3 ın K + u. ın L (8) 

' ın Q, ın K ve ın L için izlenen değerler yerine konulduktan sonra 
A, B ve u. nın değerleri için bilinen yoldan tahminler elde edilir. Bu 

2 R.J. Wonna.cott ve T. H. Wonna.cott, Econometrics, ı. B., New York, 
John Wiley and Sons, Ine., 1970, s. 93-95 · 
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fonksiyona birçok testler uygulanmıştır. (a.+,B) değeri yaklaşık 

olarak bir alındığında, çeşitli sektör ve ülkeler için yapılan tah
minleri iyi sonuç vermiştir. 3 

C. FONKSiYONUN iKAME ELASTİKİYETİ 

üretim fonksiyonları bilindiği üzere, eşürün eğrilerinin (K, L) 
düzeyinde şekil ve yerlerini belirtirler. üretim miktarı herhangi bir 
seviyede (Q) sabitleştirilirse, eşürün eğrilerinin şekli araştırılabi

linir. Fonksiyonun toplam türevinden, (9) daki sonuç elde edilir. 
Şayet 

O AK-a. (1-a) La dK+ AK (1-a.) a.L (.a-1) dL 

O _ (1-a) _B_ dK + « ~ dL K . L 

,dK 
dL 

_Q_-«) K 
a. L 

(9) 

eğrinin eğimi (MTİHk.l), kapital-işgücü oram arttığında artarsa, 
eğri orijine dışbükey olur. a ve (1-a.) mn iŞaretleri ayın oldukla
rından da dışbükeylik gerçekleşir. Eşürün eğrilerinin dışbükeyli
ği ise, bilindiği üzere azalan verimlerin varlığı ile ilgilidir ve aza
lan verimler işgücü ve kapitalin kullamını miktarı arttıkça sıra
sıyla aQ/aL ve oQ/oK nın azalmasını gerektirir. Gerçekten de, 
(10) daki eşitliklerden görüleceği üzere her iki faktörün marjinal 

oQ = Aa. ( ~ ) a-1 , oK = A (1-a.) (~ ) a (10) 
~ L ~ L 

verimliliği, faktörlerin pozitif miktarlarda kullanımlarında her te
rim pozitif olduğundan daima pozitifdir ve kullanım miktarı sı
fırdan sonsuza giderken de monotonik olarak azalır 

a2Q 
au = a. (ıa-1) AL (a.- 2) K (1-a) 

o2Q = -« (1-a.) ALa K ( -a-1) 
oK2 

(ll) 

(12) 

3 David F. Heathfield, Production Functions, I.B., London, The Macınillan 
Press Ltd., 1971, s. 34. 
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(ll, 12). Açıktır ki, Q = AV:ı K f3 §eklinde, azalan verimlerin var
lığı için f3 ve a parametrelerini11 ikisinin de sıfır ile bir aralığında 
bulunması gerekir. Şayet birden büyükler ise, i§gücü ve kapitalin 
kullanım miktarlarındaki artı§ sırasıyla aQ/aL ve aQjaK in (13) 
te yazılan e§itlerinin artı§ına neden olduğundan, artan verimlerle 
kar§ıla§ılmı§ bulunulur . 

.E_g_ = AK.B aL (a-1) , aQ = A[JK (/3-1) L a. (13) 
aL aK 

Negatif olmalan.halinde ise, aQjaL ve aQjaK nın değerleri nega
tif olarak azalırlar. Fonksiyonun kısmi türevlerindeki negatif azal
ma, öte ~andan artan verimlerin varlığınLi§aret eder. 

Burada sırası gelmi§ken, neden a ya faktör yoğunluğu para
metresi denildiği ara§tırılabilinir. Kapitalin i§gücü için olan mar
jinal teknik ikame haddi (s), (10) daki e§itliklerden kolayca elde 
edilir (14). 

s = aQ;aL 
.aQ;aK 

=~
(1-a) 

(~) 
K 

(14) 

E§itlikten görüleceği üzere s için verilen herhangi bir değerde o: 
nın büyük değeri küçük kapital - i§gücü oranının varlığina neden 
olur. Dolayısiyle, bir üretim noktasındaki a ın büyük değeri, daha 
i§gücü yoğun üretim faaliyetini gerektirir. 

E§ürün eğrisinin §eklini, ikame elastikiyeti parametresinin 
belirteceği bilinir. s. nin e§itinin, kapital - i§gücü oranına (x) göre 
türevi alındığında (15) teki e§itlik bulunur. E§itlik 

·dS 
Cb{= (l-a) (15) 

tersine çevrilip s - x oranı ile çarpıldığında görülür ki, ikame elas
tikiyetinin değeri bire e§ittir (16). Fonk siyonun ikame elastikiye-
tinin değeri, faktörlerin birle§im oranlanndan ve ölçeğe verimlilik-

dx s 
ds x (T -

(l-a) (~)=ı 
K 

(16) 

ten bağımsız olarak birdir. Fonksiyonun bu özelliği, i§gücü ve ka
pitalin arzlanndaki nispi deği§melerde nispi paylarının sabit kal· 
masını garanti etmesinden çok bilinen bir özelliğidir. 

273 



Denge koşullarında bilindiği üzere, MTiHkl w-r oranına eşit
tir ve ölçeğe göre verimlerin sabit olması hali?de (17) de görülen 
eşitlik elde edilir. Bu eşitliğin solu, üretimden işgücünün aldığı 
payın kapitalin aldığı paya oranını verir. Görüldüğü üzere faktör-

wL a 
rK 

(17) 

lerin payları 'oranı, fonksiyona hakim olan teknoloji tarafından 
tayin edilen sabit üretim elastikiyetlerinin oranına eşittir. a ın f3 
ya göre nispi büyüklüğü işgücünün payının kapitalinkine oranla 
yüksek olmasına neden olur. Teknolojik ilerlemenin söz_ konusu 
olmamasında, faktörlerin, nispi fiatlarında oluşan orantılı değişik
lik faktörlerin nispi ~ullanımlarında fiat etkisini gideren orantılı 
değişmeye neden olarak faktörlerin nispi paylarını etkilemez. ika
me elastikiyetinin değerinin sabit fakat bir olmaması halinde ise, 
arzlarındaki değişiklikler faktörlerin nispi paylarını etkiler. (16). 
daki eşitlik düzenlenir. İki yanının entegrali alındığında c nin en
tegralinin sabitini belirttiği s için (18) deki eşitlik bulunur. s nin 
eşiti w-r oranı yerine 

ı 
1n s = -- ln x + ln c 

()" 

s = cx1/u 
(18) 

konulduktan sonra, her iki ·yanı x-ı ( = L/ K) ile çarpıldığında (19.1 
daki sonuç elde edilir. Açıktır ki, ikame elastikiyetinin değeri bire 
eşit olduğunda, eşitlikten C-D fonksiyonuna sahip olunduğunda 
bulunan sonuç elde edilir. Bir olmaması halinde ise, faktör arzla
rındaki verilen değişiklik sonucunda değerin birden büyük veya 
küç:ük oluşuna göre faktörün üretimdeki nispi payı artar veya ek
silir. ü_retim elastikiyetleri ve ikame elastikiyeti değerlerini sabit 
olarak vermeyen C-D fonksiyonunun başka şekillerine de rastıan
maktadır. Fonksiyonun özelliklerine ancak pelidi aralıklarda sa
hip olan bu fonksiyonlara bazı misaller verilebilinir. 

W -ı (1/u) -ı -x = cx r (19) 
-

Fonksiyonun diğer bir özelliği cjaha vardır ki, fazla arzulan-
mayan bir özelliğidir. C-D fonksiyonunda olduğu gibi marjinal 
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(20) 

(21) 

verimlilikler daima pozitif ise, ~aktörlerden birinin miktarı sabit 
tutulurken diğerinin miktarı sonsuza arttırıldığında, miktarı art
tırılan faktörün marjinal verimliliği sıtıra yaklaşır (22) . Şayet bu 
limitıer geçerliyse c1 ve ~ nin - · 

lim aQ = o veya lim aQ = o (22) 
L ~ oo aL K~ oo aK 

pozitif sabitler olduğu (23) teki sonuçlar elde edilir. Bunlar C-D 
fonksiyonuna uygulandığında, a. sıfırdan büyük birden küçük ol-

lim.Q =Cı 
L~oo 

veya tim Q = Cı 
K~ oo (23) 

d uğundan aQ / aL nin limiti, L sonsuzuna· yaklaşırken sıfır bulun
masına karşın (24), L sonsuza yaklaşırken Q nun limiti sonsuz bu
lunur (25). Bu sonuçların bulunması 

lim aQ = 
aL 

L~oo 

lim a.A ( ...!::_ ) (wx-1) 
K 

L~oo 

lim Q = lim AL li K (1-«) = 00 

L~ oo L~ oo -... 

= o (24) 

(25) 

ise fonksiyonda bir iç tutarsızlığın varlığı sanısına neden olur. (ka
patitalin kullanılan miktarı da sonsuz olarak arttırıldığında, kapi
talin marjinal verimliliği için de ~ynı sonuç bulunur.) Gerçekte ise 
tutarsızlık sanısı işgücünün kullanım miktarı arttığında sağladığı 
faydanın, üretimin marjinal verimlilik sıfır olmadan farklaşmasına 
olanak verece~i bilinirse, kendiliğinden ortadan kalkar. 

D. ÖLÇEGE GÖRE VERİMLER 

Şimdi sıra eşürün eğrilerinin (K, L) düzeyinde yerleştirilme
sine gelmiş bulunmaktadır. Bu iş, belirli bir üretim miktannın 

4 C.E . Ferguson ve R.W. Pfonts, «Aggregate Production Functlon and Rela
tive tactor Shares,ıı International Economic Review, c. III, (1962) s . 335. 
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eşürün eğrisinin yeri saptandıktan sonra diğer üretim miktarları
nın eşürün eğrilerinin yerlerinin nispi olarak saptanmasıyla ger
çekleştirilir. Eşürün eğrisinin yerinin saptanması için uygun yön
tem faktörlerinin eşit miktarda kullanıldığında gerekli olan kapi-

tal miktannın saptanmasıdır. Eşürün eğrisinin ifadesi, Q = ALa. 
K (1-«) olduğundan (26) daki eşitlik yazılabilir. 

Q = A ~a. La. ~ AK( ~ )a. (26) 

Dolayısıyla, L-K oram bir 'olduğunda, (K(K), (Q/ A) ya ve K da 
L ye eşit olduğundanLde (Q/A) ya eşit bulunur. Görüldüğü üze
re, A mn değeri büyüdükçe, verilen üretim miktarının üretilmesi 
için daha az miktarda kapital ve işgücü gerekmesi, katsayımn 
<<verimlilik parametresi» olarak adlandınlmasına neden olmuştur. 
Bu parametre şüphesiz işgücü, kapital ve üretimin ölçülmesi için 
seçilen birimden etkilenir. Ayrıca açıktır ki A nın değeri sabit ka
lırken, Q belirttiği üretim miktarının iki misline çıkarılması, ge
rekli o~an kapital ve işgücü miktarının da iki misline çıkartır. Ve 
böylece diğer eşürün eğrilerinin yerleri de nispi olarak saptanmış 
b,ulunur. 2Q miktanndaki üretimi 

. belirliyen nokta orijinden iki misli uzakta bulunacak ve iki misli 
kapital ve işgücü kullanımını gerektirecektir. Bunun tersi düşü

nüldüğfu:lde, acaba işgücü ve kapitalin kullanım miktan iki mis
line çıkanlarak ür.etim ölçeğinin arttırılması iki misli üretim el
de edilmesine neden olur mu? Bilindiği üzere bu gerçekleşirse, öl· 
çeğe göre sabit olan verimlerle karşılaşılmış bulunulur. a. ve f3 de
ğerlerinin herhangi bir kıymeti aldıkları genel durumda ise, işgü· 
cü ve kapitalin kullanım miktarındaki değişmelerin üretim sevi

yesindeki etkileri araştırılabilinir. Q = AK/3 L « fonksiyonun
dan toplam türevin eşiti (27) de görüldüğü üzere bulunduğundan 
dQ için (28) de görülen eşitlik elde edilir. Bilindiği üzere ölçeğe 
göre verimliliklerin incelenebilinmesi için dK/ K ve dL/ L nin bir
birlerine eşit olması gerekir. Ve 

5 P .K. Newman ve R.C. Read, «Production Functıons with Restrlcted In put 
Shares,ıı International Economic Review. c . ıı. (1961), s. 128. 



dQ - A/3 K (/3-1) Lo. dK + AK/3 o.L (o.-1) dL (27) 

dQ = /3 Q dK + o. Q dL. 
K L 

(28) 

dolayısiyle (28) den, dQ/Q nün eşiti (29) da görüldüğü üzere el
de edilir. (p +o.) bire eşitse dQ/ Q, dK/K eşitliği derhal bulunur. 
Değerinin birden büyük veya, küçük oluşunda ise, ölçeğe göre ar-

dQ = 
Q dK 

{3 - dK + aQ --
K K 

dQ dK 
= ~ Q (f3+o.) 

dQ dK 
(/3 +«) (29) 

Q =I{ 

tan veya azalan verimlerle karşılaşılır. Gerçekten de « ve /3 ayrı 
ayrı işgücü ve kapitalin :mj.ktarında oluşturulan yüzde değişmete

rin üretim miktarında neden olduklan yüzde değişiklikleri temsil 
ederler. üretim faktörlerinin marjinal verlmlilikleri, kendi para
metreleriyle 'ortalama verimliliklerinin çarpımına eşit olduğunda 

a ve p, (30) da da görüldüğü ü zere sırasıyla üretimin işgücü ve ka
pitale göre kısmi elastikiyetleridir. İki parametre birlikte alının
ca da 

t:ı. ·= 
a Q L a Q K 

aL" Q ' 13 = aK Q 
(30) 

işgücü ve kapital miktannda verilen yüzde değişme için üretim 
seviyesinde oluşan toplam yüzde değişme ölçülür. Burada belirtil
melidir ki, üretimin ölçeğindeki değişiklik sonucunda oluşan ölçe
ğe verimlilikte değişme ile teknolojik ileriemelerin neden olduğu 
değişiklikleri birbirinden ayırdetme C- D üretim fonksiyonlan için 
güçtür. Bunun unutulmaması koşuluyla denilebilinir ki, yaklaşık 
olarak üretim elastikiyetleri toplamı ~eknolojik seviyedeki küçük 
değişmelerden etkilenir. Ve üretim fonksiyonlarında bu nedenle 
oluşan değişiklikler faktörlerin üretim elastikiyetıerini etkileme
diklerinden aşağıda görülecek olan yansız teknolojik ilerleme sı· 
nıfındandırlar. 
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Maliyet eğrileriyle ölçeğe göre verimlerin çeşitleri arasındaki 
ilişki de, üretim faktörlerinin fiatlan sabit alındığında toplam 
maliyetler yalnızca üretim miktannın ~nksiyonu olduklarından, 
fonksiyonun elde edilmesi oldukça karışık olmasına kaqın buluna
bilir. Gelişim yolunun, yukarıda (1 7) de görülen tanıniı ile fonksi
yonun logaritmaları alınıp eş-anlı denklem çifti olarak yazılırsa, 
(31) de görülen denklem çifti elde edilir. Bu çift L ve K değerleri 
için çözüldüğünde bu defa (32) deki 

aln L + ,Bln K = In Q - InA 

(31) 

-lnL+lnK = lrı,B - lna + ın w -.: 1nr 

denklem çifti elde edilir. Denklem çiftinde, L* ve K* maliyetleri 
minimize · 

L* = (A- 1 Q/3-f3a~ w-P r~) 1/ («+.B) 

K* = (A -1 Q pa a. -a.wa. r-a) 1/ (ıa+.B) 
(32) 

eden üretim faktörleri oranında, Q birim üretim için gereken iş
gücü ve kapital miktarlarını belirtirler. Q birim üretimin maliye
ti dolayısiyle (wL• + rK*) olduğundan ,toplam maliyetin eşiti (33) 
te görüldüğü üzere 

TM = r ~ ( fJW ) a JL ~ 1/ (tt+ m 
ar A 

f w~ < = > -13· ~ ~ 1/ («+/3) (33) 

elde edilir. Eşitliğin sağındaki terim yerine (34)" de bulunmuş eşi
ti alındığında toplam maliyetin eşiti (35) veya (36) daki eşitleri
ne dönüşür. (36) da görü~en teknoloji parametreleri A, a., ~ ve piya-

w~ ( fJW ) - {3 ( lffl) a.+/3 s_ l 1/ (a. +,B) 
w~ ( !; ) -{3 ~ ~ 1/ (a+f3 ) = ar a.r A r 

~ ( fJW ) (a. + /3) ; 1/ (o.- /3) 
ar r 
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- ----------------------( pw ) 
ar 

= ~ J ( pw ) a. .s..~ 1/ (a.+ft) 
p 1 ar A ' 

(34) 

sa parametreleri w, r veri olarak verildiklerinden, toplam maliyet 
yalnızca üretim miktannın bir fonksiyonu olur. Ortalama ve marji-

TM= ri ( PY1) a. -.R.;. 1/ (~+.B) + ~i (-fJW) a. _s_~ 1/ (a-/3)' 
- ar A - f3 ar A 

'(35) 

(36) 

nal maliyetı.erde, toplam maliyet eşitliğinden kolayca elde edilir, 
(37) · ve (38) . Toplam, ortalama ve homojen fonksiyonların fonksi
yon katsayılan sabit olduğundan marjinal maliyetierin elastiki-

OM= { r ( a+P 
p 

) ( pw )· a./(a+/3) (.1_)1/ (.a.+/3) 
ar · A 

Q (1-a -/3) / (a+ /3) r - (37) 

MM 1 { r ( a+/3) ( f1W ) a/ (a+f3) (.1_)1/ («+/3). 
a. + f3 /3 ar A 

· Q <ı-a-f3> 1Cta.+m r (38) 

yetıerin elastikiyetlerin de sırasıyla (39), (40) ve (41) de görüldü
ğü üzere yazılır. Elastikiyetlerin eşitliklerinden de görüldüğü gibi, 

MM 1 . 
a.rM = OM = a+/3 

. - 1-a-{3 
EoM = ZiM - ı = -----....:..

a+/3 

e:w.ı = EoM = e:~r - ı = 
1-a+/3 

(1.+/3 

(39) 

(40) 

(41) 
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fonksiyonun homojenlik derecesi çok önemlidir. Gerçekten de or
talama ve marjinal fonksiyonları ve türevlerinden marjinal ve or
talama maliyetierin karşılaştırılması eğrilerinin alçalıp, yükselme
leri ve içbükeyli~lerinin yönünün tayini ölçeğe verimlerin aldıkla
rı değerlere göre yapılır. Basitliği gerçekleştirebilmek için, (42) 
deki eşitsizliğin sol yanı yerine «b» yazılırsa, oMM/oQ, oOMf oQ 
02MMf 0Q2 ve o20Mj aQ2 nin eşitleri sırasıyla (43), (44), (45) ve 

r ( .u.+/3 ) ( f3W ) u./ (u.+/3) (-1-) 1/ (u.-/3) > O (42) 
/3 ar A 

( 46) da görüldükleri üzere yazılır. Son iki eşitliğin parantez. için-

aMM 
OQ 

o OM 
aQ 

a2MM 
aQZ 

= ~ 1-(a.+P ~ bQ·i1-2(a.+ /3) ~/ ( 'u.+ /3) (43) 
~+13)2 . 

J, 1-(a.+p) ~bQ i1-2(a.+/3) ~/ (~+/3) (44) 
- 1 (a+,B) 

= ~ 1-3 (~+13) + 2 (a.+PP ~ bQ i 1-3 (a. + 13) ~/ (a.+/3) 
(a.+/3)3 

(45) 

J 1-3(a.+f3) + 2 (a.+PF lbQ~ 1-3(0.+13)~/ (a+.B) 
- ) (a.+Jl)4 ( 

(46) 

deki ortak payları, dikkat edilirse (a.+ ,B) birden büyükken pozitif, 
.5 jle bir arasındayken negatif ve .5 den küçükken tekrar pozitif· 

- tir. Şimdi (37) den başlıyarak yazılan eşitliklerin aracılığıyla mar· 
jinal ve ortalama maliyet eğrilerinin özellikleri tayin edilebilir. 
(37) ve (38) deki eşitliklere göre, ölçeğe göre azalan veya artan 
verimlerin varlığında, marjina,i maliyet ortalama maliyetten fazla 
vey~ azdır. (43) ve (44) deki eşitliklere göre, gene ölçeğe göre aza
~an veya artan verimlerin varlığında, marjinal ve ortalama maliyet 
eğrileri yükselirler veya alçalırlar. Nihayet ( 45) ve ( 46) daki eşit
likler ile (a.+,B) nın bulunduğu aralıklar birlikte düşünülürse, öl· 
çeğe göre artan verimlerin varlığında, her iki maliyet eğrisi de 
azalır ve yukarıdan içbükeydir. (a. + /3) değeri .5 ile bir arasında 
ise, yükselirler ve aşağıdan içbükeydirler. Şayet ölçeğe göre aza
lan verimler şiddetliyse i («+,8) < .5 ~ eğriler yalnızca yükselmek
le kalmaz, yukarıdan da içbükey olurlar. Ölçeğe göre sabit verim-
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!erin varolması halinde ise, (36) daki eşitlik (47) de yazılan şekle 
dönüşür. Görüldüğü üzere 

™= bQ (47) 

toplam maliyet üretim miktarının doğrusal bir fonksiyonudur ve 
ortalama ve marjinal 'maliyetler sabit olup, birbirlerine eşittir· 
ler (48) . 

MM=OM=b (48) 

Geriye üretimin hangi ölçekte gerçekleştirilmesinin saptan
ması kalır. Şüphesiz karını maksimize etmeyi amaçlayan firma, 
ölçeğini karını maksimize eden ölçek olarak seçer. Firmanın top
lam karını veren eşitlik, üretilen malın fiatına bölündüğünde bu· 
lunan eşitlik te (49), bilindiği 

1ejp = Q- (wj p)L - (rjp)K (49) 

· üzere (wjp) ve (r/ p) sırasıyla aQ/aL ve aQjaK ya eşittir. 

Q = ALa Kf3 üretim fonksiyonunda kısmi türevler ise sırasıyla 
aQ/L ve f3Q/ K ya eşit olduğundan,. (50) deki eşitlik bulunur. 
Dolayısiyle ölçeğe göre sabit 

7t/ p = Q(l - (a+ f3)) (50) 

verimlerin varlığında toplam kar sıfırdır. Normal kardan fazlası
nın veya eksiğinin elde edilmesi olanaksızdır. Ölçeğe göre artan 
verimlerin varlığında ise, negatif karla karşılaşılır. üretim faktör
leri beraberce ürettiklerinden daha fazlasını tüketirler. Bu para
deksun nedeni fiatların sabit kaldığı tam rekabet koşullarının var
lığı varsayımıdır. Şüphesiz bu varsayım, üretimin sonsuz değişe
bilirliğinde devamlı yapılamaz. üretim faktörleri ve üretilen ma
lın fiatları etkilenecek ve verilen aşağı eğimli talep ve yukarı eğim
li arz fonksiyonları, firmanın karını maksimize yapan ölçeği bul
masını sağlayacaklardır. Açıktır ki, piyasa koşulları bilinmeden 
üretimin ölçeği, üretim fonksiyonu ve fiatlar araştınlarak buluna
maz. 

E. TEKNOLOJİI{ İLERLEME 

Fonksiyonun diğer bir gelişimi , zaman boyunca bilinen bütün 
üretim tekniklerinin gelişiminin kabulü ile sağlanmıştır. Yeni al
ternatiflerin yaratılması teknolojik ilerleme olarak tanımlanır. 
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üretim fonksiyonları, eşürün eğrilerinin şekil ve yerlerini belirtti
ğinden, herhangi bir teknolojik Herlernede fonksiyonun bazı veya 

' bütün parametrelerini etkiliyecektir. Genellikle a. ve f3 paramet
relerinin zaman boyunca sabit kaldığı varsayılarak, dikkatler ve
rimlilik parametresi A ya çevrilir. A parametresi, eşürün eğrisinin 
yerini belirliyeceğinden teknolojik ilerleme eşürün eğrisinin hare
keti ile tanımlanır. Eşürün eğrilerinin orijin yönünde tam yatay 
veya dikey olarak kaymaları (faktörlerden biri veya diğerinden 
aynı miktarda üretimde bulunulması için daha az miktarda kul-

. lanım yeterlidir), iki ekstriın durumu belirler. İlkinde verilen üre
tim daha az miktardaki işgücünün verilen kapital miktarıyla, 

ikincisinde gene verilen üretim daha az miktardaki kapitalin ve
rilen işgücü miktarıyla gerçekleşir. Bu iki uçun dışında ise, ve
rilen üretim miktarı daha az miktarlardaki işgücü ve kapitalin 
kullanılmasıyla gerçekleşir. Eşürün eğrileri orijine doğru diyagonal 
olarak kaymışlardır. (Faktör miktarlarını arttıncı teknolojik iler
leme bu t ipteki kaymalarla temsil edilir.) Eşürün eğrilerinin ya
tay, dik ve diyagonal kaymalarıyla belirlenen teknolojik ilerleme
ler, bilindiğL üzere sırasıyla Harrod, Solow ve Hicks anlamındaki 
yansız teknolojik ilerlemeleri belirlerler. Bunlann fonksiyenda ay
nı cebirsel ifadelere sahip olmaları, deneysel 'olarak blrbirlerinden 
ayrılabilinmelerini olanaksız kılar. İlk olarak A parametresindeki 
değişmelerle tam uyum halinde olan, Hick anlamındaki yansız 
t.eknolojik ilerlemeyi veren fonksiyonu yazalım. Teknolojik ilerle
menin sabit bir m haddinde olduğu varsayılırsa, fonksiyon (51) de 
görüldüğü üzere yazılır. Gene A, m , a. ve f3 parametreleri, şayet 
.fonksiyön değişkenlerinin tabii logaritmalan alınarak doğrusallaş· 

tırılabilinirse adi regresyon tekniklerinden yararlanılarak tahmin 
edilebilir. Ote yandan Harrod anlamındaki yansız teknolojık ilerle
mede, 

(51 ) ' 

. . 
işgücünün verimliliğindeki artışla ifade e~ilebilir. Şayet işgücünün 
verimliliği sabit bir mı haddinde gelişyorsa, fonksyon (52) de gö
rüldüğü üzere yazılır ve mıa. nin mı e eşit olduğunda Hicks anla· 
ınındaki ilerlemeyi veren 

(52) 
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fonksiyon elde edilir. Solow anlamındaki yansız teknolojik ilerle
meyi veren fonksiyanda (53) de görüldüğü üzere yazılır. Gene 
m3{3 nin m1 e eşit · 

Q = A e m3t ,B L ıx. K/3 (53) 

oluşunda Hicks anlamındaki ilerlemeyi veren fonksiyon elde edi
lir. Çünkü fonksiyonun ıx. veya {3 parametresi, teknolojik ilerleme
den etkilenmedikçe veya faktörlerin nispi fiatları değişmedikçe 

faktörlerin birleşim oranlan etkilenmez. Q = AL ıx. K .8 şeklinde ya-. 
zılan üretim fonksiyonunda işgücü-kapital oram, ru- - {3W oranı
na eşit olduğundan (1 7), birleşim oranlarının sabit kalma nedeni 
kolayca anlaşılır. 

Dolayısiyle yanlı te.knolojik ilerlemelerde, üretim elastikiyet
leri oranındaki değişiklikle saptanırlar. Bu değişikliklerde kapita
lin işgücü için olan marjinal teknik ikame h addi etkilenir. Ve 
faktörlerin kullanım miktarlannın tasarruf et tirici veya arttıncı 
teknolojik ilerlemelerde ıx.-{3 oranındaki değişmenin yönüne göre 
birbirinden ayırdedilirler. :rı. nin ,B ya göre nispi olarak yükselmesi, 
faktörlerin verilen birleşiminde işgücünün marjinal verimliliğinin 
nispi olarak artması demek olduğundan, işgücü kullanan tekno
lojik ilerleme ile karşılaşılır: a.-{3 oranı verilen faktör fiatları ve
ya arzlarında, üretimde kullanılacak işgücü _ kapital oranını ve
rir. Verilen faktör Hatlarında, oranın değerinin büyüklüğü kapi
tale oranla daha fazla miktarda işgücü faktörünün kullanımını 
gerektirir. İşgücü-kapital 'oranı, üretimdeki kapitalin yoğunluğunu 
belirttiğinden de üretim elastikiyetıeri oranı üretimdeki kapitalin 
yoğunluğunu verir. üretimdeki kapital yoğunluğu bilindiği üzere, 
üret inün teknolojik koşulları tarafın,dan belirlenir ve fonksiyon
daki elastikiyetıer de bu koşulların ifadeleridir. Fakat önceden 
yanlı teknolojik ileriemelerin üretimi nasıl etkiliyeceklerini bilmek 
zordur. Bununla birlikte konu, bu fonksiyonu özel bir hal olarak 
kapsayan CES üretim fonksiyonunun incelenmesinde açıklığa ka
vuşur. 

Teknolojik ileriemelerin bağımlı olması halinde de, fonksiyon 
verimlilik ayarlanması yapılmış kapital malları stokuyla yazılabi
lir . v yılında üretilmiş bulunan kapital malında istihdam edilen 
işgücünün t zamanındaki üretimillLveren fonksiyon (54) te gö-



rüldüğü üzere yazılır. Fonksiyonda, I (v) kapital malına yapılmış 
bulunan gross yatınmın hacmini, 

Qv(t) = A emv Lv a. (t) ~e -n(t-v) I(v) ~ (1-a.) (54) 

m, I (v) deki teknolojik gelişmenin ve n de ekonomik nedenlerle 
oluşan değer kaybının etkilerini belirler. Q(t) nin eşitinin 

t . t 

J ~v(t)dv ve L(t) nin eşitinin de J Lv(t)dv olduğunu var-

- oo 

sayarsak, v yılında üretilmiş kapital malında çalışan işgücünün t 
zamanındaki marjinal verimliliğinin eşiti, ( 55) te yazıldığı üzere 

oQv(t) _ a.A emv i e ·-n(t-v) I(v) ~ (1-a.) L (a.-1) (t) 
aLv(t) 

(55) 

bulunur. Opt~mum dağılımın gerçekleştirildiği va,rsayıldığından, 

marjinal verimliliğin eşiti yerine konulduğunda (56) elde edilir. 
Bu eşitlik her yaştaki kapital mallannda çalışanların marjinal 
verimliilkierinin aynı 

w 
p 

(t) = ,a.Aemv ~ e -n(t-v) I(v}J(1-a.)Lv(a.- 1) (t) 

(56) 

oluşunun bir ifadesidir. Eşitlik Lv(t) için bir ifade elde edilmek 
üzere çözüldüğünde, (57) deki eşitlik elde edilir. (57) de 

w - 1/ (1 -a.) -1/(1-,cı.) <p-> (t) (a.A) yennea(t) ve ~m/(1-a.n 

+ n yerine de b yazılırsa, eşitlik (58) de görüldüğü üzere daha ba
sit olarak yazıla bilir. Lv (t) için bulunan eşiti (54) de yerine konul-
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Lv(t) = ( ~) -1/(1-a.) (t) (cıA) -1/ (1-a.) 
p 

I(v) e ~ mv/ (1 -a.) ~-n(t-v) 

Lv(t) = a(t) I(v) ebv-nt 

(57) 

(58) 



duğunda, Qv(t) için (59) da görülen yeni eşitlik elde edilir. Ve 
eşitliğin entegralinin alınmasına sıra gelir. 

(59) 

a. 
a (t) nin (56) danda yararlanılarak elde edilen eşiti yerine konul-
duğunda, Q (t) nin eşitini verecek olan entegral (60) da görüldüğü 
üzere yazılır. Entegral yalnızca v yi kapsadığından da 

t 

Q(t) = J Aemv-n(t-v} (1-:a.) I (1-a) (v) La. (t) dv 

(60) 

t 

eşitlik tekrar (61) de görüldüğü üzere yazılır. J ebv I(v)dv, 

J (t) olarak tanımla:n.ırsa, üretim miktarını v:eren fonksiyon (62) 
de görüldüğü 

t 

Q(t) =ALa. (t) J ebv(l-a.) I(l-.a.) (v)dv (61) 

üzere elde edilir. Fonksiyonda, J (t) verimlilik ayarlaması yapılmış 
kapital 

Q(t) = ALa. (t) J (l-a) (t) (62) 

stokunun toplam miktandır. Şayet bağımsız teknolojik ilerleme 
haddi de fonksiyona ilave edilirse, fark yalnızca J (t) nin varlığı 
nedeni ile oluşur. 

Nihayet toplam verimliliklerdeki değişmeleri ölçmede, en 
temel yöntem olan oran yönteminin (gerçek miktarda belir
tilen toplam üretimin gene gerçek miktarla belirtilen toplam 
üretim faktörlerine oranlanması) yaygın olarak kullanılması 

bulunacak sonucun eksikliği belirtilmesini zorunlu kılar. s 

6 s. Clemhont, «The Rat io Method of Productivity Measurementıı, T~ 
Economic Journal, C. LXXIII, (1963), s. 360 
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Q = A(t) (_!_K +_!_ L) doğrusal üretim fonksiyonunda, ve-
o. /3 

rimiilik kalan olarak bulunulur. Kapital ve işgücünün doğrusal 

olarak ağırlıklaştır.ıldığında toplam faktör indeksini veren formül 
kullanılırsa, (63) de yazılmış bulunan eşitlik elde edilir. Ve şayet 

üretim ilişkileri Cobb-Douglas şeklindeyken A (t ) ( ! K + ~ · L) 

ile temsil edilirse formülden yararlanılarak bulunacak sonuç yan· 

d lnQ 
. dt 

o. ı 
d i ın ( -1- K + pL) ~ 

dt 

d~ ın A(t) ~ 
(63) 

dt 

lış olur. Şekil ı de, CD0 ve CD1 ile belirtilen eşürün eğrileri to ve tı za. 
manmda, Cobb-Douglas fonksiyonunu temsil ederlerse, üretim 
miktan sabitken fonksiyonun kayması sonucunda üretim noktası· 

Şekil ı . 

nın Po dan Pı ' ne kayması gerçek verimlilik artışına eşittir. Bu eşit
liğin varlığı, Po ile Po' noktalarının karşılaştırılmasında kolayca gö· 
rürülür. Ve dolayısiyle de teknolojik bir ilerleme ile karşı karşıya 

kalınır. öte yandan Q = A(t) ( _ı_K + ...L.L) üretim fonksiyer 
' o. fJ 

nunun Po ve Pı noktalarından geçen eşürün eğrileri Ro ve R
1 

ile gös
terildiğinde Pı', to ve Pı de tı zamanlarındaki üretim noktalan olarak 
düşünüldüğünde OPı'P1 doğrusu üzerindeki P

1 
noktası paralelin 

dışında kalır. Ve oran yöntemi, tıı zamanında aynı miktarda üre
timde bulunabilmek için to zamanında gereken faktör miktarların-



dan daha fazlasının kullanılması gerektiğini gösterir. Kısaca 
Cobb-Douglas fonksiyonu teknolojik ilerlemeyi verirken, oran yön
temi gerilerneyi verir. 

F. SONUÇ 

Bu fonksiyona başlangıçta gösterilen tepkiler aleyhte idi ve 
Menderhansen 7 ise, en şiddetli tepkiyi gösteren idi. Her üç değiş
keninde, bir dördüncü değişkenin, zaman değişkeninin fonksiyo
nu olduğunu ileri sürdü. Douglas tarafından varsayılan üretim, 
kapital ve işgücü arasındaki ilişkiler gerçekte varolmayıp, nispi 
büyüme hadlerinin sonuçlandır. Temeldeki sorun nispi hadierin 
fonksiyon tarafından mı açıklandığı yoksa açıklamanın başka yer
lerde olup da Cobb-Douglas şeklinde bir ilişkiye mi neden ol~uş
tur? Gerçekte ise böyle sorun yoktur. Çünkü, nispi hadierin tek
nik olanaklar ve üretim faktörleri oranlan tarafından tayin edil
mesinin amaçlanması esasen üretim fOnksiyonlarının tanımı ile 
çelişir. -

Fonksiyona daha teorik tenkitler ise kaynağını toplama prob- _ 
lemi~ varlığından almaktadirlar. üretim fonksiyonları, firmaların 
karşılaştıkları teknolojil~rin ifadeleriyken faktörlerin birleşim 
oranlarını ve üretim seviyesini firmalarm kendileri seçerler. So
run çeşitli sektörler veya ekonominin tamamı için yararlanılabili
linecek üretim fonksiyonlarının elde edilmesidir. Bazı zorluklar 
hemen ilk anda akla gelir. Firmalar için sabit olan bazı faktörler 
endüstrinin bütünü için sabit değillerken, firmalı;ı.r için değişken 
olan faktörlerden bazıları, endüstri için sabit olabilirler. Bu etki
ler, endüstrinin toplam üretimi firmanın üretim fonksiyonuna so
kularak kapsanabilinirse de, -toplama problemi üzerinde çalışırken 
kapsanmamaları daha uygundur. Dolayısiyle firmaların üretim 
fonksiyonlarının, endüstrinin toplam üretim fonksiyonundan ba· 
ğımsızlığı varsayılır. üretim fonksiyonlarında genel toplama prob
leminin ilk sistematik incelenmesini Klein 8 yapmıştır. Klein mik
ro fonksiyonlardan toplam· üretim fonksiyonlan ve marjinal ve
rimlilik ilişkilerinin bulunabilinmesi için, ağırlıkların her firma 
için elastikiyetıerle orantılı olduğ~ mikro değişkenierin ağır~ıklı 

7 H . Menderhansen, «On the Significance of Professor Douglas' Production 
Functlonıı, Econometrica, C. VI, (1938), s. 143-153 
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geometrik ortalamalarının bulunması gerektiğini ileri sürer. Mak
ro fonksiyonun elastikiyetleri, ağırlıkların faktörler için yapılan 
harcamalar ile orantılı olduğu mikro elastikiyetlerinin -ağırlıklı 
urtalamalarıdır. Makro gelir ise, makro fiatın, mikro gelirlerin 
aritmetik ortalaması olarak tanımlanabilen makro miktarla çar· 
pı.mına eşittir. Benzer tanımlar, makro ücret ve kapital harcama
ları için de yapılır. Fakat Kleinian toplama şüpheli sonuçlara sa
hiptir. w; ve L; firmada ödenen ücret haddi ve istihdam edilen ho
mojen işgücü miktarını belirlerse, w nin makro ücret haddi oldu
ğu (64) de görülen eşitlik yazılabilir. cx.; firmadaki işgücünün elas
tikiyetini belirtirse, makro işgücü faktörünün 

1\ 

ı 
WL= nL W;L; (64) 

i = l 

tanımı (65) te görüldüğü üzere verilir. Tam rekabet koşullan 

L = II L; cx.J~cx.; 
i=l (65) 

altında, her firma işgücüne aynı ücreti (w*) , ödeyeceğinden, ika
me gerçekleştirildiğinde (66) da yazılan ücret haddinin eşiti elde 
edilir. Açıktır ki, makro ücret haddi büyük bir olasılıkla daima 

n L / II L,· cx.J~a; W= .W*~ ; n 
1=1 

(66) 

firmaların ödedikleri ücret haddinden farklı olacaktır. Gerek w nin 
anlamını ve gerekse w* farklılığının nedenini yorumlamak güçtür 
ve aynı güçlükle üretim ve kapitalin fiatlarını anlamada da kar
şılaşılır. Bu karışıklıklar, Nataf 9 tarafından giderilmiştir. Kabul 
edilebilen bir toplamanın, ancak üretim fonksiyonunun toplam ha
linde ayrılabiiindiğinde gerçekleşeceğini ispatlamıştır. Gerçekten 
de fonksiyon Wo, wl ve Wı nin sabit ağırlıklar olduklan (67) de gö· 
rüldüğü şekilde yazılabilinmelidir. Cobb-Douglas fonksiyonu bu 

8 L.R. IQein, «Macroeconomies and the Theory of Rational Behavior,>> 
Econometrica, C. XIV, (1946), s. 93-108 

9 A. Nataı, «Sur la Possibilite de Construction de Certains Macromadels, 
Econometrica, C. XVIII, (1950), s. 232-244 
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koşulu sağlamazsa da, logaritmik olarak yazıldığında toplam ha
linde ayrılabilinir ve böylece 

Q Wo =_ı_ Kwl +_ı_ LW2 (67) 
a. f3 

Klein'in geometrik ortalamalarından yararlanılması gerçekleşir. 

(Fakat makro elastikiyetıer, mikro elastikiyetıeriri aritmetik orta
lamaları olduğundan zorluklar hala giderilmemiş bulunmaktadır. 
Klein'e göre uygun makro elastikiyetıerin bulunabilinmesi için. 
ağırlıkların üretimle orantılı olduğu ağırlıklı ortalama bulunmalı
dır. Bunun anlamı ise, makro faktörlerin ölçülmesinin üretim mik
tarına bağımlı olması demektir. Açıktır ki, ağılıklar üretimden ba
ğımsız olmalıdırlar.) Gerçekten, Cobb-Douglas fonksiyonu, topla
malara olanak yerir. Houthakker ıo doğrusal programlama tipin
deki üretim fonksiy"onlarından endüstrinin üretim fonksiyonu
nun, Cobb-Douglas şeklinde olacağını göstermiştir. Her firmanın 
müteşebbislik kapasitesi, sabit olan üretim faktörleri-üretim ora
nıyla yansıtılmıştır. Yüksek kapasiteler, az değerdeki ve az kapa· 
siteler ise, büyük değerdeki oranların varlıklarına neden olur. Şa
yet bu oranların dağılım pareto şeklindeyse, toplam fonksiyonun 
şekli Cobb-Douglas'tır. Klein'inde ıı Cobb-Douglas fonksiyonunun 
birçok şekillerinden nasıl toplam üretim fonksiyonlarının elde 
edileceğini göstermiştir. 

Nihayet fonksiyon, faktörlerin ikame edilebilirliğini varsayar 
ve faktörlerin birbirlerini tamamlayıcılığı halinde üretim fonksi
yonunun tahmin edilebilirliğini kapsamaz. Gerçekten de fonksiyon 
yalnız işgücü ve kapital arasındaki uzun dönem ilişkilerin tahmi
ninde kullanılmalıdır. 

Gerçek hayatta, ikame elastikiyetinin değerinin bir olması 
için hiçbir neden bulunmamaktadır. Değerin bir olmaması halin
de ise, fonksiyon doğru olmayan sonuçlar verir. Dolayısiyle de 
ikame elastikiyeti değeriniu. sabit fakat bir olmadığı fonksiyonun 
incelenmesine gerek duyulduğundan, CES fonksiyonunun ince
lenmesine neden bulunmaktadır. 

10 H . Houthakker, «The Pareto Distribution and the CObb-Douglas Pro-Juc
tion Function in Activity Analysis)), Review ot Economie Studies, c. 
XXIII, (1955-1956), s . 27-31 

11 L.R. Klein, «Remarks on the Theory of Aggregationıı, Econometnca. c. 
XXVII, (1959) , s. 123-141 
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