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ESIT OLMAYAN GRUP VARYANSLARI ICIN
BENZER t VE F TESTLERI*

Ceviren: Mustafa AYTAC**

Birden fazla grupla ilgili olarak yapilan analizlerde, t ve F testlerinin gecerli
olmasinin kosullarindan birisi de grup varyanslarinin aym olmasidir'. Bir baska
deyisle, yukaridaki testler grup varyanslarmin esit oldugunu varsayar. Bununla
beraber, grup varyanslan ¢ok farkl olmadigi zaman, kullandifimiz F testinin geger-
li oldugu ¢ok genis bir alan vardir. Egit olmayan gruplar i¢in matematik olarak
uygun testin sonug¢landinlmas: gok karmagiktir. Matematiksel istatistik¢iler, bun-
lar icin Oyle yontemler gelistirmislerdir ki, uygulayicilarin onlan standart bir hale
koyup ele almalari ¢ok zordur. Bu boliimde goreli olarak bir yontem agiklanacaktir.
Ayrica bu ydntemin Szellikleri, limitleri ve pratik uygulamalardaki zorluklan da ele
alinacaktir,

a) Ahsilmis t ve F Testi?

Yeni yontemi ele almadan Once karsilagtirmalar icin, alisilmig t ve F testini
kisaca tekrar etmek yararh olacaktrr. Iki drneklemi (veya iki islem grubunu) diigi-
nelim. Bunlara ait veriler tablo 1 de verilmistir.

Tablo: 1
Bagimsiz Iki Orneklem ve Varyans Ile Ortalamalarinin Tahmini

Orneklem Tek Degerler 7, | nj |sdj | vi | ssqi | si® siZ /nj
1 18 /13 121419 |10 9 15 72 8.0 0.80
17 A1, 1b 18 13
2 120 w81 S0 4 3 11 30 |10.0 2.50
Toplam 14 | 12 102 3.30

* Li, C.C., Introduction to Experimental Statistics, Mc Graw Hill, Inc, New
York, 1964, Chapter 32.
** . Yard. Dog¢. Dr.; Uludag Universitesi Iktisadi ve Idari Bilimler Fakiiltesi

1 Baz 6zel durumlarda bilinen bir varyans oramina sahip olmakta yeterlidir
(Cevirenin notu).

2  "Ahsilmis-t' ve Alisilmig-F'' kavramlar: ingilizcedeki "Ordinary t" ve "'Ordi-
nary F" kavramlarinin yerine kullamlmigtir. Ayni gekilde ""benzer-t" ve "'ben-
zer F"' kavramlar1 da ingilizcedeki "t-like" ve ''F-like" kavramlarmin yerine
kullarulacaktir (Cev. Notu).
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Ik 6meklem ssq; = 72 ile 10 gbzleme sahipdir. Boylece varyansinin tahmini®

gassty 0 Ay
L0 ddy 9

dir. fkinci Grneklemde ise ssq; = 30 olup dort tane gozlemimiz vardir. Bundan
dolay:

dur. Varyansin bu iki tahmini goriildiigii gibi esit degildir. Gercekte, onlar anlamh
olarak farkh olabilirler. Bunu aciga c¢ikarmak igin bir varyans oran testi yapabili-
riz. Bunu F-testi ile yaparsak, hesaplanmig F-degeri (bir baska deyisle testistatis-
tigi) 10/8 = 1.25 dir®. Serbestlik dereceleri ise sirasi ile 3 ve 9 dur. F-tablosundan
o = 0.05 anlamhlik seviyesi ve yukardaki serbestlik derecelerine gore bulunan deger
ise 3.86 dir. Fpee < Fiapio oldugu icin s? ile s2 nin anlamli olarak farkh olmadigim
soyleriz. Yani, s =s2 olarak kabul edebiliriz.

Aymi seyi aligilms t-testi ile de yapabiliriz. Oncelikle iki 6rneklem igin ser-
bestlik dereceleri ve kareler toplamim ele alarak varyansin tek bir tahminini elde
edelim. Yani, y

2
2 ssq;
2 i=1 102
= = 8.5
ThRry 12
Z (s.d);
i=1

Bu durumda ele ahnan Orneklemlerden elde edilen test istatisﬁgiﬁﬁz t nin degeri,
serbestlik derecesi (n; + n, —2 =12) 12 ile asagidaki gibi olacaktir.

iy yl_YQ 2 : 4.0
2 il 1 il
Sol—— +——=
\/ ] e TR

t-tablosundan o =0.05 e gore bulunan deger ise 2.18 dir.

thes ~ ttablo oldugu igin iki 6rneklem ortalamalar: arasindaki farkin anlamh
olduguna karar verilmelidir.

=2.32

3 ssqj,i.inci orneklem icindeki degisimi gosterir ve
E (via — vi)®

formiilii ile hesaplanir (Cev. Notu).

4  F-tablo degerinin Ozelliginden dolay: kucuk cikan s, degeri paydaya yazilir.
Ciinkii F tablosunda var olan en kiicik deger (s.d); = * ve (s.d); = * duru-

munda 1.0 dur. Bundan dolay: kiiciikk varyans paya yazilirsa, test 1statlst1g1
degeri her zaman kabul bélgesi igine diigecektir (Cev. Notu).
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b) Benzer-t istatistigi

Iki grup varyansmin farkl oldugunu varsayahm. Birinci ve ikinci 6rneklem
ortalamalarinin varyansi sirasiyla

2

2
"y 5 - S
V(¥1)= r:1 \re\r'(yz)=—‘——n2

dir. Boylece iki o6rneklem ortalamas: arasindaki farkin varyansi

2 2
2 oy 0 A By 82
V(F —72)= 5 + o

olacaktir® . O zaman, benzer-t istatistigi asagidaki gibi tammlanir.

¥i—¥2 40

t* = = =2.2019
2 2
/8] 2 53 /( 8 i 10 )
n; nap 10 4

Yukardaki tamimin benzer -t istatistigi olarak adlandirilmasinin nedeni, t¥* nin tam
olarak t-dagihmina sahip olmamasidir. Ciinkii t-dagiiminin paydasinda bir degisken
varken, t* dagihmmin paydasinda iki degigkenin toplam vardir. Ayrica t* nin or-
nekleme dagilimi da bilinmiyor (t* nin ornekleme dagilim iki grup icin r; =1 pa-
rametresini ve payda iginde iki tane s.d. olan (s.d); ve (s.d), yi icermelidir).

t-tablosundan yararlanmak amaci ile belli bir s.d. (s.d.*) t* ye baglanir; bayle-
ce 0, s.d. sayilan ile t-ye esit olacaktir. Bu yontem, Welch tarafindan ortaya atiimis
ve s.d. i¢in formiil asagidaki gibi tammlanmigtir®.

2 2
(.S_i.f,_i_)i

s.d* = 2 =2 )
X (s";}'nl)z_'_(s%fn;)
n; =4 N — 1

Bu karmagik formiil belki bir dereceye kadar kisaltilabilir. Bununla beraber s.d.*
nin sayisal degeri tablo 1 yardimu ile kolaylikla hesaplanabilir.
(3.30)? 10.89
s.d* = =
(0.80)* 5 (2.50)) 2.1544
9 3

=5.055

5  Ashnda,
V(FiI —52)=V(F1) t V(§F2)—2Kov(F, 72)
dir. Fakat bafimsiz iki orneklem soz konusu oldugu igin Kov (¥, ¥,) = 0
degerini alir (Cev. Notu).

6 Brownlee, K.A., Statistical Theory and Methodology in Science and En-
gineering, John Wiley, Inc., New York, 1960, s. 235-239 ve 265-268.
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s.d.* ni yaklagik olarak 5 alirsak, t-tablosundan « = 0.05 e gore bulunan tablo

degeri 2.57 olacaktir. tﬁes_ < ttablo oldugu i¢in iki 6rneklem ortalamalar arasinda-
ki farkin anlamh olmadigin soyleriz.

Bu iki durumu tablo 1 deki verileri kullanarak 6zetlersek, aradaki farki daha
iyi gorebiliriz.

t - Testi ' Benzer - t
RIS ¥V YT Y3
Test Istatistigi Pass s i 202 [t ae s T o 20
A S | S
e e
n; n, n; n,
Serbestlik derecesi ‘ S.d: =12 : S.d.* = 5 (yaklasik)
a= 0.005'e gore ttablo = 218 tiablo™ 2-57
tablo degeri
Karar Alma tiap < bhes Oldugu igin tiah = thes 0ldugu icin
fark anlamhdir. fark anlamh degildir.

Goriildiigii gibi iki yontem de aym verileri kullanmasina ragmen farkh sonuc-
lara varmaktadirlar. Bu nedenden dolay1 uygulayicilar, benzer-t yontemini kullan-
maktan cekinirler. Belli kosullar saglandig1 zaman, matematiksel yontem daha ba-
sit bir duruma indirgenir. Gergekte s? = s% olsa bile bu iki yontem yine farkh iki
sonug verecektir. Acik olarak benzer-t, dagilimimnin bir genellestirilmis hali olmayip,
farkh varsayimlara dayanan degisik bir yontemdir.

c) s.d.* nin Degeri

Yukardaki ozette de verdigimiz gibi iki yontemin test istatistiklerinin degerle-
ri cok farkh olmamasina ragmen -t = 2.32 ve t* =2.20 - s.d. ri ¢ok farkhdir - s.d. =
12 ve s.d.* =5 -. Bunun nedenini agiklamaya ¢ahisalim. s} # s} ve

2 2
(H 55

n, (n,—1) 0y (ny —1)

_oldugu zaman tirevsel denklemlerle s.d.* nin maximum degerinin n; + n, — 2
oldugu gosterilebilir. s.d.* nin minimum degeri ise (n; — 1) ile (n, — 1) degerlerin-
den kiigiik olanina esittir. Bu ise formiil (1) den de goriildiigii gibi s3 /n, nins}/n,

“den gok biiviik oldugu zaman ortaya ¢ikar. Bunun tersi de aym etkiyi yapar. Or-
negimizde, s% [n, = 2.50, si /ny = 0.80 nin ii¢ katindan daha fazladir ve s.d.* =5
n; + n, — 2 ye oldugundan daha fazla kiiciik orneklem biiyiikliigiine yakindir.
sf = s% cldugu zaman s.d.* nin degeri iki orneklemin biiyiiklikleri ile tamamen
belirlenebilir. Ornedin, n;, n, den daha biiyiik oldufu zaman s.d.* nin degerin, —1
in minimum degerine yaklagir. Ciinkii n;, n, den biiyiik oldufu zaman, benzer -t
nin dagihim s% tarafindan (n, — 1) s.d ile esas olarak belirlenecektir. Baska bir
deyisle, ¢ok biiyiik bir n,'e bagh ¥, ve sf sabitler gibi igleyecek ve boylece t*,
n, — 1s.d. ile benzer-t olarak ele alinacaktir.

— 182 -



d) Biiyiikliikleri Esit Olan iki Orneklem

iki orneklem ayni biiyiikliikte oldugu zaman, t* ve t ayni degere sahipdirler.
Ciinkii n; =n, =n yazarsak,
2 2
1 1
Sy i) S5 A2\ S 2 ( 4 )
n n n(n—1) n n

olur. ssgw = ssq; + ssq; dir. Buna gore s.d.¥ ni de basitlestirebiliriz. ny =n; =n'i
formiil (1) de yerine koyarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

__(n—=1) (s +57)°
1)’ +63)

s.d.*

n; =n, =n olmak iizere tablo 2 deki verileri ele aldigimizi varsayalim.

Tablo: 2 ;
Esit Biiyiikliikte Iki Grneklem ve Varyansin Tahmini
Orneklem Tek Degerler y; ¥i | ssqiil s lsdn
3 11 18, 15 26 25 170 316 35.11| 3.611

2F =130 19 10

26 .21 19 22719

97 98 99 924 929 230 90 | 10.00(1.000

Varyansin tahmini s? = 22.55 dir ve

1 1
2250 (=t ——-)=4511
(10 10 )

¥ =23 ve y; = 17 oldugundan

ticins.d =n; +n, — 2 =18 olup, benzer -t igin ise,

_(9) @45.11)°  _ 13.7 dir.
(35.11)>+(10.00)?

=

s.d.* bir tam say1 olmadigindan dolay1 t* igin tablo degeri (kritik deger)
t-tablosundan i¢ deger bigim yontemi ile elde edilebilir’. Boylece a = 0.05 anlam-
lilik seviyesinde ‘

7  "l¢ deger bigim" kelimesi ingilizce "interpolation' kelimesinin karsihig: ola-
rak alinmistir. Bir dizideki degerlerden, dizide bulunmayan ara degerlerin
tahmin edilmesi yontemine i¢ deger bicim ad verilir (Cev. Notu).

- 183 -



s.d =13icin t=2.160
sd. =14 icin t=2.145

Ornegimizde test istatistiklerimiz t = t* = 2.825 > 2.15 olduguig¢in hangi yon-
temi secersek secelim sonu¢ anlamli g¢ikacaktir. Bununla beraber, hesaplanan test
istatistigimiz t* = t = 2.13 ¢iksa idi, t* yontemi ile sonu¢ anlamh ¢ikmayacak; fa-
kat 18 s.d. ne sahip t-testi (tiaplo = 2.10) anlamh olacakti. Bu daha once iizerinde
durdugumuz aym pratik yontemdir.

ki grup esit biiyiikliikte oldugu zaman, bir gercek daha vardir ki, s = s2
olunca s-d* nin degeri 2 (n — 1)'e indirgenir. Bu ise grup varyanslar esit olmadigi
zaman, esit biiyiikliige sahip gruplarin daha fazla tercih edildigini gosterir. -

5.d.=13.7i¢cin t=2.15

e) Benzer - F istatistigi

Ayni sayisal ornegi kullanarak yalmzea iki grup arasindaki karsilagtirmayi
yapmak igin benzer-F istatistigini (F*) tammlayarak daha once yapmis oldugumuz
benzer-t testi (t*) ile kargilagtirahm. i. inci grup igin grup ortalamasimin agirhgi,
orneklem varyanslarina bagh olarak asagidaki gibi tammlanabilir®.

Boylece grup ortalamalarinin agirhkh genel ortalamasi

*, = L ) T
Jyed Z w; w

L
dir. Goriildiigii gibi y*;, biitiin grup varyanslarinin esitligine dayanan varsayimdan
olusturulan bilinen genel ortalama y= Z n;¥yj / nj degerine esit degildir. Agirhk ve
agirhkh genel ortalamay: boyle hesaplamakla, iki grup igin (k = 2) benzer-F istatis-
tigini olustururuz.

F* = w; (§; — §*)°

wy (¥ — i*)z +wy (72 — !7*)2

Il

F* in s.d. ise soyledir:
y=k—1=1

W;
Sk ST T R S

8 5i2 ,1. inci 6rneklemdeki dagilmay: gosterir ve

nn
1

=2
ni—1 3"1(x“ Xl)

formuln 11e hesaplamir. Ayrica 2 » Y1iEIn varyansinin yansiz bir tahminidir. Yani,
E (s )=0? (Cev. Notu).
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Tablo: 3

Iki Grup I¢in Benzer -F ve S.d.nin Hesaplanmasi

nj s |wi=nis’ |¥i wiFi Fi—¥* | Wigi— T)°
10 80| 1.25 15 18.75 —0.97 1.176
4 10.0 | 0.40 11 4.40 —3.03 3.672
W=1.65 wiF; = 23.15 4.848
¥*=14.03 Zwi(Fi—§*)’ =F*
wi wi wi 1 Wi
Esayecti) [ o2t y Gt Wy QY C ERERAl B, B S
i =nj W W ( w ) P ( W )
9 0.7576 0.2424 | 0.05877 0.00653
3 0.2424 0.7576 | 0.75392 0.19131
1.0000 E=-1=0.19783
I3

Yéntemin agiklanmasi amaci ile tablo 3 iki parca olarak verilmigtir. Veriler tablo

1'deki veriler ile aym olup, iist kissm F* in bulunmasl igin aritmetik islemleri, alt

kisimda s.d. r; ve r, yi bulmak igin agiklamalar gostermektedir. Goriildiigii gibi®,
F* = 8.848 = (2.2019) =t*?

ve s.d. de

s 1
E 0.19783

= =5.055 = df*

Boylece benzer-F = benzer-t? dir. Aynen aligilmig F'in iki grup igin ahsilms t de
oldugu gibi, fakat iki grup oldugu zaman, aritmetik olarak t* yi kullanmak ¢ok
daha basittir. Simdi de k-grup icin genel benzer-F testini incelemeye ¢ahgalim.

f) Genellestirilmis Benzer - F - Testi

Grup sayimiz ikiden fazla oldugu zaman, F* in tanimi ve onun s.d. si olduk¢a
karmagsiktir. Bununda beraber, aritmetik siire¢ tablo 3 de yapildig gibidir. wj agir-
liklan ve agirhkh genel ortalama §* aym sekilde tanimlanabilir.

1 Wi
W=2w,fi=n—1veE=2——(T— )?
£ w

9  Ashnda @ - anlamhhk seviyesinde ve k = 2 ile N ¢ok biiyiik oldugu zaman
P=it= g2 =ix2

iligkisi her zaman igin vardir (Cev. Notu).
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olsun. Bu durumda F*, r; ile r, su degerleri alr.
_Zwi @) k—1

(2)
1+-————H(,‘!k 2 E
e
k* —1
= 1ile r¥, = —— dir.
ver; =k ile r¥, 35 dir

Dikkat edilirse kolayhkla goriilecegi gibi, k = 2 oldugu zaman, gerek F*'in paydasi
gerekse (k> — 1)/3 ifadesi bir degerine esit olacaktir. Bu ise daha once k = 2 igin
buldugumuz degerlerden baska bir sey degildir.

Aritmetik sire¢ uzun oldugundan, yukarda yazdiklarimizi gosterebilmek
icin basit bir sayisal ornek almay: uygun gordiik. Gruplar igi veriler oyledir.

Grupl: 6 9 3 Y, =18 ssq; = 18
Grup 2: 10 4 9 12 8 11 Y, =54 ssq; = 40
Grup 3: 2 6 4 Y; =12 ssq; = 8

Diger hesaplamalar: toplu olarak tablo 4 de verelim.

Tablo: 4
Benzer F ve Onun S.d. Hesaplamalar:
n sit| wi | §i wiFi yi— ¥* wi(¥i — §*)?
3 9.0| 0.333 6 2.00 — 0.4091 0.0558
6 8.0 0.750 9 6.75 2.5909 5.0346
3 4.0] 0.750 4 3.00; —=:2.4091 4.3528
1.833 Z§iwi=11.75, §¥*= 6.4091 9.4432, Twi(Fi—7*)?
C Wi Wi Wi, a1 Wi 4

fi=ni— 1 —_— 0 o b b St
i~ nj W W ( W ) f; ( W )

2 0.18182 0.81818 0.66942 0.33471

5 0.40909 0.59091 0.34917 0.06983

2 0.40909 0.59091 0.34917 0.17459
r, =9 1.00000 E=0.57913

k=3, wj (i — ¥*)* =9.4432 ve E = 0.57913 degerlerini yukardaki formiil (2) de
yerine koyarsak,

ve
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9.4432/2 4.721
s i o S 4124

14 —z @storgy s e

degerlerini elde ederiz. F* in kritik degeri ahgilmis F-tablosundan i¢ deger bigim
* yontemi ile kolayhkla bulunabilir. Béylece r; = 2 icin & = 0.05 anlamhhk seviyesin-
de asagidaki gibidir.

6.94
5.79

r, =4 igin F
r,* =4.6 igin F* = 6.25

Il

r, =5igin F

Hesaplanan F* = 4.12 degeri, r, = 5 alinsa bile F dagihminin tablo degerin-
den kii¢iikk oldugu icin bu 6rnek igin i¢ deger bicim gerekli degildir. O zaman ii¢
grup arasindaki farkin anlamh olmadigina karar verilir.

Ayni verileri ele alarak ahsilmis F testinin degerlerini de tablo 5 de bulmaya
cahsahm.

.Tablo.‘ 5
Tablo 1'deki Veriler I¢in F Degerinin ve Onun S.d.
Hesaplanmast
Degisim Kaynag s.d ssq 5 F
—fi= 2

Gruplar Arasi k—1 =2 54 sg 27 D =
Gruplar lci N—k =9 66 | s, =17.33 | 7.33
Toplam N—=1=11 {3120

a = 0.05 ve r, = 9'za gore tablo degerimiz ise 4.26'dir. Sonug ise goriildiigii gibi
burada da anlamh degildir.

Gruplar esit biiyiiklikkte oldugu zaman matematiksel istatistikciler gosterm1§-
lerdir ki, esit olmayan grup varyanslan tarafindan neden olan karmasiklik, gruplar
degisik oldugu zamankinden daha az 6nemlidir. Baska bir deyisle, grup biiyiikliikle-
ri ayn1 oldugu zaman ahsilmis F testi, esit olmayan varyanslar icin ¢ok daha siddet-
li olur. Burada anlatilan yontem, yalmzca grup varyanslan ¢ok farkh oldugu zaman
kullanilmahdir.

g) Varyanslarm Esitliginin Testi

Aklimiza g6yle bir soru takilabilir: Grup varyanslarinin farkh oldugunu soyle-
yebilmek icin farkhhk ne kadar olmahdir? Orneklem varyansi si2 Grneklem ortala-
masmdan daha biiyiikk varyansa sahiptir. Diisiiniilen biiyiik érnekleme varyanslarim
alirsak, s1 nin goriilen farkli degerleri anlamh olarak farkh olmayablhr Barlett
grup varyanslarinin tiirdesligi icin bir ki-kare testi gelistirmistir' °. Yontemi sl lerin

10  Barlett, M.S., Properties of Sufficiency and Statistical Tests, Proc. Roy. Soc.,
London Series A, 160;268-282, 1937.
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dogal logaritmasimn hesaplanmasim igerir (k — 1). s.d. ile ki-karenin yaklagik dege-
ri X2 ile gosterilir ve $oyle bulunur.

X? =floges® — f; logesi’

Formiilde;
k = grup sayisini
fi =nj—1

f =fj=N—kdm.

Aligildif gibi s?, tiim gruplardan varyanslann tahminidir. Yani,
k
Z ssq;

52 e i=1

k
E,(S-d)i
i=1

Tablo 4'de verilen degerler igin ki-kare yaklagik degerini Tablo 6'da bulmaya cab-
salim.

Tablo: 6
Varyanslarin Esitliginin Testi I¢in Ki-Kare Degerinin
Bulunmasi
2 2 2 1

Grup | fj ssqj s loges; filoggs; N
1 2 18 9.0 2.19722 4.39444 0.500
1I 5 40 8.0 2.07944 10.39720 0.200
III 2 8 4.0 1.99244 2.77258 0.500
9 66 7.33 1.99244 17.564422 1.200
f |ssqw | s 17.93196 0.111
X%=0.36774 1.089

S ssq; +ssqy +ssq3 18 +40+8 —733

(s.d); + (s.d); +(s.d)3 9 '

2.s.d. ile yaklasik ki-kare degeri ise,

X? =(2) (8.966) — 17.564 = 0.368

2.s.d. ve & = 0.05 icin ki-karenin tablo degeri 5.99 oldugu igin varyanslarin esitligi
anlamh degildir. Bundan dolay1 bu veriler kiimesi icin, ahgilmg varyans analizi ve
F-testi uygundur. Yukardaki formiille hesaplanan X2 nin degeri gergek ki-kare dege-
rinden Snemli olmayan bir rmiktar kadar fazladir. X2 degeri, anlamhhk degerinin
altina diistiigii icin burada durur. Eger X? anlamhhk degerinden biiyikk ciksa idi,
anlamhlik testi yapmadan ©nce diizeltme faktoriini, onun degerini ele almadan

once kullanmamiz gerekecekti. Diizeltme faktorii, tablo 6'nin son siitununda goril-
mektedir. Yani,
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Ornegimiz i¢in bu deger;

1
3(2)

C= (1.200—0.111) =0.1815

Diizeltilmis ki-kare degerini bulniak icin X? degerini (1 + C) ye bolmemiz gerekir.
Boylece

=0.311

e e X* _ 0.36774
1+C 11815

Bitirmeden- 6nce sﬁnu da belirtmeliyiz ki, yalnizca anlamh derecede biiyiik
bir ki-kare degeri varyans gruplarimin tiirdesligini gosterir' 1.

11 Daha fazla bilgi i¢in bakimz, Yogurtcugil, M.K., Ki-Kare Uzerine Bir Deneme,
1.U. Iktisat Fakiiltesi, Istanbul, 1978, Bolim V - Tiirdeslik Testi.
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