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OZET
Doktora Tezi
HARMONIK FONKSIYONLAR UZERINE
Elif YASAR

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Sibel YALCIN
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; analitik yalinkat, analitik ¢ok katli, yon koruyan harmonik yalinkat ve yon
koruyan harmonik cok katli fonksiyon siniflar1 ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci boliimde; harmonik yalinkat fonksiyonlarin kompleks mertebeli ii¢ smifi Salagean
tiirev operatorii yardimi ile tanimlanmis ve bu simiflar arasindaki iliskiler incelenmistir.
Ayrica, harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin yeni bir sinifi Salagean tiirev operatorii yardimi
ile tantmlanmis ve bu sinifin katsay1 kosullar1 ile komsuluklar1 arastirilmistir.

Ugiincii boliimde; harmonik yalinkat fonksiyonlarmn iki farkli smifi, harmonik yalmkat
fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlarla konvoliisyonu ile tanimlanmis ve katsay1
kosullar1 ile komsuluklar1 gibi ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, harmonik ¢ok kath
fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlar ile konvoliisyonlar: ile elde edilen yeni bir
operatdr tanimlanmistir. Bu tanimlanan operatér ile olusturulan harmonik c¢ok kath
fonksiyonlarin yeni bir sinifi tanimlanmig ve katsay1 kosullari, distorsiyon sinirlari, ekstrem
noktalar1 arastirilmistir.

Dordiincii boliimde; elde edilen tiim sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik fonksiyonlar, yalinkat fonksiyonlar, yon koruyan
fonksiyonlar, Salagean tiirev operatorii, hipergeometrik fonksiyon, konvoliisyon
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ABSTRACT
PhD Thesis
ON HARMONIC FUNCTIONS
Elif YASAR

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Sibel YALCIN
This study consists of four chapters.

In the first chapter; basic definitions and theorems are given belong to the classes of
analytic univalent, analytic p-valent, sense-preserving harmonic univalent, sense-preserving
harmonic p-valent functions.

In the second chapter; by using differential operator of Salagean, the classes of harmonic
univalent functions with complex order are defined and relations between these classes are
investigated. In addition, by using differential operator of Salagean, a new class of
harmonic p-valent functions is defined and coefficient conditions and neighborhoods of the
class in question are studied.

In the third chapter; by using convolution of harmonic univalent functions and
hypergeometric functions, two classes of harmonic univalent functions are defined and
some properties, such as coefficient conditions and neighborhoods are investigated. In
addition, a new operator which is obtained by using the convolution of harmonic p-valent
functions and hypergeometric functions is defined. By using this operator, a new class of
harmonic p-valent functions is defined and coefficient conditions, distortion bounds,
extreme points are studied.

In the fourth chapter; all obtained results are discussed.

Key Words: Harmonic functions, univalent functions, sense-preserving functions,
differential operator of Salagean, hypergeometric function, convolution

2012, vii + 101 pages.
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GIRiS

Geometrik fonksiyonlar teorisinin temelleri, 1851 yilinda G. Bernard Riemann’in “z-

kompleks diizlemindeki bir basit baglantili D, # C bolgesini, w-kompleks diizleminde

D, basit baglantili bolgesine resmeden bir f analitik fonksiyonu daima mevcuttur”

seklinde ifade ettigi teoremi ispatlamasiyla atilmistir. Sonrasinda bu teorem Riemann
Doniisiim Teoremi olarak isimlendirilmistir. Ancak, bu teoremin bazi eksiklikleri
oldugundan uygulamalar1 20. yiizyilin baslarina kadar yapilamamistir. 1907 yilinda
Koebe’nin Riemann Donilisim Teoremi’ni basit baglantili bolgeler iizerine olan
problemleri, a¢ik birim diske indirgemeye izin verecek sekilde yeniden diizenlemesiyle

teorinin matematik ve miihendislik dallarinda bir¢cok uygulamasi yapilmigtir.

Analitik yalinkat fonksiyonlar “Riemann doniisiimleri” olarak diigiiniildiigiinde, f nin

analitik Ozelliklerinin (D) goriinti bolgesinin  geometrik  6zelliklerini  nasil

etkileyecegi akla gelir. Bu bakis agisi geometrik fonksiyonlar teorisinin temelini

olusturur. f(0)=0, f'(0)=1 normalizasyonunu saglayan f(z):z+2anz” seklinde
n=2

seri acgilimina sahip analitik ve yalinkat f fonksiyonlarinin sinifi S ile gosterilir.

Bieberbach 1916 yilinda yayinladigi makalede, birim diskin f € S fonksiyonu altindaki

goriintiisiiniin orijin merkezli 1/4 yarigapli agik bir diski kapsadigini ispatladi. Aym

z
(1-2)°

seklindeki Koebe fonksiyonu tarafindan saglanir” tahminini yapti. Bu tahmin ancak

makalede Bieberbach “f €S ise n>2 icin |a,|<n dir. Esitlik k(z)=

1984 yilinda Louis de Branges tarafindan ispatlanabildi. 1984 yilina kadar Bieberbach
tahmininin ispatlanamamasi, bir ¢ok yeni metodun gelistirilmesini ve S nin bir¢ok alt

siifinin tanimlanip arastirilmasini sagladi.

S smifi i¢in 69 yillik bir problem olan Bieberbach tahmininin ispatinin ardindan S sinifi
ve alt siiflari i¢in elde edilmis olan sonuglarin harmonik yalinkat fonksiyonlarin veya
kisaca harmonik doniistimlerin siifi olan SH ya genisletilip genisletilemeyecegi sorusu
ortaya ¢cikmistir. 1984 yilinda James Clunie ve Terry Sheil-Small tarafindan yapilan

calisma, bu sorunu cevabinin olumlu oldugunu gostermistir. Bu ¢alismada, S sinifi i¢in



elde edilen tahminlerin SH sinift i¢in ayni1 olmadigimi ancak, bazi kisitlamalar altinda
benzer tahminlerin SH sinifi i¢in de yapilabilecegi gosterilmistir. Ayrica, bu ¢aligmada S
sinifinda ekstremal rol oynayan Koebe fonksiyonunun benzeri olan Harmonik Koebe
fonksiyonu olusturulmustur. 1984 yilindan beri harmonik fonksiyonlar teorisi hayal bile

edilemeyecek hizla biiylimektedir.

SH smifi igin heniiz ¢dziilememis problemler mevcuttur. Ornegin, SH smifina ait
fonksiyonlarin katsayr sinirlari, SH nin alt sinifi olan harmonik yildizil fonksiyon
siifinin yildizillik yarigapt ve SH nin alt sinifi olan konveks harmonik fonksiyon

sinifina ait bir f fonksiyonunun hangi ¢ harmonik fonksiyonu ile konvoliisyonunun

harmonik konveks bir fonksiyon oldugu gibi. SH simifi i¢in elde edilecek sonuglarin
dogrudan ispatlanmasi veya kesin tahminlerinin yapilmasi gii¢ oldugundan SH nin alt

siiflar izerine aragtirmalar yapilmaktadir.

Bu calismanin amaci, harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin bazi alt
siiflarinin katsay1 kosullari, distorsiyon sinirlari, ekstrem noktalart ve komsuluklar

gibi gesitli 6zelliklerini elde etmektir. Caligma dort boliimden olusmaktadir.

Calismanin birinci boliimiinde; diger boliimlerde kullanilacak olan analitik yalinkat,
analitik ¢ok katli, harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin tanimlar1 ve

s6z konusu fonksiyonlarin sirasiyla, A, S, A(n, p), SH, SH(n, p) siniflarina ait temel
tanim ve teoremleri verilmistir. Ayrica, A, S, A(n, p), SH, SH(n, p) smiflarinin bazi alt

siiflarinin (yildizil, konveks, konvekse yakin gibi) tanimlar1 ve bu siniflarin analitik ve

geometrik 6zellikleri lizerinde durulmustur.

Calismanin ikinci boliimiinde; Salagean tiirev operatorii yardimiyla kurulan harmonik
yalinkat ve harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 ele alinmigtir. Bu bolim
iic kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, Salagean tiirev operatdriiniin tanimi
verilmistir. ikinci kisimda, Owa ve Salagean’m (1998a, 1998b) kompleks mertebeli
analitik yildizil ve kompleks mertebeli Salagean tipi analitik fonksiyon siniflari igin

yapmus olduklari iki ¢alismada ele aldiklari problem, kompleks mertebeli Salagean tipi



harmonik yalinkat fonksiyonlar igin arastirilmistir. Ug farkli smf tanmimlanmis ve

aralarindaki iligkiler incelenmistir. Tanimlanan siniflar agsagida verilmistir.

f=h+geSH,D"h(@) =2+ k"az* ve D"g(2)=> kb z*
k=2 k=1

olmak iizere,

D™ f(z)=D™h(z) + (-1)" D™g(z)

i¢cin, SH nin alt siniflar1 olan,

l Dm+1 f (Z) B
Re{1+ b(—Dm (@ 1}} >0, be C\{0}

esitsizligini saglayan f € SH fonksiyonlarinin olusturdugu S_H(m,b) smifi,

D> KM 2k —1+|b|Ja +[k+1+ [k +1-2b| | b ) <4[b],
k=1

katsay1 bagintisini1 saglayan f € SH fonksiyonlarindan olusan S_Hl(m,b) sinifi ve

ikmq(k—l)&bﬂbqak+[(k+1)Rib—|b|}bk]32|b|
v b| b



katsay1 bagmtisin1 saglayan f € SH fonksiyonlarindan olusan S_Hz(m,b) smifidir.
Uciincii kistmda ise, harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin . mertebeden tiirevi ile
Salagean tlirevlerinin alinmasiyla olusturulan yeni bir smifi tanimlanmis ve bu smifin
katsay1 kosullari, distorsiyon sinirlari, ekstrem noktalar1 ile komsuluklar arastirilmistir.

Tanimlanan yeni sinif asagida verilmistir.

f=h+geSH(n,p), p>q, peN,qeNj, neN,

3 o0 k o0
h(q)(z) (p- q)lzp 1+ (k— q)lak z q: g(q)(z)_ Z (k— q)vbk 9
k=n+p k=n+p-1

DM@ :(p_Q)m 17P0 q) kla
O oqn P k%(—q)'

0 m
D" V)= > K="y, 2k

k=n+p-1 (k—a)!

olmak iizere,
"t P@)=D""Y@)+N" D"V (),
F(2)=(1-2)D™f @ (2)+ D™ £ @ (2) = H(2) + G(2)

icin SH er (9,4, @) sinifi

zH (z)—zG(z)
R{ H(z)+G(z) }> «(p-0)

esitsizligini saglayan F fonksiyonlarindan olusur.



Calismanin tigiincii boliimii dort kissmdan olusmaktadir. Birinci kisimda, harmonik
yalinkat fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlarla konvoliisyonlar1 ile elde edilen
ve ilk olarak 2007 yilinda Ahuja tarafindan tanimlanmis olan lineer operator ele alindi.

Bu operator;

f=h+geSH ¢ (2) = 2F(abyo;z) =2+ Y U Clact oo

= COn (Mg

9

(aZ)n—l(bZ)n—l n
$,(2) = ZF (ap,b,;C557) nz_l ©)n 1Dy z

olmak iizere,

Q3P f .= £ % (g + )
=h*g +g*g,

ile tanimlanir. Q?’b f operatorii ile olugan yeni harmonik fonksiyon

H(Z) =74 < (al)n—l(bl)n—l Anzn’
n=2 (Cl)n—l (l)n—l

S (az)n—l (bz)n—l n
G(2) = B,
@ nz_:' (€2)n1 (M i

olmak f{izere, (Q?’b f )(Z) =H(z)+G(z2) e SH formundadir. Ikinci kisimda, harmonik
yalinkat fonksiyonlarin kompleks mertebeli yeni bir sinifi olan SH(b,4,a), 4>0,

0<a <1, beC\{0} olmak iizere

0
B (1—/1)(—f(z)j+z w!@) ),
b z L2

ile tanimlandi. SH(b,4,) sinifinin katsay1 kosullari ile komsuluklar1 gibi cesitli



ozellikleri incelendi.
Ucgiincii  kisimda, (Q?’b f )(Z) =H(z)+G(z)e SH operatoric  kullanilarak, k>0,

—1<y <1 i¢in, V4US(K, y) sinifi

Re{ZH (@)=26 (2) 7/} > k‘ZH @-6@) _,
H(z)+G(2) H(z)+G(2)

ve VLUC(K,y) smifi

Rel 1+ zzH"(z)JrVZZG'(z)'+ zZG"(z)_7 >k‘22H"(z)+'226'(z)'+ zzG"(z)‘
ZH (2)-2G (2) ZH (2)-2G (2) ‘

ile tantmlandi. Tanimlanan siiflarin katsay1 kosullar1 ve komsuluklar1 arastirildi.

Dordiincti kisimda, a;,a,,C;,C, pozitif reel sayillar, A>0 , f=h+3eSH(n,p)

harmonik ¢ok degerli fonksiyonlari i¢in,

D, (2)=(1-Ah(2) +%)+%(zh'(z) —29'(2))=H(2) + G(2),

- (al)k—p k p (az)k—p
D 2K 5D (ay.0,2) =
k=n+p (C)k-p k=n+p-1 (€2)k-p

¢’ (a,,c,z)=2P + z¥

olmak tizere,

L, f(2):=L,h(z)+L,9(2)
=D, f(2) 4 (a,0.2)+ #(3.0,.2))

= H(Z)*¢|p(alaclaZ)+G(Z)*¢2p(a2902az)a

operatdrii tanimlandi. Bu operatdr yardimiyla SH )P (a,,¢;,a,,¢,,4) smifi,

A120,0<a<l, peN, neN olmak iizere



i 2(L,h(2)) - 2(Ly9(2))
Loh(z) + L,9(2)

>ap

ile tanimland1. SH)'P(a;,¢;,a,,¢,,4) smifinin katsayr kosullari, distorsiyon sinirlari,

ekstrem noktalar1 arastirildi.

(Calisgmanin dordiincii bdliimiinde, tiim elde edilen sonuglar degerlendirildi.



1. ONBILGILER

Bu béliimde, diger boliimlerde sikca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. (Ahlfors 1979, Goodman 1983, Duren 2004, Ahuja 2005, Seker 2008,
Bostanci 2008) kaynaklarindan derlenmistir.

1.1. Analitik Yalinkat ve Analitik Cok Kath Fonksiyonlar

1.1.1. Tamim. Diizlemsel bir kiime bos olmayan ayrik acik iki kiimenin birlegimi

seklinde yazilamiyorsa kiimeye baglantilidir, denir.

1.1.2. Tammm. Kompleks diizlemde acik ve baglantili bir kiimeye bolge denir. Eger bir
bolgenin tiimleyeni agik ve baglantili ise bu bolgeye basit baglantili bolge denir.

1.1.3. Tanmim. Kompleks diizlemin bir D bdlgesinde f:D — C siirekli doniisiimi
verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda o agis1 bulunan herhangi iki
diizglin y; ve y, egrilerinin f(;/l) ve f(}/2) resim egrilerinin de w, = f(z,)
noktasinda aralarinda yon ve biiyiiklik bakimindan o agis1 varsa, f fonksiyonuna z,
noktasinda bir konform doniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her z, € D noktasinda

konform ise f fonksiyonuna D boélgesinde konformdur denir.

1.1.4. Tammm. Bir D bolgesinde analitik olan bir f fonksiyonu i¢in, z;,z, € D olmak

lizere 7, # z, iken f(z)# f(z,) ise f fonksiyonuna D bolgesinde yalmkattir denir.

D bolgesindeki yalinkatlik D bolgesinin her alt bolgesinde de saglanir. Bir D bdlgesinde

tanimli herhangi bir f fonksiyonu, bir z, e D noktasmnin en az bir komsulugunda
yalinkat ise f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel yalinkat fonksiyon adi verilir.
Analitik bir f fonksiyonu i¢in f'(zy) #0 kosulu, z, noktasinda yerel yalinkatliga es

degerdir. Bir bolgede yerel yalinkat olan bir analitik fonksiyon yalinkat olmayabilir.



1.1.5. Teorem (Riemann Doniisiim Teoremi). D, kompleks diizlemin basit baglantili
bir 6z alt kiimesi ve z, € D noktast verilmis olsun. Bu takdirde f(z,)=0, f'(z,)>0
ozelliginde D yi U = {Z lz< 1} birim diski lizerine birebir olarak resmeden bir tek f

analitik fonksiyonu vardir (Riemann 1851).

Yalinkat fonksiyonlar teorisi ¢ok genis ve karmasik oldugundan bazi kisitlamalar
yapmak gerekir. Riemann Doniisiim Teoremi geregi, tezin geri kalan kisminda genel

olarak D bolgesi yerine U birim diski alinacaktir.

1.1.6. Tammm. U birim diskinde analitik ve f(0)= f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize

edilmis fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilsin. Her f € A fonksiyonu,

f(z)=z+a,2"+-=2+) 4
n=2

z" (1.1)

n

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.

1.1.7. Tanim. U birim diskinde analitik, f(0)= f'(0)—1=0 ile normalize edilmis ve

yalinkat olan fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde dnemli yer tutan iinlii Bieberbach Teoremi, S sinifina

ait bir f fonksiyonunun a, katsayisinin hesaplanmasinda biiyiik rol oynar.

1.1.8. Teorem (Bieberbach Teoremi). S simifindaki her f fonksiyonu igin |a, |<2

esitsizligi saglanir. Esitlik hali, ann =2+22>+--- seklinde Taylor seri acilimina

n=1

sahip k(z)= Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir (Bieberbach

(1-2)°
1916).



Verilen kosullar altinda esitlik isaretini saglayan bir fonksiyon mevcut ise esitsizligi
gelistirmek (list sinir1 azaltmak veya alt siiri arttirmak) imkansiz oldugundan, bu
durumdaki esitsizlige kesin esitsizlik denir. Koebe fonksiyonu S simifinda ve bu

fonksiyon i¢in a, =2 oldugundan, Teorem 1.1.8 deki |a,|<2 esitsizligi kesindir.

Esitligi saglayan bir fonksiyona ekstremal fonksiyon denir. Boylece Koebe fonksiyonu

ekstremal fonksiyondur.

S simifina ait fonksiyonlar i¢in | a, |[<2 bagintist kullanilarak, bu sinifa ait baz1 sonuglar

(Teorem 1.1.9, 1.1.10, 1.1.11, 1.1.12) elde edilebilir:

1.1.9. Teorem (Koebe Dortte Bir Teoremi). f €S ve f fonksiyonu y degerini

almasm. Yani f(z)=y denkleminin U da ¢dziimii bulunmasm. Bu takdirde, |y |2%

diir. Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir (Koebe 1907).

Koebe Dortte Bir Teoremi, S sinifina ait her f fonksiyonunun f(U) goriintii bolgesinin

orijin merkezli 1/4 yaricaph agik bir diski kapsadigin1 gosterir.

1.1.10. Teorem (Distorsiyon Teoremi). f € S olsun. Bu takdirde, her bir z = re'’ cu
i¢cin
I-r I+r

L2 F(@))2 7

(1+r)

dir. Her iki esitsizlik kesin olup esitlik Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan

saglanir.

1.1.11. Teorem (Biiyiime Teoremi). f €S olsun. Bu takdirde, her bir z = re'’ cu
igin
r r

(1+r)’ <It@ls (1-r)’

10



dir. Esitlik Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir.
1.1.12. Teorem. f €S ve herbir z=re'’ eU igin

1—rS|zf’(z)|S1+r
1+r | f(2)| 1-r

dir. Esitlik Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari tarafindan saglanir.

1.1.13. Bieberbach Tahmini. S sinifindaki her f fonksiyonu n>2 olmak {izere

|a, |<n esitsizligini saglar. Esitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve rotasyonlari

icin saglanir (Bieberbach 1916).

Bieberbach tahmininin ispatlanmasi uzun yillar almistir. S sinifina ait fonksiyonlar i¢in

bazi1 yazarlar tarafindan bulunan kesin olmayan tahminler agagida verilmistir:

la, |<5,1n? (Bieberbach 1918)

|la, |<ne (Littlewood 1923)
la,|<0,75ne (Galuzin 1948)

|a, |<0,5ne  (Baernstain 1974)
|a, |<1,08n  (Fitz Gerald 1972)

|a,|<1,066n (Horowitz 1978)

Nihayet 1984 yilinda Louis de Branges Bieberbach tahminini ispatlamistir.

1.1.14. Tammm. w = f(z) denklemi bir D bolgesinde her farkli w degeri i¢in en fazla p

tane koke sahip ise f fonksiyonuna p-katli fonksiyon (veya D bolgesinde p mertebeden

cok degerli veya kisaca ¢ok katli) denir.

11



L.1.15. Tamm. n,pe N i¢in a, # 0 olmak tizere, U birim diskinde analitik olan

f(z)=z"+ iak z¥ (1.2)

k=n+p
seklindeki fonksiyonlarin sinifi A(n, p) ile gosterilir.

1.2. Analitik Yalinkat ve Analitik Cok Kath Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siniflan

1.2.1. Tamm. Diizlemde bir D kiimesi ve bir W; € D noktas1 verilmis olsun. Eger w

noktasint diger her bir we D noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen D i¢inde

kaliyorsa, D kiimesine W, noktasina gére yildizildir denir. Ozel olarak wy =0 igin D

bolgesi orijine gore yildizildir, ya da, sadece D bolgesi yildizildir denir.

1.2.2. Tanmm. f fonksiyonu U da yalinkat olmak {izere her zeU igin f(z), U birim
diskini wy = f(zo) noktasina gore yildizil olan bir baska bolgeye resmediyorsa, f(z)
fonksiyonu W, noktasina gore yildizildir denir. Ozel olarak w, =0 almirsa f(z)

fonksiyonu yildizil fonksiyon olarak adlandirilir.

Yildiz1l fonksiyonlarin kiimesi S ile gosterilir. Koebe fonksiyonu, W, >—- olmak

lizere W, noktasina gore yildizil fonksiyondur.

1.2.3. Teorem. f(z), Ug:/z|<R kapal diskinde analitik ve yalinkat bir fonksiyon
olsun. Cg:|z|=R ve her zeCp icin f(z) nin Uy yi w=0 noktasina goére yildizil bir

bolgeye resmetmesi i¢in gerek ve yeter sart

zf'(2)
Re{ o }zo (1.3)

olmasidir (Nevanlinna 1921).
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1.2.4. Tammm. Diizlemde bir D bolgesi verilmis olsun. Farkli herhangi z,we D
noktalar1 ve 0 <t <1 i¢in tz+ (1 -t)w dogru parcasi D de kaliyorsa D ye konveks bolge

denir.

1.2.5. Tanim. f(U) konveks bir bolge ise U da analitik ve yalinkat f fonksiyonuna

konvekstir denir. S sinifina ait konveks fonksiyonlarin kiimesi K ile gosterilir.

Ornegin, 1(2) :1+_Z fonksiyonu U birim diskini sag yar1 diizleme resmettiginden
A

konvekstir.

1.2.6. Teorem. f(z), Ug:/z|<R kapali diskinde analitik ve yalinkat bir fonksiyon
olsun. Cr:|z|=R ve her zeCpg i¢in f(zZ) nin Ug yi wW=0 noktasina gore konveks

bir bolgeye resmetmesi i¢in gerek ve yeter sart

Re[l+w}2 0 (1.4)
f'(2)

olmasidir (Study 1913).

1.2.7. Teorem (Alexander Teoremi). Uy de f'(z)# 0 olmak lizere, f(z) nin Uy de

konveks olmasi igin gerek ve yeter sart F(z) = zf'(z) fonksiyonunun Uy de yildizil

olmasidir (Alexander 1915).

Her pozitif p<2— NE) sayisi i¢in her bir f € S fonksiyonu, | z|< p diskini konveks bir
bolge iizerine doniistiiriir. Bu durum her p > 2-3 icin yanhstir (Goodman 1983).

Buradaki 2—+/3 = 0,267 --- sayisia S simifi i¢in konvekslik yarigapt denir. p sayisi,
her ¢ i¢in f(pz), U birim diskinde konveks olacak sekildeki en biiyiik sayidir. Her
f €S i¢in y1ldizillik yarigap1 da tanhZ = 0,655--- olarak bilinmektedir.

13



1.2.8. Tamim. Keyfi bir D bdlgesinin tiimleyeni birbiri ile kesismeyen yar1 dogrularin

bir birlesimi seklinde yazilabiliyor ise D bolgesine konvekse yakin bolge denir.

1.2.9. Tamim. Bir f fonksiyonu U birim diskinde analitik olmak iizere,

Re{@} >0 (1.5)
9'(2)

olacak sekilde konveks bir g fonksiyonu veya esdeger olarak,

Re{w} >0
9(2)

esitsizligini saglayan yildizil bir g fonksiyonu varsa, f fonksiyonuna konvekse yakin

fonksiyon denir (Kaplan 1952). Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir.
S sinifinin S , Kve C alt siiflar1 i¢in

KcS'cCcs
kapsama bagintis1 yazilabilir.

1.2.10. Tanim. S sinifina ait bir f fonksiyonu, tim z €U igin

zf'(2)
Re{ f(z)}>a (1.6)

kosulunu sagliyorsa, f fonksiyonuna « -mertebeli yildizil fonksiyon adi verilir

(Robertson 1936). Bu sekildeki fonksiyonlarin kiimesi S*(a) ile gosterilir.
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1.2.11. Tanim. S sinifina ait bir f fonksiyonu, tim z €U igin

Re{l + m} >
f'(z)

kosulunu sagliyorsa, f fonksiyonuna « -mertebeli konveks fonksiyon adi verilir

(Robertson 1936). Bu sekildeki fonksiyonlarin kiimesi K(«) ile gosterilir.

Ayrica,

zf'(2)
f(2)

_ +_zf”(z)
z=0 f’(Z)

z=0

oldugundan « <1 olmasi1 gerektigi agiktir. Aksi takdirde S*(a) ve K(a) kiimeleri bos
olacaktir. a =1 ise S*(a) ve K(a) kiimeleri sadece bir fonksiyona sahip olur:

f(z)=1z. Genelde 0 <a <1 kosulu goz Oniine alinacaktir. & degeri arttikca S*(a) ve

K(a) kiimeleri kiiclilmektedir (Goodman 1983).

1.2.12. Tammm. A(n, p) sinifindaki bir f fonksiyonunun U birim diskinde (1.3), (1.4) ve

(1.5) kosullarin1 saglamasi durumunda bu fonksiyonlara, sirasiyla, ¢ok katl yildizil, cok

kathh konveks ve cok kathi konvekse yakin fonksiyon denir. Bu fonksiyon siniflar

sirastyla, S*(n, p),K(n, p),C(n, p) ile gosterilir.

1.2.13. Teorem. A(n, p) sinifina ait bir f fonksiyonunun K(n, p) siifina ait olmasi i¢in

zf'(2)

gerekli ve yeterli kosul ——— fonksiyonunun S*(n, p) sinifinda olmasidir (Nunokawa
p

1987).

Ayrica, K(n,p) c S*(n, p) kapsamasi da yazilabilir.
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1.2.14. Tammm. f e A(n,p) fonksiyonu, her zeU, n,pe N olmak iizere, en az bir

0<a < p degeriigin

! 2” ’
Re{&} >a, j Re(deH =2px
f(2) S ETe)

\

14 27[ /4
Re{1+2f,(z)}>a, IRe[1+Zf,(Z)]dl9=2p7r
f'(2) ) f'(2)

kosullarim1 sagliyorsa, sirastyla, « -mertebeli ¢ok kathi yildizil fonksiyon, « -mertebeli

cok katli konveks fonksiyon adini alir. A(n, p) siifinin alt sinifi olan o -mertebeli ¢ok

kath yildizil fonksiyon ve « -mertebeli ¢ok katli konveks fonksiyon siniflari, sirasiyla,

S*(n, p,a) ve K(n, p,a) ile gosterilir.

S*(n, p), K(n,p), S*(n, p,a) ve K(n, p,a) smiflari igin,

(i) S"(n, p,a)c S"(n, p),
(i) K(n, p,a) c K(n,p),

(11) K(n,p,a) c S*(n, p,a) < A(n, p) kapsamalar1 yazilabilir.
1.3. Harmonik Yalinkat ve Harmonik Cok Kath Fonksiyonlar

1.3.1. Tanim. D, C kompleks diizleminde bir bdlge ve u:D — R, D de ikinci

mertebeden stirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger her z € D i¢in

2 2
au=2Y, 00
oX"~ oy
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ise, U ya D de reel harmoniktir denir. Eger u ve v bir D bolgesinde reel harmonik iki

fonksiyon ise f:D —>C, f =u+iv fonksiyonuna D de kompleks harmoniktir, kisaca

harmoniktir denir.

Harmonik fonksiyonlar analitik olmak zorunda olmadigindan analitik yalinkat
fonksiyonlar i¢in gegerli olan bazi 6zellikler harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in gegerli
degildir. Ornegin analitik fonksiyonlar bileske islemi altinda korunmasma ragmen,
harmonik fonksiyonlar korunmaz. Yani, f harmonik ¢ analitik fonksiyonlari i¢in f o @
harmonik olmasina ragmen, o f fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez. Analitik
fonksiyonlarin smifi bir cebir olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin sinifi
olusturmaz. Ayrica bir harmonik yalinkat fonksiyonun tersi de harmonik olmak zorunda
degildir. Ustelik harmonik yalinkat fonksiyonlarin smir davranisi, konform
doniisiimlerin sinir davranisindan ¢ok daha karmasiktir. Bununla birlikte, konform
doniistimlerin bilinen teorisi bir sekilde harmonik yalinkat fonksiyonlara tasinabilir

(Duren 2004).

Konform olmasi1 gerekmeyen harmonik yalinkat fonksiyonlarin en temel ornekleri

| [#| B | olmak tlizere

f()=az+y+ fz

formundaki afin doniisiimlerdir. Bu doniisiimler kompleks diizlemden kendisi {izerine

harmonik yalinkat fonksiyonlardir.

Bir diger onemli 6rnek, f(z)=z +%Z2 seklindeki harmonik yalinkat fonksiyonlardir.
Bu fonksiyon, U birim diskini |w |=§ cemberi i¢inde kalan 3 kanatl bir hiposikloidin

i¢ bolgesi tizerine doniistiiriir. Benzer sekilde, n>2 i¢in f(z)=z +%Zn fonksiyonu da
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harmonik yalinkat olup bu doniisiim altinda U birim diskinin goriintiisii, |W|:n—+1
n

cemberi i¢inde kalan n+1 koseli egrisel bir cokgendir (Duren 2004).

1
Sekil 1.2. U birim diskinin f(z)=z+ 2 a doniistimii altindaki goriintiisi

1.3.2. Yardimc1 Teorem (Kanonik Gosterim). Basit baglantili bir D bolgesinde bir f

harmonik fonksiyonu, h ve g analitik fonksiyonlar olmak tizere,
f(z)=h(2)+9(2)
biciminde yazilabilir. Bu gosterim sabit farkiyla tektir.

Ispat. u ve v basit baglantili bir D bolgesinde harmonik fonksiyonlar olmak iizere

f =u+iv harmonik fonksiyonu alinsin. Bu durumda,

u=ReF =
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olacak sekilde D boélgesi tizerinde analitik F ve G fonksiyonlar1 vardir. Boylece h ve g

fonksiyonlar1 D bolgesinde analitik olmak tizere,

F G-G

F+
2 2

f:

seklinde kanonik gosterimi elde edilir. ©

Yardimer Teorem 1.3.2. de verilen h ve g fonksiyonlarit f fonksiyonunun sirasiyla

analitik ve ko-analitik kistmlar1 olarak adlandirilir.

1.3.3. Tanim. D, C de bir bolge, f =u+iv D de diferensiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. f nin kismi tirevleri
1 . 1 .
f, :E(fx —ify), f, :E(fx +if,)
ve Z; € D olmak lizere,

Uyx(Z9) Uy (Zp)
Vy(Zo)  Vy(Zo)

= Uy (Z9)Vy(Zg) —Uy(Zp)Vx(Z)

Ji(z9) =

seklinde tanimlanan J¢(z,) degerine f nin z, daki Jakobiyeni denir. Eger f fonksiyonu

analitik ise J¢(z) = f’(20)|2 dir.

f=h+Q3 D basit baglantili bolgesinde harmonik bir fonksiyon olmak iizere, f

fonksiyonunun bir z, € D noktasindaki Jakobiyeni
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J1(z9) = f,(2) P = | f5(z0) [P
= h(zo) [ ~19'(z0) I

dir.

1.3.4. Tamm. D, C de bir bolge ve f:D —C birinci mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger her ze D igin J¢(z)>0 ise f ye D de yon

koruyan, J¢(z)<0 ise f ye D de yonii ters ¢eviren denir. Eger f yon koruyan ise f

fonksiyonu yonii ters ¢evirendir.

1.3.5. Sonu¢. f =h+ g harmonik fonksiyonunun yerel yalinkat olmasi igin gerek ve

9@ _,
@)

yeter sart J¢(z) # 0 olmasidir. Buna ilaveten f yon koruyan ise J; >0 yani

dir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

fnin z, daki tam diferensiyeli,
df (zy) = f,(zp)dz + f;(z)dz

bir afin doniisiim olup z, merkezli gemberleri yar1 eksen uzunluklari

| f,(z0) |—| f5(z9) 1, | f,(Zo) | +] f5(Zg)| olan elipslere doniistiiriir.

1.3.6. Tammm. D, C de bir bolge ve f : D — C y6n koruyan bir diffeomorfizm olsun.
Eger D de

_LL@I H@
1@ ;@)

olacak sekilde bir K, K >1 sabiti varsa f ye D de k-kuasikonform veya kuasikonform

dontisiim denir. K =1 olmasi durumunda f; =0 olup f konform bir doniisiimdiir.
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1.3.7. Tamm. u :f—z oranina f fonksiyonunun kompleks genlesmesi (dilatasyonu)

z

denir. Eger f yon koruyan bir doniisim ise 0<|us|<1 oldugu agiktir. Ayrica

D¢ (z)<K olmas: i¢in gerek ve yeter sart | yf(z)|£% olmasidir. Yani yon

koruyan bir homeomeorfizmin kuasikonform olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen bir

bolgede onun kompleks genlesmesinin | u¢(2) |< K <1 olmasidir.

1.3.8. Tamm. v; =—% oranina f fonksiyonunun ikinci kompleks genlesmesi denir ve

z

s genlesmesinden daha c¢ok kullanilir. | z¢ |=|v¢ | oldugundan f fonksiyonunun

kuasikonform olmasi i¢in gerek ve yeter sart |v¢(Z)|< K <1 olmasidur.

1.3.9. Teorem. f bir D — C bolgesinde yerel olarak yalinkat ve yon koruyan olsun. Bu

takdirde f fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart W=v; :f_z/ f,

fonksiyonunun D de analitik olmasidir (Hengartner ve Schober 1986).

Ispat. f fonksiyonu D de yerel yalinkat ve J;(z)>0 olsun. f_z =wf, esitliginin Z e

gore tlirevi ve (?)z = f_Z esitligi dikkate alinirsa

2

elde edilir. f harmonik oldugundan f,, =§af_ =0 olup (1.7) bagmntis1 geregi D de
707

w; =0 elde edilir. Bu da w fonksiyonunun D de analitik oldugunu gosterir.

Tersine, eger w D de analitik ise W, =0 olup (1.7) esitliginden f,, = f,,w olur. f

fonksiyonu D de yerel olarak yalinkat ve J¢(z)>0 oldugundan, her ze D igin

|W(z) <1 dir. O halde f_Zz = fW esitligi ancak f,; =0 olmasi durumunda saglanir. Bu

ise f fonksiyonunun D de harmonik oldugunu gésterir. O
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Teorem 1.3.9 6zellikle yon koruyan f harmonik yalinkat fonksiyonunun ikinci kompleks

genlesmesi olan W=f_z/ f, fonksiyonunun analitik ve modiiliiniin 1 den daha kiigiik

oldugunu gosterir. Bu sebepten W=f_7/ f, fonksiyonuna f fonksiyonunun analitik

genlesmesi veya kisaca genlesmesi de denir. Ayrica “w =0 olmasi igin gerek ve yeter

sart f fonksiyonunun analitik olmasidir” 6nermesinin dogrulugu agiktir.

1.3.10. Tanim. U birim diski iizerinde tlim harmonik, karmagik degerli, yon koruyan,
f(0)=0, f,(0)=1 ile normalize edilmis ve yalinkat fonksiyonlarin smnifi SH ile

tanimlansin. Boylece SH sinifindaki bir f fonksiyonu

h(z):z+ianz”, 9(2) :ibnz” (1.8)
n=1

n=2

fonksiyonlar1 U birim diskinde analitik olmak tizere f =h+ 3 seklinde gosterilir.

1.3.11. Tammm. g'(0) =b; =0 bagintisini saglayan f € SH fonksiyonlarinin sinifi SH 0

ile tanimlansin.

SH sinifina ait fonksiyonlar yon koruyan oldugundan |b, |<|a, |=1 dir. SH ve SH®

siniflarinin birinden digerine gegmek miimkiindiir. Yani her f € SH igin

_f-Bf
1-| b,

fo

fonksiyonu SH O Sinifina aittir. Tersine, her f, e SH 0 igin,
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fonksiyonu SH sinifina aittir. Boylece, SH O alt siifi i¢in elde edilen bazi sonuglar SH

siifina genellestirilebilir. S, SH%ve SH simuflar arasinda S = SH® = SH kapsamasi

saglanir.

1.3.12. Tamim. F, bir D bolgesinde siirekli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. F nin her bir
dizisi, D nin kompakt alt kiimelerinde diizglin yakinsak bir alt diziye sahip ise, F

ailesine normaldir denir.

1.3.13. Tammm. F, normal bir aile ve ¢, U dan U ya analitik bir fonksiyon olsun. Eger
her feF igin fog fonksiyonlarinin olusturdugu aile normal ise f ye normal

fonksiyon denir.

Eger F, analitik veya harmonik fonksiyonlardan olusan bir aile ise F nin normal olmasi,

yerel olarak sinirli olmasidir (Galuzin 1969).

1.3.14. Teorem. SH° kompakt ve normal bir ailedir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.3.15. Sonug¢. SH normal bir ailedir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

S ve SHY ailelerinin aksine, SH ailesi kompakt bir aile degildir. Ciinkii,

f(2)=z2 +%Z ile tanimlanan afin dontisimler SH sinifindandir. z=X+1y igin

f,(z2) > f(z) =2x yakinsamasi U birim diskinde diizgiindiir ancak limit fonksiyonu

yalinkat degildir.

1.3.16. Tamm. fi(2)=z+ ) a,2"+> b, 2" (i=12) seklindeki iki harmonik

n=2 n=1

fonksiyonun konvoliisyonu
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fi(2)* f,(2) = (f, * £,)(2)

[e 0] [e 0]
n n
=7+ Y aya, 2"+ Y by
n=2 n=1

ile tanimlanir. Eger f; ve f, fonksiyonlarinin ko-analitik kisimlart sifir ise yukarida

verilen konvoliisyon formiilii analitik fonksiyonlar i¢in bilinen Hadamard c¢arpimina

indirgenir.

1.3.17. Tanim (Harmonik Koebe Fonksiyonu).

1 > 1.3 15 13

R —72°+—z
h(z)=—=—2—  ve 7)=4-——— olmak iizere K—_||+_g harmonik

@) (1-12)° 9@ (1-12)}

fonksiyonuna Harmonik Koebe fonksiyonu denir.

Sekil 1.3. Harmonik Koebe Fonksiyonu
Clunie ve Sheil-Small (1984) analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in tanimlanan Koebe
fonksiyonunun benzerini SH? smfi icin iretti. Harmonik Koebe fonksiyonu, birim
diski reel eksenden (—oo,—%] aralig1 ¢ikarilmis kompleks diizlem iizerine birebir ve

harmonik olarak resmeder. Koebe fonksiyonunun S sinifinda oynadigi rolii Harmonik

Koebe fonksiyonu SH % sinifinda oynar.

SH® ve SH smifindaki fonksiyonlarin katsay1 tahminleri halen calisilan agik bir

problemdir. Simdiye kadar |b, | i¢in kesin sinir elde edilmis olup |a, | igin heniiz
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. 5 . . o . .
ispatlanmamig olan [a,[<3 tahmini yapilmistir. Katsayr problemi i¢in Harmonik

Koebe fonksiyonunun bir ekstremal fonksiyon oldugu tahmin edilmektedir (Clunie ve

Sheil-Small 1984).

1.3.18. Teorem. f =h+geSH’ fonksiyonlar1 i¢in |b, |£% dir (Clunie ve Sheil-

Small 1984).

1.3.19. Teorem. f =h+3 e SH ve zeU igin

|b2|<{(1+|a2|2)/2 ’|a‘2|S1

|a, | Jag [>1

dir (Oztiirk 1995).

1.3.20. Teorem. f € SH olsun. Bu takdirde

967 3

V27

la, |< 1<57,05

dir (Sheil-Small 1990).

Analitik yalinkat fonksiyonlarda oldugu gibi, SH sinifindaki fonksiyonlarin a, katsayisi

i¢in bulunacak sinirlar SH ve SH O siniflarma ait fonksiyonlarin mutlak degeriyle ilgili

alt ve tist sinirlarin bulunmasina yardimer olur.

1.3.21. Teorem. f =h+g e SH ve h ile g (1.8) ile verildigi gibi olsun. Bu takdirde

a =sup{| al:fe SH} ve|z|<r <1 olmak iizere,

|argh'(z) |< 2 lnGJr—:j ,
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(1-ry! b (1+r)!
(l-l- r)05+1 <| ( )|<( r)a+1

Ve

|f<z>|<2j ”t)aﬂ

dir (Sheil-Small 1990).

1.3.22. Sonug. f e SH? ise zeU igin

f2)2 L 12

4(1+ 2|
dir. Boylece {w:|w|< L} f(U) dir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

Teorem 1.3.22 ile verilen sonug¢ kesin degildir. Bununla beraber K Harmonik Koebe

fonksiyonu, -- yaricapmin %

16 ya genisletilebilecegini soyler. Boylece tahmin

niteligindeki Sonug 1.3.23, 1.3.24 ve 1.3.25 verilebilir.

1.3.23. Sonug. Her f e SH® icin {W Jwi< %} c f(U) kapsamasi dogrudur.

1.3.24. Sonug. f =h+7 e SH? olsun. Bu takdirde,

||an |_|bn||sn
|an |S(2nL6)(n+l)(n:1’2,)
|bn ’S(Zn;é(n_l) (n=2’3"") (19)

esitsizlikleri saglanir. Esitlik hali Harmonik Koebe fonksiyonu i¢in elde edilir (Clunie
ve Sheil-Small 1984).
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1.3.25. Sonu¢. f € SH olsun. Bu takdirde,

2n* +1 2n% +1
ve |b, |< 3

la, < ;n=12,-

esitsizlikleri saglanir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.3.26. Tanim. U birim diskinde yon koruyan harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin sinifi

SH(n, p) ile gosterilsin. f =h +§ e SH(n, p) fonksiyonlari,

h(z)=z" + i az*, g(z)= i bz, |b,|<1 (1.10)

k=n+p k=n+p-1

seklindeki h ve g analitik fonksiyonlari ile tanimlanir.

f =h+ g eSH(n,p) fonksiyonunun ko-analitik kismu sifira 6zdes ise, yani g =0 ise,

analitik ¢ok katli fonksiyonlarin sinifi olan S(n, p) elde edilir.

1.4. Harmonik Yalinkat ve Harmonik Cok Kath Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar

1.4.1. Tamm. f e SH (5zel olarak SH?) ve f(U) goriintiisii yildizil bir bolge ise f
fonksiyonuna harmonik yildizil fonksiyon denir. Harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi

SH” (SH*") ile gosterilir.
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1.4.2. Tamm. f € SH (6zel olarak SH 0) ve f(U) goriintiisii konveks bir bolge ise f

fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Harmonik konveks fonksiyonlar sinifi

KH (KH?)ile gsterilir.

1.4.3. Tamm. f e SH (6zel olarak SH?) ve f(U) goriintiisii konvekse yakin bir bolge

ise f fonksiyonuna harmonik konvekse yakin fonksiyon denir. Harmonik konvekse

yakin fonksiyonlar sinifi CH (CH 0) ile gosterilir.

1.4.4. Teorem. Her bir f e SH*" icin n=23,--- olmak lizere

2n+1)(n+1)
6

b |<(2n—1)(n—1)
e 6

|8y [<

||an |_|bn ||Sn
esitsizlikleri saglanir (Sheil-Small 1990).
1.4.5. Sonug. Her bir f € SH * icin n=273,--- olmak lizere

2n? +1 2n% +1
la, [< ve |b, [<
3 3

esitsizlikleri saglanir (Sheil-Small 1990).

1.4.6. Sonu¢. SH 0% simifindaki her f fonksiyonu

3r+r’
|f(z)|5m, |z]=r<l
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kosulunu saglar. Esitlik hali Harmonik Koebe fonksiyonu tarafindan saglanir (Sheil-

Small 1990).

1.4.7. Teorem. f =h+J (1.8) formunda verildigi gibi olsun. Bu takdirde,

dn(lag|+[by)<2, (a =1)
n=1

ise, f yon koruyan, harmonik yildizil bir fonksiyondur (Avci ve Zlotkiewicz 1990).

1.4.8. Teorem. f ¢ KH? ise {w:/w|<1}c f(U) dur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.4.9. Teorem. Her bir f € KH° icin n=23,--- olmak lizere

||an|_|bn||Sl

esitsizlikleri saglanir. Esitlik hali L(z)= Re{ﬁ }+ [ Im{(l Z )2} fonksiyonu igin
- -z

gegerlidir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.4.10. Teorem. f € KH olsun. n=1,2,--- i¢in

n-1 n+1
a, |< + ,
|an | 5 by | 5
— n+1
| b, |— —|b1|

dir. Ayrica, n>2 icin |a, | <n ve |b, | <n dir (Clunie ve Sheil-Small 1984).
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1.4.11. Teorem. h ve g, U birim diskinde analitik olsun ve | g'(0)|<| h'(0)| esitsizligi
saglansin. Bu takdirde, |&|=1 olacak sekildeki her ¢ i¢in h+ &g konvekse yakin bir
fonksiyon ise f =h+3J fonksiyonu harmonik konvekse yakin bir fonksiyon olur

(Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.4.12. Teorem. f =h+ 7, U birim diskinde yerel yalinkat ve en az bir ¢ (] £|<1) i¢in
h+ &g konveks olsun. Bu durumda, f fonksiyonu karmonik yalinkat konvekse yakin bir

fonksiyondur (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.4.13. Teorem. CH sinifina ait bir f =h+ g fonksiyonu i¢in n=12,3,--- olmak
lizere

2n? +1 2n% +1

|8y [< ve | by [<

esitsizlikleri saglanir (Clunie ve Sheil-Small 1984).

1.1 ve 1.2 de ele alinan S sinifina benzer olarak, SH smnifinin da ¢ (0<a<]1)

mertebeli harmonik yildizil (SH*(a)), o mertebeli harmonik konveks (KH(«a)) alt

simiflar1 mevcuttur. f =h+J harmonik fonksiyonunun ko-analitik kismi olan g

fonksiyonu sifir oldugunda SH” (a) =S (@) ve KH(a) = K(«) olur.

Benzer sekilde, SH(n,p) smifinin da ¢ok katli harmonik yildizil (SH*(n, P), o

mertebeli ¢ok katli harmonik yildizil (SH*(n, p,a)) ve ¢ok katli harmonik konveks
(KH(n,p)), o mertebeli cok katli harmonik konveks (KH(n,p,)) alt siiflart

mevcuttur. Bu tanimlar altinda, SH *(1,1,0) =SH *(1,1) =SH" ve

KH(1,1,0)= KH(,))=KH  vyazilabilir.
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1.4.14. Teorem. f =h+ 3 (1.10) ile verildigi gibi alinsin. Bu takdirde,

i ka, + Zw: kb, <p, (p=1,neN)

k=n+p k=n+p-1

Ise f harmonik ¢ok katli fonksiyonu yon koruyandir ve f e SH*(n,p) dir (Ahuja ve
Jahangiri 2001).

31



2. SALAGEAN TiPi HARMONIK FONKSIiYONLAR

Kompleks mertebeli analitik yildizil fonksiyonlar sinifi ilk olarak Nasr ve Aouf (1985)
tarafindan tanimlanmigtir. Daha sonra bir ¢ok yazar tarafindan kompleks mertebeli
yildizil ve konveks fonksiyonlar ele alinmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Owa
(1991) kompleks mertebeli analitik yildizil fonksiyonlar i¢in yaptigi bir caligmada,
simifa ait olan fonksiyonlarin sagladigi katsayr bagintis1 ile bu bagintiyr saglayan
fonksiyonlarin o sinifa ait olabilecegini gostermistir. Ancak, bu elde ettigi sonucun
yanlig oldugunu daha sonra yaptig1 bir calismada (Owa ve Salagean 1998) ispatlamis ve
ters orneklerini vermistir. Bu ¢alismasinda ti¢ farkli sinif tanimlayarak bunlar arasindaki
iligkileri de incelemistir. Burada ise ayni problem harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in
ele alinmistir. Benzer sekilde, ii¢ simif tanimlanmis ve bunlar arasindaki iliskiler

incelenmistir.

Ayrica, harmonik c¢ok degerli fonksiyonlarin tiirev fonksiyonlarma Salagean tiirev
operatoriiniin uygulanmasi ile olusturulan harmonik ¢ok degerli fonksiyonlarin yeni bir

sinifi tanimlanmis ve bu sinifin katsay1 kosullar1 ve komsuluklari aragtirilmistir.
2.1. Giris

f € A olmak lizere

DY f(2) = f(2)
D'f(2)=zf'(2) 2.1

D™f(z)=D' (D™ f(z)) (meN) (2.2)

ile verilen tiirev operatorii Salagean (1983) tarafindan tanimlanmustir. (2.1) ve (2.2) den
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D™ f(z)= Z+kaakzk
k=2

oldugu kolayca goriiliir.

f =h+QgeSH i¢in, Jahangiri ve ark. (2002) modifiye edilmis Salagean tiirev

operatorunt

D™h(z)=z WLZ:kmakzk ve Dmg(z)=Z:kmbkzk
k=2 k=1

olmak tizere,

D™f(z)=D"h(z) + (-1)"D™Mg(2)

ile tanimladi.

SH sinifina ait olan ve f,, =h +ﬁ harmonik fonksiyonlarindan olusan alt sinif SH

ile gosterilsin. Burada, h ve g,

h@)=2-Y az", gu() = (D" > bez", ay, by 20 (2.3)
k=2 k=1
formundadir.

2.1.1. Lemma.

(i) Rew > 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart |1 + W| > |1 - W| esitsizliginin saglanmasidir.

(ii)Re 28 }2 y olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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(1= 7)B(2) + A2)| |1+ »)B(2) - A(z)| 2 0
esitsizliginin saglanmasidir.
2.2. SH(m,b), SH,(m,b) ve SH,(m,b) Simflari

SH(m,b),

l Dm+1 f (Z) ~
Re{l + b(—D”‘ @ 1}} >0, beC\{0} (2.4)

ozelligini saglayan (2.3) ile verilen f,, =h +§m e SH fonksiyonlarindan olusan SH

sinifinin bir alt sinifin1 gostersin. SH; (m,b) sinifi,

D KMk =1+ [b[Jag +[k + 1+ k+1-2b[]b, )<4|b]| (2.5)
k=1

ozelligini saglayan f,, =h +§m e SH fonksiyonlarindan olusan SH smifinin bir alt

sinifin1 gostersin. SH, (m,b) sinifi,

;k H(k 1)|b|+|b|}ak+{(k+1)|b| |b|}bk]sz|b| (2.6)

ozelligini saglayan f,, =h +§m eSH fonksiyonlarindan olusan SH smifinin bir alt

sinifin1 gostersin.

S_H(m,b) smifi i¢in; m yerine 0 ve b yerine 1—«a almirsa o mertebeli harmonik

yildizil fonksiyon sinifi olan SH'(ar) ve m yerine 1 ve b yerine 1—a almirsa o

mertebeli harmonik konveks fonksiyon sinifi olan KH (&) elde edilir.
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(2.3) formundaki f,, =h +§m fonksiyonunun ko-analitik kismi sifira 6zdes iken

m(m,b), S_Hl(m,b) ve E(m,b) siiflarina ait olan m ile b parametrelerinin 6zel
halleri i¢in daha Once c¢esitli yazarlar tarafindan ¢alisilmis olan asagidaki alt siniflar elde
edilir:

(1) S_H(O,l —a)=T"(a), 0<a <1 olmak iizere & mertebeli yildizil fonksiyon smifi
(Silverman 1975),

(11) m(l,l —a)=C(a), 0<a <1 olmak iizere @ mertebeli konveks fonksiyon sinifi
(Silverman 1975),

(ii) SH(0,b)=S"(b), beC\{0} olmak iizere b kompleks mertebeli yildizil fonksiyon
smifi (Nasr ve Aouf 1985),

(iii) SH(1,b) = C(b), b eC\{0} olmak iizere b kompleks mertebeli konveks fonksiyon
smifi (Wiatrowski 1971),

(iv) SH(0,b) =T (b), SH,(0,b) =0/ (b), SH,(0,b) = P*(b) (Owa ve Salagean 1998),
(v) SH(M,b) =Ty, m(b), SH;(m,b)=0y, 1 (b), SH,(m,b) = P, ,(b) (Owa ve Salagean

1998).
2.2.1. Teorem. S_Hl(m,b) c m(m,b) dir.

Ispat. f ml(m,b) olsun. f € SH igin (2.5) kosulu saglaniyorken

m m-+1
Re{(b—l)D f(z)+D f(z)}>0, b eC\(0}
bD™f (2)

oldugu gosterilmelidir. Lemma 2.1.1 (i) nin kullanilmasiyla,

|(2b-1)D"f (z2)+ D™ f(z)|-| D" f (z)—- D™ f (z)| > 0 2.7)

oldugunu gostermek yeterlidir. D™ f (z) ve D m+l ¢ (2) nin (2.7) de yerine yazilmasiyla
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‘2bz - > k"(k—1+2b)a,z" +(-)" > k"(2b—1-k)b, z¢
k=2 k=1

> K"(k-Da z“ + (1)’ Y k" (k + )b z*
k=2 k=1

>2|b||z|-) k"(k-1+2]b]a |z[ =D k" [k+1-2b|b, |z [
k=2 k=1

- k"(k-Da, |z => k"(k+Db | z["
k=2 k=1

>2|b|-2> k"(k—1+[bDa, - D> k"(k+1+ |k +1-2b )b, >0
k=2 k=1

elde edilir.
2.2.2. Teorem. SH(m,b) = SH,(m,b) dir.

ispat. f e SH(m,b) olsun. (2.4) geregi

| —ikm(k ~1a,z* —(—1)2mik”‘(k +1)b, ¥
k=2 k=1

Re >—1

0

z-Y k"a,z" + (—1)2’“;kmbk2k

k=2

o |

dir. z reel eksen iizerinden segilirse ve z — 1~ igin

S K™k —Da, + 3 K™ (k + 1
Z ( )ak+kZ=; (k+Db o

<1
0 0 2
-3k + Yk, P
k=2 k=1

elde edilir. Dolayisiyla, (2.6) ya denk olan

© 0 2 0 ©
K"k~ Da, + 3 k" (k+ Db, <2 (I—kaak+2kmbk]
k=2 k=1 Reb k=1

k=2
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esitsizligi bulunur. Béylece, f € SH,(m,b) dir.
2.2.3. Teorem. b € (0,1] ise SH,(m,b) = SH(m,b) = SH,(m,b) dir.

Ispat. be(0,1] olarak secildiginde (2.4) ve (2.5) esitsizlikleri denk hale gelir.
Dolayisiyla, S_Hl(m,b) =SH, (m,b) olur. Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 yi kullanarak,

tic siifin da birbirine esit oldugu goriiliir.
2.2.4. Teorem b e[-,0) veya Reb e (—1/2,0) ise SH,(m,b) ¢ SH(m,b) dir.

Ispat. i) b €[-1,0) alinsn.

2

YA
12(2)—2—062—m (2.8)

ve a > 0 olsun. Bu takdirde,

2K

k=1

3 {(k—n%r’ﬂbqak:—b+(—(b+1)a)<2|b| (2.9)

dir ve dolayisiyla f,(z) € SH,(m,b) dir.

F(2) =1+1(—Dm+l .(2) —1], zeU
bl D"f,(2)

olsun. Bu takdirde, basit bir hesaplama ve
D™f,(2)=2-2"a2 "z% = - az?

oldugundan
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Fo) =1+—% =11 9(2)

b(az -1)
elde edilir. Burada,
(074
)=—— 2.10
PD=p (2.10)

dir. « >1 i¢in, D diskinin merkezi

2
(24

P — 2.11
b(a® —1) 11)
Ve yarigapi
(04
p=—" (2.12)
b(l1-a?)

olmak iizere p(U)=C_ —D(c,p) dur. FU)=C_ —D(c+1, p) dur ve her zeU igin
ReF(z) > 0 esitsizliginin saglanmadig1 goriiliir. Boylece « >1 i¢in f,(2) ¢ m(m,b)

oldugu elde edilir ve bu durumda SH, (m,b) ¢ SH(m,b) dir.

ii) b € (—o0,—1) alinsin. « € (1,%) olmak iizere, (2.8) de tanimlanan f,(z) ele alinsin.

Bu durumda, (2.9) esitsizligi tekrar saglanir ve bu durum f,(z) € SH,(m,b) oldugunu

gosterir. Ancak, i) ye benzer sekilde f,(z)¢ S_H(m, b) oldugu elde edilir.

iii) Reb e (=1/2,0) ve f(z)=2-2"2" olsun. Bu takdirde,

ka[(k—l)%elbﬂbqak:2|b|+Reb/|b|£2|b|

k=1
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esitsizligi Reb < 0 oldugunda her b i¢in saglandigindan f; € SH,(m,b) dir.
Diger taraftan r =Reb <0 ve s, 1+2r(1—-s) >0 ile verilen bir negatif reel say1 olsun.

Ayrica, z

__b-5s)
"~ 1+b(1-5)

denkleminin bir kokii olarak secilirse, z, eU dur ve f; i¢in

m+1
z[D_fml]o
bl D™f(zy)

elde edilir. Bylece, f, ¢ SH(m,b) dir.
2.2.5. Teorem. b € (—0,0) veya b e (1,0) ise, SH(m,b) ¢ SH,(m,b) dir.

Ispat. i) be(-»,0) ve a>|b|/(1+|b|) olmak iizere, f, (2.8) ile belirtildigi gibi

alinsin. Bu takdirde,

Sk™[2(k =1+ 1+ b|)]a, =2(|b|+(1+(1+|b))a) > 4(1+|b]) (2.13)

k=1

dir ve meN, ile be(—»,0) igin f,  SH,(m,b) dir. ¢, (2.10) ile verildigi gibi

olmak tizere,

L™t )
F(z)_1+b(—Dmfa(z) lj_l+go(z)

bulunur. c, (2.11) ve p, (2.12) ile verildigi gibi olmak iizere, (U) = D(c, p) dan
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(1+b)a +b

ReF(2) = 2.14
PO (-19)
elde edilir. Eger b € (—0,—1) ve a € ﬁ,l ise
1+|b]

b(a+1)

[b] _[b]
I+ [1-[b ]

ve eger b e (-1,0) ve « e( jm(O,l) ise (2.13) yine saglanir. (2.15) ve

(2.14) iin birlestirilmesiyle ve m(m, b) nin tanimindan

bl b j A
ae , N (0,1) ve b € (—»,0)i¢in f, € SH(m,b)
(1+|b| [1-|b]|

elde edilir.

ii) b e (1,00) alinsin. a € (%,1) icin, (2.8) ile tanimlanan f, fonksiyonu ele alinsin.

Bu durumda, (2.13) esitsizligi yine saglanir ve bu f, ¢ SH;(m,b) oldugu anlamina

gelir. Ayrica, a € (%,1) icin f, € S_H(m,b) elde edilir.

2.3. SH™ (q,4,@) ve SHn.,(q,4,@) Sniflari

Bir f =h+3eSH(n,p) harmonik ¢ok degerli fonksiyonunun Q. mertebeden tiirevi

f(@ ile gosterilsin. £, p>qg, peN,qeNy,neN, zeU ve

| *© |
h®(z)=—Pzp-04 k! a, 2
(p_q)' k:n+p(k_q)!

ile
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© k! q

(@) _ :
9" (2) = z (k—q)!bk z

k=n+p-1
olmak tizere,
f (Q)(Z) _ h(q)(2)+ g(Q)(z)

ile tanimlansin.

f (@ harmonik fonksiyonunun Salagean tiirevi ise,

m s m
Dmh(q)(z):@plzp—qJr 3 (k_—q)k!ak Sk
(p-a)! kemep (K=

Ve

0 m
D"g W)= Y (k=-q) kb, 279,

k=n+p-1 (k—a)!

me N, zeU olmak lizere,

D™t @ (7)= D™"h @ (2)+ (~1)" D"g @ (2) (2.16)
ile tanimlanir.
(2.16) dan,
D°f©(z)=h(2) + g(2)
D fV(2)=h(2)+g'(2)

D'f“(z2)=zh"(2) - 29'(2)

oldugu agiktir.
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i)l
Kisalik i¢in, i=p, Kk, n+p,n+p—1ve j=m, m+1 olmak {lizere %(i)! yerine
i—q)!

qij kullanilacaktir.

f eSH(n,p) ve 0< A <1 igin,

F(z)=(1-A)D"f @(2)+ AD™' f @(2) = H(2) + G(2)

olsun. Burada H ve G

H(z)=[1-4+A(p-a)]q) 2"+ Z [1-2+Ak-a)]afa 2,

k=n+p

6@ =" Y [(1-2)-Ak-q)]qb, 2

k=n+p-1

2.17)

formundadir.

SHer(q,/i,a); H ve G (2.17) ile verildigi gibi olmak tizere, f =h+ g e SH(n,p)

fonksiyonlarindan olusanve 0<a <1, p>q, pe N,qe Ny, ne N, ze€U i¢in

Re{ZH '(Z) — ﬂz)
H(z)+G(2)

}>a(pQ) (2.18)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi olsun.

SH(n, p) nin alt sinif1 olan S_H(n, P);

h@=2"- 3 a7z gn@=-D" > bz*, a.b =0 (2.19)
k=n+p k=n+p-1
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formundaki h ve g, ile verilen f, =h+ a fonksiyonlariin sinifi olsun.
mnm p(d,4,a) = SH rr]n p(@, 4, a)N S_H(n, p) ile tanimlansin.

SHer(q,/l,a) ve ﬁmp(q,l,a) siiflarina ait parametrelerin 6zel secimi ile daha
once calisilmis olan asagidaki siniflar elde edilir:
(1) SHE 1(0,0,0)=SH", U da yon koruyan yildizil harmonik yalinkat fonksiyon sinifi

(Silverman 1998, Silverman ve Silvia 1999),

(ii)mﬁl (0,0,a) = SH™ (), U da yon koruyan a mertebeli yildizil harmonik yalmkat
fonksiyon sinifi (Jahangiri 1998, 1999),

(iii)mil (0,0,) = HK(x) , U da yon koruyan « mertebeli konveks harmonik yalinkat
fonksiyon sinifi (Jahangiri 1998, 1999),

(iv)SH1.p(0,0,0)= SH*(p), U da yon koruyan yildizal harmonik cok katli fonksiyon
siifi (Ahuja 2001),

(V)S_HT 1(0,0,a)zﬁ(m,a), U da yon koruyan Salagean tipi harmonik yalinkat

fonksiyon sinifi (Jahangiri ve ark. 2002),

(vi)SH 11(0,0,0) = S (M +1,m; ) (Yalein 2005) elde edilir.

(1.10) ile verilen f=h+3 fonksiyonunun ko-analitik kismi sifira 6zdes olsun.

ﬁnm p(0,4, ) smifina ait parametreler 6zel olarak secilirse daha dnce ¢aligilmis olan

asagidaki siniflar elde edilir:

(i)SH n.p(0,0,@) = ST (0, (1-ar)(p —),1) (Frasin 2007),

(1) SH n,p(0,0,@) = S3 1 (0,1,(1-@)(p— 1)) (Altntag 2008).

43



2.3.1. Teorem. f =h+ 3 (1.10) ile verildigi gibi olsun.

5 [k—q-a(p-g)][l-2+A(k-q)] % |

& ([0=a)p-a)+1-[(1-a)p-a)-1) -2+ A(p-a)]q" ™

N Z k-q+a(p-a)l[i-2)-Ak-q) & p <L
o (-a)p-a)+1]-[1-a)p-a)-1)i-2+a(p-q)]qr ' 2

(0<a<l, p>q, peN,geNy,neN, zeU) (2.20)

ise, f birim diskte yon koruyan harmonik ¢ok katli bir fonksiyondur ve

f eSHY (0,4, a) dur.

Ispat. f =h+Q fonksiyonunun katsayilar1 (2.20) esitsizligini sagliyor ise Teorem
1.4.14 geregi f, birim diskte yon koruyan bir harmonik ¢ok katli fonksiyondur. (2.18)

den

_H@®-6@)-a(p-9H@)+6@)]| _ A®)
H(z)+G(2) "~ B(2)

olmak iizere, Re{W} >0 oldugu gosterilmelidir. Lemma 2.1.1 (ii) kullanildiginda,

|A(2)+B(2) |- [A(2)-B(2) |
2 ([(l—a)(p—Q)+1]—|(l—a)(p—q)—ll)[1—/1+/1(p—q)] q? |z [P

_ki 2k—q-a(p-a) l-2+ Ak —q) q" |a, || |

0

- ¥ 2k-g+a(p-a)l[(1-2)-alk-a) a7 [b[|z[*

k=n+p-1
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>([1-a)(p-a)+1]-I(1-a)(p-a)-1])[1-2+A(p-a)]q]| 2|

x{l_ 5 2lk-a-a(p-a)lfi-1+4lk-q)] A
S ([1-a)(p-a)+1]-1(1-a)(p-a)-1)1-2+A(p-a)q7 "
_ i 2(k—q+a(p—q))|(l—/1)—/1(k—q)| £|b ‘}
o ([i-a)(p-a)+1]-1(1-a)(p-a)-1)[1-2+A(p-q)lq] ™

elde edilir. Son ifade (2.20) geregi negatif olamayacagindan f e SH rr]n p(d,4,) dir. O

1 >1__1 .
2.3.2. Sonug. A< nrpg Ve &2 1 54 olmak iizere,

3 k-g-a(p-allll -4+ Ak-a)a’ |

k=n+p [l_j’—i_ﬂ’(p_q)] qp
o k=g+a(p-a)lll-A)-ak-ala  \1_ .\ 0o

(0<a<l, p>q,peN,geN,)

esitsizligi saglantyor ise f € SH TT p(Q,4,c) dir.

1 < 1 .
2.3.3. Sonug. 1< oq Ve o <1 5q olmak {iizere,

y k-a-alp-glli-2+alk-a)lar |

Wy [1-2+(p-q)] ap
o k-g+a(p-a)lll-A)-ak-a)a’
+k_§:,_1 [1-2+4(p-q)] @mk =!

(0<a<l, p>q,peN,geN,)

esitsizligi saglantyor ise f € SH,T p(Q,4,a) dur.

1

T pq almsin.

2.3.4. Teorem. f,, =h+ g, fonksiyonu (2.19) formunda olsun ve A<

Bu takdirde,
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() =1 —ﬁ ise, f, € S_Hnm p(0,4,a) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

o [k—gq-alp-q)ll-2+k-a)la’ .
2, [1-2+4(p-q)] ap

N i [k—q+a(|0—Q)][(1—’1)_’1(k_q)]ibk <(i-a)(p-a)

k=n+p-1 [l_ﬂ”—i_ﬂ”(p_q)] qg]
(2.21)
(ii) a <1 —ﬁ ise, f, € S_Hnm p(0,4,a) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
& k—g-a(p-a)l[l-2+2k-a)a’
Z m a‘k
k=n+p [l_ﬂ“—i_ﬂ(p_q)] qp
.S k-a+alp-a)llt-4)-2k-aar, _,
k=n+p-1 [l_ﬂ—i_ﬂ(p_q)] qp
(2.22)

esitsizliginin saglanmasidir.

ispat. Yeter kosul SHp. p(9,4,@) = SH' (4, 4,@) oldugundan Teorem 2.3.1, Sonug

2.3.2, Sonu¢ 2.3.3 den goriiliir. Gerek kosul icin, (2.22) saglanmadiginda,

f. &SHn p(Q, 4, @) oldugu gosterilmelidir.

(2.19) ile verilen bir harmonik ¢ok kath f., = h+a fonksiyonunun mﬂ’ p(Q,4,)

sinifina ait olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (2.18) kosulunun saglanmasidir. O halde,
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(I-a)p-az"* - Z[k q-a(p- q)][ ’“’l(k_q)]ﬁakzk-q

Re ] k=n+p [l_ﬂ'_‘_ﬂ'(p q)]q‘rJn _
Jra_ i _1—/1+/1(k—q)q7kak o (e i 1-2-Ak-q)] gy b, 744
k:n+p_1_ﬁ'+ﬁ“(p_q) qp k:n+p—ll1_ﬂ“+ﬂ“(p_q)_ qp
R 1-2-Ak-q)] g™ _i.
(-1)? k—q+a(p- ! k _p z*
) kg;)l[ a+alp q)J[l A+2(p-q)] qf " 0
o -2+ ak-a)lal m oo [1-2-Ak-g)la? i
AR [ <,z "+ (-1 bz
Z -2+ a(p-a)qr kga_l[l—iw( a)ja;
(2.23)

yazilabilir. (2.23) kosulu |z|]=r <1 seklindeki her z i¢in saglanmalidir. z degerleri

0 <z =r <1 seklindeki pozitif reel eksen lizerinden secilirse,

w -I[l /1+/1(k—Q)]qk k-p
(1-a)(p-q)- k:z k-g-a(p- Q)J[l ,1+/1(p—Q)]qgakr

oy arakeallarl ) ey o5 Ao Ak-alaly
o li-arap-qlam T E I—a+Alp-q)q” "

> [k—qw(p—q)][l‘ﬂ—i(k—q)]qL”“brk_p

) hrp1 [1- ﬂM(p a)] ap S0
1— i [1_/1+/1(k_q)]7ak k— P i 1 A- /1( )]qk brk p
S l-A+A(p-a)]a) -2+ A(p-a)lar

(2.24)
elde edilir. (2.22) kosulu saglanmiyor ise (i) veya (ii) durumlar geregi (2.24) iin pay1
r -1 i¢in negatif olur. Dolayisiyla, (0,1) araliginda (2.24) deki kesri negatif yapan bir
Zp =1, degeri vardir. Bu durum f_ e ﬁnm p(0,4,a) ile ¢eliseceginden ispat

tamamlanir. O

2.3.5. Teorem. f, e ﬁnm p(Q,4,a) ve A< olsun. Bu takdirde, |z|=r <1

1
n+p—q
olmak iizere,

. > I P
(1) a=1 5-q l¢in
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(p-a)i-a)(1-2+(p-q)ay
n+(1-a)p-a)((1-2)-2n+p-a)ar,

| fm(Z) |S (1+bn+p—l)rp +{(

_(n-1+a+a)(p-a)i-An+p-aar,, erp
(n+(1—0£)(p—Q))((l—ﬂ,)—}“(n+ p_Q))q:Lp n+p-1 >

Ve

(p-a)i-a)(1-2+(p-q))ay
n+(1-a)(p-)((1-2)-4n+p-q)q.,

| fm(z) |2 (l_bn+p—1)rp _[(

_(n-1+a+a)(p-9))1-An+ p-a)ar.,., ; erp
(n+a-a)p-g)(1-2)-An+p-a)ar, """ )

.o < _; P
(i) a <1 ooq lein,

(1-2+A(p-q))ay
n+(1-a)p-)(1-2)-An+p-a)ar,

’ fm(z) |S (l—i_bnﬂ)—l)rp +((

~(n=1+d+a)(p-a)(-An+p-a)ar,, ) er
(n+1-a)p-a)(1-2)-An+p-q)ar, "> )

ve
@) 2 0By ) - [(ﬂ +(1-a) p(izuj)&lﬂ—(i)_—qﬂ)v)(?i p-a)ay,,
_(n-1+0+a)(p-a)i-An+p-aar,, ]r”“’
(n+-a)p-)(1-4)-A(n+p-a)ar, """
dir.

Ispat. (i) Burada sadece esitsizligin sag tarafinin ispat1 verilecektir. Esitsizligin sol

tarafinin ispatt da benzer sekilde yapilabilir. f, eﬁnm,p(q,/l,a) olsun. f,
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fonksiyonunun mutlak degeri alinip Teorem 2.3.4 (1) kullanildiginda,

£, 1< (4, )P+ S (8 +b)r"
k=n+p

o0

< (1+bn+p71)rp + Y (a +b)r"?
k=n+p

[1-2+A(p-q)lay

=ty )+ "ra-ae-ai-2-20+p-a)ay,

= [n+d-a)p-9)][(1-4)-An+ p—Q)]q:lrp
" [1-2+4(p-q)la; (
[1-4+Ai(p-q)lay
< (b, e " a—ap-ali-4)- 40+ p-alay,

XZ[[k q-a(p-a)l[(-2)+ak-g)la’

[1-2+A(p-a)lay i

L Jk—a+a(p-a)][1-2)-Alk- q)]qka

[1-2+A(p-a)lay
<llap yraf  (P=a)i-a)li-2+A(p-q)la;
<(tbip0) ([n+(1—a)(p—q)][(1—/1)—1(n+ p—a)lar,
_In-1+dara)p-allfi-An+p-allal, . ]rmp
n+d-a)p-a)][1-2)-2(n+p-a)lay., "

a, +b )r"e

k=n+p

bulunur. (ii) durumunun ispat1 da benzer sekilde verilebilir. m|

Siradaki kapsama sonucu, Teorem 2.3.5 in (i) ve (i1) durumlarinda verilen esitsizliklerin

sol taraflarindan elde edilir.

2.3.6. Sonug. f, € SHq np(d,4,) ve 1< olsun. Bu takdirde,

n+p q

. > _; . .
(1) az1 5—q loin
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. _ (p-9)(1-a)[1-4+4(p-9)]ap
{W ’ |W|<[l [n+(1-a)(p-)][(1-2)-2(n+p-a)]ar.,

_ [n+0-a)(p-9)][(1-2)-A(n+p-q)lan,, + [n-1+(1+e)(p-q)] 1-2(n+p-a)lai b
[n+(1-a)(p-)] [(1-2)-A(n+p-q)]af, n+p-l

c fU),

.o < _; P
(i) a <1 5oq lein

{W . ‘W‘< |:1 [l—ﬂ,+l(p—q)]q'€

 [n+t-a)(p-0)] [1-2)-2(n+p-a)lall,

_ [n+-a)(p-o][(1-2)-2(n+p-a)lari , + [n-1+(1+a)(p-g)] [1-A(n+ p-q)]an o4 b
[n+(-e)(p-0)] [(1=2)-4(n+p-a)JalL, np-l

c fU)

dur.

2.3.7. Teorem. A< |lo—q olsun. Bu takdirde, f_ e mnm,p(q,/i,a) olmas1 i¢in gerekli

ve yeterli kosul

0

fm@= Y (h @+ YO, @)

k=n+p-1

olmasidir. Burada,
hnyp-1(2) =2 P,

K=n+p,n+p+1,...icin
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(p-a)i-a)li-2+alp-a)] O . o\ .
k-g-a(p-q-i+ak-q)q &= 7=

z° —
h.(2) = [ ]

1dedlp-al 0
k—a-a(p-q)l-1+ak—a]qr = 7

P -

K=n+p-1,n+p,... icin,

Q=) =2+ (=) % e oy 1

p—q

oy oy (P~
D qralp- a)l[a-2-Ak-a)]ay

On, (2)= [ l
1-A+A(p-q) B k. fyepo 1
k—q+a(p-alla-H-k-ala ~“~

2" + (=D

Ve

x
III

k=n+p k=n+p

n+p-1 = (z X + Z kJ % 20,20
-1

dir. Ayrica, S_Hnm p(9,4,a) smifinin ekstrem noktalari {hk} ve { M } dir.

ispat. a >1-—1- ve
p—q

o0

2= Y (xh @+, @)

k=n+p-1

(p- ql a)l-A+A(p-q)] 9y .
Z k-q-a(p-a)i-4+ik-q)a"

k=n+p

ey s (pma)i-a)[i-a+a(p-q)] 94
Y k-g+a(p-a)a-2)-ak-a)q "

k=n+p-1

olsun. Buradan,
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(p-q)(-a)li-2+2(p-a)] g “K| Tk-a-a(p-a)]i-2+A(k-q)] g “K

Z k-a-a(p-qllli-i+2(-g)] ac , ( (p-0)1-a) [1-2+A(p-a)] 95 . ]

k=n+p

vy kewebealli-a ikl o b( (p-a)i-a)i-4+i(p-a)] 95 yj

(p-a)(i-a)[1I-2+4(p—q)] [k—a+a(p-q)][(1-2)-A(k-a)] gm 'K

bulunur. Dolayisiyla, f,, eﬁmp(q,ﬂ, a) dir. Tersine, f,, eﬁmp(q,l,a) olsun. O
halde,

(P-aq)i-a)i-2+4(p-q)] 9y
[k-g-a(p-a)[1-2+Ak-q)q

a, <

Ve

< (P=ai-a)li-2+A(p-a)] &
““lk-a+a(p-q)l-4-Ak-q)a’

yazilabilir. Ayrica,

 _lk—a-alp-a)l -2+ ak-a)ay .\ _ oo
= -ali-a)i-i+a(p—q)] qrwk=nrenrerl.)

k-a+alp-a)llt-2)-ak-a)la’y o n. o 1nip..)

T T hoqi-ai-i+Ap-q)] q

ve X, >0 olmak tizere
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seklinde alinsin. Buradan, istenildigi gibi

(@ =%2"+ > Xh@+ > Yim, ()

k=n+p k=n+p-1
elde edilir. Diger durum da benzer sekilde ispatlanir. O

2.3.8. Teorem. S_Hnm p(0,4,a) smifi konveks birlesimleri iizerinde kapalidir.

(] 1 - _ . .
Ispat. 1< Tpq olsun. i1 =1,2,3,... igin

o0

f, (2)=12" - i a, z“+(-D" > b 7"

k=n+p k=n+p-1

olmak {izere, fmi(z) fonksiyonu mnm,p(q,/%,a) sinifina ait olsun. (2.21) ve (2.22)

geregi

y k-a-alp-alli-2+ak-a)ar

k=n+p [1_/1+/1(p_q)] qp

oy kearalp-ali-A)-ak-alar,,

k=n+p-1 [l_ﬂ“-i_ﬂ“(p_q)] qp

IA

dir. Ayrica, 0<t; <1 ve Zti =1 i¢in fy, ninkonveks birlesimi
i=1
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k

N

iZ._Ol:tifmi(z):zp Z(Ztak]z +(=DH" i (itibkij

k=n+p\ i=1 k=n+p-1\_i=1

ile yazilabilir. Buradan, (2.25) geregi,

s k-a-alp-al~i+ Ak-ala; (z j

S [1-2+4(p-q)]

e 3 Koaralp-a)i-2 ))—] (k—q)]g_k?@tibki]

k=n+p-1 [1_ﬂ+ﬂ“(p_q

=iti{i k-a-a(p-a)i-A+Ak-q)a

k=n+p [1 ﬁ’+ﬂ’(p q)] qg] “

vy 3 kearae-alli-A-ak-ala, }

k=n+p-1 [1 ﬁ’+ﬂ“(p q)] qg k

dir. Boylece (2.21) ve (2.22) saglandigindan Zti fmi (2) e S_Hnm p(Q,4,) dir. O
i=1

2.3.9. Teorem. A <

1 > 1 ..
nipg V€ X >1 . olsun. ¢ < &, i¢in

SHn. p(0. 4,@5) < SHin p(q, 4.2y

dir.

Ispat. A< oy 21—ﬁ, a,<a, ve f,(z)eSHnp(0,4,a,) olsun. Bu

1
n+p-q’
takdirde,
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3 [k—q-a(p-aq)][I-2+(k-q)] ;-

k=n+p [1_/1+ﬂ(p_q)] (l_al) a,

a|

3 bwaboalinied g,

P

o v k- q a,(p-a)] [1-2+4(k-q)] g
k% [1-2+2(p-q))(1- az) ”““' .

L5 bearap-al -2 kg o

k=n+p-1 -2+ A(p-q)](1- 052) Q"

ise fy(z)eSHn p(q,A,a)) dir. O

Literatiirde komsuluklar tizerine yapilan ¢aligmalar (Goodman 1957, Ruscheweyh 1981,
Altintag ve Owa 1996, Altintag 2007, Altintas ve ark. 2008, Frasin 2007) takip edilerek

fo=h+ a e SH(n, p) fonksiyonunun & komsuluklarinin kiimesi,

Ng o (fa?; anq))={5m€S_H(n, p:s,()=2"- > AzZ"+(-D" > BZ*

k=n+p k=n+p-1
Ak B >O Bn+p1 1,
» k! (n+p-(n+p-1)
? b -8B b <6,6>0
k%p(k q)! (| « — Acl+IDBy k|)+ (+p—1—q) 100 p = Boipi |
(2.26)

ile tanimlanir.
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Ozel olarak, e(z) = z” fonksiyonunun & komsuluklarmnm kiimesi

N, (e S&‘”)={SmeS_H(n, p): s, ()=2"- > AZ+(-D" Y BZ",

k=n+p k=n+p-1

A, B 20,B,,, <1,

i k! k(Ak+Bk)+(n+p—l)!(n+p—l)|Bn+p_1|£5’5>0}
k:n+p(k_q)! (n+ p—l—Q)'

(2.27)

ile tanimlanir.

2.3.10. Teorem. A< n+é_q ve Sm(z)eS_Hnm,p(q,/l,a) olsun. Bu takdirde, e(z) ve

Sy (2) (2.27) formunda,

. > I
(i) a>1 5oq lein

_ (+pa-a)p-a  [(+pn-1+0+a)(p-gi-i-An+p-1-mlar,
(n+(1-a)(p-q))x ¥ [n+1-a)p-pi-2-An+p-qkn+p-g)"

(n+p-D!(n+p-1)
- Bn+p—1=
(n+p-1-q)!

.o < I e
(ii) a <1 5-q lein

_ (n+p) [o+ph-1+a+a)p-g)i-2-A0+p-1-d)aq,ps
(n+(1-a)p-q))x¥ [h+1-a)p-p)i-2-A0n+p-)]n+p-g)"

(n+p-D(n+p-1)
- Bn+p—1a
(n+p-1-09)!

olmak iizere,

SHn (g, A,a) < N2 (e?; s12)
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dir. Burada, ¥ = [1 A- ;L(ner q)](n+p D" dir.

[(1-2)+(p-q)lay

ispat. s,(2)eSHn p(Q,4,0) ve « >1——q olsun. s (z)eN; (e¥;s{") oldugu

gosterilmelidir. O halde, S, nin (2.27) kosulunu sagladigin1 gostermek yeterlidir.

Teorem 2.3.4 geregi,

x > k!
¥ x [Z[k q-a(p-9)] g A+ Z[k—qm(p—q)](k_q,Bk

k=n+p (k )! k=n+p !
g (l_a)(p_q)_[n—1+(1+a>(p—q)][l—z—ﬂ(n+:—1—q>]qn+p_1 B
[(1-2)+A(p-a)laj
yazilir. Diger yandan
- (K
B
k%{(k Q) J(A“ %
L=a)p-q)_[-1+0+a)(p-g)fl-2-2(n+p-1-a)]ar,,
- vy ¥ x[1-1+A(p-a)la) nee-t
K!
+q+a(p- q))kmpm(/x +By)
LU-a)p-q)_[-1+0+a)(p-g)fl-2-An+p-1-)ar, ,
¥ [1-A-A(+p-fn+p-o)" e

[a+a(p-)] & K
e 2 kg A B

oldugundan,
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et o

k=n+p

. (n+p)-a)p-0)

" [n+-a)(p-g)lx W

(4 pln-1+0+a)p-q)i-2-20+p-1-a)a5,py
+d-a)p-ai-2-An+p-p)n+p-a)"

n+p-1

_s (n+p-Di(n+p-1)
- v~ n+p-1

(n+p-1-0q)!

elde edilir. (2.27) geregi ispat tamamlanir. Diger durumun ispati da benzer sekilde

yapilir.o

2.3.11. Uyari. m=0 iken S,(z) nin ko-analitik kismi sifira 6zdes ise, p=1,
g=A=m=0 ve p=m=1, gq=4=0 i¢in Teorem 2.3.10 da elde edilen komsuluk,

strastyla (Altintag 1996) da Teorem 2.1 ve Teorem 2.2 olarak verilmistir.

2.3.12. Sonu¢. m=0 iken S;(z) fonksiyonu mﬁp(0,0,a) siifina ait olsun. Bu

takdirde, e(z) ve s,,(z) (2.27) formunda ve

p(+p)i-a) _ (pU+p)(i+a) _ ) o

§=4 pl-a) \ l+p(-a) 1B, ,ax1 -—r
(I+p) _ (p(+p)(+a) 1B 1

l+p(l-a) \ l+p(l-a) p A= 54

olmak tizere,

SH1.5(0,0,a) = N7 (e s)
dir.

2.3.13. Sonu¢. m=0 iken S,,(z) fonksiyonu S_ng(0,0,0) siifina ait olsun. Bu

takdirde, e(z) ve s,(z) (2.27) formunda ve 6 = p olmak iizere,
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SH15(0,0,0) = N7 (e®; s
dir.

2.3.14. Sonu¢. m=0 iken s,(z) fonksiyonu mil(0,0,0) sinifina ait olsun. Bu

takdirde, e(z) ve S,(z) (2.27) formunda ve 6 = %(l + Bl) olmak iizere,

SH1.1(0,0,0) = N7, (e s©)
dir.
2.3.15. Sonu¢. m=0 iken s,(z) fonksiyonu S_H[nl (0,0,0) smifina ait olsun. Bu
takdirde, e(z) ve s,,(z) (2.27) formunda ve 6 = Lm - [Lm - 1] B, olmak iizere,
2 2
SH11(0,0,0) < N/, (e™; s

dir.

2.3.16. Teorem. A < — :)_q ve f, € S_Hrr1n p(d,4,a) olsun. Bu takdirde,

() @ 21— igin
pe (DD
" (n+p-1-0q)!
(n+p-q)n-1+1+e)(p-a)ll-2-2n+p-1-g)laz’ -, —(n+p- }bn”’l]

[p-Qx(1-a)p-q)

n+1-a)(p-)l-A-An+p-g)n+p-a)"(n+p-1)!

.o < I e
(ii) a <1 5-q lin
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S5< (n+p-1! [ B
~(n+p-1-q)!
(n+p-a)n-1+1+a)(p-a)lll-2-An+ p-1-a)lag, ,_;
m —(n+p—1) bn+p 1
n+1-a)(p-)l-A-An+p-q)n+p-a)"(n+ p-1)!

olmak tizere,

Np p(fa?; sy < SH*(n, p)

[1-2)+A(p-a)l(n+p-a)ap

dir. Burada Q = -
h+1-a)p-p)t-2-A+p-g)n+p-g)™(n+p-1)

dir.

Ispat. azl—ﬁ, fm(z)eS_Hnm,p(q,ﬂ,,a) ve sm(z)eNr{p(f(q) sy olsun.

S, (2) € SH*(n, p) oldugu gosterilmelidir. O halde, s, nin Teorem 1.4.14 ii sagladigini

gostermek yeterlidir. Buradan,

S k(A +B)+(n+p-1)B,.,,

< Z.O: kUak_Ak|+|bk_Bk|]+(n+p_l)bn+p—l_Bn+p71
k=n+p

+ i k(ak+bk)+(n+ p_l)anrp—l

m+p-1-9 & K

Stk V] . +lo -
(n+p-1)! L%‘p(k il Alb-al
(n+p-D!(n+p-1) ~ B
+ T p_1-0) I Bn+p_lﬂ+(n+p )by,

k-a-a(p-aq)l-2+Ak-q)la’

Qx a,

" (k;p [1-4+Ai(p-q)] ay
. k-a+a(p-a)i-2-Ak-a)ar J
R [1-2+4(p-q)] qr
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Sw5+(n+ p_l)b

(n+p-D! meed
davn_a_(=l+d+a)(p-a)(l-2-2n+p-1-0)) Gy
+Q [(1 a)p-q) =7+ lo-a)a! @ by, o
(2.28)
elde edilir.
EUES Ed) L N R
O i piog P X -ap-a)

(n+p-gln-1+a+a)p-q)ll-A-An+p-1-0g)lan
+ p- —(n+p-1) by py
n+d-a)p-pi-A-A(n+p-g)n+p-a)"(n+p-1)

alinirsa, (2.28) in sag tarafi p den daha biiyiik olamaz. Diger durumun ispati1 da benzer

sekilde yapilir. O

2.3.17. Uyar.. m=1, n=p=1, q=A=a=0 ic¢in, Teorem 2.3.16 da verilen
komsuluk, (Avct 1990)’da verilmistir.

2.3.18. Sonug. f,,(z) fonksiyonu m{“ 1(0,0,0) sinifina ait olsun. Bu takdirde, f,(2)

ve Sy, (2) sirastyla, (2.19) ve (2.26) formunda ve 6 = (1 - Lmj (l - bl) olmak iizere,

2

SHT1(0,0,0) = N (£; s

dir.
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3. HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLAR YARDIMIYLA KURULAN
HARMONIK FONKSiYONLAR

Bu boliimde, harmonik yalinkat fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlarla
konvoliisyonlart ile elde edilen ve ilk olarak 2007 yilinda Ahuja tarafindan tanimlanmis
olan lineer operatdr ele alindi. Bu operator ile olusan yeni harmonik fonksiyonun iki
farklt smifi tanimlandi. Tanimlanan siniflarin katsayr gerek ve yeter kosulu ve

komsuluklar: gibi ¢esitli 6zellikleri incelendi.

Ayrica, harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlar ile
konvoliisyonlar1 ile elde edilen yeni bir operator tanimlanmistir. Tanimlanan bu
operatdr ile olusturulan harmonik ¢ok katli fonksiyonun yeni bir sinifi tanimlanmus,

katsay1 gerek ve yeter kosulu, distorsiyon sinirlari, ekstrem noktalar1 elde edilmistir.
3.1. Giris

¢ #0,—1,-2,... olmak iizere a,b,c birer kompleks say1 olsun. Gauss hipergeometrik

fonksiyonu,

<« (@n(b)y n
F(a,b;c;z)= Y ————12
nZ:(:,(C)n(l)n

seklinde tanimlanir. Burada (A4), ile gosterilen Pochhammer sembolii; (1) =1 ve

n=123,-- i¢in

_T(A+n)

(Dn I

=AA+1D..(A+n-1)

ile tanimlanir. Re(c—a—b) >0 ise

I'c)I'(c—a-h)
I'(c-a)I'(c-h)

F(a,b;c;l) = c#0-1,-2,..
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dir. F(a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonu birim diskte analitiktir ve yalinkat

fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Detayli bilgi i¢in (Branges 1985, Dziok
ve Srivastava 2003, Ruscheweyh ve Singh 1986) a bakilabilir.

I =1,2 olmak iizere a;ve b; nin pozitif degerleri i¢in ¢, ve ¢, fonksiyonlari

(al)n—l (bl)n—l n
¢1 (Z) VA (a.l 1 Cl Z) Z+ n:EZ (Cl )n_l (1) i VA

(az )n—l (bz )n—l n
¢ = 7zF(a ,b ;Cy32) = E , elU 3.1
2(2) z ( 2,075C) Z) s (Cz)n—l(l)n—l z z ( )

ile tanimlansin.

f=h+3eSH ve ¢ ve ¢, fonksiyonlar (3.1) ile verildigi gibi olmak iizere, Ahuja

(2007) Q>°f : SH — SH konvoliisyon operatériinii

Q3P f .= £ % (g + )
=hx*g +g*g,

ile tanimladi.

f =h+geSH igin (Q*°f )(z) = H(z)+ G(2) e SH dyle ki,

o~ (@)ng®)ng 5 on
@ =24 ) e oy

o (8)n-1(B2)n n
G(z) = B,
@ nz_:' (€2)n1 (M i

(3.2)

ve |Bl| <1 dir. Hohlov (1978) aym lineer operatorii analitik fonksiyonlar i¢in
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tanimlamigtir ve 1, . ile gdstermistir.

f €S igin Qf;"b f literatiirde var olan bir¢ok lineer operatorii igerir:

(1) Qf”’l f(z)= D f (2) (0 >-1), Ruscheweyh tiirev operatorii (Ruscheweyh 1975),

(i) Q4@ =F,(Hz)=4" j t“'f(t)ydt (u>-1), Genellestirilmis Bernardi-
0

Libera-Livingston integral operatdrii (Choi ve ark. 2002),

(iii) Qg’_lif(z):r(rz(;f)zinf(z) (0<A<1), D}f(z) A mertebeli kesirli tiirev

operatorii (Owa 1978, Owa ve Srivastava 1987),
(iv) Q' f(2) = L(a,c)F(2) (a eR;ceR/Z, ), Carlson-Shaffer operatorii (Carlson ve
Shaffer 1984).

3.1.1. Lemma. (Ahuja 2008) a, b, ¢ >0 olsun.

(i) c>a+b+k ise,

F(a+k,b+k,c+k,1)= ©) F(a,b;c;1), k=0,1,2,...,
(c—a-b-k),

(ii) c>a+b+1 ise,

S _ (a)n—l(b)n—l _ ab .
nZ:;(n 1) (C)n—l(l)n—l - c-a-b-1 F(a’b’c’l)’

(iii) c>a+b+2 ise,

S e @) | (@),(b), ab B
nZ:;,(n D oM. | coa-b-2), "ema—p_1| @bED.

(iv) c>a+b+3 ise,
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Smoty @u®ey | @0, | 3@,0), &b o
n=2 (C)n—l(l)n—l (C_a_b_3)3 (C_a_b_2)2 c-a-b-1 T
dir.

@)n1(0)n yerine T, (@2)p-1(02)ny

C)n-1(Dny (C2)n-1(Dny

Bu boliimiin geri kalan kisminda yerine T,

kullanilacaktir.

SH sinifinin alt sinifi olan TSH ile
h@)=z-> 1A Iz, 9(2)=D |B,Iz", |B<I (3.3)
n=2 n=1

formundaki h ve g yi igeren f =h+ g fonksiyonlarinin sinifi gosterilsin.

3.2. SH(b,A,a) ve TSH(b,A,2) Simflar

SH(b,A,a); 120, 0<a <1, beC\{0}, |bl<1, z=re'’ eU olmak iizere

l((l — ,1)(@] + ;{Mj — 1]
b z L1

esitsizligini saglayan f =h+ @ € SH fonksiyonlarinin olusturdugu sinifi gostersin.

<a 34

TSH(b,A4,a) :=SH(b,A,a) " TSH olsun.

0<b<1 i¢in SH(b,A,1) smfi, Yalgin ve ark (2006) tarafindan ¢alisilmis olan

H 10 (n; A, ) smifinin bir alt sinifidir.
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3.2.1. Teorem. f =h+ @ (1.8) formunda verildigi gibi alinsin. 1 >0, 0 <a <1,
b eC\{0}, |b|<1 olmak iizere

Z| An- 1)+1||A1|+Z|/1n+1 ~1]|B, |<a|b] (3.5)

n=2
ise f eSH(b,A,a) dir.

Ispat. f eSH(b,A,a) oldugunu gostermek igin (3.4) esitsizliginin saglandig

gosterilmelidir. Buradan,

N f@ W@
(1 /1)( . jm[ 2, j 1]

1-2) h(z);ﬁ 2 zh'(z);zg'(z) .

-

n-1 lw S n—l_lOC
_(1—/1)(1+HZ;A12 ZZ:; }%(Hénﬁhz Z,,Z::‘nB

= 3 Zn+1 y (-An+1-2)B,z"
2 Z
n=2 n=1

bulunur. |z |=r <1 alindiginda ve (3.5) esitsizligi kullanildiginda

i(znﬂ—z)An "= Z( An+1-1)B, z“‘

n=1

<i\/1(n—1)+1||A1]+ZM(n+l)—lHBn]

oldugu goriliir. Dolayisiyla, f € SH(b,4,«) oldugu elde edilir. o
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3.2.2. Teorem. f =h+JgeTSH olsun. 1 >0, 0<a <1, beC\{0}, |b|<1 olmak

tizere, f € TSH (b, 4,) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

Z| An- 1)+1||A1|+Z|/1n+1 —1||B,[<a|b| (3.6)

n=2
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. Yeter kosul TSH (b, A4,a) = SH(b, A, ) oldugundan Teorem 3.2.1 den goriiliir.
Gerek kosul i¢in f € TSH(b, A, ) olsun. Dolayisiyla, (3.4) den

z

Re{(l—/i) h(z):@ s -0 —1}>—a| b|

veya denk olarak

Re{(l —/1)(1 —§:|Aq|z“*1 +%i|5n| z“} ,1[1 —in Az —%inmn znj —1}
n=2 n=1 n=2 n=1

>—a|b]
yazilir.

Yukarida elde edilen esitsizlik |z |=r <1 seklindeki her z i¢in saglanmalidir. z degerleri

0 <z =r <1 olmak iizere pozitif reel eksen ilizerinden segilirse,

Re{<l—ﬂ>[l—iwr”‘l+i|Bn\r"-‘]m(l—inwr“-l—inymr”-l]_l}
{i/inﬂ JIA r - Z(;tn—(l—/l))\BnH“}

n=1

> - ZI +1||M—Z|/1n+1 ~1[|B, |

> —a|b|
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bulunur. Boylece, (3.6) esitsizligi elde edilir. O

3.2.3. Sonu¢ 0 < <1, beC\{0}, |b|<1 olmak iizere
(i) TSH(b,l,&) c TSH(b,0,),
(ii) 0< A <1 i¢in TSH(b,l,&x) c TSH (b, 1, ),

(i) A>1 icin TSH(b,A,a) = TSH(b,1, &) dur.

3.24. Teorem. j=1,2 icin a;, b; € C\{0}, ¢; eR, c; >|a; [+[b; [+1 ve

|a, ||b, | <c,olsun. Ayrica, ¢ (z) ve ¢,(z) (3.1) ile verildigi gibive 1 >0, 0 <a <1,

b eC\{0}, |b|<1 olmak {izere

$(2)
z

D(2) = 2(2 - j+m e TSH (b, 4, @)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

[l 3,1/ +1jF(|al|,|b1|;Cl;1)
Cl_|al|_|b1|_l

+£/1 8, 11D, | +/I+1JF(]a2\,|b2\;cz;1)—2—/1
Cz_|a2|_|bz|_1

<alb]
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. ®(z) de (3.1) ile verilen ¢ (z) ve ¢,(z) nin yerine yazilmastyla

00(a)nl(b)nl n OO(a')nl(b)l—n
D= e L R

elde edilir. Teorem 3.2.2 geregi ®(z) € TSH (b, A, &) oldugunu gostermek igin
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s @) (b), @), (b)),
A= +;'“” N e, ~e1Pl

esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Lemma 3.1.1 in kullanilmasiyla,

o0

ZMWFH+HR+iM@+U—HR

n=2 n=1
izm1ﬁ4n+iumﬂpng
n=1

| IIb |
¢—lal _|b1| -1

|
~

+1JF(| a, || bl 5¢51)

ENIY
+| A +A+1|F(a, |,|b,|;c,;1)—2-A
( P PRI (12, .1, ;1)

elde edilir. Buradan, ®(z) e TSH (b, A,«) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul yukarida

elde edilen son esitsizligin «|b] ile sinirli olmasidir. O

3.2.5. Teorem. j=1,2 icin a;, b; e C\{0}, ¢; >|a; | +|b; [+3 olsun. beC\{0}, |b|<1,

O<a<1, 120 ve

(2008 D: (137,2)03D00D: g5, 21D

2

2 (3,000 0s (55,0 (200D, ;) lallb
(Cz_|a2|_|b2|_3)3 (C2_|az|_|bz|_2)z Cz_|a2|_|b2|_1
+(A+1)
olmak tlizere
C,F(la |,|b ;c;;1)+ D,F(la,|,|b, |;c,;1)—[7+ A]< 6a|b)| (3.8)
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esitsizligi saglaniyor ise Qg’b (SHy) = SH(b,A,c) dr.

f=h+geSH; olsun. (32) de verilen H ile G igin

Ispat.

Q?’b f=H+GeSH (b, A,¢) oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla, Teorem 3.2.1 geregi
Z|ﬂ(n_1)+1|(a)n l(b)n 1 |A\1| +Z|ﬂ“ n+1 |( z)n l(b )n 1 |B |_C¥|b|
n=2 ( )n 1(1) ( 2)n l(l)n 1

esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Teorem 1.4.4, Lemma 3.1.1 ve (3.8) ile verilen

esitsizlik geregi

= (a) 1(b )n 1 (a )n l(b )n 1
ﬂ 1 1 n A 1 ——=cN=lh = N
Zi' N g | A A =T S S B, '}

(2n+1;(n+1) (/1(n+1)+1)(2”_16)(”_1)rg}

n

i{(ﬂ(n )+1)

=2

>

i(zz(n 1)’ +(TA+2)(N=1)* + (64 +T)(N=1) + 6)T, }

O\I»-ﬂ

%{i(um +(-A+2)0° —(2A+3)n+ A+, }

n

JF(la b [scsD) + DF (@, Ll b, [;6,:1) — (7 + 2)]

1
6
<alb|

elde edilir. O

3.2.6. Teorem. j=1,2 icin a;, b;eC\{0}, c; eR ve c; >|a; |+|b; [+3 olsun,

beC\{0}, |b|<1,0<a <1, 120 ve

; = (|a1 |)2(|b1 |)2 +(3i+1) |a1||b1|
(Cl_‘al|_‘b1‘_2)2 C— 1_’b1’_1

\
S N1 S M 1Y B
(C2—|8.2|—|b2|—2)2 C2—|8.2|—|b2|—1
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i¢in

C,F(la LIk ;e:D)+DsF(a, |,lb, ;¢,:) + A -1<2a|b| (3.9

esitsizligi saglaniyor ise Q?’b(KH %) < SH (b, 4, ) dir.

ispat. f=h+geKH’ olsun. (3.2) de

verilen H ile G i¢cin

Qg bf —H+GeSH (b, 4, ) oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla, Teorem 3.2.1 geregi

(a )n l(b )n 1 i 1 (a )n l(b )n 1 B b
2 A=D1 o '“'+§] )R D B el

esitsizliginin saglandig gosterilmelidir. Teorem 1.4.9, Lemma 3.1.1 ve (3.9) ile verilen

esitsizlik geregi

- (@),,(0), (@), (),
/1 1 1 n A 1 R
E@ N D, A AR e 1B, @

-

[(/z(n 1)+ (”;l)rh+(/1(n+1)+1)m—2_l)rg}

%{g[(i(n =1’ + 22+ D=1 +2)T, +(An* +n = (A + )T ]}
= S[CFa LI besh + DF(a, b, et + 2 1]
<a|b]

bulunur. O

3.3. V,US(k,7) ve VLUC(K,7) Simiflan

HUS(K,»); H ve G (3.2) ile  wverildigi gibi = olmak  {izere

(Q?’b f )(Z) =H(z)+G(z) e SH fonksiyonlarindan olusan ve k>0,
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~1<y<lz=re” eU icin

Re{zH (2)-2G'(2) y} N k|zH -6 _, (3.10)
H(z)+G(z) | H(2)+G(2)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi olsun.

HUC(k,y); H ve G (3.2) ile verildigi gibi olmak {izere
(Q?’b f )(Z) =H(z)+G(z) e SH fonksiyonlarindan olusan ve k>0,

—1<y<l,z=re" eU icin

Re{l , ZH'()+2:6'(0)+ 2G"(2) _y} § k|22H "(2)+21G'(2) + 2°G'(2)| Gy
zH'(2) - 2G'(2) | zH'(2) - 2G'(2) |

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi olsun.

f=h+3eSH harmonik yalinkat fonksiyonu i¢in, n2>2, o, =arg(A,)ve

B, =arg(B,) olmak iizere
a,+(N-1)¢ =7z (mod2x), B, +(n+1)¢ =0(mod2x) (3.12)

esitliklerini saglayan bir ¢ nm bulundugu harmonik fonksiyonlar ailesi V,, ile

gosterilsin.

a,=r, B, =¢ =0 i¢in, V,; nin 6zel bir hali olan

TSH ={f eSH : f(z)=z—Z:]A1 | Z"+Z| B, ]7”} elde edilir.
n=2 n=1

V,US(K, ) = HUS(k, ) NV,, ve V,UC(K,7) = HUC(K,») "V, olsun.
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VyUS(Kk,7) ve VRUC(k,») simiflarina ait paramatrelerin uygun secimi ile literatiirde
var olan asagidaki siiflar elde edilir:

f=h+JeTSH, i=L12 i¢in a; =b, =c; =1 olmak iizere,

(i) VuUS(0,7)=SH™ (), 7 mertebeli harmonik yildiz1l fonksiyon simifi (Jahangiri
1999, Silverman 1998, Silverman ve Silvia 1999),

(i) VLUC(0,y) = KH(y), » mertebeli harmonik yildizil fonksiyon sinifi (Jahangiri
1999, Silverman 1998, Silverman ve Silvia 1999),

(i) VUS(L y) = G;; () (Rosy ve ark. 2001),

(iv) VLUS(K,») =G, (k,») (Ahuja ve ark. 2005),

(v) V,UC(k, ) = HCV (k, ) (Kim ve ark. 2002),

ve f =h+geV, icin,

(vi) 1=1,2 i¢in & =b, =¢; =1 olmak lizere V,US(0,0)=V . (Jahangiri ve Silverman
2002),

(vii) =12 i¢in a=m+l, by=c;=1 olmak iizere V,US(0,y)=V_(m,y)

(Murugusundaramoorthy 2003).

f =h+Q fonksiyonunun ko-analitik kismi sifir alinir ve yine uygun parametreler
secilirse asagidaki alt siniflar elde edilir:

i=1,2 i¢in @, =b, =¢, =1 olmak iizere,

(1) V,US(1,0) =UST ve V,UC(1,0) = UCV (Goodman 1991),

(i1) V,UC(k,0) =k —UCV (Kanas ve Wisniowska 1999),

ve (3.10) ile verilen f =h+ g fonksiyonunun ko-analitik kismi sifir alindiginda i =1,2
icin a, =b, =c, =1 olmak iizere V,US(1,7) =VS2([a,].7) elde edilir (Silverman ve ark.
2009).

3.3.1. Teorem. f=h+geV,, i=12 icin g, b, C

. sayilar1 pozitif ve k >0,

—1<y <1 olsun. Bu takdirde, f €V, US(k,y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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i(n(kﬂ)—(kw))rh | A, |+§(n(k +1)+(k+7)T, B, [<1-y (3.13)

n=2 n=1
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. (3.13) kosulunun saglandigi kabul edilsin. “Re(w— y)2k|w—1| olmast igin

gerekli ve yeterli kosul —7<8<7 igin Re{w(keig + 1)— ke'? }2 y esitsizliginin
saglanmasidir” gerceginin kullanilmasiyla, f =h+ g eV, fonksiyonunun V,US(K,y)

siifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

Re{(keie +1)(H' @ -26®) keig} .,
H(z)+ G(2)

esitsizliginin saglanmasidir.
A2) = ke'? +1)(zH'(2) - 26'(D) )~ ke'? (H (2) + G (D))
B(z) = H(z)+G(2).

olmak iizere, Re{%} > y oldugu gosterilmelidir. Lemma 2.1.1 (ii) kullanildiginda,
z

(1-7)B(2) + A@2)| | (1+7)B(2) ~ Az)

> (2-p)|z| - [ke“(n=D+n+1-y|T, [ Al 2]

n=2

=Y ke“(n+D)+n-1+y|T,|B, ||z"—y|z]

n=1

~> lke’(n=D+n-1-y[T,|A || z]
n=2

=Y |ke’(n+D)+n+1+y| T, B, [|z]"

n=1
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2 k(n=-1D+n- e
22(1—7)|Z|{1—Z ( 1)7 “L Az
n=2 -

0

_Zk(n+l)+n+yr B ||z|“‘1}
g n

n=l1 1_7/

o0

> kin-D+n- kin+1)+n+
>2(1—y>|z|{1—2( 1)}/ 8 VNI 3 1)7/ 7rg|Bn|}
n=2 - n=1 -

elde edilir. Bu son ifade (3.13) kosulu geregi pozitiftir.

Tersine, f €V, ,US(K,y)olsun. O halde,

Re{(kem + 1) (zH "(2) - zG’(z))

H(2)+60) — (ke' +7)}20

veya

(1=7)+ Z(kem(n ~1)+n—y)T,| A, el o)
Re ~ n=2 OO
I+ zrh | A, |rnilei(a”+(nil)n) +ng | B, |rn71e*i(ﬁn+(n+1)f7)
n=l

=}
S5}

8

- (ke‘g(n +D)+n+ ;/)Fg | B, |r" e (/e i)

n=

1_,_th | A] |rn—1ei(an+(n—l)f7) +zrg | Bn | r.n—le—i(ﬁ’n+(n+1)q)
n=l1

n=2

—_

>0

olur. r > 1~ ve n (3.12) ile verildigi gibi olmak iizere, Re(-e'?)>—| €'’ |= -1 oldugu

kullanilirsa,

o0

(l—y)—i(k(n—lnn—y)rhw |- > (k(n+1)+n+y)T,|B, ]|

n=2 n=1 > 0

=T, IA 1+ X, B,
n=2 n=1

elde edilir. Bu, (3.13) kosulunun saglandigini gosterir. o
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3.3.2. Teorem. f =h+geV, vei=12 i¢in a,, b;, ¢, birer pozitif reel say1 ve k > 0,

—1<y <1 olsun. Bu takdirde, f eV HUC(k,y) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

in(n(k +1)—(k+ )T, | A, | +in(n(k +1)+(k+ )T, B, |<1-y (3.14)

n=2 n=1
esitsizliginin saglanmasidir.
Ispat. Teorem 3.3.2 nin ispat1 bir dnceki ispattaki adimlar izlenerek elde edilir. o

Goodman (1957) ve Ruscheweyh (1981) in yapmis oldugu komsuluk tanimlari
asagidaki sekilde gelistirildi.

3.3.3. Tamm. f =h+ g eV, olsun. f fonksiyonunun ¢ —komsulugu

N, (Q>°f; Qi’bF)z{F eVy : F(2)=2+).C,z"+ > D,2" ve
n=2 n=1

> nL|A-C,[+>.nT,|B,-D,[<6, 5>0} (3.15)
n=2 n=1
dir.

3.3.4. Tanim. e(z)=12 :(Qﬁ’be)(z) 0zdeslik fonksiyonu alinsin. €(z) fonksiyonunun

0 —komsulugu,

N, (e; Q?’bF):{F eVy : F(2)=2+)>.C,2"+> D,2" ve
n=2 n=1

D> nL,[C, [+) nI,|D,[< 4, 5>0} (3.16)
n=2 n=I
dir.

76



3.3.5. Teorem. o :ﬁ ise VQUS(K,») = Ns(e; Qg’bF) dir.
Ti-y

Ispat. F eV, ,US(K, ) olsun. Teorem 3.3.1 kullanildiginda,

(k+l){2n1“h |Cn |+ Ty | D, @
n=2 n=1

<l-y+(k+7)> I [Cy|~(k+7)> Ty | Dy
n=2 n=1

I/\

ey {zr C.|+3°T, D, r}
=2 n=1
(k+y {inmcn |+inrg D, |}
n=2 n=1

IN
—

bulunur. Boylece,

anh|c \+an |Dn|< ( 7) _

-7

bulunur ve (3.16) geregi ispat tamamlanir. o
3.3.6. Sonugc. i) & = @ ise Vi $(0,7) = Ng(e;QMF),
-7

ii) 5=@ ise VyS(l,y) < N5(E;Qi’l|:),

iii) & = y ise ViyS(0,7) © Ns(e; QM 'F) dir.
-y

3.3.7. Teorem. 5 = ——7 ise V,UC(k,7) = N,(e; Q*°F) dir.
K+2—y
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Ispat. F eV UC(k,y) olsun. F e N4(g; Q*"F) oldugunu gostermek igin F nin (3.16)

esitsizligini sagladigin1 gostermek yeterlidir. Teorem 3.3.2 den,

Sk -+ D= (k+ ), [C, |+ 302Kk +1) = (K + )T, | D, [<1-

n=2 n=1

yazilir. Boylece,

Nl |C,|+>» nI,|D, | ——=¢
nZz h| n’ g g‘ n’ k+2—]/

bulunur ve (3.16) geregi ispat tamamlanir. O

1-—

3.3.8. Sonug. 5 =—L ise V,UC(0,) = Ny(e;QV'F) dir.

3.3.9. Teorem. f e V4UC(K,y) olsun. o Sl_—y ise
3k+2+y

N, (Q2" f; Q2PF) cV[US(k, )
dir.

Ispat. F e N5(Qg’b f; Qg’bF) olsun. F eV US(k,y) oldugunu gdstermek i¢in F nin

(3.13) kosulunu sagladigini1 gostermek yeterlidir. Dolayisiyla,

S (n(k +1)— (k+ )T, 1C, [+ (n(k + 1)+ (K + )T, | D, |

0
n= n=l

o0

<> (n(k+1)—(k+ )L, |C, — A, |+§(n<k+1>+<k+7))rg| D,-B, |

2
n=2 n=1

FS (0D = K+ )G A [+ S0+ D+ (K + )T, [ B, |

n=2 n=l1
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s(k+1){inrhycn ~ A |+inrg| D, - B, |}
n=2 n=1

+_(k +_7/){:E:I11’(:n _'/\1| +_:E:]ig‘ Dn __E3n|}
n=2 n=1

+ K+ D~ K+ )0 A [+ 30k + 1)+ (k+ )T, B, |

n=2 n=1

< (|<+1){inrh|cn ~-A |+inl"g| D, - B, |}
n=2 n=1

+(k;7){2nl“h|cn—An|+Zan|Dn—Bn |}
n=2 n=1

%{i n(n(k +1)—(k + )T, | A, | +in(n(k +1)+(k+»)T, | B, |}

n=1

k 1
< (k+1)5+%5+5(l—7)

(3.17)

bulunur.

53(1_7) : [(k+1)+k+q= L=y
2 2 3K+2+y

oldugundan, (3.17) de verilen esitsizligin sag tarafi 1—y dan daha biiylik olamaz ve

ispat tamamlanir. O

3.3.10. Sonu¢. f €V UC(0,y) olsun. Bu takdirde,

s<177
2+y
ise
Ns(Q' f; Q'F) < V,,S(0,7)
dir.
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3.3.11. Teorem. f=h+7J (3.12) ile verildigi gibi alinsin. f eV UC(K,y) ve

K+2—y

[
abge.~ab *
N (Q2° ;0% F) < SH

dir.

ispat. f eV UCK,») ve FeNgQ>*Pf;Q3PF) olsun. FeSH* oldugu

gosterilmelidir. O halde,

0T, [C, [+30T, [ D,|
n=1

n=2

< Z:nl“h\Cn—A1 ]+an"g |D, - B, |+Zth\ A, |+ang| B, |
n=2 n=1 n=2 n=1

IA
%)

| .
+2(k+1)_(k+7)[n2;n(n(k+1)—(k+7>)Fh A

+ in(n(k +1)+(k+))T, | B, q

n=1

1
= 5+2(k+1)—(k+;/)(1_7/)

(3.18)

bulunur.

<1- 1 (1_7/):&
2(k+1)—(k+yp) K+2—y

oldugundan, (3.18) de verilen esitsizligin sag tarafi Teorem 1.4.7 geregi 1 den daha

bliyiik olamaz ve ispat tamamlanir. O
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3.3.12. Sonug. f €V UC(0,y) olsun. Bu takdirde,

ise

N, (' f;Q'F) < S},
dir.

3.4. L f(z) Operatorii ve SH; "(a,,c,a,,c,,4), TSH; " (a,,c,a,,c,,4) Simflar

a;,a,,C;,C, pozitif reel sayilar, >0 ve (1.10) ile verilen f =h+J harmonik ¢ok

katl fonksiyonlari i¢in,

D, f(2) =(1-2)h) +ﬁ)+%(zh'(z> _9'@)=H(®)+6().

= (@) = (a)k-
P _k 2/k-p _k
——L7, 4P (a.0,0)= Y, ——F12

4 (a,c,2)=2" +
k=n+p (C)k-p k=n+p-1 (C2)k-p

olmak tizere,
L, f(2):=L,h(2)+L,9(2)
D, @)% (@,c0)+ # (@c2)

=H(2)*¢(a1,¢,,2)+G(2) * ¢} (a5,¢,, 2),
ile tanimlansin.

f =h+geSH(n,p) icin L, f(z) operatdrii

L,h(z)=z" + i (/1(%—1)+1)$1)ﬁ&zk,

k=n+p 1/k-p

81



LaD == 3 (G n-n g

k=n+p-1 27k-p
olmak tizere, L, f(z) =L, h(z)+L,9(2) seklinde ifade edilebilir.
3.4.1. Uyar1

@i f(z)eSH(,)) i¢in, L,(a;,¢,a,,C,,0)f(z) ile Ahuja tarafindan tanimlanan ve
calisilan L(f) (Ahuja 2007, 2008),

@) f(z)eSH@D igin, L,(n+1,Ln+1L10)f(z) ile harmonik fonksiyonlar i¢in
tanimlanan Ruscheweyh tiirev operatdrii (Murugusundaramoorthy 2003),

@ii) f(z)eS(n,p) i¢in, L, (a,c,a,,c,,4)f(z) ile Mahzoon ve Latha (2009)
tarafindan ¢aligilmis olan L, (a,c,4) f(2),

(iv) f(2)eS(1, p) i¢in, L (a,,c,,a,,¢,,0) f(z) ile Saitoh (1996) operatorii,

(v) f(2) eSS icin, L, (a,c,a,,c,,0)f(2) ile Carlson-Shaffer (1984) operatorii

elde edilir.

SH(n, p) smifimin alt smifi olan SH)P(a,,c;,a,,c,,4) smifi ile, (1.10) ile verilen
f =h+3geSH(n, p) fonksiyonlarindan olusan ve

. z(Lph(z)) Z(Lpg(z))’
L,h(2)+L,9(2)

> ap (3.19)

(120,0<a<l, peN,neN, zeU)

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifi gosterilsin.
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SH(n, p) smifinin alt sinifi olan TSH(n, p) smifi,

h@=2"- > Az g@=- > Bz A.B 20 (3.20)
k=n+p k=n+p-1

formundaki h ve g fonksiyonlarindan olusan f =h+@ fonksiyonlarinin simifimi

gostersin.
TSHDP(a;,¢,a,,C,,4) = SH'P(a;,¢,8,,C,5,4) " TSH(N, p)
ile tanimlansin.

f =h+g eTSH(n, p) i¢in

0

Lhz)=2"- > (l(ﬁp—l)+l)%,&kzk,

k=n+p 1/k-p

_ - k _ (az)k—p k
La(m)= >, (As+D) 1)—(0) B,z

k=n+p-1 2//k-p

olmak tizere, L, f(z) =L h(z)+L,9(2) seklindedir.

SH>P(a,c;,a,,C5,4) sinifina ait parametrelerin uygun secimi ile harmonik yalinkat
fonksiyonlarin daha 6nce c¢alisilmig bir¢ok sinifi elde edilir:

(i) SHy' (1,1,1,1,0) = SH*(0) (Aver 1990, Silverman 1998, Silverman ve Silvia 1999),
(i) SHX:'(1,1,1,1,0) = SH* () (Jahangiri 1999, Silverman 1998, Silverman ve Silvia
1999),

(iii) SHy' (1,1,1,1,1) = KH(0) (Aver 1990, Silverman 1998, Silverman ve Silvia 1999),
(iv) SH:'(1,1,1,1,1) = KH () (Jahangiri 1999, Silverman 1998, Silverman ve Silvia
1999),

&3



(iii) SH P (1,1,1,1,0) = SH(p,a) (Ahuja ve Jahangiri 2001),

. 1,1
(iv) SH,; (n+1,1,n+11,0) = RH(n, o) (Murugusundaramoorthy 2003).

3.4.2. Teorem. f(z) e SH(n,p) ve 1 >0, p;l <a<l, peN,neN, zeU olsun.

S G-+ 2 oy A e S (a1 Ber kyap B |
k=n+p ( l)kf k=n+p-1 (Cz)k—p
<p(-a) 3.21)

ise f ESHg’p(al,Cl,az,Cz,i) dir.

Ispat. f e SH)'P(a;,c;,a,,Cy,4) olmast igin (3.19) geregi,

_2Lh@) - 2(L,02) -eplLh@ +Lo@)] _ A
L,h(2)+L,9(2) " B(2)

olmak iizere Re{W} > 0 oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla Lemma 2.1.1 (i) geregi

|A(2)+B(@) | -|A(2)-B(2)|

> [1+ p-a)]| 2P - ZW—DH)E ;Wk ap+1)| A2

k=n+p 1 k-

=3 a1 B ki gp iy B )2

k=n+p-1 27k-p

- p-a)|z]P - zu(ﬁ—lm)ili“(k ap-1)| Az
k=n+p lk—
(

@)s s ap-1)1B, |2

- AE+1)-1
S A+ o)

k=n+p-1 27k-p
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> 2pi-a)jzP 2 Y (ﬂ(%—l)ﬂ)%(k—ap)ww
k=n+p 1/k-p
203 A1) 30 (s ap) B, |2
k=n+p-1 ( 2)k—D
S 2p-a)zP 1= 3 (A -1y 1y Bles K=aD) |
k=n+p P (Cl)k—p p(l_a)
- @)y (k+ap)
- A 41)—1 j B,
k—gp—l‘ G+D=D (C)ip p(l_a)| |}

elde edilir. Bu son ifade (3.21) geregi negatif olamaz. Bdylece,

fe SHg’p(al,Cl,az,Cz,i) dir.

3.4.3. Teorem. h(z) ve g(z) (3.20) ile wverildigi gibi olmak iizere,
f(z)=h(z)+g(2) e SH(n, p) fonksiyonu alinsin. Bu takdirde,

f(z)eTSH) P(a;,¢;,8,,C5,4)  olmasi  igin  gerekli ve yeterli kosul

iZ%,p—_lSa<l, peN, neN olmak iizere,
p

S (A -D ) oA+ S -1 e (s apyB,
k=n+p (Cl)k—p k=n+p-1 (Cz)k—p
<pd-a) (3.22)

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. Yeter kosul, TSH]-P(a,c;,a,,c,,4) = SH) P(q;,¢;,a,,C5,,4) oldugundan
Teorem 3.4.2 ile ispatlanir. Gerek kosul ic¢in, (3.22) kosulu saglanmadiginda
f ¢ TSHP(a,c;,a,,C5,4) oldugu gosterilmelidir. f=h+g fonksiyonunun
TSH]-P(a;,c;,a,,C5,4) sinifina ait olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (3.19)

esitsizliginin saglanmasidir.
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(3.19) kosulu,

pU-a)z® = Y (A -D+ D (k- ap)AZ*

Re k=n+p
(31)k p (a2)k-p
2= 3 AG-DHDEEAZ 3 AGHD-D B2
k=n+p k=n+p-1
- (az)k p
> (A5 +D =D (K +ap)B, z"
_ k=n+p-1 _ 20
al)k p a k- p
zP kz (1(£—1)+1)<(C) Az* +kz 1(,1(;+1)—1)§C§ Bz
n+p n+p-

esitsizligine denktir. Bu durum, Z| =r <1 gseklindeki her z i¢in saglanmalidir. Reel

eksen lzerindeki 0<z=r <1 formundaki z ler i¢in de esitsizligin saglanmasi

gerektiginden

p(l-a)- Z(A(ﬂ—l)ﬁ)iili“(k ap) AT+ P

k=n+p
- Y GE-DHDEEATT Y (DD B
k=n+p k=n+p-1
> (/1(%+1)—1)E:2;”(k+ap)8 rk-p
_ — k=n+p-1 50
l—kz (ﬂ(kp—l) E:I;kpAkrk P z (/1(%+1)—1)((:2;k58r -p
=n+p k=n+p-1

(3.23)

elde edilir.

Eger, (3.22) kosulu saglanmiyor ise (3.23) {in pay1 r — 1™ icin negatif olur. Boylece,
(3.23) deki kesri negatif yapan (0,1) araliginda bir z, =r, degeri vardir. Bu durum,

f e TSH'P(a;,¢;,a,,Cy, 1) ile gelisir ve ispat tamamlanir.
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3.4.4. Teorem. f eTSH]P(a,c,a,,c,,4) ve ac,<a,c, olsun. Bu takdirde,

|z|:r<1 i¢in

p(l-a)(c),
@< (+B,.,.)r" +[(z;+1)[n+p(l—a)](al)n

_ [ﬁv(nT;l + 2)_ 1] (@,)n.(c), [n —1+ p(+ a)] . -
(L; + 1) (Cz)n,l(al)n [n + p(l _ 0()] n+p-1

Ve
o p(1-a)(),
@12 0By ) Li;ﬂ)[mpa—a)](al)n
bl +2)-tay @14 para] L
D) @) n+pl-a)]
dir.

Ispat. f eTSH]-P(a;,¢;,a,,C5,4) olsun. f nin mutlak degeri alindiginda ve (3.22)

kullanildiginda,

f(2)<(1+B,,,,)r"+ i (A +B)r

k=n+p

k:n+p
p(1-a)(c),
(*” +1) [n+ p(-a)}a),

3 () @RI (4
Z( e, pa-ay B

(1+ Bn+p 1)
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,, p(l-a)(c),
< (1+ Bn+p_1)r +[(ﬂpn+1) [n + p(l—a)](al)nJ

c (al)k— (k B ap) n+
X AE-1D+1 P P
{Z( G, pi—a ™

< (@) p (K+ap) o
Ak +1)—1 J B,
2 G ™ }

p(1-a)(c),
< (1+ Bn+p—l)rp +[(/1;+1) [n+ pd-a))a),

o)), @ -t pasa]l T
(L; + 1) (CZ)n—l (al)n [n + p(l _ Of)] n+p-1

bulunur. Esitsizligin diger yonii de benzer sekilde ispatlanir.

Siradaki sonug Teorem 3.4.4 de verilen ikinci esitsizlikten elde edilir.

3.4.5.Sonug. f e TSH.'P(a;,c,,a,,C,,1) ve &, < a,C, olsun. Bu takdirde,

, e+ [+ pl-w)@), - pl-a)(c),
W |w< -
(@ +1) [n+ p-a))@),

D @)@, I+ pa-al- [y +2)-1)@), @), -1+ pa+ o]
(L;-i_l)(cz)n—l(al)n [n+ p(l—a)] n+p-1
c fU)

dur.

3.4.6. Teorem. f e TSH(n, p) olsun. Bu takdirde, f e TSH)'P(a,,c;,a,,C,,4) olmast

icin gerek ve yeter kosul,

hn+p—1(z) =zP,
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1-a)
h(z)=2" - P( 2 (k=n+pn+p+1L..
k() (l(%—l)-{-l) (al)k,p(k_ap) ( p p )

(Cl)k—p

p(l-a) _k
2)=12" - Z, (k=n+p-Ln+p...
9.(2) G0 D=1 (o) ( p ...

Xn+p1—xp=1{ Z Xy + Z yk], X 20, Y, >0

k=n+p k=n+p-1

olmak tizere,

o]

f)= > (@ +Y9¢(2)

k=n+p-1

seklinde yazilmasidir. Ayrica, TSHP(a;,c;,a,,C,,4) nin ekstrem noktalart {hk} ve

{0 fdir.

Ispat.

o0

f(z)= Z (thk(z)+ykgk(z))

k=n+p-1
_ Zp _ i p(l_a) X Zk
- a k—p k
e (A =D+ D2 (k —ap)
- p(l-a) "

E G+ DD e (K ap)

(Cz)kfp

olsun. Bu takdirde,

> (@), (K—ap) p(l-a)
AR -1 +1 b K
k%p( G-+ )(Cl)k—p pd-a) (l(%—l)*‘l)iiiztis (k_a'p)x
= (8)p (K+ap) p(l-a)
AE+D) -1 P K
+k_§;)l( (-+D )(Cz)k—p p(l-a) (’1(%+1)_1)$§;::§ (k+ap)y
=Skt Y ye=lox <l
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oldugundan f eTSH -’(a,c,,a,,C,,A) dir. Tersine, f e TSH -"(a,,c,,a,,C,,A) olsun.

Dolayisiyla,

A< @lpi-a)
(G =D+ D@,y (k—ap)

. ©),lpa-a)]
T (AE+D - D(@,), (K +ap)

dir. Xp 2 0 olmak tizere,

(al)k—p (k _ap)
(€D, P -a)

X = (A5 =D +1) A,(k=n+p,n+p+L..)

(@)-p (K +ap)
(C)p P(l—0)

Y = (A5 +D=1) B.,(k=n+p-Ln+p,..)

Ve

k=n+p k=n+p-1

alinsin. Boylece istenildigi gibi,

fF@=xp2"+ Y xh@+ Y Y9k (@)

k=n+p k=n+p-1

elde edilir.

3.4.7. Teorem. TSH] P(a;,c;,a,,c,,4) smifi konveks kombinasyonlari {izerinde

kapalidir.
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Ispat. i =1,2,... i¢in

0 o0

f()=2"- > Az~ > B

k=n+p k=n+p-1

olmak iizere, her bir f; e TSH)'P(a,,c;,a,,C,,4) olsun. Béylece, (3.22) geregi,

( Dip (K —ap) = (@) (k+ap)
(X p A+ - p
k;p(( D e plmey ™ ¥ & A DD = e B

(3.24)

0
yazilabilir. 0 <t; <1 olmak lizere, Zti =1 i¢in f; nin konveks kombinasyonu
i=1

iti f@)=2- Y (ZtAkj > (itinijzk

k=n+p\ i=1

seklinde yazilir. (3.24) den,

3 (ﬂ(%—l)ﬂ)( NS p(k‘“p)(z Akj

k=n+p ( l)k p p(l CZ)
S K (@) (k"'ap)( j
AE+1) -1 P tB
+k—;p—l( (p+ ) )(Cz)k_p p(l-a) ;l ‘

i=1 | k=n+p (Cl)k—p p(l—-a)

% (2)k (k+0!p)
ﬂk p
A A i) }

- iti{ > (A -1y 2 o)

i=1

dir. Dolaysiyla, Y _t; f;(2) € TSH.**(a,,C,,,,¢,,4) oldugu elde edilir.
i=1
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4. SONUC

Bu doktora tezinde, harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok katli fonksiyonlara Salagean
tirev operatoriinii uygulayarak ve harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok kath
fonksiyonlarin hipergeometrik fonksiyonlarla konvoliisyonunu ele alarak bazi yeni
siniflar tanimlanmistir. Tanimlanan siniflarin katsay1 kosullari, distorsiyon sinirlari,

ekstrem noktalar1 ve 6zellikle de komsuluklar1 arastirilmistir.

Tezin ikinci boliimii Salagean tiirev operatoriiniin harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok
katli fonksiyonlara uygulamasi iizerinedir. Bu boliim ii¢ alt baslik altinda verilmistir.
Birinci kisim, béliim i¢in gerekli 6n bilgilere ayrilmustir. Ikinci kistmda, harmonik

yalinkat fonksiyonun Salagean tiirevi alinmis ve elde edilen harmonik fonksiyonun b

kompleks mertebeli ii¢ sinifi tanimlanmistir. Bu siiflar ﬁ(m,b), S_Hl(m,b) ve

SH,(m,b) ile gosterilmistir. Siniflar arasindaki iliskiler arastirilmis ve

(i)SH, (m,b)  SH(m,b),

(ii) SH(m,b) = SH, (m,b),

(iii)b € (0,1] ise SH,(m,b) = SH(m,b) = SH,(m,b),

(iv)b € [0,0) veya Reb e (~1/2,0) ise SH,(m,b) ¢ SH(m,b),

(V)b e (—0,0) veya b e (1,x) ise, SH(m,b) ¢ SH,(m,b)

sonuglar1 elde edilmistir (Yasar ve Yal¢in 2011a). Uciincii kisimda, harmonik ¢ok katli
fonksiyonlarin . mertebeden tiirevi ile Salagean tiirevlerinin alinmasiyla olusturulan
yeni bir smifi tanimlanmistir. Bu sinifin katsay1r gerek ve yeter kosulu, distorsiyon
siirlari, ekstrem noktalar1 elde edilmistir. Ayrica, harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin ve

0zdeslik fonksiyonunun (€(z)=2) O -komsuluklarinin kiimesi tanimlanmig ve tespit

edilen 6zel o degerleri i¢in,

(i) SHnp(aA,a) = N? (e 52,

(11) ﬁf’ p (05 0, a) c Nlé;p (e(O) ; Sr(nO)) ,
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(iii) SH15(0,0,0) = N7 (e; 510,
iv) SH1.1(0,0,0) = N (e; s,
(iv) I m

(v) SH11(0,0,0) = N/, (e™; s,
(vi) N o (f02: si) = SH™(n, p).

(vii) SH11(0,0,0) = N, (fV; ()

sonuglari elde edilmistir (Yasar ve Yal¢in 2011b).

Tezin iiglincii boliimii, harmonik yalinkat ve harmonik ¢ok kathi fonksiyonlarin
hipergeometrik fonksiyonlarla konvoliisyonlar1 iizerinedir. Bu bdliim dort alt bashk
altinda verilmistir. Birinci kisimda, boliim igin gerekli &n bilgiler verilmistir. Ikinci
kisimda, harmonik  yalinkat  fonksiyonlarin  hipergeometrik  fonksiyonlarla
konvoliisyonlar1 ile elde edilen ve Ahuja tarafindan tanimlanan lineer operator ele
almmarak harmonik yalinkat fonksiyonlarin kompleks mertebeli yeni bir smifi
tanimlanmistir. Bu smifin katsay1 gerek ve yeter kosulu , hipergeometrik fonksiyonlar
araciligiyla tanimlanan yeni harmonik fonksiyonun sinifa ait olma kosulu, harmonik
yildizil ve harmonik konveks fonksiyonlarin operatdr altindaki gdriintiisiiniin hangi
kosullar altinda tanimlanan smifin alt kiimesi olabilecegi elde edilmistir (Yasar ve
Yal¢in 2010). Ugiincii kisimda, ikinci kistmda kullanilan operatdr yardimiyla harmonik

yalinkat fonksiyonlarin iki farkli sinifi (VuUS(k,») ve VLUC(K,y)) tanimlanmustir.

Smiflarin katsay1r gerek ve yeter kosulu elde edilmistir. Ayrica, harmonik yalinkat

fonksiyonun operator altindaki goriintlisiiniin ve 6zdeslik fonksiyonunun (e(z)=12) o -

komsuluklariin kiimesi tanimlanmis, 6zel 6 degerleri i¢in,

(i) VuUS(k,7) © Ns(e; Q2PF),
(i) Vi S(0,7) = N ('),
(iii) Vi S(1,7) © Nys (e Q' F),

(iv) Vi S(0,7) © Ns(&Q"'F),
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(V) VRUC(k,7) N (&; Q°F),

(vi) V4UC(0,7) © Nys(e; Q' F)

(vii) N, (Q2°f; Q3°F) vV, US(k,7),
(viii) N4(Qp' f; QI'F) < V,,S(0,7),
(ix) N5s(Q2Pf;Q3PF) = SH*®

(x) N, (' F5Q7'F) = 8,

sonuglart elde edilmistir. Dordiincii kisimda, harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin
hipergeometrik fonksiyonlarla konvoliisyonundan olusan yeni bir lineer operator
tanimlanmistir. Bu operatdr yardimiyla olusturulan harmonik ¢ok katli fonksiyonlarin
yeni bir sinifi tanimlanmig, bu sinifin katsay1 gerek ve yeter kosulu, distorsiyon sinirlari,

ekstrem noktalar1 elde edilmistir.
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