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OZET

Bu galigmada PSL(2, C) grubunun bir alt grubu olan Picard grubu ve bunun baz
alt gruplan ele alinmigtir. Bu grup ilk olarak Picard tarafindan incelenmistir. Daha sonra
Fricke ve Klein tarafindan Picard grubu olarak adlandimlmistir, Picard grubu hem soyut
grup olarak hem de otomorf fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir gruptur. Calisma lg
b6lim halinde diizenlenmistir.

Birinci bgltimde, ¢aligmanin ikinci ve {iglincli bdliimlerindeki incelemeler igin
gerekli olan temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde, ¢aligmanin esas konusu olan
Picard grubu tammlanarak temel ozellikleri verilmistir. Picard grubunun 6nemli bir alt
grubu olan modiiler grup ele alinarak, 6zellikle Picard grubunun Fuchsian alt gruplari
ayrmtili bicimde incelenmistir. Uctincii bslimde, Picard grubunun normal Fuchsian alt
gruplar ile ilgili bazi sonuglar verilmistir. Son olarak Picard grubunun terpel denklik alt

gruplar1 tanimlanarak, bu alt gruplarin yapisini belirleyen teoremler ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Picard grubu, siireksiz grup, ayrik grup, Fuchsian grup.
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ABSTRACT

In this thesis some subgroups of the Picard group which is a subgroup of
PSL(2, C) are discussed. This group was first studied by Picard. Later on Fricke and
Klein named it the Picard group after him. It is important as an abstract group and also in
the theory of automorphic functions. This work consist of three chapters.

In the first cﬁapter basic notions which are necessary in the second and third
chapters are given. In the second chapter the main subject of this thesis, the Picard
group is defined and its basic properties are listed. By means of the modular group which
is an important subgroup of the Picard group, Fuchsian subgroups of the Picard group
are discussed in detail. In the last chapter, some results concerning normal Fechsian
subgroups of the Picard group are given. Finally the principal congruence subgroup of
the Picard group are defined and theorems determining the group structure of them are

given.

Key Words: Picard Group, discontinuous group, discrete group, Fuchsian group.
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SIMGELER DIiZiNi

C Karmasik diizlem

(@}

Genisletilmis karmagsik diizlem
C C\{0} Kiimesi

-

D Ust yari diizlem

H Quaternionlarin kiimesi

B’ {z+tj:z eC, ¢t>0} Kiimesi

I Birim matris

I(ry ¢ donistimiintin egmetri gemberi
i Birim doniisiim

M Modiiler grup

P Picard grubu

P(C) C gemberine kargilik gelen Fuchsian grup
Py(C) P(C)’nin normal kapanist

R Gergel sayilar kiimesi

R R \{0} kiimesi

S(x) x’in kahmlagtiricist

S.IM. Siirekli indirgeme metodu

Z Tamsay1lar kiimesi

Z(1) Gaussian tamsayilarin halkas:



1.GIRIS

Bu béliimde ¢alismanin 2. ve 3. boltimleri igin gerekli olan temel kavramlar

verildi.
1. 1. Topolojik Gruplar ve Topolojik Doniisiim Gruplan

1. 1. 1. Tamim: G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger G’ yi grup
yapan

f: GxG — G; f(x,y) =xy

g:G—>G;g®=x"
islemleri stirekli iseler G’ ye bir topolojik grup denir.

Agiktir ki GXG grubu iizerinde ¢arpim topolojisi vardir. (C, +), (R, 1), (c’, ),
(R", .), (Z, +) gruplan iizerlerindeki alisilmis topolojik yapilarla birlikte birer topolojik
grupturlar, 8! = {zeC : | z| =1} birim gemberi,grup islemi C’deki ¢arpma islemi olmak
iizere C’den indirgenen topoloji ile bir kompakt topolojik gruptur.

GL(n,C), grup islemi matris garpimt olmak {izere bir topolojik gruptur.Bu grup
fizerindeki topoloji nx n tipindeki bir (a;;) matrisi Cc”’de

(817500510550 5eresBogseeesBygsreens@p)
noktasi olarak gozoniine alindiginda elde edilen topolojidir.

f: GL(n,C) — C*

() = £((@) ) =(ayy5-e0s81g 50038y 5eeesBpy)

d6niigiimii 1-1 dir. Eﬂ(n,C)= f{GL(n,C)) olmak tizere GL(n,C){izerinde C**den
indirgenen rolatif topoloji vardir. Buna gore

TaLeo-{US GL(0,C)l U= f(V), Ve T |

ile GL(n,C) bir topolojik uzaydir.



1.1.2. Onerme: G bir topolojik grup ve aeG belli bir 53¢ olmak {izere G’den

G’ye
I,: g—>ga
L g—ag
i:g—g!

Pa:g—>aga’
donigiimleri birer topolojik esyapt doniigiimiidiirler (homeomorfizmdirler). Bunlara
sirastyla sag kayma, sol kayma, tersinme ve 6z es yap1 (i¢ otomorfizma) denir (Baskan,
1980).

1.1.3. Onerme: G bir topolojik grup olsun. Bir geG i¢in {g} kiimesi agik olsun.
O zaman her bir {y} (ye G) kiimesi agiktir.

Ispat: Herhangi bir ye G i¢in g”'y = a€G oldugundan

Iy X —Xa | | |
déniigiimiinii gdzoniine alirsak r,” nin bir topolojik esyap1 doniisiimii oldugunu biliyoruz.
{g} acik veri({g}) = {y} oldugundan {y} kiimesi agiktir.

1.1.4. Onerme: Bir G topolojik grubu homojen bir uzaydir. Yani herhangi
2,,8, € Gigin flg,) = g, olacak sekilde bir f : G — G topolojik esyapr doniisiimil
vardir.

Ispat: Herhangi g,,g,€ G igin g,"'g, = a € G diyelim. f(g) = ga doniisiiminii
alalim. fbir topolojik esyap1 doniisiimiidiir ve

flg)=ga=gg 'g=8,
dir.

Bir topolojik grubun homojen uzay olmast su sonucu verir: G’ nin y'erelw
ozelliklerini bir tek noktada belirtmek yeter. Boylece bu &zelligin uzayin diger tiim
noktalarinda gegerli oldugu homojenlik nedeniyle sylenebilir. Ozellikle de herhangi bir
nokta -olarak G’nin birim &8esi dikkate almabilir. Omegin G’ nin yerel kompakt
oldugunu ya da bir fonksiyonun G iizerinde siirekli oldugunu sdyleyebilmek icin , G* nin
birim 6gesinde bu dzelliklerin ger¢eklendigini gérmek yetecektir.

1.1.5. Tanim: G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik uzay olmak tizere
[G,X] siwrali giftini g6zdniine alalim.

GxX = X, (g,x) = gAx



olarak tanimlanan siirekli bir déniisim asagidaki iki kosulu gercekliyorsa [G,X] ikilisine
bir topolojik doniistim grubu denir:

1) gA(hAx) = ghAx (ghe G, xeX)

2) IAx=x (le G birim 68¢)

G ile X ister g¢akissinlar isterse farkl kiimeler olsunlar gAx gosterimi verine gx
yazacagiz. Eger X uzayi biliniyorsa ¢ok kez [G,X] gosterimi yerine sadece G yazlir ve
“G topolojik doniisiim grubu ” diye sdylenir.

G bir topolojik grup olsun.[G,G] siralt ¢ifti agagidaki her bir doniisime gore bir
topolojik ddniisiim grubudur:

D (gx) —ex

i) (gx) —xg™

iif) (g.x) — gxg™

1.1.6. Tanim: (a) [G,X] bir topolojik déniisiim grubu olmak fizere X fizerinde,
en az bir geG i¢in

Yy~Xeoy=gx
bigiminde tanimlanan ~ bagintist bir denklik bagintisidir.

(b) Bu denklik bagintisimin belirttigi denklik smiflarina G-yoriingeleri denir.Bir
xeX noktasmi bulunduran yoriinge G, simgesi ile gﬁsterilir. Yani

G, = {gx :geG}
yazabiliriz.

(c) Eger G, = X olacak bigimde bir xeX 6gesi varsa [G,X] topolojik doniisiim
grubuna gegislidir denir.

1.1.7. Teorem: [G,X] bir topolojik déntisim grubu olsun. Tim yérimgelerin
olusturdugu kiimeyi X/G simgesi ile gdsterelim. Bir

p: X = X/G,pXx) =G,
doniistimil tanmmlayalim. t, X lizerindeki topoloji olmak lizere X/G {izerinde

16 ={T, cX/G:p '(T)et}

ailesini alalm. Bdylece (X/G, 1) bir topolojik uzaydir (Bagkan 1980).



1.1.8. Tanmim: Her bir xeX igin gx = x esitligini gercekleyen geG &gelerinin
olusturdugu kiimeye x’ in kalimlastiricist (stabilizeri) denir ve S(x) simgesi ile gosterilir.
Yani

Sx)={geG:gx=x}
dir. S(x)’ in G’ nin bir alt grubu oldugu agikur. Benzer sekilde AcX ise

S(A)={geG:g(A)=A}
olarak tanimlanir.

1.1.9. Tanim: Eger [G,X] bir topolojik dontisiim grubu ve geG ise g’ nin sabit
noktalar kiimesi {xeX : gx = x} olarak tamimlanir.

1.1.10.Teorem: Eger [G,X] bir topolojik déniisiim grubu ve g,heG i¢in gh =hg
ise g 6gesi, h’ nin sabit noktalar1 kiimesini kendi tizerine resmeder.

Ispat: A = {xeX : hx = x} kiimesini g6zdniine alalﬁn. xeA olsun. O halde hx =
© x dir. Boylece h(gx) = ghx'= gx ve gx&A clde edilir.

1.1.11.Tanim: YcX olsun. Eger her geG i¢in gY =Y ise YcX alt kiimesine G-
invaryant ya da G altinda invaryant denir.

1.1.12.Tanmm: G bir grup ve S bos olmayan bir kiime olsun. Eger asagidaki
kosullar saglayacak sckilde bir

GXS = S, (gx) = gx _
fonksiyonu varsa G grubu S kiimesi {izerinde hareket ediyor denir:

1) VxeS igin ex = x’ dir. (e, G nin birim elemani)

2) Vg8, €G ve VxeSigin (g,2,)x = g,(g,x)’ dir.

Bir G grubunun, verilen bir S kiimesi tizerinde bir ¢ok farkli hareketi olabilir. Bu
nedenle gx gosterimi belirsizdir. Omegin G bir grup ve H, G’ nin bir alt grubu ise H
grubunun G kimesi iizerindeki bir hareketi (h,x) — hx’ dir. Burada hx, G’deki
carpmadir.Yine (h,x) — hxh™ de H’ nin G kiimesi {izerindeki bir bagka hareketidir.

1.2. Matrisler

1.2.1. Tanim: (a) 2X2 lik bir kompleks matris

a=? "] abedec
_Cd » 4,0,C,de



bigiminde olsun. A matrisinin determinanti det(A) ile gosterilir ve det(A) = ad - bc olarak

tanimlanir.
(b) “ A matrisi non - singiilerdir <> det(A) # 0 dir ” olarak tanimlanir.

Eger A matrisi non - singtiler ise A nin tersi vardir ve

o kd —kb 1
AT = k=
—kc  ka ad — be

dir. Bundan bagska A~ de non - singiilerdir.

Herhangi A ve B matrisleri igin
det(AB) = det(A)det(B) = det(BA)
ve dolayisiyla
det(BAB™) = det(AB™'B) = det(A)
dir.
2x2 lik kompleks non - singiiler matrisler alisilmig matris garpimi iglemine gore

bir grup olustururlar. Bu gruba Genel Lineer grup denir ve

a b
GL(2,C) = {(c d]:a,b,c,d e C,ad —bc # 0}

ile gosterilir. Biz daha ¢ok GL(2,C) nin alt grubu olan ve determinanti 1 olan

matrislerden olugan Ozel Lineer grup ile ilgilenecegiz ve

a b
SL(2,C) ={(C d]: a,b,c.d e C,ad —bc = 1}

seklinde gésterecegiz. I ile birim matrisi gosterecegiz.

b
dJ € SL(2, C) olsun.

a
1.2.2, Tamm: A = [
c

-

(a) A matrisinin transpozu A" ile gdsterilir ve

4 = a c
b d
seklinde tanimlanir.

(b) A nin eslenigi A ile gosterilir ve

T

olarak tanimlanir.



(¢) A matrisinin izi tr(A) ile gsterilir ve
tr(A)=a+d

olarak tanimlanir.
Buna gore A, B € SL(2, C) olmak tizere
D(A) =(a)
2) tr( A + B) = tr(A) + tr(B), tr(AA) = Atr(A) (L € C)
3) tr(A) = tr(A)
4) tr(A") = tr(A)
5) tr(AB) =tr(BA)
6) t(BAB™) = tr(A)

bagintilar1 gergeklenir.

(d) A, B € SL(2, C) olmak iizere

[A, B]=tr(AB)
esitligi ile tanimlanan [A, B] ye karmagsik skaler ¢arpim denir. Buna gore asagidaki

bagmtilar gergeklenir:
1 [A,A]=20dirve “[A, A]=0 & A=0"dir.
2)[MA, +X,A,,B]=A[A,,B]+ A,[A, , Bl dir.
3) [B, A] =[A,B] dir.
Bu skaler ¢arpim bir norm indirger. ||A]| normu
ANl = [A, AT = (" + [bf* + [cf* + |df')""
olarak tammlanir ve agagidaki bagintilar gerceklenir:
1) [det(A)IA™] = Al
2) [|AB]| < J|A[L.IiBI]
3) 2|det(A)] < ||Al1*

AeSL(2, C) ise det(A) = 1 oldugundan 2< ||A]j* elde edilir.Bdylece bu norm bir

metrik indirgeyecektir. Bu metrik,

a b e f
A ve B = olmak iizere
c d g h

d(A,B)=]|A-B||=(la-ef+[b- 1 +c-gf*+[d - h[})"”



seklindedir. Diger yandan bu metrige gére

a, b, a b
“Ap= . —> A= 415 % —ab, > b,c, >c,d, —d”

olur. Gergekten,
d(An A) = |An Al = (l2a - af + [ba - b + [ca - cf + |da - d)'”
oldugundan
“4, > A= d(4,,A) =0 a, 5 ab, »b,c, 5c,d, —>d”
bulunur.
Norm, determinant ve iz fonksiyonlart stirekli fonksiyonlardir. GL(2,C)
tizerindeki 4 — 47" doniigtimi de stireklidir ve eger 4, — 4,B, — B isc 4,B, — AB

dir. Biitlin bunlar gésteriyor ki GL(2, C) bu metrige gére bir topolojik gruptur.
1.3. Dogrusal Doniisiimler

Cile gosterecegimiz genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri
a, b, c, deC ve ad - bc # 0 olmak tlizere

az+b
cz+d _

t(z) =
bi¢imindeki doniisiimlerdir. Bu 6zellikteki w = t(z) dontisiimlerine dogrusal déniigiim ya
da Mobitis dontistimii denir.Bu tip déniigiimler fonksiyonl;mn bileskesi islemine gore bir
grup olusturur ve bu grup Allt(é) simgesiyle gdsterilir.

Simdi dogrusal doniisiimleri biraz inceleyelim: t ddniisiimii a, b, ¢, deC
katsayilarim bir tek bigimde belirlemez. Gergekten bunu

z) = az+b  kaz+kb
cz+d kez+ kd

seklinde kolayca gorebiliriz. Ancaka, b, ¢, d €C, ad - be # 0 verildiginde bu bir tek

(k#£0,keC)

az+b
cz+d

doniigtimil belirler.

t(z) =
Tanimdaki ad - bc = A ifadesine t doniigiimiiniin determinant: denir.
A =ad - be # 0 kosulu yerine daha kullanigh oldugundan A=ad - bc =1

kosulunu da alabiliriz. Clinkli A # 0 oldugundan t’nin pay ve paydasi +y/A ile bsliinerek

a’d’—c’d’ = 1 bulunur.Gergekten



a b
() = az+b A A _az+b
Z cz+d d  cz+d

C
——— +.—.—_.
AT+ A

| b a d b c ) ad — bc L di
olup a’d’—b’c’ = . — . = =1 dir.
P +JA +JA ) \#A +A )T A

Dogrusal doniisiimler ile matrisler arasinda siki bir baglant1 vardir:

az+b az+b" | _ o .. o

t(z) = oid ve u(z) = T id dogrusal dontistimlerini alalim. Bu doniisiimler
a b a b

M= ve N= matrislerini belirtir.
c d ¢ d

B ‘aa’+bc’ ab’+bd’
“Nea’+de’ cb’+dd’

] ¢arpim matrisi de t-u doniistimiind belirtir. Bdylece
GL(2,C) kiimesi ile Aut(é) arasinda siki bir baglantt oldugu gériiliir. Simdi bu baglantiy
inceleyelim:

$:GL@2,C) —» Aut(é’) doniisimiini

a b az+b
S[C d] g g cz+d

seklinde tamimlayalim. O zaman $(MN) = tu = S(M)oSkN) dir. Dolayisiyla 8 bir grup

homomorfizmidir. $’nin gekirdegi

K=Ker(8) = {VeGL(2,C) : 3(V) =1, i birim doniigiim}

+b -
={VeGL(2,C): 22, ,Vze C igin}
cz+d

={C Z]e GLQR,C):a=d=kb=c=0ke C\{O}}

{f Yacen]

={kI : ke C\{0}, I birim matris}
kiimesidir. Béylece 1. izomorfizm teoreminden
GL(2,C) / Ker(9) = Aut(()
elde edilir. GL(2,C) / K béliim grubu i¢in PGL(2,C) simgesi kullanilir ve Projektif
Genel Lineer grup denir. ‘
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Her M,NeGL(2, C) i¢in det(MN) = det(M)det(N) oldugundan
det : GL(2,C) » C\ {0} =C"

déniisiimil bir grup homomorfizmidir.
Ker(det) = {VeGL(2, C) : det(V) =1}

_Jfa b
e 4 e GL(2,C):ad —bc =1

dir. Bu grubu SL(2, C) simgesi ile gdsterecegiz. SL(2, C)’ye Ozel Lineer grup denir. 1.
izomorfizm teoreminden GL(2, C)/ SL(2,C) = C olur.

Her NeGL(2, C) i¢in , A2 = det(N) ve MeSL(2, C) olmak iizere N = AM
yazilabilir. $(N) = $(M)’dir. Dolaysiyla her te Aut(C) doniisiimii

t(z) = g—g ;a,b,e,deC,ad -bec =1
bi¢iminde yazilabilir.Yani § déniisiimii SL(2, C)’yi Aut((:’) tizerine resmeder. O halde
SL(2, C)’nin GL(2, C)/ K b6liim grubundaki resmi PSL(2, C) olmak tizere

PGL(2, C) =PSL(2, C)
olur. PSL(2, C)’ve Projektif Ozel Lineer grup denir.

Béylece Aut(C) = PGL(2, C) = PSL(2, C) elde edilir

1.3.1. Tamim: G, bir S kiimesi izerinde hareket eden bir grup olsun.

(Xy50e5 X JVE(¥y5ee0, ), S'min farkls elemanlanmin sirali k-lilan olmak tizere

g(x;)=y, (i=1,...,k)
olacak sekilde bir geG varsa G grubu S kiimesi tizerinde k-gegislidir denir.

G l-gegisli demekle G’nin gegisli oldugunu ifade ederiz. G k-gegishi ise k-1
gecislidir (k > 2 igin). PGL(2, C), Ciizerinde 3-gegislidir.

PGL(2,C)’nin elemanlarn C>daki ¢emberleri yine C’daki ¢emberlere resmederler.
Simdi de PGL(2, C)’de konjugelik siniflarini inceleyelim:

1.3.2. Tamim: G bir grup olsun. h,geG olmak tizere g = aha™ olacak bi¢cimde bir
aeG ogesi varsa g ve h, G’de konjugedirler (esleniktirler) denir.

G’deki konjugelik bagmntisi bir denklik bagintisidir ve G’yi denklik siuflarina
boler. Bu denklik simiflarinin her birine konjugelik sinifi denir.

1.3.3.Tanmm: Bir te PGL(2, C) d6niistimiiniin sabit noktalari,

t(z) = z ozelligindeki z noktalaridir.
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Bir t dontigtimiiniin bir sabit noktast z olsun. v = utu™ konjuge 63esini gézéniine
alalm. u(z) noktasi bu v déniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Béylece t’nin kag tane sabit
noktasi varsa buna konjuge olan bir &8enin de o kadar sabit noktast vardir. O halde ilk
olarak PSL(2, C)’deki donfigtimlerin sabit noktalarin belirleyelim:

a, b, c,deC ve ad - bc = 1 olmak iizere,

H(z) = =z den cZ’ + (d - a)z - b = 0 elde edilir. Bu denklemin kkleri (ki

cz+d

az+b
Z+
en fazla iki tanedir) t’nin sabit noktalaridir. Bunlarin C*daki yerlerini bulabilmek i¢in
denklemin determinantiru gézoniine alalim:

A=(d-a)*+4bc=(a+d)*-4

Bu durumda (a + d)® # 4 ise denklemin iki tane farkli koki vardir. Dolayisiyla iki
tane sabit nokta vardir. (a + d)* = 4 ve t # i ise bir tek sabit nokta vardir (t # i kogulunu
" ek olarak koyuyoruz. Ciinkil i zdeslik doniisiimii tiim noktalan sabit birakir ve
(a + d)* = 4°diir).

Ozel Haller: ¢ = 0 ise t(z) = a’z + ba sekline gelir. t doniistimii co’u sabit birakir. Ayrica

2, 4. __ab N
a"#lisez= 2 de bir sabit noktadir.
=

* 2)a’=1lise t(z)=z=%b (b =0)olur. Bu durumda tek sabit nokta «’dur.
(a + d)* fonksiyonunu PSL(2, C)’deki konjugelik siniflari belirlemek igin
kullanacagiz. Bir AéGL(Z, C) matrisinin izini tr(A) = a + d geklinde tanimlamigtik ve
tr(AB) = tr(BA) ve t(BAB™) = tr(A)
oldugunu 1.2. bgliimde belirtmistik. Dikkat edilirse bir konjugelik smifinmn bir iz vardir.
Yalniz tr : GL(2, C) — C fonksiyonu iyi tanimli olmadigindan bunun yerine
tr’(A) = (a + d)* fonksivonunu gdzdniine alacagiz,

AeC\{0} olmak Gzere u(z) = A z ePGL(2, C) déniigiimiine SL(2, C)’de

N/

+ 1 | matrisini karsilik getirebiliriz.

" T

trz(u)=(~/x+%)2= x+~}1: +2 °dir.

1.3.4. Teorem: Eger t = i ise bu doniisim tek bagina bir konjugelik siufi

olusturur. Eger t #iise AeC \{0} olmak lizere t,



Az Azl
n(z) = {z+1 A=1
déntislimiine konjugedir.
Ispat: t’nin konjuge smufini [t] simgesi ile gosterirsek, t = i olmasi halinde
[=[i]={u:u=viv", 3vePSL(2, C)}
={u:u=vw'}={u:u=i}={i}
olur. PSL(2, C)’nin geriye kalan konjugelik siniflar, her bir siniftan bir temsilci segilerek

belirtilecektir.
1. Hal: t’nin bir tek z sabit noktast olsun. 3sePSL(2, C) dyle ki s(z) = o olur.O

halde sts™ doéniigiimiiniin yegane sabit noktast «’dur. Béylece ke C \{0} olmak iizere
sts™!(z) = z + k seklindedir. Simdi v(z) = % déniigiimiinii alahim ve sts™ = u diyelim.

vuv'(2) =vukz) = v(kz + k) =z + 1 = uy(2)
olur. O halde (vs)t(vs)™'= u; olup t déniistimii u;’e konjugedir.
2. Hal: t'nin z; ve z, gibi iki sabit noktast olsun. 3wePSL(2, C) 6yle ki
w(z1)=0,w(z) =
olur. wtw™"’in sabit noktalan 0 ve c’dur.O halde AeC \{0} olmak iizere wtw ™= u;’dur.
Konjugelik simflannm tiimiinii belirtmek igin v, ve uy’nin ne zaman konjuge
oldugunu gérmemiz gerekir.
1.3.5. Teorem: u, ve u;’nin konjuge olmast i¢in gerek ve yeter sart u = A ya da
p = 1/A olmasidir (Jones ve Singerman 1987).
Su ana kadar elde ettigimiz sonuglari dzetleyerek, dogrusal déniisiimleri asagidaki

sekilde simiflandiriyoruz:

Ogenin Tipi Lzi

Hiperbolik tr(t) > 4

Eliptik 0<t(t) <4

Parabolik tr(t) = 4

Loksodromik tr’(t) <0 ya da tr’(t)¢R

1.3.6. Tanim: t bir dogrusal doniisiim olsun. t™ =i olacak sekildeki en kiigiik m >
0 tam sayisina t’nin mertebesi (derecesi) denir.
1.3.7. Teorem: tePSL(2, C) ve t # i olsun. Eger t sonlu mertebeli ise eliptik bir

dontisiimdiir. Tersi her zaman dogru degild.ir (Jones ve Singerman 1987).



1.4. Ayrik Gruplar

1.4.1. Tamm: G bir topolojik grup olsun. G {izerinde ayrik topoloji varsa G’ye
ayrik grup denir.

Bir KcG alt grubu i¢in eger K tzerindeki alt uzay topolojisi ayriksa K’ya ayrik
grup denir.

Bu ¢aliymamizda GL(2, C) topolojik grubu ile ilgilenecegimizden, GL(2, C)’nin
bir G ayrik alt grubunu biraz inceleyelim:

“ GcGL(2, C) aynktir < G tizerindeki alt uzay topolojisi ayriktir
yazabiliriz.

G ayrik ve A, Aj, Ay, ... G'nin, (A,) — A ozelligindeki 6geleri olsun. Bu
durumda yeterince biiylik her n igiz A, = A’dir. Gergekten de AeG ve G ayrik
oldugundan {A} kiimesi agik bir kiimedir. Diger yandan (A,) — A oldugundan, A’y1
bulunduran her agik kiime dizinin hemen hemen tiim terimlerini bulunduracaktir. Buna
gore {A} agik kiimesi de dizinin hemen hemen tiim terimlerini bulundurur. Bu ise belli
bir ng dogal sayisi i¢in n > ny olmak fizere A, = A demektir. Clinkii her n > ny igin
Ape{A} olur.

Burada AeG varsaymak gerekmez. Ae GL(2, C) vérsayum ile de bu sonucu elde
edebilirdik. Gergekten bu durumda, Ay (As + 1)" = AA™ =1 ve dolayisiyla yeterince
biiytik tiim n’ler i¢in A, = A,+, dir. Halbuki (A,) — A olduguna gére A, = A’dir.

G’nin ayrik oldugunu géstermek igin G’nin bir noktasinin aynlms oldugunu
gostermek yeterlidir. Omegin

inf{|[A-I]|: AeG, A=1} >0
oldugunu ispatlamak yeterlidir. Dolayisivla {I}, G’de a¢ik kiime olacaktir ve
Sonug: 1.1.3 geregince G’nin ayrik oldugu elde edilir.

Eger dizilerle G’nin ayrikligiru ifade etmek gerekirse
“ G ayriktir & Ap,eG olmak fizere A, — I ise yeterince bilyiik tiim n’ler igin A, =1’dir
yazabiliriz.

SL(2, C)’nin ayrik alt gruplar: incelendiginde ise

“ GcSL(2, C) ayriktir < Her bir k > 0 sayisi igin
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{AeG:jAll<k} (1)
ktimesi sonludur ”
olur. Eger bu kiime her bir k sayist igin sonlu ise G herhangi bir limit noktasina sahip
degildir ve dolayisiyla G ayriktir.

Diger taraftan bu kiime sonsuz ise G’nin ||A,]| £k olacak sekilde farkli
An(n=1, 2,...) 6geleri vardir. Eger A, matrislerinin katsayilari a,, by, c,, d, ise
lag] £ k’dan (a,) dizisin'm yakinsak olan bir alt diziye sahip oldugu goriiliir. Aym tartisma
diger katsayilar igin de yapilabilir. Dolayisiyla belli B i¢in A, — B diyebiliriz ve det
fonksiyonu stirekli oldugundan BeSL(2, C)’dir. Bu ise G’nin ayrik olmadigin gosterir.

( 1) kriteri SL(2, C)’nin ayrik bir alt grubunun sayilabilir oldugunu gosterir.

Gergekten de G,, G’deki [|A[| £n ozelligindeki A’larin sonlu kiimesi olmak iizere

yazilabilir.
Bir ayrik grubun herhangi bir alt grubunun da ayrik oldugu agiktir. Son olarak G
ayrik ise BGB™ konjuge grubu da ayriktir. Ciinkii X — BXB™ dontistimii GL(2, C)’nin

kendi iizerine bir homeomorfizmidir.

1.5. Siireksiz Gruplar

1.5.1. Tanmmm: X bir topolojik uzay ve G de X’in kendi {iizerine
homeomorfizmlerinin grubu olsun. Eger X’in her kompakt K alt kiimesi igin, sonlu
sayidakiler hari¢ her geG igin g(K) N K = %) oluyorsa G grubu X iizerinde siireksiz
hareket ediyor denir.

Uygulamada X, genelde alisiimis topoloji ile R*iin bir alt kiimesidir. Bununla
birlikte genel durumda da tanimdan kolayca goriilebilecek bir kag 6nemli sonug vardir:

Varsayalim ki G grubu X {izerinde siireksiz hareket etsin. O zaman asagidaki
sonuglan yazabiliriz:

1) G’nin her alt grubu X iizerinde siireksiz hareket eder.

2) Eger @ : X — Y bir homeomorfizm ise o zaman ®G®™, Y tizerinde siircksiz

hareket eder.
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3) Eger Y, X’in G-invaryant bir alt kiimesi ise o zaman G, Y {izerinde siireksiz
hareket eder.

4) Eger xeX ve g1, 2, ... G’nin farkli elemanlari ise o zaman g;(x), g2(x), ... dizisi
X’de herhangi bir y’ye yakinsamaz.

5) Eger xeX ise o zaman S(x) kalimlasuncist sonludur.

6) Eger XcR® ise 0 zaman G say1labilirdir.

Simdi C’nin acik alt kiimeleri tizerinde stireksizlik kavramini ve ayrikhk kavrami
ile arasindaki iligkiyi inceleyelim. Stireksizlik i¢in bir kriter bulalim.

1.5.2. Teorem: H, bir t 68esi ile dogurulmus devirli grup olsun.

(i) t eliptik degil ise H, t’nin sabit noktasi (ya da noktalan ) hari¢ her yerde
slireksizdir. o

(ii) t sonlu mertebeli eliptik 6ge ise H her verde siireksizdir.

(iii) t sonsuz mertebeli eliptik 68e ise H grubunun stireksiz oldugu hi¢ bir yer
yoktur ( Lehner 1964).

Bu teorem gosteriyor ki siircksiz bir grupta sonsuz mertebeli eliptik 6ge
bulunmaz.

1.5.3. Teorem: Siireksiz bir grup ayriktir (Lehner 1964).

Ancak bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Poincaré asagidaki teoremde,
baz1 kisitlamalar ile tersinin de dogru oldugunu géstermistir. -

1.5.4. Teorem: I, bir B diskinin ya da yarn-diizleminin konform
homeomorfizmlerinin ayrik grubu ise I, B’de siireksizdir (Lehner 1964).

1.5.5. Teorem: G, PSL(2, C)’nin herhangi bir alt grubu ve D, C’nin acik bir alt
kiimesi olsun. Varsayalim ki D, G’nin parabolik ya da loksodromik bir g elemaninin bir v
sabit noktasini bulundursun. O zaman G, D’de stireksiz hareket etmez.

Ispat: S(v) kalmlastnicist g’nin farkli kuvvetlerini  bulunduracaktir. Eger g
parabolik ya da loksodromik ise o zaman S(v) sonsuz olur ve bu 1.5.1°deki (5) ifadesi ile
geliski olusturur. O halde G, D’de siireksiz hareket etmez.

Simdi de has stireksizlik kavraminin iki farkli tanimum verelim. Asagidaki gibi

tanimlandiginda bu kavram siireksizlige denktir (Ford 1951):
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1.5.6. Tamim: Her veG ( birimden farkli ) igin v(a) ¢ O olacak sekilde bir o
noktast ve o ’y1 bulunduran bir O agik kiimesi varsa G’ye has siireksizdir denir. Bu
ozellikteki o noktasina bir standart nokta denir.

1.5.7. Teorem: (i) G has stireksiz bir grup ise siireksizdir.

(ii) G stireksiz ise has stireksizdir (Magnus 1974).

Has stireksizligin biraz daha farkli bir tanimi da vardir, fakat bu tanima gore
stireksizlik ile has stireksizlik denk degildir (Jones ve Singerman 1987):

1.5.8. Tanmim: Eger a noktasinin, geG igin g(V) N V = Jise g(a ) = o olacak
bigimde bir V komsulugu varsa G grubuna o noktasinda has siireksiz hareket ediyor
denir.

Bu tanima gore her stireksiz grup has stireksiz hareket eder. Ancak has siireksiz
2
gruplar siireksiz olmayabilir. Omegin C’nin, z — e"z (n = 2,3, ... ) doniisimii

tarafindan dogurulmus homeomorfizmlerinin grubu has siircksiz olmasina karsilik bu

grup siireksiz degildir.
1.6. Hiperbolik Geometri

Hipe.rbolik geometri igin gesitli gosterimler vardir. Biz burada iist yar diizlem
gosterimini benimseyecegiz. D = {zeC : Im(z) > 0} iist yan diizlemini hiperbolik (Non-
Euclidean) geometrinin diizlemi olarak aliyoruz. Hiperbolik noktalar D’deki noktalar ve
hiperbolik dogrular ise R eksenine dik olan ¢emberlerin D’de kalan yay pargalaridir.
Hiperbolik ag1, 6klid anlaminda 6lgiilen agidir. Ozel olarak R eksenine dik olan sklid
dogrularinin D’de bulunan kisimlart da hiperbolik dogrulardir. Bﬁtﬁn’ bunlara H-nokta,
H-dogru, H-a¢1, H-diizlem diyecegiz.

H-diizlemde iki H-doéru ozdes degillerse en fazla bir H-noktada kesisirler.
Herhangi iki H-noktadan bir tek H-dogru geger. Diger yandan RS bir H-dogru ve P
noktasi bu dogru izerinde bulunmayan bir H-nokta ise RS ile kesismeyen ve P’den gegen
QPS ve RPT gibi iki H-dogru gizilebilir. Gergekte QPR agis1 igindeki herhangi bir dogru
(6rnegin UV dogrusu) RS’yi kesmez (Sekil: 1).

H-dogrularla smurh olan {iiggenlere H-liggen denir. Hiperbolik geometrideki

uzaklik kavramini agagidaki sekilde verecegiz:
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Bir yay elemanmin ds ile gosterilen diferansiyeli
ds=|dzlly ;z=x+1iy

olarak tanimlanir. Dolayisiyla pargali siirekli diferansiyellenebilir bir y egrisinin

P

Sekil: 1
hiperbolik uzunlugu, y(t) = x(t) + iy(t) olmak tizere -
b= s =] laaly =] rawa+ @y at
esitligi ile verilir.
Benzer sekilde d ile gosterilen hiperbolik alan diferansiyeli
dp = dxdy/y*
olarak tanimlanir. Bylece D’nin 6lgiilebilir bir E alt kﬁmesinin H-alan

wE) =) dxdyn?

E
olur.

Gergekte oklid geometrisinde paralellik aksiyomuna bagh olmayan sonuglar H-
geometride de gergeklenir. Iki geometri arasindaki en énemli fark, H-geometride bir H-
ticgenin i¢ agilari tbplar'nlmn n’den kiiglik olmasidir. Bu agilarin toplami sifir da olabilir.

1.6.1. Teorem: (Gauss-Bonnet) I¢ agilan o, B, y olan bir hiperbolik tiggenin H-
alani sonludur ve 7 - (ot + B + y) degerine esittir (Bagkan 1980).

1.6.2. Sonug: Agilar oy, 0y, ... , O, 0lan n-kenarlt bir hiperbolik poligonun alani
(n-2)m- Yo, *dir.
i=1

Ust yari-diizlemde z, w noktalarini alalim. Bu iki nokta arasindaki H-uzaklik
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p(z,w) ile gosterilir ve p(z,w) = h (2’yl W’ya birlestiren H-dogru pargasi ) olarak
tarumlanir.
Hiperbolik diizlem, hiperbolik uzaklik ile bir metrik uzaydir. Hiperbolik metrigin

D’ye kondurdugu topoloji ile D’ye C’den indirgenen topoloji aynidir.

1.7. Quaternionlar

z w
1.7.1. Tapim: q = ( - ZJ bigimindeki 2X2 boyutlu bir karmastk say1 matrisine
-7

bir quaternion denir.

Quaternionlarin kiimesini H ile gosterecegiz. Quaternionlarin toplami ve garpimi
matrislerdeki gibi tanimlanir. Buna gore

(i) H :oplamaya gére degismeli bir gruptur.

(ii) Sifir olmayan quaternionlar ¢arpmaya gore degismeli olmayan bir grup
olusturur.

(iii) H, tabant

[t O) L (F o) o), (0
o 1) o =it e o) Tl o

olan dort boyutlu bir gergel vektor uzayidir.

q1, gz iki quaternion ise

qi1 = (al + bi +¢j + dk) ve gz = (el + fi + gj + hk)
bigiminde yazlabilir. Quaternionlarin ¢arpmmu 1, i, j, k 6gelerinin ¢arpimiyla tammlanir.
Gergekten de

Q192 = (ael.1 + afl.i + agl.j + ahl.k + ... + dhk.k)
olup 1, i, j, k 6gelerinin ¢arpimlarini bilmemiz bize quaternionlarin ¢arpimim verecektir.
Kolayca goriilebilir ki

P=P=Kk=-1

ij=k, jk=i,ki=j

ji=-k, kj.= -1, ik = -j
dirve G= {1, 1, j, k, -1, -i, -j, -k} kiimesi 1, i, j, k 68elerinin olusturdugu c¢arpimsal
gruptur.



F:C—>H
z=x+iy>F@)=Fx+iy)=xI +yi
fonksiyonu C’yi H igine gémer. F’nin toplama ve garpmay: korudugu kolayca goritliir.

z=x + iy ve w = u + iv olmak iizere

o T T S
o DS G
o e S O )

= (x1 +yi) + (uj + vk)
=(xI +yi)+ (ul +vi)j ; k=ij
yazabiliriz. O halde bir q quaternionunu
q=z+wj -
bigiminde yazabiliriz.

Bir q = z + wj quaternionunun determinanti

=[2" +[wf’

z
det(q) = ’—W
dir.

Bu caligmada Mobiils doniisiimlerinin R*deki ve bunlarin genisletilmiglerinin
R¥deki hareketini inceleyecegiz. C kompleks diizlemi ile R*yi ozdesliyoruz. C’nin
cebirsel yapisi, Mobills doniigiimlerinin hareketini cebirsel olarak ifade edebilmemizi
saglar. Ayt zamanda (x, ¥, #)eR’noktasi ile x + yi + #j quaternionunu dzdesleyecegiz.
Bu o6zdesleme, bir Mébills doniisimiiniin Poincare genislemesini quaternion cebiri
bakimindan ifade edebilmemizi saglar.

Genisletilmis karmagik diizlem ¢ y1 R? ile 6zdesleriz. Quaternion gdsterimi ile

H={z+¢t:2eC t>0}
ve H>1in R**deki smun € olur.

az+b
Bir g(2)=—— ;a b, ¢, deC, ad - bc # 0 Mbobilis doniislimiiniin Poincare
cz+d

geniglemesi
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(az +b)(cz +d) + act® +|ad — blty
lez+d|* + |c|2t2

seklinde verilir. Eger t = 0 ise bu genigleme g(z) Mdbiils doniiglimiinii verir (Beardon

1983).

g+ )=

1.7.2. Teorem: Her bir ge PSL(2, C) i¢in

llgll* = 2coshp(j, g §)
olur (Beardon 1983).

1.8. Temel Bolge ve Bazi Cebirsel Kavramlar

L.8.1. Tanim: G, bir X topolojik uzaymin kendi iizerine 1-1 doniigimlerinin bir
grubu olsun. X’in asagidaki kosullar1 saglayan ve bos olmayan agik bir S alt kiimesine
G’nin X’e ait bir temel bolgesi denir: ‘

(i) S’nin G grubuna gére denk olan farkl: iki noktas: yoktur.

(i) S’nin bir sinir noktasmin her komsulugunda S’nin tiimleyenine ait ve S’nin
bir noktasina denk olan bir nokta vardir.

Bir grubun temel bolgesini elde etmek icin pek gok yontem vardir. Ancak biz
* galismamizda PSL(2, C) grubunun alt gruplan ile ilgilenecegimizden Ford bglgesinden
bahsedecegiz.

+b
1.8.2. Tamm: Bir t(z) = az—+d~ s a b c deC, ad - bc = 1 dogrusal
CcZ

déniigimiind alalim. ¢ # 0 olmak lizere

C={zeC:|cz+d| =1}
kiimesinin belirttigi cembere t déniigiimiiniin esmetri cemberi denir.

¢ = 0 icin esmetri ¢emberi yoktur. t doniisiimii esmetri gemberi tizerindeki
uzakliklar invaryant birakir.

1.8.3. Tanim: (Ford Bolgesi) G stireksiz bir grup olsun. G grubunun oo’u sabit
birakan doniisimlerden olusan alt grubu igin bir temel bélge R, olsun. K, G’nin tiim
esmetri gemberlerinin disinda kalan bolge olmak {izere

R=RenK
kiimesi G grubu i¢in bir temel bslgedir.



Herhangi bir G grubu igin temel bolge bir tek degildir. Ancak Siegel, G grubuna
karsihk gelen tiim temel bolgelerin hiperbolik alanlarinin aym oldugunu gdstermistir.
Boylece temel bolgenin alaninin sadece verilen G grubuna bagh oldugu gorilmiistiir.
Ayrica Siegel, temel bolgenin alan sonlu ise temel bSlgenin sonlu sayida kenart oldugunu
gOstermistir. R’nin G grubu altindaki resimleri birbirlerini kesmezler, sadece smirda ortak
olabilirler. R ve R’nin resimleri birbirine yapisarak tim diizlemi orterler. R’nin sinir,
eslenmis dairesel yaylardan olugur.

4

1.8.4. Teorem: R temel bolgesinin kenarlarmi s, , s, (n = 1, 2, ..) ile
gosterelim. t,€G ogelerini ise #,(5,) = sn, olacak gekilde segelim. Bu taktirde {#,} kiimesi
G’nin tiretegleri kiimesidir (Ford 1951).

1.8.5. Tamim: Bir G grubunun firetegleri a, b, ¢, ... ve bu lretegler arasinda
tanimli bagintilar P(g, b, ¢, ... ), Q(a, b, ¢, ... ), R(q, b, ¢, ... ), ... olsun.

<a, bc ..;Pla b ¢ ..),Qabc ..) .>
ifadesine G grubunun bir temsili (presentation) denir.

Eger iireteglerin sayisi sonlu ise bu temsile, sonlu iiretegli temsil denir.

1.8.6. Tamm: G bir grup olsun. Bir n sayst i¢in G’den GL(n, C)’ye bir ¢
homomorfizmine G grubunun bir gdsterimi (representation) denir.

1.8.7, Tamim: Bir ¢ : G —» GL(n, C) gtsterimi 1-1 ise ¢’ye faithful gdsterim
denir.

1.8.8. Tanim: S, bir G grubu i¢in Ureteg kiimesi olsun. Eger S’nin elemanlarn
arasinda asikar olmayan bagmntilar yoksa G, S tizerinde bir serbest gruptur denir.

1.8.9. Tanim: A=<ay, ..., an; Ri(a), ... , Ry(a)) > ve

B=<by, ..., bu; Si(by), «.. » SAb,) > gruplarini gdzdniine alalim.

A*B=<ay..,ap by ..., by Ri(ay), ... , Ry(ay) 5 S1(bu)s ooe 5 SAbL) >
grubuna A ve B gruplarinin serbest ¢arpumi denir. A ve B’ye de A * B’nin serbest
carpanlari denir.

Burada A * B grubu, A ve B’nin 6zel temsilleri kullamlarak tanimlanmugtir.
Bununla birlikte bu grup A ve B’nin temsillerinden bagimstzdir (Magnus ve ark. 1976).

1.8.10. Sonug: A * B’nin sonlu mertebeli bir elemani, A veya B’deki sonlu
mertebeli bir elemanin konjugesidir (Magnus ve ark. 1976).

1.8.11. Tanim: Eger bir



G =<ai, wee s Gn by, ..., by s R(@y), oo s S(BL), ov s ti(ay) = vi(D)), oo , ug(ay) = ve(b,) >
grubu i¢in
A’, G’nin ay, ... , a, ile liretilen alt grubu ;
B’, G’nin by, ..., byile Uiretilen alt grubu ;
H’, A”nlin ui(ay), ... , ty(ay) ile tiretilen alt grubu ;
K’, B”ntin vi(d,), ... , v4(b,) ile tiretilen alt grubu
ise G grubuna A’ ve B”’niin
ula) = vi(b,)
doniisiimii altinda birlestirilmis H* ve K’ alt gruplari ile serbest garpimu1 denir.
1.8.12, Tanmim: F, S kiimesi f{izerinde serbest degismeli bir grup olsun. S

kiimesinin eleman sayisina F’nin ranki denir.



2. PICARD GRUBUNUN TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde Picard grubunu tanimlayacagiz, Picard grubunun ve alt grubu olan
modiller grubun bazi temel 6zelliklerini ele alacapiz. Ozellikle de Picard grubunun

Fuchsian alt gruplarmni inceleyecegiz.

2.1. Picard Grubu
2.1.1. Onerme: z =x + iy ; x, y €Z seklindeki Gaussian tamsayilarin halkasini

Z(i) ile gosterelim.

+b
azz cad-be=1,a,b, ¢ deZ(i)}

P={s =34

kiimesi PSL(2, C)’nin bir alt grubudur.
Ispat: s, P alalim.

+b
&z sad-bc=1 ve

s(z) =

cz+d
ez+f _
t(z)—gz+h ;eh-fg=1
olsun.
ez+ f b
st )= “g+h " (aet+bg)z+(af +bh) _a'z+b’
) ez+f | (ce+dg)z+(cf +dh) cz+d’
c——+d
gz+h

(a’=ae+ bg b'=af+bh, ¢’=ce+dg d =cf+dh)
elde edilir. a’,b’,¢’,d’ €Z( i) oldugu agiktir.
‘d’—b’c’ = (ae + bg)(cf + dh) - (af + bh)(ce + dg) = (ad - bc)(eh - fg) = 1

olur. O halde s - t eP’dir.

s €P i¢in
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b
s (2)= g olupd, - b, -c aeZ(i) veda- (- b)(- ¢) =1 olur.Bdylece

s eP elde edilir.
Sonug olarak P, PSL(2, C)’nin bir alt grubudur.
2.1.2. Tamim: Onerme:2.1.1°deki P’ye Picard grubu denir.
Picard grubu bazen PSL(2, Z( i)) ve ya PSL,(Z(i)) simgeleri ile de gsterilir.
2.1.3.0nerme: P Picard grubu ayrik bir gruptur.

Ispat: Matris gosterimini kullanalim ve

olmak iizere P’de bir (x,) dizisi alalim. Varsayalim ki
a, b, a b }
\e, d, “le g )

a, b, a b
‘ - <a, >ab, »>bc, >cd, —>d”
c c d

oldugunu biliyoruz.
O halde a, — aise, & <1 olarak alirsak 6yle bir », dogal sayist vardir ki her
n > n i¢in a,eD(a, €) olur. (a,) dizisinin her bir terimi ve a bir Gaussian tamsay:
oldugundan D(a, €) diskinde a’dan baska:Gaussian tamsay1 bulunmaz.Dolay1siyla her
n > n i¢in a, = a elde edilir. Benzer disiince (b,), (¢,), (d,) dizilerine de uygulanarak
Oyle n3, n3, ng sayilar bulunabilir ki sirasiyla her v > n; (i = 2,3,4) i¢in b, = b, ¢, = ¢,
d, = d oldugu gorilir. L

ng = max{m, ny, n3, ny} olarak alinirsa her n > ny igin

a b
X, =x =( ] oldugu goriiliir.
c d

Bu ise, P’de farkli 6gelerin yakinsak bir dizisinin olmadigint gésterir. O halde P
ayrik gruptur,

2.1.4. Teorem: G c PSL(2,C) ayriktir < G, H*’de siireksiz hareket eder.

Tspat: 11k olarak G’nin ayrik oldugunu varsayalim. G, ST.(2, C)’nin ayrik (ve bu

nedenle sayilabilir) bir alt grubunun homomorfik resmi oldugundan sayilabilirdir. O halde
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G={a, g, .}
alalim. G ayrik oldugundan |lg|| — o ve Teorem: 1.7.2’den dolayi n —» « igin

p(igljN >0 ()
olur.

H™iin kompakt bir K alt kiimesi bir B = {xe H*: p(x, j ) <k} hiperbolik yuvar
i¢inde bulunur. Eger g(K) N K # & ise 0 zaman g(B) N B = & ve bdylece

p(J, 8(§)) <2k
olur. (2) geregince bu, G’de sadece sonlu sayidaki g 6geleri igin gergeklenir. Béylece G,
H? de siireksiz hareket eder.

Simdi G, H*de siireksiz hareket etsin. Eger G ayrik degilse SL(2, C)’de farkl
Ay, Az, ... matrislerini # — oo ig¢in A, — I olacak sekilde bulabiliriz. Bu matrislerin G’deki
izdiisiimlerine ay, a, ... diyelim. Her xe R® igin a,(x) — x oldugu agiktir. Bu ise
1.5.1°deki (4) ile geliski olusturur. O halde G’nin ayrik oldugunu elde ederiz.

Teoremin ispatindan goriiliiyor ki eger G grubu C ’nin bos olmayan agik bir alt’
kiimesi tizerinde stireksiz hareket ediyorsa ayriktir. Fakat tersi dogru degildir. Yani bir G
grubu ayrik olmakla birlikte C’nin herhangi bir agik alt kiimesi lizerinde siireksiz hareket
etmeyebilir.

2.1.3 ve 2.1.4°den P Picard grubunun H® de siireksiz hareket ettigini elde ederiz.
Fakat P’nin € = C U {0} tizerinde hareketi silireksiz degildir. Bunu gorelim: 1.5.5.

Onerme geregince P’nin parabolik sabit noktalarmin C’da yogun oldugunu gérmek

ptiq
-

yetecektir. w = noktasini alalim. Burada p, g ve r tamsayidir. A¢iktir ki bu

sekildeki wnoktalarinm olusturdugu kiime C’da yvogundur. Basitcge elde edilebilir ki

(A=wr)z+r*w?
—r’z+(1+wr?)

h(z) =

doniigim P’nin, sabit noktast w olan parabolik elemanidir. Gergekten

1-w?, AW, -2, 1 +w? e Z( i)ve (1-w?) 1 +wi?) - (- ) w) =1
oldugundan 4 € P’dir.

tr’(h) = 4 oldugundan A parabolik bir doéniisimdiir. Son olarak

h(w) (= wr)w+r2w
w) = =w
—r 2w+ 14+ wr?




oldugundan w, /# donilistimiiniin sabit noktasidir.

Béylece P Picard grubu, C iizerinde ayrikligin stireksizligi gerektirmedigini
gOsteren bir Ornektir. Bununla birlikte P’nin C tizerinde siireksiz hareket eden alt
gruplarini bulabiliriz. Omegin P’nin bir alt grubu olan modiiler grup , iist yan diizlem

D’de siireksiz hareket eder.

2.2. Modiiler Grup

Modiiler grup, Picard grubunun iyi bilinen bir alt grubudur. P’nin genel yapisi ve
temel denklik alt gruplarmin yapist modiiler gruba benzerdir. Bu béliimde kisaca modiiler
grubun bazi temel 6zelliklerini &zetleyecegiz.

o 2.2.1. Tanim: Modiiler grup, |

+b :
@ ~sad-be=1,abcdeZ

t(z)=

cz+
seklindeki Mobitis doniisimlerinin olusturdugu gruptur.

Modiiler grubu “ M ” simgesi ile gosterecegiz. Bazen PSL(2, Z) ya da PSLy(Z)
simgeleri de kullanilir. Modiiler grup ayrik bir gruptur ve st yari diizlem D’de siireksiz
hareket eder (Lehner 1964).

Modiiler grup,

u(z)=z+1vet(z)=~§

olmak lizere u ve ¢ doniisiimleri ile tiretilmistir.

M i¢in alisilmig F temel bolgesi Sekil: 2°de gosterilmistir.

1 ]
F={zeD:-5SRe(z) s;,lﬂzl}

T
dir ve F’nin alan1 p(F) = 3 >diir.

-1
W=tz il doniislimli gbzdniine almirsa, # = fw oldugundan ¢ ve w
z

doniistimleri de M’yi tiretir ve bunlar
Pew=1

bagmntilarini gergekler.
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Bdoylece M,
M=<tw:l=w=1>
bigiminde bir g6sterime sahiptir (Lehner 1964).
Bu gésterir ki M, bir serbest ¢arpimdir:
G=<t:P=1>=CveH=<w:w=1>2C;
olarak alinirsa
M=G*H=C, *GC;
olur.

Her bir n > 2 tamsayist i¢in Z, ile mod(n) tamsayilarinin halkasini gésterelim. O

halde

a b ’
SLQ2,Z,) = {(c d}a,b,c,de Z, ,ad —bc = 1}

bir gruptur ve N = {1 }, SL(2, Z,)’in normal alt grubudur.

V:Z > Zy ,y(a)=[a] L
dogal halka epimorfizmi

¢ :SL(2,Z) > SL(2, Zy)
grup homomorfizmini indirger. Bu homomorfizmden faydalanarak da

¢n: M=PSL(2,Z) =SL(2,Z)/ {+ 1 }—> PSL(Q2, Z,) =SL(2, Z,)/ {£ 1 }

grup homomorfizmi elde edilir. ¢, homomorfizminin ¢ekirdegi

+b
M(n) = {t e M:t(z) = Z+d;a-=-d:'—=il(modn),b =c= O(modn)}



dir ve M(n)’ye M’nin n- seviyeli temel denklik alt grubu denir. A, M’nin bir alt grubu
olsun. Eger belli bir M(#) temel denklik alt grubu igin M(n) < Aise A’ya denklik alt
grubu ve bu zellikteki en kiiglik # sayisina da A’nm seviyesi denir.

Tanimdan hemen goriiliiyor ki M(n), M’nin bir normal alt grubudur. Ustelik

M /M(n) = PSL(2, Z,)
dir (Jones ve Singerman 1987).

Bundan bagka modiiler grubun 6nemli denklik alt gruplari

a b

Mo(n) = {(c d)e M:c=0 mod(n)}
a b

M) = {[C d]e M:b=0 mod(n)}

M)(n)= {[: 3)5 M:ic=b=0 mod(n)}

gruplandir.

2.3. Picard Grubunun Temel Bélgesi ve Temsili

Bu bélimde Picard grubunun temel bﬁlzgesini olusturacagiz ve temsilini elde
edecegiz. P’nin bir serbest ¢arpim olarak ayrisimini verecegiz.

2.3.1. Onerme: Picard grubunun esmetri gemberlerinin kiimesi

C:ayl* +y%) + 2byx - 2by + ¢, =0 (3)

(a1, by, by, c1€Z b+ bt -y = 1)
bi¢imindeki gemberlerden olusur.

Ispat: Bir reP doniisiimii alalm.

(=X b e dez(i).ad-be=1c%0
z)—cz+d,a, , ¢, del(i),ad-bc=1,c
olsun. Bu ddniiglimiin esmetri ¢emberi, ]cz+d I =1 ¢emberidir. ¢ # 0 oldugundan bu

d
z+—
c

1
¢emberi = ﬂ bigiminde ifade edebiliriz. Bu, merkezi m = - = ve yarigapli
c

1
Fe= r—l olan bir ¢gember denklemidir.
c
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Simdiz=x+iy,c=m+ind=u+iv;x yeR, m n, u, veZ alali. Bu
degerleri l cz+d | =1 esitliginde yerine yazalim:

|(m+in)(x+iy)+(u+iv)|=1
olur ve buradan gerekli iglemler yapilirsa

(m* + ) + %) + 2um + nv)x - 2(un - my)y + 1t +V -1=0
olur ~a; = m A+ bi=um+m, by=un-mv,c;=1’ +v' -1 yazilirsa ay, by, ba, c1€Z
oldugu goriiliiyor. O halde a3 + y?) + 2bix - 2by + ¢; = 0 elde edilir. Bu son
denklemi biraz diizenleyelim: ¢ # 0 oldugundan | c|=m? + m? = a, # 0 *dir ve

x? +y? +2a—lzlx—-2:sz+Z—ll= 0

yazabiliriz. Buradan da

WEN JESEES
a, a, a,

b b
elde ederiz. Bu denklem, (—;’—,fj merkezli ve
1 1

\/b12 +b,%> —c,a,

a,

yarigaph bir gember

1
denklemidir. Buradan, I c! = a, oldugu gbzoniinde tutulursa r = ﬂ’den
¢

b2 +b,> —a,c, =1 elde edilir.
2.3.2. Onerme: P Picard grubu, a,,b,,b,,c, € Zve b’ +b,*>—a,c, >0 olmak
lizere
C:a +y) + 2byx - 2by + ¢, =0
¢emberlerinin Q kiimesi {izerinde hareket eder.
ispat: a;(* + %) + 2byx - 2by + ¢; =0 gemberini alalim. Bu gemberi
azz+b(z+2)+ib(z—2)+¢, =0
seklinde de ifade edebiliriz. Bir zeP alalim.
t(z) = % =w=u+iv olsun.
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dw—b - dw—b
Buradan elde edilen z = v=b ,Z= 2 degerlerini ¢ember denkleminde
—ew +a —-cw+a

s ’ ”2 )

yerine yazip gerekli islemler yapilirsa, a, ,b, ,b, ,c;, € Zve by +b, —a,c; >0 olmak

tizere a; (u® +v*)+2b u—2b, v+c, =0 seklinde bir gember denklemi elde edilir.

2.3.3. P'nin Temel Bolgesi: Picard grubunun Hde siireksiz hareket ettigini
biliyoruz. H*de, Picard grubunun (3)’deki esmetri gemberini ekvator kabul eden bir
yarim kilre vardir. Bu yarim kiireye, (3) esmetri gemberinin belirledigi temsilci yarim kiire
denir. Buyarim kiirenin denklemi

a, (x> +y*+¢? )+2bx—2b,y+c; = 0
dir. Eger a; = 0 ise o zaman C bir dogru olur ve bunun belirledigi temsilci yarim kiire de
bu dogru tizerindeki dikey yar1 diizlemdir.

Simdi H*de P’nin temel bolgesiniolusturmaya galisalim. P igin Ford bolgesini
bulalim. P’de «’un P, ile gésterilen kalimlagtiricisi igin bir temel bdlge Rs olsun. K,

_P’nin tiim temsilci yarim kiirelerinin diginda kalan bolge olmak izere

R=R,NK
bolgesi P igin bir temel bdlgedir.

ilk olarak P, igin bir temel bolge bulalim.

Py, = {teP : {(o0) = o}

seklinde tanimlandigini biliyoruz. te P, alalim,

az+b
Z +

(z)= y

- olsun. #(c0) = oo oldugundan ¢ = 0 elde ederiz. Boylece

b 1
t(z)= %z+; olur ve ad - be = 1’den ad = 1 elde edilir. Buradan a = 7 olur ve

1(z) = a’z+ ab sekline gelir. det(s) = 1 oldugundan o* = 1 bulunur. Bu durumda
t(z)=z+k(k=m+ineZ(i))

seklindedir. O halde
Po={t:14(z) =z + k, keZ(i)} elde edilir.
Simdiz=x + iy eCve k=m + ineZ( i) alirsak
t(z)=(x+iy)+m+in=(x+m+i(y+n)



olur. Dikkat edilirse # doniistimii z noktasini x- ekseni boyunca Iml kadar, y- ekseni

“boyunca Inl kadar kaydirmaktadir. O halde
Re= jze D:—I--n}—ISRe(z')S'--’ﬂ OSIm(z)Sl—}ll-
2 27 2
olur. Simdi de £ = 1 + i alalim. Bu durumda #z) = z + (1 + i) olur. P.’un diger tiim
doniigtimleri #(z) =z + (1 + i)’ye konjuge oldugundan sadece bu £yi géz6niine almak
yeterli olacaktir. O halde
1

1 1
Kx<—-,0<y<—
3 X > y 2,t>0}

Re= {(z,t)e H:—

P i¢in bir temel bolgedir (Sekil: 3).

1R
\ co
\\ A\
-% O\i >X

Sekil: 3

Simdi P’de «’u sabit birakan déniisiimleri:yani Po’un 68elerini attigimizda geriye
. [a b o :
c# 0 olmak izere P’nin (c d] matrislerine kargihk gelen ddntigtimleri kalir. ¢#0

olduguna goére bu ozellikteki her bir donilisiimiin, merkezi C diizleminde bulunan bir

a b
esmetri gemberi vardir, [c d] matrisine karsilik gelen d6niigiimiin esmetri gemberinin

d
zZ+—
c

1 d
= ﬂ gemberi oldugunu biliyoruz. Bu gember H*’de (-—;,O] merkezli ve
c

l—l yanigapli bir temsilci yarim kiire belirler. Bdylece P’nin ¢ # 0 6zelligindeki her bir
c

doniisiimii H*de bir temsilci yarim kiire belirler.
P’nin yukarida belirtilen ozellikteki her bir 63esinin belirledigi temsilci yarim

kiirelerden en bilyilik olani, en biiyiik egmetri ¢emberinin belirledigi temsilci yarim kiire
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olacaktir. En biiyllk yarigapli esmetri gemberi ise, |c| =1 ozelligindeki doniiglimiin
esmetri ¢emberidir. ¢ bir Gaussian tamsayr oldugundan lcl =1 ozelligindeki tiim

Gaussian tamsayilar ¢ = 1, -1, i, -i *dir. Her bir durumda esmetri ¢gemberinin merkezi olan

d
- noktast bir Gaussian tamsayidir. Simdi lcl =1 &zelligindeki tiim doéntigimlerin

d
belirledigi temsilci yarim kiireleri diistinelim. Bunlar (——c-,O] merkezli ve 1 yarigapl

yarim kiirelerdir. Ozellikle de I zl = 1 birim gemberinin belirledigi temsilci yarim kiire olan

birim yarim kiireyi dikkate alalim.

Buna gore c#0 ve lcl #1 olmak tizere P’nin diger tiim &3elerinin belirledigi

1 1 : 1
temsilci yarim kiirelerin yarigaplan ya —="dir ya da —="den daha kii¢tiktiir. Clinkli ——
y yarigaplar ya —7="dir ya da == ¢ ¢ N5

degeri ¢ = 1 + i noktalarina karsilik gelen degerdir ve diger tiim lcl # 1 ozelligindeki
Gaussian tamsayilar i¢in bu deger daha kiiglik olacaktir. O halde lcl #1 Ozelligindeki
dontigtimlerin her birinin belirledigi temsilci yarim kiireler, lcl =1 Ozelligindeki
doniigimlerin belirledigi temsilci yarim kiirelerin iginde kalir. B&ylece P’nin tiim
Ggelerinin belirledigi temsilci yarim kiirelerin diginda kalan bélge yerine sadece yarigapi 1
olan temsilci yarim kiirelerin diginda kalan bélge alinabilir. Dikkat edilirse birim yarim

kiire, P,,’un temel bélgesini keserek bir alt sinir olusturur. R’ un

okl

k&se noktalarina birim kiire {izerinde

LoB3)(LoBl(L12)f 1142
(_2’0’ 2 J(z 07 J[z 27 2 )’("5’2’_’2_]

noktalari kargilik gelir. O halde R, ile tiim temsilci yarim kiirelerin diginda kalan bolgenin
arakesiti

R= {u e H:u= (x,y,t),-—%~ <x< %,0 <y< %,xz +y 4221t > 0}
bolgesidir. R, P’nin temel bélgesidir (Sekil: 4).

2.3.4. P’nin Uretecleri: Simdi yukarida elde ettizimiz temel bslgenin kenarlart

arasindaki iliskiyi inceleyerek P’nin tireteglerini bulacagiz. Once temel bolgenin diizlem



{izerindeki izdiistimiinii g6zoniine alalim (Sekil: 5). Dikkat edilirse s(z) = - z doniiglimii 0

noktasint sabit birakir ve 0’in sag yanindaki a kenarimi soldaki @’ kenari {izerine

1
resmeder. Ayn1 zamanda a”’yll a’ya . resmeder. ¥(z) = - z + i doniislimil 51‘

noktasimi

-4 L
2 2
QI O Q 7X
o . N
’ iii ‘5
vV Ty
Sekil: 5

1
sabit birakir ve 51’ noktasinin her iki yanindaki b ve &’ kenarlarini bir biri izerine
resmeder. #z) =z-1 d6niigiimii sagdaki ¢ kenarini soldaki ¢’ kenar {izerine resmeder.
1
u(z) = - doniistimii de 0 noktasini «0’a ve «0’u 0°a resmeder. Ayrica #(z) doniigiimiiniin

esmetri gemberi birim gemberdir.
Simdi elde ettigimiz bu déniigiimlerin H**deki hareketine bakalim. Biliyoruz ki bir
geP donilgimit Hde

(az+b)(cz+d) +act® +1f
Icz+dlz+lc|2t2

gzttj)=

seklinde hareket eder. Buna gore
tz+tj)=z-1+¢j
Vz+tj)=-z+itt]
szttj)=-z+tj
—;+y‘

u(z+tj)='|z|T+t"2'



elde edilir. Boylece bu doniisimler H*de R’nin kenarlari arasindaki eslemeyi
gergeklestirirler (Sekil: 6).

Ancak biz P’nin C’daki hareketi ile ilgilenecegimizden bu ddniisiimlerin C’daki

Sekil:6

izdiigtimlerini P’nin tiretegleri olarak alacagiz. Bylece P’nin tiretegleri
1
S(Z)'-‘—‘-Z, f(z)=2“ 1, U(Z):-—-— ,V(Z):'--Z"l‘ i
z

dontistimleridir ve bunlar aralarinda asagidaki bagintilar1 gergeklerler:
(u57') = (™) = () = ') = (') =1
Buna gore P’nin bir temsilini _
P=<s,tuy ; (us™):=wt™") =t =t =0u")Y =1> )
olarak elde ederiz. Ayrica P’nin asafidaki temsillerini de ileriki g¢aligmalarimizda

kullanacagiz:

1
uz)=-—,5(2) = -zt ()= z+ LI(2) =z +i
olmak lizere
P=c< u)s,t_l,l; U2 - S2 — (lls)2 = (t—ls)z — (IS)2 - (ut—l)3 — ([LIS)3 — [f,_l,l] =1> (5)

i 1 +1 ]
Tl ,u(z) = —;,y(z) = Z—_—;,r(z) =é olmak tizere

ve x(z) =

P=<xuyria’ =ut =y =r* = () =) =(9)* =(w) =1> (6)
dir.
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2.3.5. Teorem: P Picard grubu, G1 = S;*;, 4, ve G2 = S, *, D, olmak tizere G
ve G; gruplarmin M ile birlestirilmig serbest garpimidir. Yani P = Gy*m Gy’dir. (S3, U¢
sembol lizerinde simetrik grup; A4 dort sembol {izerinde alternatif grup ve D,, Klein’in
4- 1i grubudur.)

Ispat: P’nin (6)’daki temsilinden bu sonucu elde edebiliriz.

Gi=<xu,y;x’=t=0u)*=1,*=1y"=(»)’=1>ve

G=<uy,ruw=r=w)?=Lrr=y’=()?=1>
alalim. O zaman u = u,y = y 6zdeslemesi ile P = G;*G; elde edilir.

G,’de u ve y ile liretilen alt grubu diisiinelim. Bu alt grup, # ve y’nin teker teker
firettikleri alt gruplarin serbest garpimidir. Buna Z;*Z, diyelim. Bu ayni zamanda G,’de
de dogrudur. Boylece P,

Z*Zy=<uy;ut =y’ =1>=PS1(Z)=M
alt grubu ile birlestirilmis bir serbest ¢arpimdir. Burada

Giz 8%, 4, ve G2 8%, D,
dir.

2.3.6.Picard Grubunun Iki Uretegli Temsili: Picard grubu P’nin (6) *daki
temsilini alalim:

P=<xuyr;x’=u* =y’ =r* =)’ =)’ =)’ =(u)* =1>

Burada, matris gdsterimi kullanilirsa

0 i 0 1 11 0 i
=GP T oY Tl o) Tl o

dir. Simdi P’nin beg relatorlil bir temsilde

-1 0 i i
xr =( ; _Jve ury =(i 0)
ile tiretildigini gdsterecegiz.
Ureteglerde ilk indirgeme a = xr,b = ry ile elde edilir. 7 = 1 bagintist gozdniine
aliirsa x = ar,y = rb olur. Bdylece
P=<a,u,b,r;(ar)’ =u* = (rb)’ = r* = (aru)® = (ab)* =b* = (ru)® = 1>
elde edilir. (ru)? = (ar)® = r* = u® =1 bagintilan kullanlirsa

aruaru = auraru = aua"'ra”lu



elde edilir.

Bu nedenle (aru)® =1 bagmtisi- yerine aua™'r™

au = 1’den elde edilen
r = a 'uaua™ bagintisini alabiliriz.

Sonug olarak

P=<a,u,b;(uava™)? = u* = (@ uaua™b)’ = (a'uaua™)?

=(ab)? =b* = (a'waua™'u)* = 1>

elde edilir.

Bununla birlikte (@ 'waua™u)? = 1 bagintis1 ihmal edilebilir. Ciinkii bu baginti

(a'uaua™)? =u® =1ve (aua™'ua™u)? =1

bagmtilarindan elde edilebilir. Gergekten, (vaua™)® =1ise

1 1

1= uaua 'vaua " uaua™ = uauaua uavcua™ = (vauaua™)? = (aua 'ua'u)>

1

elde edilir. Burada #* = lvea'uaua™ = aua™ ua bagintilart kullamlmistir. Buna gore

(aua™uau)? =1 ise a'uaua™'u)*= 1bulunur.

Ikinci indirgeme i¢in w = ub alalim. u = wb olur. O zaman

P =< a,b,w;(whawba™)? = (wb)* = (a”'wbawba'b)*

=(a 'wbawba™)? = (ab)* =b* =1 >

elde edilir. Burada b* = | bagmntist kullanilarak (ab)? =1 ve (wb)? =1 bagintilarmdan
b7lab=a" ve b7'whb =w bulunur. (a”'whawba™'b)* =1 bagintis1 (@' whawa)® =1 ya
da (w?ba)® =1 ile yer degistirebilir. Bu son bagintidan

1= w?baw?baw?ba = w*a*waw*ba

2

elde edilir. Buradan b = aw?a™ w2 aw? bulunur.

Béylece P, a = xr ve w = ury ile {iretilmistir. Sadelestirme yapilirsa
P=<a,w;b=aw?a'wlaw? (awaw™)? = (wh)?
=(@*waw™)? = (@b)* =b* = 1>

elde edilir.
2.4. Picard Grubunun Fuchsian Alt Gruplari

C, kompleks diizlemde a, by, b,, ceZ ve bl2 +b22 —ac >0 olmak lizere



a(x*+y*)+2bx—2b,y+c=0
¢emberi olsun. Q, bu sekildeki C g¢emberlerinin olusturdugu kiime olmak iizere,
2.3.2°den biliyoruz ki P, Q kiimesi tizerinde hareket eder.

2.4.1. Tanim: P’nin bir C ¢emberini sabit birakan ve i¢ini kendi {izerine
resmeden bir alt grubuna Fuchsian’dir denir.

Verilen bir C gemberine karsilik gelen Fuchsian alt grubu P(C) simgesi ile ve
bunun normal kapanigini Py(C) ile g6sterecegiz.

Her Fuchsian alt grubun, €2 'nin bir gemberine karsilik geldigini ve tersine Q’nin
her bir gemberine karsilik gelen bir Fuchsian alt grubun var oldugunu Fricke ve Klein
(1965)’den biliyoruz.

Bu bolimde ilk olarak P altinda bu ¢emberlerin denklik smiflarii gézdniine
alacagiz. Sonra bunlarin kalimlagtiricilarina form gruplar diyecegiz. Bu gruplar P’de
P’nin maksimal Fuchsian alt gruplaridir. Bir gemberin form grubunun bir tereel bolgesini
bulmak i¢in iki metot verecegiz. Bu form grubun sonlu lirete¢li oldugunu ispatlayacagiz.

Modiiler grup M, a, b, ceZ olmak tizere ax’ +bxy + cy® ikili quadratik formlan
lizerinde hareket eder. Ilk olarak bu ikili quadratik formlari gdz6niine alalim. Elde

ettifimiz sonuglari sonra P ve ¢emberlere tagiyacagiz.
M ve Ikili Quadratik Formlar

ax® +bxy +cy? formu i¢in [a, b, c] gésterimini kullanacagiz.
2.4.2. Tanim: [a, b, c] formunun determinant1 A = b - 4ac’dir.
Eger A <0 ise [a, b, c] formuna belirlenmis, A > 0 ise belirlenmemis denir.
Sadece belirlenmemis formlar1 g6zoniine alacagiz.
2.4.3. Tamim: f(x,y)=ax’+bxy+cy® ve g(x’,y) = Ax"* + Bxy'+ Cy”* iki
form olsunlar. Eger bir Te SL(2, Z) matrisi,
S (x,y)=g(T(x,y)")

olacak sekilde varsa bu iki forma denktirler denir. Burada aligilmig matris ¢arpimu ile

xl
I(x,y) = T( J
y

dir. Yani
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_ x=ocx’+[3y'. _
T—{y__:,Yx'_*_'Sy; ’as B'Y_l

doniistimii bir formu digerine resmeder.

Eger z =.i—,z’ =;—: yazarsak o zaman 7" doniiglimii
z= %-z—,% ;08 —-By =1
sekline gelir. Bdylece modiiler grubun bir 63esi, formlardan birini digerine resmedecek
sekilde varsa bu iki forma denktir diyecegiz.
Simdi az? +bz+c=y?(ax® +bxy+cy?) formu ile ¢alisalm. Bu ikinci
dereceden form, iki reel sifira sahiptir. Bunlar
_-b+dA o = —b—-JA
2a 2 2a

dir. Eger teM doéniistimii [a, b, c] formunu [a’,b,¢"]’ye resmediyor ise 0 zaman £, wy’i

W,

’ ’

w, ’ye ve wa’yi w, ’ye resmeder.

Ust yan diizlem D’de yonlendirilmis bir £ yar1 gember yayi ile wy ve wy'yi
birlestirebiliriz. Bu ydnlendirme, ayni yar1 gember yay1 ve ayni sifirlara sahip

[a, b, c] ve [-a, - b, - c] formlarini ayurir.

Eger a = 0 ise determinanti A = b* olan bz + ¢ seklinde bir form elde edilir. Eger

b>0ise w, =-—§-,w2 =oo ; b <0ise w =eo,w, =—-§ aliriz. Bu durumda yar1 ¢ember,

—% noktasinin iistiindeki dikey dogrudur ve wy’den wy’ye ydnlendirilmigtir.
2.4.4, Tamim: (a) Modiiler grubun ahsilmig F temel bolgesi ile kesigen bir yar
cember ile birlestirilebilen belirlenmemis bir forma indirgenmis diyecegiz (Sekil: 7).

(b) Eger e.b.o.b.(q, b, ¢) =1 ise [a, b, c] formuna ilkel form denir.



Sekil:7

Uyarz: (1) Yalniz ilkel formlar gézoniine alacagiz. Eger bir form ilkel degilse o zaman
bu formun katsayilarini en bilyiik ortak garpan (e.b.o.b.) ile béleriz. Sonugta ayn1
yonlendirilmis yan ¢ember ile ilkel bir form elde etmis oluruz.

(2) Boylece bir ilkel form, yonlendirilmis yar1 gemberi ile tam olarak
belietilebilir ve genelde yonlendirilmis yar1 gemberi ve determinanti ile belirlidir.

(3) Agiktir ki herhangi bir form, indirgenmis bir forma denktir. Fakat bu
indirgenmis form bir tek degildir.

2.4.5. Teorem: (1) Denk formlarin determinantlar: aynidir.

(2) Verilen bir determinantin sonlu sayida indirgenmis formu vardir ve bodylece
verilen bir determinantin formlarinin denklik siniflari sayisi sonludur.

Ispat: Sadece M’nin tiretegleri altinda determinantin korundugunu gérmek yeter.

z—>z+1 déniistimii az* + bz + ¢ formunu

a(z-D)?+b(z-)+c=az’+(b-2a)z+(a~b+c) formuna resmeder. Bu
formun determinanti
A’ = (b-2a)* ~4a(a—b+c)=b*—4ab+4a* —4a* + 4ab—4ac =b* —4ac
dir.

1
Yine z——— doniisimii az® +bz + ¢ ’yi
z

1 1
a(—-z-)2 +b(——z-) +c=a—bz+cz*’ye resmeder ve A’ = (-b)* —4ac = b* - 4ac’dir.

Bu nedenle denk formlarin determinantlari aynidir.
(2) [a, b, c] formu indirgenmis olsun ve bunun yari ¢emberine X diyelim. Hemen

belirtelim ki eger p, - ¢ noktalarindan en az biri ¥ ile siurh yan dairesel bdlgenin iginde
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ise ya da eger p veya - o noktalarindan birisi ’nin iizerinde ise [a, b, ¢] formu
indirgenmis bir formdur.

D’de ¥’nin igindeki noktalar

a(a(x*+y*)+bx+c)<0
ozelligindeki z = x+iy noktalandir. (Distaki a ¢arpani X’min {izerinde bulunmamayi
saglar.)

143 143

p=(5 ) ve-F =5
oldugundan eger
a(2axb+2c)<0 yadal2a-b+2c=0

ise [a, b, c] formu indirgenmis formdur.
Eger a = 0 ise - —Z— noktasiin {stiindeki dikey dogru p, - £ noktalarm

ayirmalidir ya da p ve ya - ¢ noktalarindan birisi bu dogru tizerinde olmalidir. Bu dogru
bx + ¢ dogrusudur. Boylece ya +b+ 2¢ degerlerinin biri pozitif ve digeri negatif ise ya da
b =+2¢ ise form indirgenmigtir.

A verildiginde bir indirgenmis form igin

da* +2ab+b* - A <0
v.b. olur. Buradan 3a®+(a+b)> <A elde edilir. @, b €Z olduundan (a, b, c)
¢6zlimlerinin sayisi sinirlidir ve bdylece verilen bir determinantin sonlu sayida indirgenmis
formu vardir. Her bir denklik simifi bir indirgenmis forma sahip oldugundan verilen bir
determinantin sonlu sayida denklik sinifi vardir.

Uyarz: (1) Simdi bir indirgenmis forma denk olan tiim indirgenmis formlan elde
etmek i¢in bir metot verecegiz. [a, b, ¢] indirgenmis bir form ve ¥ da bunun
y6nlendirilmis yan ¢gemberi olsun. O zaman X, F ile kesigir.

(2) Z yonlendirilmesi ydniinde F’den ayrlir ve F’nin bir 6telemesinin igine girer.
Diyelim ki #; eM olmak tizere bu 6teleme #(F) olsun. O zaman tl", 2’y1 bir diger Z; yar
¢emberine resmeder.Diyelim ki bu yar1 gember bir [ay, by, ¢;] formu ile birlegtirilmis
olsun. (Bu form, ilkellik ve yonlendirme ile bir tektir.) |

Simdi %4, F ile kesigir. Ciinkil X, #(F) ile kesisir. O halde [a;, b1, ¢;] formu

indirgenmistir.
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(3) Bu yonteme, tekrar [a, b, c] formu elde edilinceye kadar devam edelim. Bu
olmak zorundadir. Ciinkil [a, b, c]’ye denk olan indirgenmis formlarin sayisi sonludur.
[a, b, c]’ye denk olan tiim indirgenmis formlar, bu yontemi kullanarak bulacagiz.

Bu yénteme “ stirekli indirgeme metodu ” (S.1.M.) denir.

P ve Belirlenmemis Hermitian Formlar

2.4.6. Tamim: (1) Bir Hermitian form, azz+bz+bz+c quadratik formudur.
Burada a, ceZ ve beZ(i)’dir. z=x+iy,b = b, +ib, yazarsak

a(x* +y*)+2bx—2b,y+c
elde ederiz ve bu formu (a, by, b5, c) seklinde kisaltabiliriz.

(2) Bir (a, b, by, ¢) Hermitian formunun determinant

D=5b72+b~ac
dir. Eger D > 0 ise (a, by, b2, c) formuna belirlenmemis denir; eger D < 0 ise belirlenmis
denir.

Uyari: (1) Burada belirlenmemis Hermitian formlar1 gézoniine alacagiz. Béyle
bir form, eger a # 0 ise (bu form sifira esitlenerek) C’de iiﬂ merkezli ve T;l?l-
yarigaph bir gember temsil eder. Eger a = 0 ise bdyle bir form bir diiz dogru
(C =C u{=}’da cember) temsil eder.

(2) Bu ¢emberi, saat yoniiniin tersi olan yonil pozitif yén olarak alip
y6nlendirebiliriz. Bu yénlendirme (a, by, b, ¢) ve (- a, - by, - by, - ¢) formlarini ayirir.

(- a, - by, - by, - ©)’ye (a, by, ba, ¢) formunun tersi denir.

Bdoylece bir yonlendirilmis gember ve D determinant: bir form tayin eder.

2.4.7. Tanim: (1) Eger P grubunun bir déniigtimii, bir formu digerine
resmedecek sekilde varsa bu iki forma denktirler denir.

(2) Eger e.b.o.b.(q, by, by, ¢) =1 ise (a, by, by, ¢) formuna ilkel form denir.

(3) Eger bir formun ¢emberinin Hde belirledisi temsilci yarm kiire, P’nin

alisilmig R temel bolgesi ile kesisiyor ise bu forma indirgenmis form denir.



Uyar:: Her form, bir indirgenmis forma denktir. Ciinkil bir formun yarm-

kiiresini, indirgenmis bir formun yarim kiiresine resmeden bir geP bulabiliriz.
2.4.8. Teorem: (i) Denk formlarin determinantt aynidir.
(if) Verilen bir determinantin sonlu sayida indirgenmis formu vardir. Béylece

verilen bir determinantin sonlu sayida denklik sinifi vardir.
Ispat: (i) Sadece P’nin tiretegleri altinda determinantin korundugunu gérmek

yeter. Omegin 1(z) = z - | dénilisiimil azz+bz +bz+c’yi

a(z+ )G+ +b(z+ ) +b(z+ 1) +c=azz+(a+b)z+(a+b)z+(a+b+b+c)
=(a,a+b,,b,,a+2b +c)

formuna resmeder. Benzer sekilde (a, b1, b,, ¢) formu
sile (a,~b,,—b,,c)’ye
t'ile (a,~a+b,,b,,a~2b,+c)’ye
uile (¢,~b,,b,,a)’ya
vile (a,~b,,a—b,,a~-2b,+c)’ye
resmedilir. Hepsinin determinant1 4, +5,” — ac *dir.

(ii) Bir (a, b1, b,, c) formu indirgenmis olsun.
(a) Eger a # 0 ise bu formun ¢emberinin belirledigi temsilci yarim kiire H, R’nin

R kapamiginin parabolik olmayan dért kdsesinden en az birini kusatir. Bu kogeler, birim

kiire izerinde

1 11 .1 11

-=0 L iy _’0 U5 0

5065 9G0.6:5)

noktalarmn Ustiindedirler. Bu koselerde yarim kirenin formu a*b, +c,atb —b, +c
degerlerini alir. Boylece eger (a, b, b3, ¢) formu indirgenmis ise a? +ab, +ac ve

a® ab, +—ab, +ac’den en az biri negatiftir. (Distaki a garpami H’ya dahil olmamay:
saglar.)

O halde D verildiginde a = 0 igin

a’tab +b?+b,> <D yada

a* tab, —ab, +b’ +b> <D

olur. Buradan
(2atb,)* +3b> +4b,> <4D yada



(2a—b, £b,)* + (b, £b,)* +2b* +2b,> < 4D
yazabiliriz. a, b, b,€Z oldugundan yine sonlu sayida ¢6ziim elde ederiz.

(b) Eger a = 0 ise 0 zaman dogru iizerindeki dilsey diizlem, R’nin parabolik
olmayan dort kdsesini aymrir. Bu kdselerde bu dogrunun formu b, +¢,+b, —b, +¢
degerlerini alir. Béylece +b, +c¢ ve b —b, +¢ ’den en az biri pozitif ve en az biri

negatif olmalidir. Benzer gekilde yine sonlu sayida ¢6ziim elde edilir.
1 11 1 11
‘nin. (——.0). (——.— Z0) (= — I .
(c) R’nin, ( X ), ( 5 2) ve ya ( 5 ,0),( > 2) noktalan izerindeki késelerinden

en az biri H’'min iizerinde olabilir. O zaman efer a = 0 ise #h, +c=0 ya da
1b, —b, + ¢ =0 olur. Eger a # 0 ise a*> tab, + ac =0 ya da a* +ab, —ab, +ac = 0 olur.
Bu durumda da verilen determinant i¢in sonlu sayida ¢6ziim vardir.

Boylece verilen bir determinantin indirgenmis formlarinin sayist sonludur ve bu
nedenle verilen bir determinantin denklik simiflarmin sayisi sonludur.

2.4.9. Tamm: (1, 0, 0, -D) formuna, D > 0 determinantinin temel formu denir.

Her temel form indirgenmistir ve 0 merkezli JD yarigaplt bir gemberdir.

2.4.10. Tanim: Bir C = (a, by, b,, ¢) formunun ¢(a, b;, b2, ¢) form grubu (ya da
sadece grubu), P’de C’yi sabit birakan tiim déniisiimlerin olugturdugu alt gruptur.

Burada C gemberi sabit birakilmustir ve igi kendi {izerine resmedilmistir. Béylece
bir formun grubu, P’nin bir maksimal Fuchsian alt grubudur. P’nin maksimal Fuchsian alt
gruplarinin denklik siniflari, ilkel formlarin denklik smiflart ile 1-1, drten eglenmistir.

2.4.11. Teorem: ¢(C), bir C formunun grubu olsun. g;eP ; i = 1, ... ,n olmak
tizere, C’ye denk olan tlim indirgenmis formlar C; = g{(C)’ler olsun. C/’nin belirledigi
temsilci yarim kiireye H; diyelim.

O zaman ¢(C) i¢in Fy temel bolgesi,

s =Jg,(H,AR)’nin
diizlem fizerine stereografik izdiisimidiir.(Genelligi bozmaksizin C’yi bir gember
varsayabiliriz.). Yani Fy = Proj(S)’dir.

Ispat: Ik olarak belirtelim ki farkli yarim kiirelerin her biri icin, bununla

birlestirilmis iki indirgenmis form vardir: Biri formun kendisi ve digeri de tersidir.
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(i) Bir X €int(C) noktas1 alalim. C’nin belirledigi temsilci yarim kiirede buna
karsilik gelen nokta xeHc olsun. O zaman 3geP 6yle ki x= g(x) e R’dir. Olusturulusu
nedeniyle, Hc’nin R ile kesigen tiim resimleri Hy'lerdir. Bdylece bir i igin x e Hydir.

O halde g,” (;) =g 'g(x)e S ve g, g(Hc) = He*dir. Bunu saglayacak sekilde
iki tane g; doniiglimil vardir fakat yalnizca bir tanesi C’nin yoniinit ve bdylece C’nin igini
de korur. Yani g/'ge$(C)dir.

Hc’nin boyle her noktasi ¢(C) ile S’nin bir noktasina denktir. Bu nedenle de
int(C)’nin her noktast S’nin izdiisiimiintin bir noktasina denktir.

(ii) ¥,y € int(C) noktalarim, bu noktalara karsilik gelen x, yeHc noktalart S’de
bulunacak sekilde segelim. X # ¥ bdylece x # y olsun. x, y noktalan P altinda R’deki
x= g (x),; = g;(y) noktalarina denk olsunlar.

Eger x ¢; ise x, y noktalar1 P’de denk degildir. Ciinkll g(x) = y olacak sekilde
bir geP doniislimii meveut olsa idi x=g™(y) ve x=g,g7'(») = g.87g,” (¥) olurdu.
Bu ise, g,g"lgj'1 € P oldugundan x ve ; noktalarmin P altinda denk olmasi demektir.
;,;e R oldugundan bu miimkin degildir. Béylece g, # g, olmak izere x= ; oldugu
goriilmiis olur.

Varsayalim ki bir ge¢(C) igin ¢ (x) =y olsun. O zaman g;(x) = g, ¢ (x) ve
$(x)= gj"g, (x) olur. g,(C) ve g,(C) farkli indirgenmis formlardir. gj"x g (O =Cve
bdylece ¢ (C) # C olur. Bu da ¢ €¢(C) olusu ile geligkidir.

O halde S’nin ¢(C) altinda denk iki noktas: yoktur.

(i) ve (ii)’den Fy = Proj(S) elde edilir.

Uyarn: (1) Modiiler grup igin ayn1 durum agagidaki sekillerde goriilmektedir:

®

E
)
X ; ~%
H oS P—
c/;’_\ / \H; =9(H.)
. |
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(i)
F
g
1@ =5
Hc - 7 P
g

" (2) (ify’de H;, Hy'ye esit olabilir fakat o zaman bunlar ters yonlendirilmig aym

¢ember iizerinde bulunacaklardir, Bu durumda g }."l g;, int(C)’yi ext(C)’ye resmedecektir

ve g,”' g, ¢¢(Cydir.

Yukaridaki bu yap: S.I.M.’dir ve R’yi ayirmanin agik bir yolu olmadigindan R’yi
H; ile kesigen kenarlar boyunca ayiririz.

(3) Eger bir H;, R’ye sadece bir kosesinde degiyorsa o zaman bu, S’ye sadece bir
nokta katacaktir. O halde bu yarim kiireler ve bunlanin formlarmi ¢alismak g¢ok
dnemsizdir ve gzdniine almayabiliriz.

2.4.12. Teorem: ¢(C) sonlu tireteglidir.

Ispat: 2.4.11 geregince F; , sonlu kenarli poligonlarm sonlu bir birlesimidir.
Boylece Fy sonlu kenarlidir. Aym zamanda eger g; S.IM ile segilmis ise F, baglantili ve
konvekstir. O halde $(C) sonlu tireteglidir.

Uyari: Uygulamada, Teorem: 2.4.11°deki metotla ¢(C)’nin temel bolgesini
bulmak olduk¢a zordur. Simdi ¢(C)’nin temel bélgesini bulmak igin ¢ok daha basit bir
ydntem verecegiz. Bu metotla Ford bélgesini bulacagiz (Hutchinson 1907).

Simdi C: o zz +v z-l-:y_ z+ B formunu g6zdniine alalim. Yani

C=(o,Rey,Imy,B ) formu, o,B €Zve vy € Z( i) olmak lizere

8 =yy —ap >0 determinantt ile verilmis olsun.
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a
h= [C d] €¢(C) alahm. Bu déntistimiin C formunu kendi {izerine resmetmesi

icin gerekli olan kosullar
o (dd—1)—ydc—y dc+ B cc=0
—ad5+yda+ycl—)—{3 cZ:y (7)
o bb—y ba—yab+ B (aa—1)=0
dir. C formu aym zamanda h™ déniisiimii ile de kendi tizerine resmedilmis oldugundan
o (aa-1)+y ac+yac+ P cc=0
o ab+y a§+§'-cz+[3 cd =7y (8)
o bb+7 bd +ybd + (dd-1)=0
kosullar da gereklidit. O halde (7) ve (8)’den a, b, d'katsayilart A ve c’ye gore
B A+ye d_‘?c—i b_?(x—? c)+d -c-—ki/—

4 2
- (0 (0

a

seklinde elde edilir. Burada A =7y c—o d degeri A =0 2+8 cc esitligini saglar. Bu
esitlik ad - bc = 1 kosuludur. Esmetri gemberleri C gemberine diktirler.

1lk olarak oo’un kalimlastiricisi olan ¢.,(C) alt grubu igin bir temel bolge alalim. Bu
alt grubun tiim elemanlari igin ¢ = 0°dir. Sonra en biiyiik esmetri g.:emberlerini belirlemeye
baglayalim yani [c| en kiiglik olsun ve bir kenari reel eksen olan kapali bir bolge:elde
edinceye kadar devam edelim. (Grup sonlu iirete¢li oldugundan boélge kapanacaktir.)

o

Ornek: C = (1, 0, 0, - 5) formunu gdzoniine alalim. $(C)’nin elemanlar

seklinde déniigtimlerdir. Esmetri gemberleri, H yarigapli ve = merkezli gemberlerdir.
¢

he$(C) doniistimi I(h) esmetri gemberini, h™’in esmetri gemberi I(h™!) e resmeder.

A 1
Ih™), —:’ merkezli ve m yarigaph bir gemberdir.
c

-A 0 — —
¢ = 0 i¢in, (0 —XJ ; AA=1 seklinde déniisimler elde edilir. AA=1 ise

A =tlyada A==i’dir. Boylece ¢(C) alt grubunun déniisiimleri i(z) = z ve s(z) =—z

doniisimleridir. s d6niisiimi orijin etrafinda m acis1 kadarlik bir dénmedir. Béylece
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$(C) = < i, s > elde edilir. Bu da mertebesi iki olan devirli bir grup oldugundan ¢.(C)
i¢in bir temel bslge Ust yan diizlemdir.

Simdi en biiylik esmetri ¢emberlerini belirlemeye ¢alisalim. |c|>0 ic;in?»i’in
minimum degerini bulmaya ¢aligalim.

]klz =1+5{cl2 oldugundan |c|2 =1, 2, 3 ve 4 igin I?LIZ iki karenin toplami

degildir. |c |2 =5 igin | A Iz = 26 olur. Boylece

c=%1+2i yadac=42%i ve

A=%1+5i yada A=15+/ olur.

¢, - ¢ ile 6zdeslenmis oldugundan (PSL(2, Z( i )’de ¢alisiyoruz) sadece ¢ = 1+ 2i
ya da ¢ =2+i’yi gbzbniine almak yeter.

¢=1+2i,A=1-5i alalim. O zaman bu d6niisiimiin esmetri ¢emberi

A S Sh—2i) = 211430 €D
e 110 - sd+Nd=2) = (1+3)eD

1 .
merkezli ve r=-\/—g yarigaplt ¢emberdir. Bu esmetri ¢emberi, ters déniisimiin egmetri

¢emberi ile eslenmistir. Bu gember
—1+5 5-10i
i :( 142i ~1—5J
dénilsiimiiniin esmetri cemberidir. I(4,™") esmetri cemberi ise
A 1=Si (1-5i)(1-20)

1
e = =2(9+7i)eD
¢ 142 5 SO+

1
merkezli ve r = —= varicapli cemberdir.
Jg yarigapli ¢

Boylece her iki esmetri gemberi de D’dedir. Bunlar temel bolgenin sinirinin bir
pargasini olustururlar. ¢ ve A ’min diger olasiliklarini g&zdniine alalim ve bu sekilde elde

ettigimiz cemberleri 1 ile numaralandiralim. Elde ettigimiz bslge kapali degildir. O halde
Iclz,l A ]2 ¢iftinin daha sonraki olasiligint gb6z6niine alalim. Yani Icl2 =8 ve
IK l2 =41’dir. Buradan ¢ =212/ ve A=14+%5i ya da A=15+4i elde edilir. Buradan

elde ettigimiz ¢emberleri de 2 ile numaralandiralim. Simdi boélge reel eksen iizerinde
kapali olur. Ust yari diizlemdeki diger tiim esmetri ¢cemberleri, burada belirledigimiz

¢emberlerin iginde bulunur,
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do(C)’un temel bolgesi ile esmetri gemberlerinin disinda kalan bdlgenin arakesiti iki
bélgeden olugur. Birinci parga C ¢gemberinin iginde kalan kisimdir veidi{;er parga digtaki
kisimdir. Bu iki par¢anin birlesimine N diyelim. N, ¢(C) igin bir temel bdlgedir.
Yansimalarla genisletilmis grup igin sadece N’nin, C’nin iginde kalan kismini almak
yef(erlidir. Ciinkdl, distaki kisim i¢ kismun C’ye gore yansimasidir (Sekil: 8).

Temel bolgenin kenarlarin esleyen doniistimler
~1+5i 5-10i -1+5i 5+10i -1+5i 10-5i
D= 142 —1-siP2 T\ 1-20 —1-5i)" T\ 241 -1-si

) —1+5i 10+5i —4+5i 10-10i ) —4+5i 10+10i
4T 2—i -—1-5i 5= gh0i —1-5i P67 2—2i —4-5i)"°

i 0
s= ( 0 —i] doniigiimleridir.

Bu déniisiimler $(C) grubunu tiretirler.

Sekil: 8
Konjugelik Simiflari

Teorem:2.4.8” in ispatinda, (a, b1, b2, ¢) formunun
5 doniligimil ile (a,? b,,—b,,c)’ye
t doniigimitile (a,a+5,,b,,a+2b +c)
f! dontigimil ile (a,—a +b,,b,,a—2b, +c¢)’ye
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u dontisiimi ile (c,—b,,b,,a)’ya
v donigiimitile (a,—b,,a—b,,a—2b, +c)’ye
resmedildigini gérdiik. Boylece eger bir geP dontisiimi i¢in

8@, by, bz, ©) = (@b, 1B, ¢
ise su durum ortaya ¢ikar:

(i) Eger a ile c’nin en az biri tek ise bu durumda a’ ve ¢”’den en az biri tektir.

(ii) Eger aile c¢’nin her ikisi de ¢ift ise 0 zaman

a’'=c’=0 (mod2)

b =b  (mod2)

bz’ =b, tmod 2)

Buna gore eger (a,b;,b,,c) ve (a, b,,,bz’,c') formlarmin ikisi de ilkel ve
determinantlar1 ayni ise ve (i) ya da (ii) kogulunu sagllyorlar'sa. o zaman bu formlar
denktirler. Boylece verilen bir D determinant: igin ilkel formlarin (en gok) dort denklik
smifi vardir. Bunlar asagidaki tiplerdir:

I: (tek ya da ¢ift, tek ya da ift, tek ya da ¢ift, tek ya da ¢ift)

Bu halde a ile ¢ ayni anda ¢ift olamaz.

II: (gift, tek, tek, cift)

III: (gift, tek, Gift, cift)

IV: (¢ift, ¢ift, tek, ¢ift)

Tiim D determinantlar: igin I tipten bir smuf daima mevcuttur. Ciinkii, herhangi
bir determinantin (1, 0, 0, - D) temel foﬁnu I. tipten bir formdur. (a = 1 olup tek sayidir.)

2.4.13. Teorem: Bir D determinanti verilsin.

Eger D=0 (mod 4)iseo zaman ilkel formlarin sadece bir denklik simifi vardir ve
L tiptendir.

Eger D=1 (mod4)ise 1., IIL ve IV. tipten ti¢ stuf vardir.

Eger D =2 (mod 4) ise I. ve II. tipten iki sinif vardir.

Eger D =3 (mod 4) ise L. tipten sadece bir smnif vardir.

Ispat: Tim D determinantlari igin bir temel form var oldugundan I. tipten bir
smf daima mevcuttur. O halde a ve ¢’nin her ikisinin de ¢ift oldugunu varsayalim ve

D = by®> + b;* (mod 4) determinantin1 gézoniine alalim.
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D=0 (mod4)= b?+b>=0 (mod 4)
= by ve by nin her ikisi de gift
= Form ilkel degildir.
= Sadece L. tipten bir simif vardur.
D=1 (mod4)= b*+b =1 (mod 4)
= b tek iken b, ¢ift ya da tersi
= III. ve IV. tipler mevcuttur.
Bu durimda I. , III. ve IV. tipten iig siuf vardir,
D=2 (mod 4) = b’ + b,* = 2 (mod 4)
= b; ve by nin ikisi de tek
= II. tip mevcuttur.
Bu durumda da I. ve II. tipten iki siuf vardir. '
D=3 (mod 4) = b + b;> =3 (mod 4) igin bir ¢6ziim yoktur. Sadece I. tipten
bir smif vardir. |
Simdi ¢(a,b,,b,,c) nin, derecesi 2, 3 ve « olan elemanlara (yani 2. ve 3.
dereceden eliptik ve parabolik) sahip olabilmesi igin gerekli olan kosullar1 bulalim. Once
bir diizeltme ile Fine (1976)’dan agagidaki teoremi elde ederiz. Fine 2. dereceden eliptik
elemanlarin beg sinifin1 bulmustur, halbuki bunlar dort sinifa indirgenebilir.
‘ 2.4.14, Teorem: P’de eliptik elemanlarin, 2. dereceden dort ve 3. dereceden iki
olmak tizere sadece alti denklik smifi vardir. Ozellikle 2. dereceden herhangi bir eliptik

doniistm 2z -z,z—>-z+i,z—>-z+1,z—>-z+(1+i) doniigiimlerinden birine

1
konjugedir. 3. dereceden herhangi bir eliptik doniisim z — “ S+l ya da z— 17
i

ddniistimlerinden birine konjugedir.

Ayni zamanda P’nin bir parabolik elemani, bir

z = z+t,te Z(i \{0} |
6telemesine konjugedir.

Ispat: Teorem: 2.3.4’de P = G;*yG; oldugunu gdrmiistik. P’nin (6)’daki
temsilini dikkate alalim.

Giz{xuy;x’=u*=0u)}=,x>=y"=()? =1} ve

Gz {uy,r;u’ =r’=(u) =Lu* =y* =(ry)* =1 }"dir.
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Simdi, genellestirilmis bir #*(G,, G; H) serbest ¢arpiminda sonlu dereceli herhangi
bir eleman, ¢arpanlarmn birinde bulunan sonlu dereceli bir elemana konjugedir
(Magnus ve ark. 1976). Bu nedenle P’de eliptik elemanlann konjugelik simflarini bulmak
icin G, ve G;’de sonlu dereceli elemanlarin konjugelik smiflarint bulmaliyiz. $imdi x = x
birlestirme islemi ile

Gis{xuy;xX=u=(uw)}?=L,>=y =)’ =1}

={xu; X’ = =(u)l =1} {xy; =y =()’=1}

olur. Benzer disiince ile Gy’de konjugelik siniflarint bulmak igin Gy’in ¢arpanlarinda
konjugelik siuflarim bulmaliyiz. { x,u; x* = > = (xu)*> =1} = T; garpaninda 2. dereceden
elemanlarin iki konjugelik smfi vardir ve temsilcileri u ile x#’dur. 3. dereceden
elemanlarin bir sinifi vardir ve temsilcisi x’dir. ‘
{ x,y;x*=y*=()* =1} = Agsde 2. dercceden elemanlarin xy temsilcisi ile bir
konjugelik smifi ve 3. dereceden elemanlarin x, y temsilcileri ile iki konjugelik siufi
vardir. Bu nedenle G,’de 2. dereceden elemanlarin u, xu, xy temsilcileri ile iig konjugelik
smifi vardir ve 3. dereceden elemanlarin x, y temsilcileri ile iki konjugelik sinifi vardir.

Benzer bir inceleme ile G,’de 2. dereceden elemanlarin u,r,ru,ry temsilcileri ile
dort konjugelik smifi ve 3. dereceden elemanlarin y temsilcisi ile bir konjugelik siufi

vardir.
Bdoylece P’de eliptik doniisiimler igin tam olarak agagidaki temsilcileri elde ettik:

2. dereceden olanlar u, xu, xy,r,ru,ry ve 3. dereceden olanlar x, y’dir.

+1
3. dereceden olan x ve y dontigimleri x(z) = ve y(z) = -Z-—Z— olup bunlar

iz+1

1 ..
ve z — —— doniistimlerini
z+1 z+i

yerine islem kolayh@ i¢in konjugeleri olan z — —

aliyoruz.
2. dereceden olanlar igin

—i

u(z) = '_;,r-(Z) = é,I'U(Z) =-2,r¥(z) = z—+zl u(z) = ;%’Ay(z) T (-Dz+i

dir. xu ve ry doniligiimleri z —» —z+1 dénlisimiine konjugedirler. u, z — —z+i’ye
konjugedir. r, ru’ya konjugedir. Son olarak xy, z — —z+ (1+i) doniislimiine konjugedir.

Boylece tam olarak P’de 2. dereceden eliptik elemanlarin dort konjugelik suufi
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vardir ve temsilcileri z & —z,z > —z+i,z = —z+1,z = —z+ (1+i) doniisiimleridir.

Son olarak #eP herhangi bir parabolik déniisiim olsun. Bunun sabit noktasina z
diyelim. Bir kP doniislimiinii k(zo) = o olacak sekilde bulabiliriz. O halde khk ™ (c0) = o0
olur. Buna gére bir e Z( i )\{0} i¢in khk~'(z) = z+¢ *dir.

2.4.15. Teorem: C bir ilkel form olsun. Bunun form grubu ¢(C), asagidaki
elemanlan bulundurur:

(a) Eger C,

@) (a, 0, 0, c) ~ temel form

1
(ii) (a, 0, 5% c) agift
1 .
(iii) (q, 5% 0, ¢) agift
) (a-3aza.c) agi
(iv) (a, 2a,za,c aci
formlarinin herhangi birine denk ise 2. dereceden eliptik elemanlar bulundurur. -

(b) Eger C,

1
0 (a,;a.5,,a) asift

1
(ii) ( a,b ,—Ea,a) a gift

formlarinin herhangi birine denk ise 3. dereceden eliptik elemanlar bulundurur.

(¢) Eger C’nin determinanti D = dD¢* seklinde ise parabolik elemanlar
bulundurur. Burada d, kare olmayan bir sayidir ve p = 3 (mod 4) asal garpanina sahip
degildir.

Ispat: z — —z doniisimi C’yi

a(—z)(—;) +b(-z)+ Z(—;) +c=azz—bz-bz+c
formuna resmeder. Eger b = -5 yani b = 0 ise bu resim formu C’nin kendisidir. Béylece
C, I tiptendir.

z = —z+1i doéniisiimii C’yi

a(-z+i)(~z—i)+b(~z+i)+b(-z—i)+c = azz+(ia—b)z+ (~ia~b)z+(a+ib—ib+c)



formuna resmeder. Bu durumda b = ia - b ve buradan 25, = a, b, = 0 elde edilir. Béylece
1
bir a (gift), ¢ igin (a,O,Ea,c)’ye denk bir formun grubu en az bir tane z —» —z+i’ye

konjuge olan 2. dereceden eleman bulunduracaktir. Bu form, ¢’nin tek ya da gift

olmasina gore 1. ya da IV. tipten olacaktir.
' 1
Benzer sekilde, bir a (¢ift), ¢ igin (a,—Ea,O, ¢)’ye denk bir formun grubu,

z = —z+1’e konjuge olan en az bir eleman bulunduracaktir. Bu form, 1. ya da IIL

tipten olacaktir.

1 1
Yine bir a (¢ift), ¢ igin (a,—Ea,Ea,c) ’ye denk olan bir formun grubu,

z = —z+(1+1i)’ye konjuge olan en az bir eleman bulunduracaktir. Bu form I. ya da II.

tipten olacaktir.

_) d" ﬁ - ﬁcs .
z il Sniistimi C’yi

a{—l-—zI—l—,—zJ (—l-zj ;(—1—2] - - - - -
= [+ + =— Hce=a(l+2)(A+2)-b(l+2)z-b(1+2)z+czz
z 4 z z

=(@a-b-b+c)zz+(a—b)z+(a~b)z+a

formuna resmeder. Bu resim formunun C’nin kendisine esit olabilmesi igin

a=cveb=ab olmalidir. Buradan a = ¢ ve 2b; = a elde edilir. Boylece bir a (¢ift), b

1 -1
icin (a,—z-a,bz,a)’ya denk bir formun grubuy, z — ——+—l—’e konjuge olan 3. dereceden en
yA

az bir eleman bulunduracaktir.

-

1
Benzer sekilde bir a (gift), b igin (a,b,,-za,a)’ya denk bir formun grubu,
1 . .
z— z—_‘_—i’ye konjuge olan 3. dereceden en az bir eleman bulunduracaktir.

1, . .

Eger Cnin denklemi, b—l=7”- olmak tizere 2b,x-2b,y+c=0 seklinde ise,
2 1

z—z+1t , teZ( i \{0} donlisimi C’nin grubunda bulunacaktir. Burada # = # + it;

(teZ) ve eger t; = 0 ise b, = 0°dir. Bu sckildeki bir C formu igin bir # daima bulunabilir.

Conkdt bu C formu i¢in D = b +5,*dir ve t=b, +ib, alnir. D = 5> +5,>°den b; ve



b,’yi bulabilmek i¢in, efer D’nin kare olmayan kismi1 p = 3 (mod 4) g¢arpanina sahip
degilse bir ¢6ziim elde ederiz. Yani eger D = dDy?, d kare degil ise d’nin p = 3 (mod 4)
seklinde bir p asal garpan1 yoktur (Lehner 1964).

Eger D bir ¢6ziime sahip ise D determinantinin her ilkel smifi bir diiz dogruya
sahiptir ve bdylece bu sekildeki her smifin bir formunun grubu parabolik elemanlar
buiundurur.

Ornek: D = 18 i¢in &; = b, = 3 seklinde bir ¢6ziim vardir fakat D = 12 igin bir
¢6ziim yoktur.

2.4.16. Sonug: Herhangi bir ilkel formun grubu 2. dereceden eliptik elemanlar
bulundurur.

Ispat: Her D igin I tipten bir smif vardir. Bu nedenle yukaridaki teoremin (a)(i)
kismu geregince I. tipten formlarin biitin gruplari 2. dereceden eliptik elemanlar
bulundurur,

D =0, 3 (mod 4) i¢in sadece I tipten bir sinifin mevcut oldugunu biliyoruz.

D = 1 (mod 4) igin eger form IIl. ya da IV. tipten ise (a)(ii) ya da (iii)’de

D
a=2,c= alimr. D = 2, (mod 4) igin eger form II. tipten ise (a)(iv)’de

D
a=2,¢c= 1—-5 alinir.

2.4.17. Sonug¢: Bir temel formun grubu 3. dereceden eliptik elemanlar
bulundurmaz.

Ispat: 2.4.15” in (b) kismu geregince eger grup 3. dereceden eliptik elemanlar
bulunduruyor ise bu form I. tipten olamaz.

Ornek: ¢(2, 0, 1, - 6) grubunu gozdniine alalim.

D = 13°dilr ve 13 = 13(1)? yazabiliriz. 13 = 1 (mod 4) oldugundan bu grup
parabolik elemanlar bulunduracaktir. Teorem: 2.4.15(a)(ii) geregince bu grup P’de
z — —z+i’ye konjuge olan 2. dereceden eliptik elemanlar bulunduracaktir.

2, 4, - 1, 2) formu IV tiptendir ve D = 13°tiir. Bu form, (2, 0, 1, - 6) formu ile
aymu tiptendir. Bdylece (2, 0, 1, - 6) ~ (2, 4, - 1, 2) “dir. Teorem: 2.4.15(b)(ii) geregince

1
bu grup P’de z — m’ye konjuge olan 3. dereceden eliptik elemanlar bulundurur.



3. PICARD GRUBUNUN NORMAL FUCHSIAN ALT GRUPLARI
ve TEMEL DENKLIK ALT GRUPLARI

Bu bdliimde 8nce Picard grubunun normal Fuchsian alt gruplarmi belirlemek igin
bazi sonuglar ve ardindan bu alt gruplan karakterize eden bir teorem verilmistir.Picard
grubunun temel denklik alt gruplar1 tanimlanarak , bu alt gruplarin yapisimi belirleyen
teoremler ifade edilmigtir. Temel denklik alt gruplari ile HNN gruplar arasinda siki bir
baginti mevcuttur ve bu konu genis olarak ele alindiginda bir baska tez olugturacak kadar
kapsamlidir. Bu nedenle burada sadece tanimlar verilerek, teoremler ispatsiz olarak

alinmugtir,
3.1, Picard Grubunun Normal Fuchsian Alt Gruplar:

Bu béliimde P nin (5)° deki temsilini kullanacagiz. P, C °de hiq bir yerde stireksiz
olmadifindan sonlu indeksli normal Fuchsian alt gruplari yoktur (Lehner 1964).
Waldinger (1965), |P: Pn(C;)| sonlu olacak sekildeki C; gemberlerinin alti smnifinin
varlifim gostermistir. Fine (1976) P’de eliptik ve parabolik elemanlarin konjugelik
smiflarimi kullanarak bu sonuglari genigletmistir. Yalmiz Fine, 2.4. kesimde belirttigimiz
gibi P’deki eliptik elemanlarin konjugelik simflarmi bir fazlasiyla bulmugtur. Biz bu
bolimde Teorem: 2.4.14’{i g6zdniine alarak Fine (1976)’daki sonuglar: inceleyecegiz.

3.1.1. Teorem: —G, P’nin normal bir alt grubu olsun. Eger G, bir eliptik eleman
bulunduruyorsa |P: G| indeksi sonludur.

Ispat: keG ve k eliptik bir eleman olsun. G, P’de normal oldugundan G o A(k)
ve |P: G| £ |P: A(k)l’dlf. (Burada A(k), £ ile liretilen alt grubun normal kapamgidir.)
Simdi tlim eliptik £ doniigtimleri igin [P: A(k)| < o oldufunu gérecegiz.

Knmn tim & konjugeleri igin |P: A(k)| = |P: A(k»)|’dir. Bu nedenle sadece
konjugelik smiflannmn temsilcileri i¢in A(k«)’in sonlu indeksli oldugunu gérmek yeter.
Bunun i¢in bdliim gruplarmm sonlu mertebeli oldugunu gérmeliyiz. BSliim gruplarimin
temsilini elde etmek igin, konjugelik sinflarimin P’nin temsilindeki temsilcilerini 1’e esit
olarak alacagiz.

P=<us,t™ liu? =5 =(us)? = (¢t7)? = (I5)* = (ur™)? =(us)® = [, ]]=1>



temsilini gozdniine alalim. Teorem: 2.4.14 geregince herhangi bir eliptik donligiim
s,t7s,Is,1t s, ut™ ya da lus doniigimlerinden birine konjugedir. Béylece

OPAG) ={ut L =" =P=0¢"D =)’ =)’ =1}
olup mertebesi 24’ diir (Waldinger 1965).

(2) P/A(f's) = {s : s> = 1} = Z, olup mertebesi 2°dir.

BYP/AUs) = {u,t s =52 =(us)? =v’ = (ut™)’ =(t7'5)* = Lt s =5t}

={s:=1}=7,
olup mertebesi 2’dir.
@ P/AUS) = {u,t ™ L = (Y =2 = (et D2 = (¢ = (ut™Y)? =1}
= {u,t ™ u? = () = () =L, = L[, 1] = L[, [ =1}
=27, X33
olup mertebesi 12°dir.

BG)YPIAuy = {u,s1® =52 = (us)? =1}=Z, X 7,
olup mertebesi 4°diir.

(6) P/IA(lus) = {u,s:u* =s* = (us)? = 3= Z, X Z,
olup mertebesi 4’dir.

3.1.2. Sonug¢: G, P’nin normal bir alt grubu olsun. G bir eliptik eleman
bulunduruyorsa |P: G|, 24’1 boler (eliptik doniisime bagli olarak 2, 4, 12 ya da 24’1
boler).

Bu sonucu P(C) Fuchsian gruplarina uygularsak asagidaki sonucu elde ederiz:

3.1.3. Sonug: Eger bir C gemberi ve C’nin i¢i P’de herhangi bir eliptik dénligiim
tarafindan sabit birakilmis ise [P: Pn(C)| < « *dur. Ozellikle [P: Px(C)|, 2, 4, 12 ya da
24’1 boler.

L(C), C ¢emberinin P’deki genel kalimlagtiricist olsun. A(L(C)) bunun normal
kapanis1 ise agagidaki teoremi elde ederiz:

3.1.4. Teorem: Eger C ¢emberi P’de ya eliptik ya da parabolik bir doniigiim
altinda sabitse |P: A(L(C))| < oo *dur. (Ozellikle de [P: A(L(C))], 24’11 boler.)

Ispat: Eger C cemberi eliptik bir donilsiim altinda sabitse, éonug: 3.1.1°den
goriiltir. Tkinci olarak C, bir /# parabolik doniisiimii altinda sabit birakilmis olsun. P’de

parabolik bir dénliglimiin bir 6telemeye konjuge oldugunu 2.4.14’den biliyoruz.
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v'hv =h" doniisiimli z — z+0o Stelemesi olsun. O zaman v™(C) (ki bu, o .Ve
orijinden gegen bir L dogrusudur),/’*in sabit gemberidir. Fakat orijinden gegen herhangi
bir dogru s(z) =—z déniisiimii altinda sabit kalir. Fuchsian anlamda olmasa da vsv~,
C’yi sabit birakir. Bdylece L(C) bir eliptik doniisim bulundurur. O zaman 3.1.1
geregince |P: A(L(C)| < «o’dur ve 6zellikle de 24’1 béler.

3.1.5. Teorem: P’nin sonlu lirete¢li normal Fuchsian bir F alt grubu ya bir serbest
gruptur ya da cinsi > 2 olan bir Riemann yiizeyinin bir temel grubunun bir faithful
gOsterimini verir.

Bu teorem, F normal degil fakat P’de F’nin normal kapanisi sonsuz indeksli ise
yine dogrudur.

Ispat: F, P’de normal ve sonlu iiretegli bir Fuchsian alt grup olsun. F, C’de
stireksiz oldugundan |P: F| = « ’dur (Lehner 1964). Bu nedenle F,. herhaﬁgi bir eliptik
- donislim bulundurmaz (eger bulundurmus olsa sonlu indcksli olurdu). Sonlu iretegli
Fuchsian bir F grubu, bir

F=<a,b,,c,,dy;i=1,..,nj=1..,8k=1..,1;

isCjs
c}.’f =1(/,22),d,..d, c,...c, [a, b1]...[an, b,] =1>

temsiline sahiptir. F eliptik dontistim bulundurmadigindan j = 0’dir ve

Fz<a,b,d ;i=1.. nk=1..t;:d,..d, [a, bi]..[a¢n b)] =1>
elde ederiz.

Eger ¢ # 0 ise F, torsiyonsuz devirli gruplarin bir serbest garpimidir (Karras ve
Solitar 1972) ve bu nedenle bir serbest gruptur.

Egert=0ise

Fz=<a;, b;i;i=1,.n[a, bi1]..[an ba] >
elde edilir ki bu temsil, cinsi » olan Riemann yiizeyinin temel grubu igin bir temsildir.
Eger n = 1 ise F, ranki 2 olan serbest degismeli gruptur ve Fuchsian olamaz (Lehner
1964). Boylece n > 1’dir ve F, cinsi > 2 olan bir Riemann yiizeyinin temel grubunun bir
faithful gosterimini verir.

Eger F normal degil fakat |P: A(F)| = « ise F eliptik doniisiim bulundurmaz ve

yukarnidaki kosullarin hepsini saglar.



3.2. Picard Grubunun Temel Denklik Alt Gruplan

3.2.1. Tanmmm: K bir grup ve {¢;}, {L;} alt gruplarmin K {izerine
izomorfizmlerinin bir ailesi olsun.

G=<ut, h,...,K; K’daki bagintilar, sl = o1(Ly), Hltt = 0a(L2), ..>
grubuna, tabani K ve birlestirilmis alt gruplan {L;, ¢,(L;)} olan HNN grup denir.

h, by, ... ile Uiretilen gruba G’nin serbest pargasi denir.

HNN gruplarla ilgili aynintili bilgi igin Karras ve Solitar (1970 ve 1971)’a bakiniz.
3.2.2. Tamm: (@), Z( i )’de bir ideal olsun (principal olmasi gerekir).
Mod(a)’ya gére Gzdeslik doniisiimiine kongriient olan déntisiimlerden olusan

P(a) grubuna temel denklik alt grubu denir, yani

az+b
Z

+d€ .P:a.=.d..=:lmod((x) }’ebEcEOmOd((}()}

B(@)= {h(z) =~
seklinde de yazabiliriz.

3.2.3. Lemma: Her a €Z( i) igin P(a ), P’de normaldir ve sonlu indekslidir.
Eger (o) # (1 +i)yada (a) # (2) ise P(a ) torsiyonsuzdur (Fine 1980).

3.2.4. Teorem: Eger (a) # (1 +i)yada (a) # (2) ise P(« ), sonlu Uretegli F
serbest pargast ve K tabani tizerinde bir HNN gruptur. K, her biri sonlu rankli olan sonlu
sayida serbest grubun birlestirilmesi ile elde edilen bir serbest ¢arpimdir. Bundan bagka
K’da vé P(a)’da birlestirilmis alt gruplar, modiiler grubun alt gruplarinin konjugeleridir
(Fine 1980).

3.2.5. Teorem: P(1 + i)’nin P’de indcksi 6’dir ve birlestirilmis alt grup ile iki
grubun serbest ¢arpimi olarak ~

P(1+i)=<H;*H,;U>
seklinde aynstirilabilir.Burada birlestirilmis alt grup olan U, Z* Z, grubudur. Ozellikle

Hi = D,*, ((Z,%2,)%,(2,%Z,)) ve Hy = Z,# D, *dir.

P(2)’nin indeksi 24’diir ve P(1 + i)’nin, indeksi 4 olan bir alt grubudur. P(2),
yukaridakine benzer fakat daha karigik genellestirilmis serbest ¢arpim ayrigimina sahiptir:
P(2) =<K, *K;,; V>'dir.

Burada K; = (Z,*Z,)*,(Z,*Z,) ve
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dir. K,’deki birlestirilmis alt grup Vi, Z,* Z, dir. P(2)’deki birlestirilmis alt grup
V = Z,* Z,* Z+ Z dir (Fine 1980).

3.2.6. Teorem: (@) # (1 + i) ya da (@) # (2) olmak tizere sonlu tiretilmis bir
Fc P(a) Fuchsian alt grubu, modiiler grubun tim konjugeleri ile asikar ya da devirli
olmayan arakesite sahipse serbesttir (Fine 1980).

Son olarak efer (a) # (1 +1i) vada (a)# (2) ve FcP(a), F Fuchsian ise F
torsiyonsuzdur ve bdylece ya serbesttir ya da bir Riemann ylizey grubudur (Lchner
1964). Eger F’de parabolik elemanlar varsa F scrbesttir. Ayni zamanda eger F modiler
grupta bulunuyorsa serbesttir. Fine (1980)’da bunlara bagh olarak agagidaki tahminler
verilmigtir:

1. Tahmin: (@) # (1 + i) yada (@) # (2) olmak {izere tamamen bir P(a) temel

denklik alt‘grubunda bulunan bir Fuchéian grup.serbesﬁi.r. - “

2. Tahmin: Tamamen P(&)’da bulunan Fuchsian bir alt grup ((@) # (1 +i) ya da

(a) # (2)) , modiiler grubun bir alt grubuna konjuge olmalidir.
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