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BiLESIK YUKLEMEYE MARUZ YAPILARIN
PLASTIK $EKiL DEGiSTIRMELERI

Yasar PALA®

OZET

8 Bu galigmada, Hill'in maksimum plastik is ilkesi incelenerek bunun
egilme ve burulmaya maruz, bir ucundan ankastre prizmatik bir ¢ubugun
plastik sekil degistirmelerine nasil uygulanacagi agik bir gekilde ortaya
konmugtur.  Problemin ¢oziimiinden elde edilen akma egrilerinin ayni
yiiklemeye maruz ¢ubugun dinamik haldeki davraniglarini incelemek igin
nasil kullanilabilecegi aragtirilmigtir. Bazi kabiiller altinda rijit plastik
malzemeden  yapilmis cubugun  dinamik  haldeki  plastik  gekil
degistirmelerinin incelenebilecegi de ortaya konmugtur.

ABSTRACT
Plastic Deformations of Structures Subjected to Combined Loading

In this study, by reexamining Hill's maximum plastic work principle,
how this principle can be applied to the plastic deformation analysis of a
prizmatic bar of uniform cross-section,plasticly deformed by certain forces
and couples applied to the ends,has been put forward. Also, it has been
investigated that the yield curve obtained from the solution of the problem can
also be used in determining the behaviour of the rods subjected to impact
loading. Under certain assumptions, it is shown that the plastic deformations
of rods made from rigid-ideally plastic material can be examined in the
dynamic case.

*  Dr.; U U, Mihendislik-Mimarlik Fakiiltesi, Bursa.
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GIRiS

Kirislerin elastik egilme ve burulmas: ile ilgili literatiirde oldukga gok
sayida c¢aligma mevcuttur. Bunun nedeni, elastik sinurlar igerisinde ge-
rilme-uzama bagmtilarinin kolayca ifade edilebilmesi ve smmrlann rahatlikla
tanimlanabilmesidir. Bu 6zellikler cisimlerin elastik smnirlar icerisindeki yapisal
davramslan ile ilgilenen elastisite teorisinin tamamen matematiksel bir bilim
olmasim saglar. Cismin elastik simirlarin 6tesinde bir sekil degigsimine maruz
kalmasi halinde ise artik gerilme-uzama bagmtilar elastik haldeki gibi kolayca
ifade edilemez ve simrlarda kolaylikla tammlanamaz. Bu halde, plastik akisla
ilgili simrh sayidaki problemi ¢6zmek igin plastik akigin ne zaman basladigini
ortaya koyan akma kriterleri onerilerek akigi, idare eden denklemler ortaya
konulmalidir. Akma kriterlerinin dogruluk derecesi deneylerle tesbit edilmesine
ragmen akigi idare eden denklemlerin ¢ikarilisi malzemenin kabul olunan
gerilme-uzama bagmtis1 ile elastik gerilmelerin ihmal edilip edilmemesi
durumuna baghdir. Ornegin, elastik ve plastik gerilmelerin dikkate alindig
izotrop malzemenin gekil degistirmesi halinde gerilme ve uzama arasindaki
bagintt

de - de; + dEs
_E[(q.v) oy - V3 Un]*(oij'gokk 11) M

seklindedir (Prandtl-Reuss denklemleri). Burada v, o, ve &, sirasiyle Poisson
orani, ortalama gerilme ve Kronecker deltas1 olup, dA bir ¢carpandir. Yukaridaki
denklemde ilk terim elastik sek:] degistirmelere ikinci terimde 85 =05 - (113) oy
d;; deviatorik gerilmelerinin (Indirgenmis gerilme tensorunun) sebep oldugu
plastik sekil degistirmeleri gostermektedir.

Bir ¢ok problemde elastik uzamalar plastik uzamalar yaninda ihmal

edilebilecek kadar kugiiktir, Bu takdirde, (1) denklemleri elastik uzamalarin
ihmal edildigi

o)
de{; - 5; dA (2)

denklemleri ile degistirilmelidir (Levy-Mises denklemleri). Burada dA esasen
pozitif ve aksi halde tanimli olmayan, genellikle zaman ve koordinatlara gére
degisebilen bir skalerdir. (2) denklemleri aym1 zamanda malzemenin rijit-plastik
bir malzeme oldufunu kabul etmeye esdegerdir (Rijit-plastik malzeme).
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Levy-Mises denklemlerinin bakar, nikel, demir, aliminyum ve uzama-gerilmeli
yumugak celik igin yaklasik olarak gegerli oldugu gosterilmistir™®'»". Plastik
akigin "serbest" olmadig1 ve elastik gerilmelerin plastik gerilmelerle mukayese
edilebilecek kadar biiyiik oldugu durumda (1) Prandtl-Reuss denklemleri Ichine
siirl sayida delil mevcuttur. Ancak, ideal plastik cisim igerisindeki degisen
elastik uzamalara izin vermedeki genel uygunluguna sipheyle bakilabilir.

Akig kriteri olarak ¢ogu malzeme igin gegerlilikleri kabul olunmus
Von-Mises ve Tresca akma kriterleri kullamlir. Biz Von-Mises akis kuralint
kullanacak ve bunu =

s.s. = 2k? (3)

§74

seklinde farzedecegiz. Burada k, Y/ 3 e esit olup, Y tek eksenli ¢gekme ya da
basma halindeki akma gerilmesidir. (3) akma kriterinin bakir, nikel, aliminyum,
uzama-sertlesmeli yumusak celik ve alagim celikleri ig¢in uygun oldugu
gosterilmigtir ',

STASYONER i$ PRENSIiBi VE PLASTIK POTANSIYEL

Reuss’ tarafindan takdim edildigi iizere deviatorik (indirgenmis) gerilme
(s;) ile uzama artimi (de;) bir diizlem diyagram fizerinde gosterilebilmektedir. Bu
diizleme 7 diizlemi adi verilir ve gerilme-uzama bagntilarinin genel bir
incelemesi igin son derece kullanishdir. Dizzlem o, 0,, 05 esas gerilme bilesenleri
kartezyen koordinat takiminin x, y, z eksenleri boyunca alinmak suretiyle ¢izilir
(Sek.1). Sekilde goriillen T noktas:1 esas deviatorik gerilme bilesenleridir ve
dolayisiyle © diizlemi {izerinde bulunur. ST vekiéri ise (o, o, o) gerilme
bilegenlerini haiz olup, tanim geregi OT ye diktir. Elastik bélge igerisinde de;;
=5;\2G bagmntis1 dikkate alinarak de;, de,, de; esas uzama artimlan da bu
koordinat sisteminde gosterilebilir. Bu émegin, de, igin de; = 2Gde, alnarak
yapilir. Buna gére, de,, de,, de; indirgenmis uzama artimlari 0;; + 05 +053=
0 diizleminde bulunacaktir.

, Q
.
S (4,,03) : Rg&

Sekil: 1. Deviatorik Diizlem: Diizlem iizerinde o;, + o,, + o;;=0dr.
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Elemanin uzama hali bu diizlemde bir egri ile gosterilebilir. Béyle bir egri
Sek.1'de gosterilmektedir. Sekilde de gorilldugi gibi Q noktas: plastik sekil
degisimine tekabiil etmektedir. Eleman elastik smurlar igerisinde iken T ve Q
cakigiktir. Akma basladiktan sonra noktalar birbirinden ayrilir ve T, O merkezli
2\3 Y yarigapli bir daire iizerinde hareket eder. Simdi OT gerilmesine kargilik
gelen uzama artiminin QQ oldugunu ve bu uzama sirasinda gerilme vektoriiniin
dogrultusunu degistitirerek OT'ye geldigini kabul edelim. Eger esas gerilme
eksenlerinin elemana gore donme yapmadig: kabul edilirse, o takdirde esas
elastik ve plastik uzama artim eksenleri gaksir. (1) denklemine gore OT ye paralel
elastik uzama artimi ise TT" ne paraleldir. Buna gore sekilde gosterilen RQ ve RQ”
elastik ve plastik uzama artimlarim gdsterir. Eleman tizerinde yapilan is OT.QQ’
pozitif oldugu sirece pozitiftir. dA orantilihk katsayisi da bu takdirde pozitiftir
(Yikleme hali).

Simdi, elastik uzama artimlariin ihmal edildigi serbest plastik akigi
gozonine alalim (Unrestricted plastic flow). QQ’ nun belirli oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde, QQ" uzamasi sirasinda T gerilme vektérii tarafindan yapilan
i5 (QQ'2G) x (OT nin QQ" boyunca izdigimi) dir. OT, QQ’ ya paralel oldugu,
vani Levy-Mises denklemi saglandifn zaman bu ig maksimum olur. O halde,
Mises kriterine uyan gerilme igin Levy-Mises bagintisi, verilmis uzama halinde
maksimum ige tekabiil eder. Bu durum Von-Mises tarafindan yapilan isin
maksimum ya da minimum olmasina bakilmaksizin "Stasyoner i prensibi
olarak" ifade edilmistir’. Mises, ayrica herhangi bir akma kriteri igin bu prensibe
baglt olarak uygun gerilme-uzama bagint!¥inm tiretilebilecegini dnermistir.
Aym fikir Taylor" tarafindan da bagimsiz olarak onerilmistir. Boylece, verilen bir
uzama artimmna tekabiill eden gerilme, normali uzama artimi vektoriine paralel
olan akma yiizeyi iizerindeki bir nokta ile gosterilebilir.

Bir eleman igin geligtirilen bu stasyoner ig prensibi Mises akma kriteri
ile Levy-Mises akig denklemlerine uyan sonlu kiitleyi haiz bir cisim igin de
genellestirilebilir.

Plastik kutlenin o;; gerilmeleri altinda denge konumunda oldugunu kabul
edelim. u, ler de kitleyi gevreleyen yiizey tizerindeki akis hizlar1 olsun. Burada
akigin ¢ok yavag oldugu varsayildigindan hizlar zamana gore ¢lgilmemektedir.
oy gerilme sistemi (3) akma kriteri, denge denklemleri ve (1, 2) serbest akis
denklemlerini sagladigindan bu sistemin yizey kuvvetlerinin yaptig1 is orant
ayni yiizey hizlan i¢in akma kriteri ve denge denklemini saglayan o
sisteminininkinden biiviktiir.

D1s kuvvetlerin yaptigi is i¢in

W - f oy 1 1, ds (4; - dis normalin dogrultu kosiniisleri)

8
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.flsijsijdV (4)
v

yazabiliriz. Burada ikinci adimda Green teoremi, iigiincii adumda denge denklemi,
dordiincii adimda da hidrostatik basincin akiga katkida bulunmadig: dikkate
alnarak ou; / 6x; = € esitligi kullanilmustir. Diger yandan, oy sisteminin yaptigs
i§ orani

—_— a —
foﬁlgljds-'!;'g(oijui)dv

s 1

_aui =
-f"ij ad\f—f)usijsijd'\f 5)
v J v

seklinde yazlabilir. s; sy = s; s; oldugu siirece s; sy > s s; yazilabilir, zira
akma yiizeyi arasindaki iki noktaya ait gerilme vektorlerinin skaler ¢arpimi bu
vektorlerin yarigapinin karesinden biyilk olamaz; ancak ona egit olabilir.
Boylece, genellestirilmis maksimum is prensibi olarak bilinen prensibi elde
etmig oluruz. Bu prensip su sekilde ifade edilir: Ug denge denklemi, plastisite sart:
ve sinir sartlarim1 saglayan statikge mumkin gerilme dagilimlar arasindan
plastik akigtaki gercek gerilme dagilimm akisi muhafaza etmek igin gerekli dig
eforun maksimum olmasmi gerektirir. Bu prensip yardimiyle belirli teklik
teoremleri de ispatlanabilir®

EGILME VE BURULMAYA MARUZ BiR KIRISTE PLASTIK
SEKIL DEGISTIRMELER

Yukarida verilen maksimum plastik ig ilkesi baz1 plastik gekil degistirme
problemlerini ¢dzmede kullanilabilir. Ancak, incelenen bolgenin tamamen
plastik olmas: halinde smnir sartlari keyfi olarak belirlenemediginden bu
prensibin plastisite teorisindeki uygulama alani elastisitedeki analog prensibin
uygulama alanindan ¢ok daha dardir. Burada bir ucundan sabitlestirilmis keyfi
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kesit seklini haiz prizmatik bir gubugun serbest ucundan tatbik edilen T
burulma ve M egilme momentleri etkisi altindaki plastik sekil degistirmelerini
inceleyecek ve T ile M arasindaki iligkiyi veren akma yiizeylerinin tegkilini
sunacagiz.

Sekil 2'de gorildugn gibi z ekseni kirigin merkez ¢izgisi boyunca segilmis
olsun. Cubugun iki simetri eksenine sahip oldugu ve x ve y eksenlerinin
cubugun simetri eksenleri olacak gekilde secildikleri kabul edilsin.

Sekil: 2. Egilme ve burulmaya maruz kirigte plastik yerdegistirmeler

Piir egilme ve burulmadaki yerdegistirmelerin

J 1 2 2 2 VXY yz .
u 'E[Z'V(X_Y)]’v"T’w""ﬁ” (6)
u = - uyz
vV = UXZ
wWep e (%) ™

§§1§lmdc verildigi elastisite teorisinden bilinmektedir. Burada R ve p, egrilik ve
birim uzunluk bagina dénme olup v Poisson oranidir. Egilme ve burulmaya ait
bu formlara dikkat ederek bilesik yiikleme halinde sekil degistirmelerin
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. 1 v, 47 . 1 g
u-ay 2A(}i{ z?) 2Cx Dxy

a‘b 1 2 2 1
\p..._.._.-._B‘y+z ... + Dxz

w- ¥ (%) Axz + Byz + Cz ®)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada ¢ ve ¥, x vey nin keyfi fonksiyonlar
olup; ¢ en kesidin ¢arpilmasint géstermektedir. A, B, C, D sabitleri egilme,
uzama, burulma oranlarma bagl sabitlerdir. Bu mimkiin hz dagilimlan
arasindan sadece Ozel bir alt ciimle tam plastik ¢ubugun sekil degigimini temsil
eder.

Bu hizlar simdi varyasyon prensibinde kullanilacaktir. Gerilmelerin z ye
bagh olmadig1 kabulii yaninda, o, o, o, nin de sifir oldugu kabul edilmek-
tedir. Bu, daha iyi kontrol edilebilir bir varyasyon problemi elde etmek igin
gerekli olup gegerlilikleri akma kriteri ile akig denklemlerinde yerine konularak
belirlenmelidir.

Bilindigi gibi bir plastisite probleminin ¢dziilebilmesi igin denge
denklemlerinin, gerilme-uzama artimi denkleminin, akma sartinin ve mevcutsa
plastik bolge tzerindeki simr sartlarmin saglanmasi gerekir. Buna gore,
o6megimizde onerilen yerdegistirme bilegenlerinin akis denklemlerini, elde edilen
gerilmelerin de akma kriterini saglamasi gerekir.

Cubugun Von-Mises akma kriterine ve (2) Levy-Mises akis denklemlerine
uydugunu kabul edelim. (8) daki kismi tirevler ile ¢(x, y) fonksiyonu; u, v, w
hizlan Levy-Mises denklemlerine saglatilarak bulunacaktir. Buna gegmeden dnce
denge denklemleri saglanacak sekilde '

o, g3 g gt ©
oy " X

tariflerini vapalim. Burada f gerilme fonksiyonu kesit yiizeyi iizerinde sifirdir,
Gerilmelerin Von-Mises akma kriterini saglamas: istendiginden o, boyuna
gerilmesi

1
o, - 3-8k (10)
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olarak elde edilir. Simdi, gergek hiz alanimi belirlemeksizin dogrudan dogruya dis
kuvvetlerin yaptigi is orammi bulabiliriz, zira dig kuvvetler ¢ubuk yiizeyi
iizerinde sifir oldufundan burada gergek hizlan bulmaya gerek yoktur. Dis
kuvvetlerin yaptigi i orant

W - f{f (o u -+ O,V + 0,,W) dxdydz (1)

seklinde yazilabilir. Daha dnce yapilan gerilmelerin z ye bagli olmadig kabuli
ile birlikte (8) hiz ifadeleri integral igerisine yerlestirilip

oldugu hatirlanarak L uzunlugundaki bir gubuk icin

i 1
V3 [[(Ax By O (- - £)% dxdy - D [ G + yf) dudy

%Lff (Af, - Bf) dxdy
(13)

elde ederiz. Simr tizerinde f=0 oldugundan son terim sifirdir. Tkinci terime de
kismi integrasyon uygulanarak

%L-a\/?_;ff(AX+By+C)(l-fxz-ff)%dxdy-Zfofdxdy(14)

sonucuna varmriz. Hill maksimum igprensibine gére bu isin maksimum olmasi
gerektifinden varyasyonlar hesabimin Euler- Langrange formiiliine gore

-

o |@ax-By.OL) 5 |ax.By.of] 2
e ra

-0 (15)
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bulunur. Bu denklemin f=0 sart1 altindaki ¢6ziimleri f gerilme fonksiyonunu ve
dolayisiyle o, 0,,, 0, gerilmelerini belirler.

Simdi, tecriibi olarak 6nerilen hiz alanimin Levy-Mises akig denklemlerini
saglamasi sartim dikkate alam. de;; = s; dA denklemlerinde sifir olmayan de,, =
oy, dA, deg, = o, dA, de,, = 0, dA gerilmelerini dikkate alip (8), (9), (10)
esitliklerini bu denklemde yerine koyarak

o oo AU - RN b .
dx y) 7 (Ay® - Bx°) 4xy(Ax By)

oy . p, VAx-By.Of

3(Ax + C
o o V3AxBy.O)f, .
ay -1 '
elde ederiz. Buna gore hiz alam
u-lA(yz-xz-Zzz)--ley-le4Dyz
4 2 2
1 1 2 2 1
v--—Axy+-—B((x*-y?-22)-_-Cy-Dxz
2 4 2
W-y(xy)+Axz+Byz.Cz a7

seklini alir. Cubugun bir ucundan sabit oldugu kabul edildiginden 6telenmeyi
karakterize eden C katsayih terimler ile A katsayili terimler sifir olmaldir,
Béylece, istenilen sinr gartlarim, akma kriterini ve akis denklemlerini saglayan
gergek hiz alam

1

u---—2—Bxy+Dyz

v-%B(xz-yz-Zzz)-sz
W-¥ (%Y« Byz (18)
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seklinde elde edilir. Diger yandan, gubugun uglarina uygulanan dis moment ve
kuvvetler i¢in kolaylikla

1

Fy -3k [[ (-2 £ ax gy

Tz-2kfffdxdy

1

M, - 3k [[y (-6 - 5 dxdy

1

My.ﬁkff(l-ff-ff)idxdy (19)

oldugu bulunur. Ancak, gubuk tam plastik oldugundan M,, M, nin birbirinden
bagimsiz olamayacag1 hatirlatiimalidir.

(15) ile verilen denklem ikinci mertebeden nonlineer bir kismi diferansiyel
denklem olup, analitik ¢6ziimii heniiz bilinmemektedir. Bunun yerine niimerik
¢oziimler elde etme yoluna gidilmistir. Steele', kare kesitler igin sonlu farklar
yontemiyle (15) denklemini ¢6zmeyi bagarmugtir. Aym yoldan giderek imegwu™*
sonlu farklar yardimiyle (15) denklemini kare, tiggen ve dairesel kesitler igin
¢6zdii. Yazarin bildigi kadariyla bu denklemin daha bagka kesitler i¢in ¢ozimi
mevcut degildir. Steele ve imegwu tarafindan verilen akma egrisi agagidaki
grafikten goralmektedir. Nimerik sonuglarin vardigi sonuglardan en énemlisi
akma egrisinin kesit seklinden hemen hemen bagimsiz olugudur.

DINAMIK HALE GECIS

Buraya kadar sadece statik haldeki plastik sekil degistirmeler dikkate
alimarak interaksiyon egrisi cizildi. Ancak, problemin dinamik halde nasil
¢ozilecegi tizerinde higbir ey sGylenmemigtir. Fakat® de gosterildigi gibi,
interaksiyon egrisi lineerlestirilmek suretiyle elde edilen egriden hareketle
dzellikle "ani yitkleme (Impact loading)" problemlerine "belirli sartlar altmda"
analitik bir ¢6ziim bulunabilmektedir. Gergekten de; eger $ekil 3b'vi dikkate
alirsak, Drucker stabilite kurah geregi uzama vektoria P de akma viizeyine dik
olacagindan OP dogru parcasinin bu vektér dogrultusundaki bileseni P nin
konumuna bagli olmaksizin sabit olacaktir. Bilahare, n'ile gosterilen bu
dogrultuda, gubugun rijit-plastik bir malzeme oldugu ve dolayisiyle plastik akma
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bolgesinde kayma kuvvetlerinin sifir oldugu kabul edilerek hareket denklemleri
yazilabilir. Zamana bagl bu hareket denklemlerinin ¢6ziimi tamamen ayri bir
problemdir. Burada hatirlatiimas: gereken husus, buradaki problemden farkh
olarak dinamik halde ¢ok sayida kabiller yapildig1 ve problemin ancak bu
kabiiller altinda ¢oziilebildigidir. Bu kabiller altinda dinamigin

Y¥mV-0
M-I
Y -ma 20)

denklemlerinden iki ya da igii kullamlarak problem "smirli bir bolge
igerisinde" ¢ozilebilmektedir.

1.0 t‘:ﬂ- M / MO
N
08 N D0L0) A
as £
o \ 7
04
; - FO1) ; o
0] L
0.2
0 02 04 06 08 10 (4,0
M /M,
(a) (b)
Sekil: 3. Interaksiyon egrileri. [ li noktalar Steele tarafindan
elde edilmistir.

(20) denklemleri kullamilirken egilme ve burulma agilar1 arasinda ortaklas-
tinnlmis akis kurali olarak bilinen ¢ = (p/B)©, B = T,/M, seklinde bir bagintmin
mevcut oldugu varsayilir. Burada T, M, sirasiyle, plastik egilme ve burulma
momentleri olup p koordinatlara bagh fakat zamana bagh olmayan bir ¢arpandir.
Simdi, bu ¢arpanin mesela agagidaki gibi yiiklemeye maruz bir yapi igin nasil
bulunacagini agiklayalim:
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- o/
are 4
F [ ¢ X
I +
“F// l
I
I

Sekil: 4. Bir ucundan ankastre egri qubukta yerdegistirmeler

0 noktasna gore T burulma ve M egilme momentleri yazilabilir. T burulma
momentinin kiigiik yerdegistirmeler halinde daima e dan bagimsiz olacag agiktir.
Buna gore, u = t> + m* = 1 akma fonksiyonunun €'na gore tiirevi igin

hem 32 @

yadam # 0 oldugundan dm /0e = 0 yazilabilir. Bu ifade ile T ifadesi kullanilarak
p carpam’ bulunabilir®. Boylece, yapmun plastik yerdegistirmeleri artik

incelenebilir. Ancak, hesaplari uzun ve karmagiktir. Daha karmagik yapilar igin
benzer muhakemeler yiiritiilebilir.

SONUC

Burada Hill tarafindan verilen maksimum plastik i ilkesinin gegerliligi
ispatlanarak prensibin genel bir probleme nasil uygulandig: agik bir bigimde izah
edilmigtir. Egilme ve burulmaya maruz yapilarin dinamigine nasil yaklasilacag
akma egrileri dikkate alinarak arastirilmistir. Boylelikle, farkh geometrik sekilleri
haiz yapilarin en genel yikleme halindeki statik ve dinamik analizlerinin
yapilabilmesi i¢in bir yolun mevcut oldugu ortaya konmustur. Diger taraftan,
meveut interaksiyan egrisi yerine lineerlestirilmis interaksiyon egrisi dikkate
alndigindan M ve T momentierinin birinin zamana agik olarak bagh bir
fonkstyonunu elde etmenin de gerekli olmadig1 gosterilmistir.
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