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ÖZET 

Đstatistiksel şekil analizi, nesnelerden elde edilen geometrik bilginin kullanıldığı 

yöntemleri içermektedir. Şekil; nesneden döndürme, öteleme ve ölçekleme etkileri 

çıkarıldığında geriye kalan geometrik bilgidir. Büyüme ve allometri çalışmalarında, 

nesneden döndürme ve öteleme etkileri çıkarıldığında geriye kalan geometrik bilgi olan, 

form (büyüklük-ve-şekil) kavramı üzerinde çalışılmaktadır.  Bu çalışmada büyüme eğrileri 

için doğrusal model, bağımlı değişkene doğal logaritmik dönüşüm uygulanmış doğrusal 

model, Gompertz modeli, üç ve dört parametreli lojistik modeller ve Richards modeli 

incelenmiştir. Allometri için ise çok değişkenli regresyon analizinde, bağımlı değişken 

olarak tanjant koordinatlarının ve tanjant koordinatlarının temel bileşen skorlarının alındığı 

iki farklı model incelenmiştir. Bu çalışmanın sonuçları büyüme modelleri bakımından 

genel olarak değerlendirildiğinde; Richard modelinin küçük örneklemler için uygun 

olmadığı, doğal logaritmik dönüşüm uygulanmış doğrusal modelin ise küçük 

örneklemlerde bile büyük örneklemlerdeki kadar iyi sonuçlar verdiği görülmektedir. Üç 

parametreli lojistik ve Gompertz modellerinin, parametre tahminlerinde, örneklem 

büyüklüğünden çok fazla etkilenmedikleri görülmektedir. Allometri modelleri için, 

incelenen tüm örneklem büyüklüklerinde, tanjant koordinatları kullanılarak oluşturulan 

modelin, tanjant koordinatlarının temel bileşen skorları kullanılarak oluşturulan modelden 

daha uygun olduğu görülmektedir. 

Anahtar Kelimeler: Đstatistiksel şekil analizi, Allometri, Büyüme eğrileri, Procrustes 

analizi, Tanjant uzayı koordinatları. 
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SUMMARY 

EXAMINING GROWTH AND ALLOMETRY IN STATISTICAL SHAPE 

ANALYSIS WITH LINEAR AND NON LINEAR MODELS 

 

Statistical Shape Analysis involves methods that use geometrical information obtained 

from the objects. Shape is all geometrical information that remains when location, scale 

and rotational effects are removed from an object. In growth and allometry studies, the 

main concept is the form (size-and-shape) which is all geometrical information that 

remains when location and rotational effects are removed from an object. In this study, 

linear model, linear model with natural logarithmic transformed  dependent variable, 

Gompertz model, three parameter logistic model, four parameter logistic model and 

Richard model are examined for the growth curves. Two different models are examined for 

allometry which includes tangent coordinates and principal component scores of tangent 

coordinates as dependent variables in multivariate regression analysis. When the results of 

this study are evaluated in point of growth models, it is seen that Richards model is not 

suitable for small sample sizes, and linear model with natural logarithmic transformed  

dependent variable gives good results even in small samples as well as in large samples. It 

is seen that three parameter logistic and Gompertz models aren’t affected from the sample 

size in parameter estimates. It is seen that, the model constructed by taking tangent 

coordinates as dependent variables is more appropriate than the model constructed by 

taking principal component scores of tangent coordinates as dependent variables, for all 

sample sizes. 

Key Words: Statistical shape analysis, Allometry, Growth curves, Procrustes analysis, 

Tangent space coordinates
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1. GĐRĐŞ 

 Tıp alanında yapılan pek çok çalışmada, bir organın ya da organizmanın geometrik 

özellikleri üzerinde çalışılmaktadır. Bu çalışmalarda yapılan istatistiksel analizlerde veri 

setleri kantitatif veya kalitatif ölçüm değerlerinden oluşurken, günümüzde görüntüleme 

tekniklerindeki gelişmeyle bir organın veya organizmanın görüntüsü veya şekli de veri 

girdisi olarak kullanılmaya başlamıştır (1).  Şekil verilerinin kullanıldığı çalışmalara; iki 

örneklemin karşılaştırılması, asimetri ve allometri çalışmaları örnek olarak verilebilir (2-4).  

 Đstatistiksel şekil analizi, nesnelerden elde edilen geometrik bilginin kullanıldığı 

yöntemleri içermektedir. Şekil analizinde kullanılan geleneksel yöntemlerde; uzunluk, açı 

gibi ölçümler ve bu ölçümlerin birbirlerine oranları çok değişkenli analizlerde 

kullanılmaktadır (5).  Karl Pearson (6), 1926 yılında landmarklar arasındaki uzunluk 

ölçümlerine dayanarak, kraniumlar arasındaki bir benzerlik ölçüsü olan “ırksal benzerlik 

katsayısı” üzerinde çalışmıştır. Biyometristler 1960’larda ve 1970’lerde, gruplar arası ve 

grup içi şekil değişkenliklerini tanımlamak için çok değişkenli istatistiksel yöntemlerin 

tümünü kullanmaya başlamışlardır (7).  Morfolojik değişkenlerden oluşan veri setlerine 

çok değişkenli istatistiksel analizlerin uygulandığı yaklaşım, günümüzde geleneksel 

morfometri ya da çok değişkenli morfometri olarak nitelendirilmektedir (7-10).  

Jolicoeur (11) tarafından, büyüklükteki değişimle birlikte şekilde meydana gelen 

değişiminin incelendiği allometri çalışmaları yapılmıştır. Doğrusal uzaklık ölçümleri, 

genellikle büyüklük ölçüsüyle yüksek derecede ilişkili olduğundan, büyüklük düzeltmesi 

için pek çok yöntem önerilmiştir (12). Ancak önerilen yöntemler farklı sonuçlar 

verdiklerinden uygun yöntemin belirlenmesinde bir uzlaşma sağlanamamıştır. Bu zorluklar 

nedeniyle şekil verilerinin analiz edilmesinde araştırmacılar alternatif yöntemler 

araştırmışlardır. Reyment ve arkadaşları (10) 1984 yılında, şekil değişkenliğinin ve 

büyümenin analizinin, bir yüzyıl önce insanların düşünebileceğinden çok daha zor bir 

problem haline geldiğini belirtmişlerdir. Bu gelişmelerle birlikte David Kendall ve diğer 

istatistikçiler, çok değişkenli istatistiksel yöntemleri ve biyolojik formun doğrudan 

görselleştirilmesini sağlayan yöntemleri birleştirerek özenli bir istatistiksel teori 

geliştirmişlerdir (7). Bookstein (12), Goodall (13) ve Kendall’ın (14) çalışmaları; geometri, 

biyoloji ve istatistik alanlarını bir araya getirerek, şekillerin analizi için yeni ufuklar 

açmıştır.  

1980’li yıllardan sonra, istatistiksel şekil analizindeki gelişmeler, birimler üzerindeki 

landmarkların iki ya da daha fazla boyutlu koordinatları üzerinde doğrudan 
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çalışılabilmesini sağlamıştır. Bu koordinatların analizlere doğrudan değişkenler olarak 

alınması, birimler üzerinde pozisyon, yön ve ölçek değişkenliklerinin etkisinin 

arındırılmasıyla mümkün olmaktadır (15). Böylece, organizmalardan elde edilen nicelikler 

üzerinde çalışmak yerine, benzerlik dönüşümleri yapılarak, geometrik nesnenin kendisi 

üzerinde çalışmak mümkün hale gelmiştir.  

Đstatistiksel şekil analizi teknikleri; tıp, biyoloji, imaj analizi, mühendislik, arkeoloji, 

coğrafya, jeoloji ve ziraat gibi pek çok bilim alanlarında kullanılmaktadır. Tıp ve biyoloji 

bilimlerinde yaygın olarak yapılan çalışmalardan bazıları; organ ya da organizmanın 

şeklinin hastalıktan nasıl etkilendiği; şeklin yaş, cinsiyet veya çevresel faktörler gibi diğer 

ortak değişkenlerle nasıl bir ilişki içinde olduğu; şekillerin karşılaştırılması, şekli 

kullanarak nasıl sınıflandırma ve ayırma yapılabileceği; şekil değişkenliğinin nasıl 

tanımlanabileceği; büyüme esnasında şeklin nasıl değiştiği ve şeklin büyüklükle nasıl bir 

ilişkili içinde olduğu ile ilgilidir (15).  

Büyüme ve allometri çalışmalarında, nesneden döndürme ve öteleme etkilerinin 

arındırılmasıyla elde edilen, form (büyüklük-ve-şekil) kavramı üzerinde çalışılmaktadır.  

Thompson’a (16) göre bir organizmanın formu, onun farklı yönlerdeki büyüme oranları ile 

açıklanmaktadır. Formdaki değişim, sezgisel olarak, büyüklükteki değişim ve şekildeki 

değişimin kombinasyonu olarak düşünülebilir (17). Bu iki iç içe geçmiş bileşeni ayırmak 

için çeşitli yöntemlerin geliştirilmesinde büyük çaba sarfedilmiştir (17, 18). 

Büyüme, canlının ağırlık, boyut ya da diğer büyüme özelliklerinde belirli bir zaman 

sürecinde meydana gelen değişimdir. Bu değişim, genel olarak büyüme eğrisi modelleri ile 

açıklanmaktadır. Büyüme eğrilerinin şekli canlı türüne, çevre şartlarına ve ölçülen 

karakterin yapısına göre farklılık gösterir. Büyüme sürecinin, biyolojik olarak 

yorumlanabilir parametreleri içeren matematiksel eşitliklerle tanımlanabilmesi oldukça 

önemlidir (19). 

Bir organizmanın farklı bölge ya da organlarının, farklı oranlarda büyümesiyle 

meydana gelen şekil değişikliklerinin gözlenmesi sonucunda allometri teorisi 

geliştirilmiştir. Büyüklük ve şekil arasındaki ilişki 1638’de Galileo tarafından açık olarak 

ortaya konulmuştur (20, 21). Ancak bu ilişkinin karakterize edilmesi çalışmaları 1800’lü 

yılların sonlarını bulmuş; o yıllarda Snell, yetişkin hayvanlardan oluşan bir örneklem için, 

beyin ağırlığının logaritmik değerlerine karşılık, vücut ağırlığının logaritmik değerlerinin 

grafiğini çizerek düz bir çizgi elde etmiştir (22). D’Arcy Thompson (16), göreli büyümenin 

bazı kavramlarını, sadece statik yönde değerlendirmiştir (22). Sonraki analizlerle dinamik 
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konsepte geliştirilmesi Huxley (23-25) tarafından yapılmıştır. Allometri terimi ilk olarak 

Huxley ve Teissier (26) tarafından ortaya konulmuştur. Jolicoeur (11) allometri kavramını, 

ikiden daha fazla boyuta taşıma çabasıyla kovaryans matrisinin birinci temel bileşenini 

allometri eşitliğinde kullanmıştır. Allometride kullanılan bu geleneksel yöntemler, 

büyüklük ve/veya şekil ölçümleriyle doğrusal veya doğrusal olmayan regresyon 

eşitliklerinin uydurulmasını içermektedir. 

Geometrik morfometriyle beraber yeni bir allometri tanımı ortaya çıkmıştır. Bu yeni 

yaklaşımda allometri, büyüklük ve şekil arasındaki herhangi bir ilişkidir ve şekil, 

geometrik benzerlik ile tanımlanmaktadır (20, 27). Procrustes yöntemi, büyüklük ve şeklin 

birbirinden bağımsız olarak hesaplanmasını sağlayan bir yöntemdir. Bu yöntem, şekli çok 

değişkenli olarak tanımlamakta ve oranların kullanılmasıyla meydana gelen istatistiksel 

yanlılıktan kaçınma avantajı sağlamaktadır (28). Bu durumda birbirinden bağımsız 

büyüklük ve şekil vektörleriyle hesaplanan allometri, bağımlı büyüklük ve şekil 

vektörleriyle hesaplanan klasik allometriden daha farklı sonuçlar verecektir. Şekil bağımlı 

değişken, büyüklük ölçüsü ise bağımsız değişken olarak alındığında, tek değişkenli 

regresyon modeli kullanılamayacaktır. Çünkü şekil verileri çok değişkenli olarak elde 

edilmektedir. Bu durumda çok değişkenli regresyon modeli kullanılabilmektedir. 

Geometrik morfometriyle birlikte ortaya çıkan bu yeni yaklaşımlar kullanılarak, 

büyüme ve allometri için oluşturulan modeller günümüzde yaygın olarak kullanılmaktadır. 

Bu çalışmada da, yaygın olarak kullanılan büyüme ve allometri modellerinin, birbirleriyle 

ve kendi içlerinde örneklem büyüklüklerine göre karşılaştırılması amaçlanmaktadır.  
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2. GENEL BĐLGĐLER 

 

2.1. Đstatistiksel Şekil Analizi 

Çok değişkenli morfometride; uzunluk, açı, alan ve hacim gibi ölçümler kullanılarak 

günümüzde de devam etmekte olan oldukça fazla çalışma yapılmıştır. Ancak çoğu zaman 

bu ölçümler bir nesnenin şeklinin tam olarak ifade edilebilmesi için yeterli olmamaktadır. 

Teknolojideki gelişmelerle birlikte 1980’li yıllardan sonra, landmarklar arasındaki uzunluk 

ve açı gibi ölçümlerin kullanılması yerine, doğrudan landmark koordinatları üzerinde 

çalışılmasını sağlayan yöntemler geliştirilmiştir. Bu yöntemler sayesinde nesnenin 

geometrik bilgisinin korunması da mümkün hale gelmiştir. 

Đstatistiksel şekil analizi, görsel veriye ait şekil bileşenlerinin belirlenmesi ve bu 

bileşenlerden bilgi sağlamak amacıyla kullanılan yöntemleri içermektedir. Şekil kelimesi 

günlük konuşma dilinde, bir nesnenin görüntüsünü ifade etmek amacıyla yaygın olarak 

kullanılmaktadır. Đstatistiksel şekil analizinde ise şeklin tanımı Kendall (29) tarafından; 

“nesneden döndürme, öteleme ve ölçekleme etkileri çıkarıldığında geriye kalan geometrik 

bilgi” biçiminde yapılmıştır (15). Bu bağlamda şekil; öteleme, ölçekleme ve döndürme 

olarak belirtilen, Öklid bezerlik dönüşümleri altında değişmezdir. Đstatistiksel şekil 

analizinde şekil genellikle, ilgilenilen nesne üzerinde, landmark olarak adlandırılan sonlu 

sayıda noktanın konumlandırılmasıyla tanımlanır.  

 

2.1.1. Landmark 

Landmark, popülasyonlar arası ve popülasyon içi eşleşen, her bir nesne üzerindeki 

uyuşum noktasıdır (15). Başka bir tanıma göre landmark, iki ya da üç boyutlu uzayda, 

ilgilenilen nesne üzerindeki belli bir özelliğinin pozisyonuna karşılık gelen noktadır (30). 

Her bir landmark iki boyutlu düzlemde bir sıralı ikili ya da üç boyutlu uzayda bir sıralı 

üçlü biçimindeki kartezyen koordinatlarına sahiptir. 

Landmark koordinat verileri hem istatistiksel hem de hesaplamadaki kolaylıklar 

nedeniyle matris biçiminde belirtilmektedir. Bir nesne üzerinde yer alan landmarklar 

kümesi, konfigürasyon olarak adlandırılmaktadır. Konfigürasyon matrisi, m boyuttaki k 

landmarkın k×m boyutlu kartezyen koordinatları matrisidir. Konfigürasyon uzayı ise,  
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mümkün tüm landmark koordinatlarının uzayıdır (15). Konfigürasyon, bu uzayda tek bir 

noktaya karşılık gelmektedir. 

Genel olarak landmark yaklaşımı şekil ile ilgili bir miktar bilgi kaybına neden 

olmaktadır. Çünkü şeklin landmarklara dönüştürülmesi, yaklaşık bir temsil sağlamaktadır. 

Ancak şeklin bütün sonsuz noktaları landmark olarak alındığında orjinal şekil mükemmel 

biçimde temsil edilebilmektedir (31).  

Dryden ve Mardia (15) landmarkları anatomik, matematiksel ve pseudo landmarklar 

olarak üç gruba sınıflandırmıştır.  

i. Anatomik landmarklar: Organizmalar arasında biyolojik olarak anlamlı olacak 

şekilde bir uyum gösteren ve uzmanlar tarafından oluşturulan noktalardır. Anatomik 

landmarklar biyolojik köken bakımından uyuşan organizma bölümlerini 

tanımlamaktadırlar ve bu bölümler homolog olarak adlandırılmaktadır. Şekil-1’de lateral 

yönden kranium üzerinde yer alan prosthion (4 nolu landmark), nasion (6 nolu landmark ), 

glabella (7 nolu landmark), pterion (10 nolu landmark), bregma (11 nolu landmark), 

lambda (12 nolu landmark) ve inion (13 nolu landmark) anatomik landmarklara örnektir 

(32). 

 

 

Şekil-1: Lateral yönden kranium üzerinde yer alan anatomik landmarklar (4 nolu 
landmark-prosthion, 6 nolu landmark- nasion, 7 nolu landmark-glabella, 10 nolu landmark-
pterion, 11 nolu landmark-bregma, 12 nolu landmark-lambda, 13 nolu landmark-inion)   
(32). 
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ii. Matematiksel landmarklar: Belirli bir matematiksel ya da geometrik özelliğe göre 

nesne üzerinde konumlandırılan landmarklardır. Bu landmark türleri, özellikle otomatik 

tanıma sistemlerinde oldukça kullanışlı olmaktadırlar (15). 

iii. Pseudo landmarklar: Organizma üzerinde, dış hat çevresinde ya da matematiksel 

veya anatomik landmarklar arasında konumlandırılmış landmarklardır. Şekil-2’de, 

matematiksel ve pseudo landmarkların birlikte işaretlendikleri ikinci torasik (T2) fare 

vartebra görüntüsü verilmiştir (15).  

 

 

Şekil-2: T2 fare vartebrası üzerinde işaretlenen 6 matematiksel landmark ve dış hat 
üzerinde, matematiksel landmarklar arasına eşit aralıklarla yerleştirilmiş 42  pseudo 
landmark (Pseudo landmarklar + işaretiyle gösterilmiştir. Matematiksel landmarklardan 
landmark 1 ve 2 eğrilik fonksiyonunun maksimum noktalarını, landmark 3 ve 5 sinirsel 
uzantının tabanında negatif eğrinin uç noktalarını, landmark 4 sinirsel uzantının uç 
noktasını, landmark 6 kemiğin landmark 4’e göre ters pozisyonundaki maksimal eğri 
noktasını göstermektedir.) (15).  

 

Bookstein (33), bu tanımlamalara ek olarak landmarkları; tip I, tip II ve tip III şeklinde 

sınıflamıştır. Tip I landmarklar, dokuların ya da kemiklerin birleşme noktalarında yer alan 

landmarklardır. Tip II landmarklar, maksimum eğim gibi yerel özellikler ile 

tanımlanmaktadırlar. Tip III landmarklar ise maksimum çap ve ağırlık merkezi gibi 

noktalarda yer alan landmarklardır (33, 34). 

 

4 

2 
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Anatomik landmarklar genellikle tip I ve tip II, matematiksel landmarklar tip II ve tip 

III landmarklardır.  Pseudo landmarklar ise tip I veya tip II landmarklar arasında, nesnenin 

dış hat çizgisi üzerinde eşit aralıklarla yerleştirilmiş landmarklar olmakla birlikte, tip III 

landmarklar grubuna girmektedirler. Tip I landmarklar genellikle konumlandırılması en 

kolay olan ve en güvenilir landmarklarken, tip III landmarklar konumlandırması en zor ve 

en az güvenilir landmarklardır (15). 

Costa ve Cesar (31) ise landmarkları, 

i. Şeklin kesişme veya uç noktaları ve 

ii. Parametrik eğrilerde yer alan belirgin noktalar,  

olmak üzere ikiye ayırmıştır. Đlk landmark türünün tanımı açık olmakla birlikte, ikinci 

landmark türünün belirlenmesi daha zordur. Tek bir eğri parçasını içeren, sonsuz noktalar 

kümesinden oluşmuş sürekli düzlemsel bir S şekli verildiğinde, şeklin temsili için seçilecek 

sonlu sayıda, özellikle anlamlı ve/veya belirgin noktalar bu tür landmarklardır (31). 

Landmarklara ilişkin bir başka sınıflandırma ise Lele ve Richestmeier tarafından 

yapılmıştır. Lele ve Richestmeier (30), biyolojik nesnelerden elde edilen landmarkları 

geleneksel landmarklar, bulanık (fuzzy) landmarklar ve yapılandırılmış (constructed) 

landmarklar olmak üzere üç genel grupta sınıflandırmıştır.  

i. Geleneksel landmarklar: Bazı biyolojik anlamlılıklara göre belirlenen özelliklerin 

konumlarına karşılık gelen noktalardır. Geleneksel landmarklar, tanımı bir koordinat 

sistemine bağlı olmayan ve tanımı belli bir koordinat sistemine bağlı olanlar olmak üzere 

kendi içinde iki gruba ayrılmaktadır (30). Şekil-3’de bu iki farklı gruba ait geleneksel 

landmarklar görülmektedir.  
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Şekil-3: Baş iskeleti üzerinde konumlandırılmış geleneksel landmarklar (Soldaki şekilde 
bir koordinat sistemi olmaksızın kesin olarak belirlenebilirken nasale, spina nasalis anterior 
ve foramen maxillare landmarkları; sağdaki şekilde ise kafatasının Frankfort horizontal 
düzlemine göre işaretlenen glabella ve inion landmarkları yer almaktadır. Sağ taraftaki 
şekilde yer alan landmarkların konumlandırılmaları, baş iskeletinin pozisyonuna göre 
değişebilmektedir.) (30). 

 

ii. Bulanık landmarklar: Tam olarak tanımlanmamış biyolojik bir yapıya karşılık 

gelen noktalardır. Bulanık landmarklar, gözlemcinin referans sistemindeki tek bir noktadan 

daha geniş bir alanı kapsamaktadırlar. Bu landmarkların tanımı genellikle, özelliğin 

bulunduğu konum ile eşleşen bir referans pozisyon ile yapılmaktadır. Formun üzerinde 

çalışılan bölümleri nispeten geniş ve düz bir alandan oluşuyorsa ve yeterli sayıda 

geleneksel landmarkı içermiyorsa, bulanık landmarklar kullanışlı olmaktadırlar. Bir nesne 

üzerine bulanık landmarkların konumlandırılması, birden fazla veri toplama süreci 

içerebilir. Bulanık landmark, bu veri toplama süreçlerinde elde edilen koordinatların 

ortalaması alınarak konumlandırılmaktadır (30, 35). Şekil-4’de bir çocuğun sol alın kemiği 

tümseği göstermektedir. Bu bölgenin merkezi bir bulanık landmark ile tanımlanmıştır. Üç 

boyutlu bilgisayarlı tomografi taraması sonucunda elde edilen sol alın kemiği tümseği 

görüntüsü üzerinde yer alan siyah noktalar, landmark konumlandırma denemelerini 

göstermektedir. Beyaz nokta ise bu denemelerin ortalama konumunun tahminine karşılık 

gelmektedir. 
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Şekil-4: Üç boyutlu bilgisayarlı tomografi taraması sonucunda elde edilen sol alın kemiği 
tümseği görüntüsü üzerinde yer alan bulanık landmark (Siyah noktalar, landmark 
konumlandırma denemelerini göstermektedir. Beyaz nokta ise bu denemelerin ortalama 
konumunun tahminine karşılık gelmektedir.)(30). 

 

iii. Yapılandırılmış landmarklar: Geleneksel landmarklar ve geometrik bilginin 

kombinasyonu kullanılarak tanımlanan konumlara karşılık gelen noktalardır. Bu 

landmarklar, geleneksel landmarkların ve bulanık landmarkların konumlandırılamadığı 

yüzeyler için kullanılmaktadır (30). Şekil-5’de, insan leğen kemiği üzerinde yer alan iki 

yapılandırılmış landmark görülmektedir. 
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Şekil-5: Đnsan leğen kemiği üzerinde yer alan yapılandırılmış landmarklar. 
(Yapılandırılmış landmarklar, siyah noktalarla gösterilmiştir. Üstteki yapılandırılmış 
landmark, “spina iliaca anterior superio” ve “spina iliaca posterior superio” geleneksel 
landmarklarını birleştiren “krista iliaka” yayının orta noktasıdır. Alttaki yapılandırılmış 
landmark, “asetabulum”un enine ve boyuna çizilen iki doğrunun kesiştiği noktadır.) (30)   
 

2.1.2. Merkezi Büyüklük (Centroid Size) 

X kxm , m boyutta  k landmarklı bir nesneye ilişkin konfigürasyon matrisi olsun. Bu 

durumda büyüklük ölçüsü g(X), verilen bir pozitif a skaleri için Eşitlik-1’i sağlayan, 

konfigürasyon matrisinin herhangi bir pozitif reel değerli fonksiyonudur (15). 

        

                                             g(aX) = a g(X)                                                                 (1) 

 

Başlıca büyüklük ölçüleri Kendall tarafından önerilen merkezi büyüklük, Galton 

tarafından önerilen baseline büyüklük, Miles tarafından önerilen çemberin yarıçapı ve 

çapıdır (14, 36, 37).   

Merkezi büyüklük Eşitlik-2’de verilmiştir (15). 

 

                        km
k

1i

m
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2
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= =

                                      (2) 
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Eşitlik-2’de ∑
=

=
k

1i
ijj X

k

1
X , )X'X(izX =  Öklid normudur. C ile gösterilen 

merkezileştirme matrisi Eşitlik-3’deki gibidir: 

 

                                              '11
k

1
IC kkk −=                                                               (3) 

 

Eşitlik-3’de kI  kk ×  boyutlu birim matris, k1 ise 1k ×  boyutlu birler vektörüdür. 

Merkezi büyüklük, her landmarkın merkeze olan Öklid uzaklıklarının kareler 

toplamının karekökü olarak da tanımlanabilir. Bu tanıma göre merkezi büyüklük Eşitlik-4 

ile de verilebilir. 

 

                                        ∑
=

−=
k

1i

2

i X)X()X(S                                                        (4) 

 

Eşitlik-4’de i)X(  X matrisinin i’nci satırı, )X,...,X(X m1= ise merkezdir.  

Merkezi büyüklük şekil analizinde en yaygın olarak kullanılan büyüklük ölçüsüdür 

(12-14). Farklı büyüklük ölçülerinin seçilmesi, analiz sonuçlarını etkileyecektir. Bu 

nedenle yapılan çalışmalarda hangi büyüklük ölçüsünün kullanıldığının belirtilmesi 

gerekmektedir.  

 

2.1.3. Düzlemsel Procrustes Analizi 

Landmark verilerinin analizi için her biri farklı teknik ve optimizasyon kriterleri 

kullanan farklı yöntemler önerilmiştir. Bunlardan en sık kullanılanlardan bir tanesi 

Procrustes yöntemidir. Ortogonal matrisler kullanılarak yapılan Procrustes analizi ilk 

olarak psikolojideki çalışmalar için geliştirilmiştir (15). Sneath (38) 1967 yılında, biyolojik 

şekil karşılaştırması uygulamalarında en küçük kareler eşleştirme prosedürü üzerinde 

çalışmıştır. Ziezold (39), öteleme ve döndürme kullanarak konfigürasyonların 

eşleştirilmesi için benzer bir prosedür önermiştir. Gower (40), Kendall (14), Goodall (13), 

Ziezold (41) ve Le (42), şekil analizinde önemli olan saf öteleme durumunu tartışmışlardır.  
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Procrustes analizi, en küçük kareler teknikleri kullanarak, konfigürasyonların 

benzerlik transformasyonları ile Öklid uzaklığına göre birbirlerine mümkün olduğunca 

yakın olacak biçimde eşleştirilmesini sağlar (43).  Landmarklar arasındaki uzaklıkların 

karelerinin toplamının minimum yapılmasını sağlayan bu yöntemde, Procrustes analizi 

sonrasında elde edilen koordinatlara Procrustes koordinatları adı verilmektedir. 

Procrustes analizi, tam Procrustes ve kısmi Procrustes olmak üzere ikiye 

ayrılmaktadır.  Tam Procrustes analizinde; öteleme, döndürme ve ölçekleme ile nesne 

standartlaştırılarak şekil elde edilirken, kısmi Procrustes analizinde öteleme ve döndürme 

ile nesne standartlaştırılarak şekil ve büyüklük elde edilmektedir (15). Kısmi Procrustes 

analizi nesnelerin sadece şekil-ve-büyüklükleri ile ilgilenildiğinde kullanılmaktadır.  

 

2.1.3.1. Tam Procrustes Analizi 

k boyutlu kompleks uzay  kC olarak gösterilmek üzere, )'y,...y,y(y k21=  ve 

)'w,...w,w(w k21= , kC ’da yer alan iki merkezileştirilmiş konfigürasyon olsun. Burada y ve 

w,  2 boyutlu landmark verisi için merkezileştirilmiş konfigürasyonları; k
*

k
* 1w01y ==  

olmak üzere, y* ve w* sırasıyla, y ve w’nin kompleks eşleniklerinin transpozunu 

göstermektedir. Benzerlik dönüşümleri kullanılarak w’nin y’ye eşleştirilmesi için,  

          

                                (5)                                                                                                                          

                                                        ε+=

ε+=

AX

A]w,1[

D

k
 

 

biçimindeki kompleks regresyon denklemi dikkate alınsın (15). Eşitlik-5’de, 

)'e,iba()'A,A(A i
21

θβ+==  2×1 boyutlu kompleks regresyon parametreleri vektörüdür. 

k1  k×1 boyutlu 1’ler vektörüdür. Ötelemeye ilişkin parametreler ∈+ )iba( kC , ölçekleme 

parametresi +ℜ∈β  ve döndürme parametresi ise π<θ≤ 20 ’dir. ε,  k×1  boyutlu 

kompleks hata vektörü ve ]w,1[X kD = , k  x 2 boyutlu tasarım matrisidir (15).  

w' nin y üzerine, Öklid benzerlik dönüşümleri ile eşleştirilmesi işlemi 

superimpozisyon olarak adlandırılmaktadır.  Superimpozisyonun yapılabilmesi için,  en  

 

ε+β++= θ we1)iba(y i
k
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küçük kareler fonksiyonu minimum yapılarak A’nın tahmin edilmesi gerekmektedir. Hata 

kareler toplamı Eşitlik-6’da verilmiştir (15). 

 

                          )AXy(*)AXy()w,y(D DD
*2 −−=εε=                                    (6) 

                                            
2

k
i 1)iba(ewy +−β−= θ  

 

Eşitlik-6’da *ε , ε ’un kompleks eşleniğinin transpozu, *)AXy( D−  ise 

)AXy( D− ifadesinin kompleks eşleniğinin transpozunu göstermektedir. A’ nın tahmini 

Â , Eşitlik-6’dan Eşitlik-7’deki gibi elde edilir: 

 

            )AXy(*)AXyinf(arginfarg')eˆ,b̂iâ(Â DD
*ˆi −−=εε=β+= θ                          (7) 

 

w' nin y üzerine tam Procrustes süperimpozisyonu Eşitlik-8’deki gibidir: 

 

                                   weˆ1)b̂iâ(ÂXw
ˆi

kD
P θβ++==                                               (8) 

 

Burada b̂,â,ˆ,ˆ θβ  parametre tahminleri, )w,y(D 2  biçiminde gösterilen Eşitlik-9’daki 

fonksiyonu minimize edecek şekilde seçilirler.  

 

                                  
2

k
i2 1)iba(ewy)w,y(D +−β−= θ

                                          (9) 

                                                 )ba(keywewywwyy 22i*i**2* ++β−β−β+= θ−θ

 

 

Eşitlik-9’da y ve w merkezileştirilmiştir. Açıkça bu fonksiyonu minimize eden a ve b 

değerleri sıfıra eşittir. )0(ewy i* ≥γγ= φ  olmak üzere Eşitlik-10 yazılabilir (15). 

 

                                                                                                                                    (10) 

 

 

)cos(2)ee()yewwey( )(i)(ii*i* φ+θβγ=γ+γβ=−β φ+θ−φ+θθ−θ
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Bu durumda 
2i wey θβ− ifadesini θ  üzerinden minimize etmek için Eşitlik-10’da  

verilen )cos(2 γ+θβγ  ifadesinin maksimize edilmesi gerekmektedir. θ  için çözüm 

)w*yarg(ˆ −=φ−=θ  eşitliğidir. En küçük ölçeklemeyi bulmak için w*y=γ olmak üzere 

Eşitlik-11’in çözülmesi gerekmektedir. 

 

                                              γ−β==
β∂

∂
2ww20

D *
2

                                                         (11) 

 
Eşitlik-11’in çözümünden  )ww/(wyˆ **=β eşitliği elde edilmektedir (15). 

Sonuç olarak tam Procrustes superimpozisyonunda eşleştirme parametrelerinin 

tahminleri Eşitlik-12, Eşitlik-13 ve Eşitlik-14’deki gibidir (15): 

 

                                             0b̂iâ =+                                                                        (12) 
                                     

                              )wyarg()ywarg(ˆ ** −==θ                                                           (13) 
                                    

                                     
)ww(

)wyyw(ˆ
*

2/1**

=β                                                                   (14)  

 

Burada b̂iâ + kC∈  kompleks öteleme parametreleri tahmini, +ℜ∈β̂  ölçekleme 

parametresi tahmini ve π<θ≤ 2ˆ0  döndürme parametresi tahminidir.  

 

2.1.3.2. Ortalama Şeklin Tahmini 

w ve y kompleks konfigürasyonları arasındaki tam Procrustes uzaklığı Eşitlik–15’ deki 

gibidir: 

 

                     ibae
w

w

y

y
inf)y,w(d i

b,a,,
F −−β−= θ

θβ
                                        (15) 

 
 

                                     

2/1

**

**

ywyw

ywwy
1









−=
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n  birimlik konfigürasyonlar rasgele örneklemi, n21 w,...,w,w  biçiminde verilsin. Bu 

konfigürasyonlar rasgele örneklemi için pertürbasyon modeli Eşitlik-16’da verilmiştir (15). 

                           )(e1w i
i

ikii
i ε+µβ+γ= θ

    ,      i=1,…,n                                       (16) 

Eşitlik-16’da i=1,…,n olmak üzere Ci ∈γ öteleme vektörleri, 
+ℜ∈βi ölçekleme 

parametreleri, π<θ≤ 20 i  döndürme parametreleri, C∈ε i  bağımsız sıfır ortalamalı 

kompleks rasgele hatalar ve µ  popülasyona ait ortalama konfigürasyondur. Ortalama 

şeklin tam Procrustes tahmini [ ]µ̂ , her bir konfigürasyondan birim büyüklükte, bilinmeyen 

ortalama konfigürasyon olan µ ’ye, tam Procrustes uzaklıklarının kareleri toplamının 

minimum yapılmasıyla Eşitlik-17’deki gibi elde edilir (15): 

 

                                 [ ] ∑
=

µ
µ=µ

n

1i
i

2
F ),w(dinfargˆ    ,     i=1,…,n                                 (17)     

                                                                                                                                                                                                         

n21 w,...,w,w  konfigürasyonlarının 01w k
* =  biçiminde merkezileştirilmiş olduğu 

varsayılsın. [ ]µ̂ , kompleks kareler toplamı ve çarpımlar matrisinin en büyük öz değerine 

karşılık gelen öz vektör olarak bulunmaktadır. Kompleks kareler toplamı ve çarpımlar 

matrisi, S ile gösterilmektedir ve Eşitlik-18’de verilmiştir (15). 

 

                            ∑ ∑
= =

=









=

n

1i

n

1i

*
ii

i
*

i

*
ii zz

)ww(

ww
S     ,    i =1,…,n                              (18) 

 

Eşitlik-18’de iz  (i=1,…,n), iw  konfigürasyonunun ön-şeklini göstermektedir ve 

Eşitlik-19’daki gibidir: 

 

                                                
i

i
i w

w
z =

    
,    i =1,…,n                                                     (19)                 
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Bir konfigürasyon matrisinin ön-şekli, öteleme ve ölçekleme etkileri arındırıldığında 

geriye kalan geometrik bilgidir (14).  Her bir konfigürasyondan, µ ’ye tam Procrustes 

uzaklıklarının kareleri toplamı Eşitlik-20’deki gibidir: 

 

           
µµ

µµ
−=









µµ

µµ
−=µ ∑∑

==
*

*n

1i
*

i
*
i

*
ii

*

i

n

1i

2
F

S
n

ww

ww
1),w(d      ,     i=1,…,n                      (20)                                                                                                                            

 

  Bu uzaklığın µ  üzerinden minimum yapılmasıyla ortalama şeklin tam Procrustes 

tahmini Eşitlik-21’deki gibi elde edilir (15). 

 

                                                     

1

*Ssupargˆ
=µ

µµ=µ                                                         (21) 

                                        

Her bir P
iw , wi’ nin µ̂  üzerinde tam Procrustes superimpozisyonu olduğundan, 

n21 w,...,w,w ’nin tam Procrustes koordinatları Eşitlik-22’deki gibi verilmiştir (15). 

 

                                         
)ww(

wˆw
w

i
*
i

i
*
iP

i

µ
=

    ,     n,...,1i =                                          (22)   

                   

Tam Procrustes ortalama şekli, tam Procrustes koordinatlarının aritmetik ortalaması 

alınarak elde edilebilir. ∑
=

n

1i

P
iw

n

1
 ifadesi, Procrustes ortalama şekli olan ]ˆ[µ ile aynı şekle 

sahiptir. Buradan Procrustes artıkları Eşitlik-23’deki gibi elde edilir (15). 

 

 

                                        







−= ∑

=

n

1i

P
i

P
ii w

n

1
wr      ,     n,...,1i =                            (23)    
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Birden fazla nesne Procrustes süperimpozisyonu kullanılarak uyarlandığında yöntem 

genelleştirilmiş Procrustes olarak isimlendirilmektedir (40). Sadece bir nesnenin diğerine 

uyarlandığı durumda yöntem sıradan Procrustes analizi ismini almaktadır (15).  

Şekil değişkenliğinin genel bir ölçüsünün elde edilebilmesi için, her bir 

konfigürasyondan tam Procrustes ortalamasına olan uzaklıkların karelerin toplamının 

ortalamasının karekökü (root mean square of dF  -RMS(dF)) alınır. Bu nicelik Eşitlik-

24’deki gibi verilmiştir (15). 

                         
∑

=

− µ=
n

1i
i

2
F

1
F )ˆ,w(dn)d(RMS     ,     n,...,1i =                             (24) 

 

Eşitlik-24’de Fd   tam Procrustes uzaklığını, )ˆ,w(d i
2
F µ  ise iw  (i=1,…,n) ile verilen 

her bir konfigürasyondan, µ̂  ile gösterilen tam Procrustes ortalamasına olan tam 

Procrustes uzaklığının karesini göstermektedir. 

 

2.1.4. Uzaklıklar 

X, kxm boyutlu konfigürasyon matrisi; Γ , mmI'' ×=ΓΓ=ΓΓ ve 1+=Γ  özelliklerini 

sağlayan mxm boyutlu döndürme matrisi; β , ölçeklemeyi sağlayan pozitif reel sayı; mγ  

mx1 boyutlu öteleme vektörü olmak üzere X konfigürasyon matrisi üzerindeki Öklid 

benzerlik dönüşümleri Eşitlik-25’deki gibi gösterilmektedir: 

 

                          { }m
k R,)m(SO,R:'1X ∈γ∈Γ∈βγ+Γβ +                                         (25) 

 

Burada SO(m), mxm boyutlu döndürme matrisleri kümesinin özel ortogonal grubunu 

(special orthogonal group-SO) göstermektedir. Öklid benzerlik dönüşümlerinin bu tanımı 

altında m boyutlu veri için şekil analizinde kullanılan bazı önemli uzaklıklar izleyen alt 

bölümlerde verilmiştir (15). 

 

2.1.4.1. Tam Procrustes Uzaklığı 

1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri arasındaki tam Procrustes uzaklığı Eşitlik-26’daki 

gibidir: 
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                                Γβ−=
+∈β∈Γ

12
R),m(SO

21F ZZinf)X,X(d                                             (26) 

 

Burada 1Z  ve 2Z  sırasıyla 1X  ve 2X  konfigürasyon matrislerinin ön-şekilleridir ve 

Eşitlik-27’deki gibi elde edilirler: 

 

                                           
r

r
r HX

HX
Z =     r =1, 2                                                        (27) 

 

Burada H, (k-1)xk boyutlu Helmert alt-matrisidir. Şekil-6’da, şekil analizinde şekil, ön-

şekil ve şekil-ve-büyüklük arasındaki ilişki verilmiştir.  

 

Şekil-6: Şekil analizinde şekil, ön-şekil ve şekil-ve-büyüklük arasındaki ilişki (15). 
 
 
 

Tam Procrustes uzaklığı Eşitlik-28’deki gibi de verilebilir:  

 

                                    

2/12m

1i
i21F 1)X,X(d




















λ−= ∑

=

                                                (28) 

Döndürme Ölçekleme 
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Eşitlik-28’de m1m21 ... λ≥λ≥≥λ≥λ − , 1221 Z'ZZ'Z ’in özdeğerlerinin karekökleridir. 

Eğer sadece 1
'
2 ZZ  ifadesinin determinantı 0’dan küçük ise mλ < 0 olur (15).   

 

2.1.4.2. Kısmi Procrustes Uzaklığı 

1X  ve 2X  konfigürasyon matrislerine ait ön-şekiller olan 1Z  ve 2Z ’nin ölçekleme 

yapılmaksızın sadece döndürmeyle mümkün olduğu kadar birbirlerine yakın olacak şekilde 

eşleştirilmeleri ile elde edilmektedir. 1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri arasındaki kısmi 

Procrustes uzaklığı Eşitlik -29’daki gibidir: 

 

                                     Γ−=
∈Γ

12
)m(SO

21P ZZinf)X,X(d                                                 (29) 

 

Eşitlik-29’da 1Z  ve 2Z  sırasıyla 1X  ve 2X  konfigürasyon matrislerinin ön-şekilleridir ve 

Eşitlik-27’deki gibi elde edilirler. 1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri arasındaki kısmi 

Procrustes uzaklığı Eşitlik -30 ile de verilebilir: 

 

                                     
2/1m

1i
i21P 12)X,X(d 







λ−= ∑

=

                                                (30) 

 

Eşitlik-30’da m1m21 ... λ≥λ≥≥λ≥λ − , 1221 Z'ZZ'Z ’in özdeğerlerinin karekökleridir 

(15).  

 

2.1.4.3. Procrustes Uzaklığı 

1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri arasındaki Procrustes uzaklığı, )XX( 2,1ρ  

biçiminde gösterilmektedir. Bu uzaklık, ön-şekil küresinde, 1Z  ve 2Z  arasındaki en yakın 

büyük çember uzaklığıdır. Procrustes uzaklığı Eşitlik-31’deki gibidir: 

 

                              







λ=








=ρ ∑

=

m

1i
i

21P
21 arccos

2

)X,X(d
arcsin2)X,X(                              (31) 

 



20 

 

Eşitlik-31’de )X,X(d 21P 1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri arasındaki kısmi 

Procrustes uzaklığı ve m1m21 ... λ≥λ≥≥λ≥λ − , 1221 Z'ZZ'Z ’in özdeğerlerinin 

karekökleridir.  

Procrustes uzaklığı ile Kısmi ve Tam Procrustes uzaklıkları arasındaki ilişki Eşitlik-32 

ve Eşitlik-33’de verilmiştir. 

 

                                               )X,X(sin)X,X(d 2121F ρ=                                                 (32) 

 

                                             
2

)X,X(
sin2)X,X(d 21

21P

ρ
=                                                 (33) 

 

Şekil-7’de 1X  ve 2X  konfigürasyon matrislerine ait tam Procrustes uzaklığı, kısmi 

Procrustes uzaklığı ve Procrustes uzaklığı arasındaki ilişki, ön-şekil küresinin bir kesiti 

üzerinde görülmektedir. 

  
Şekil-7:  Uzaklıklar arasındaki ilişkiyi gösteren ön-şekil küresinin bir kesiti  ( Fd : Tam 

Procrustes uzaklığı, Pd : Kısmi Procrustes uzaklığı, ρ : Procrustes uzaklığı) (15) 
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2.1.5. Tanjant Uzayı Koordinatları 

Bir nesnenin şeklinin tanımlanabilmesi için, uygun bir koordinat sistemi 

belirlenmelidir. Şekil için uygun olan koordinat sistemi; konfigürasyonun ötelenmesi, 

ölçeklenmesi ve döndürülmesi altında değişmez olan koordinat sistemidir. Tanjant uzayı 

koordinatları da, istatistiksel şekil analizinde en sık olarak kullanılan koordinat 

sistemlerinden biridir (15). 

k×m boyutlu X konfigürasyon matrislerinin uzayı olan konfigürasyon uzayı Öklid’dir. 

Ancak, konfigürasyonun ötelenmesi, ölçeklenmesi ve döndürülmesi sonucunda bir miktar 

boyut indirgemesi meydana gelecektir. Kendall, şekil uzayının ölçekleme ile 1, öteleme ile 

m, döndürme ile ise m(m-1)/2 boyut azalacağını ortaya koymuştur (14). Dolayısıyla şekil 

uzayı mk-m(m-1)/2-m-1 boyutludur. Bu nedenle şekil uzayı Öklid değildir. 

Kendall şekil uzayı, rasgele seçilmiş landmark kümeleri arasındaki Procrustes 

uzaklıklarının analizi için tam bir geometrik analiz sağlamaktadır (44). Doğrusal olmayan 

Kendall uzayından nesnelerin doğrusal vektör uzayı üzerine iz düşümleri alınarak, 

doğrusal olan tanjant uzayı elde edilebilmektedir. Eğer şekildeki değişkenlik küçük ise 

tanjant uzayındaki Öklid uzaklıkları, Kendall şekil uzayındaki Procrustes uzaklıklarına 

yakınsamak için kullanılabilir (45, 46). Ayrıca tanjant uzayı doğrusal olduğundan şekil 

verileri üzerinde standart çok değişkenli yöntemler kullanılabilmektedir (44). 

Tanjant uzayı, belli bir kutup noktasına göre şekil uzayının doğrusallaştırılmış bir 

versiyonudur. Referans alınacak şekil kutup noktasında yer almaktadır. Referans şekil, 

genellikle örneklemdeki şekillere ait ortalama şekil olarak seçilir. Tanjant uzayı, Kendall 

şekil uzayının kutup noktasına teğet olan doğrusal vektör uzayıdır. Ön-şekil küresinin 

üzerine bir tanjant izdüşümü alınarak nesnenin orijinal rotasyonuna dayanmayan uygun bir 

tanjant koordinat sistemi elde edilebilir. Tanjant uzayından şekil uzayına olan Öklid 

uzaklığı, şekil uzayında kutbun çevresinde, Procrustes uzaklıklarının iyi bir tahminini 

verir. Tanjant uzayında, izdüşümün kutbuna olan Öklid uzaklığı, kutba olan tam Procrustes 

uzaklığına eşittir. Dolayısıyla uygulamada tanjant uzayı şekil analizi için son derece 

önemli ve kullanışlıdır (15). Şekil-8A’da üçgenler için Kendall şekil uzayına bir örnek 

görülmektedir. Şekilde ortalama şekil kırmızı nokta ile, üçgenler ise yeşil noktalar ile 

gösterilmiştir. Kendall uzayından nesnelerin doğrusal vektör uzayı üzerine iz düşümleri  
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alınarak tanjant uzayı elde edilmektedir. Şekil–8B’de,  Şekil-8A’daki Kendall şekil 

uzayına karşılık gelen tanjant uzayı görülmektedir (47).  

      

                             A                                                            B 

Şekil-8: Üçgenler için Kendall şekil uzayı ve tanjant uzayı. A: Üçgenler (yeşil noktalar) 
için Kendall şekil uzayı. Kuzey kutbunda yer alan ortalama şekil, kırmızı nokta ile 
gösterilmiştir. Bu noktada yer alan üçgen, eşkenar üçgendir. B: Üçgenler için tanjant uzayı. 
Kendall şekil uzayına değme noktasında (çemberin merkezi) eşkenar üçgen yer almaktadır 
(47). 

 

2.1.5.1. Düzlemsel Veri Đçin Kısmi Procrustes Tanjant Koordinatları 

Ön-şekilleri Eşitlik-34’deki gibi verilmiş olan ( )o
k

o
1

0 z,...,zz =  kompleks landmarkları 

dikkate alınsın (15): 

 

                                        ( )
0

0

1k1
zH

zH
'z,...,zz == −                                                      (34) 

 

Burada H, (k-1)xk boyutlu Helmert alt-matrisidir. γ , genellikle ortalama şekil olarak 

seçilen, kompleks ön-şekil küresindeki kompleks kutup olsun. Konfigürasyonun kutba 

mümkün olduğu kadar yakın olacak biçimde θ  açısıyla döndürüldüğü ve γ ’da,  )(T γ  

olarak gösterilen tanjant düzlemine yansıtıldığı düşünülsün. Bu durumda )zarg(ˆ *γ−=θ , 

2iez θ−γ ifadesini minimize etmektedir (15). 

 

 



23 

 

Đki boyutta şekil için kısmi Procrustes tanjant koordinatları, )zarg(ˆ *γ−=θ  olmak 

üzere Eşitlik-35’de verilmiştir (15). 

 

                                       )(Tv,z]I[ev *
1k

ˆi γ∈γγ−= −
θ                                             (35) 

 

Kısmi Procrustes tanjant koordinatları ön-şekillerin karşılaştırılmasında ölçeklemeyi 

içermemektedir. 0v* =γ  olduğundan tanjant uzayı gerçek uzayın 2k-4 boyutlu alt uzayı 

gibidir. *
1kI γγ−− , γ ’ya ortogonal olan uzaya kompleks izdüşüm matrisidir.  

m boyutta k landmark için ön-şekil uzayı k
mS  olmak üzere, v’den 

*iez θ ’a ters izdüşüm 

Eşitlik-36’daki gibidir (15): 

 

                                [ ] 2k2/1**i SCz,v)vv1(ez −θ ∈+γ−=                                         (36) 

 

1X  ve 2X  konfigürasyon matrisleri şekilde birbirlerine yakın ise 1v  ve 2v  tanjant 

koordinatları için Eşitlik-37’deki ifade yazılabilir (15). 

 

                   )X,X(d)X,X()X,X(dvv 21P2121F21 ≈ρ≈≈−                                    (37) 

 

Eşitlik-37’de Fd  tam Procrustes uzaklığını, ρ  Procrustes uzaklığını ve Pd kısmi Procrustes 

uzaklığını göstermektedir. Bu durum, veri setinin yayılımı çok fazla olmadığında, tanjant 

uzayında yapılan standart çok değişkenli istatistiksel tekniklerin, Öklid olmayan şekil 

yöntemleri için iyi bir yakınsama sağlayacağı anlamına gelmektedir.  

 

2.1.5.2. Tam Procrustes Tanjant Koordinatları 

Ön-şekil z’nin 0>β  parametresi kullanılarak ölçeklenmesi ile alternatif bir tanjant 

uzayı olan tam Procrustes tanjant uzayı elde edilebilir. β̂  ve θ̂ , 
2iez θβ−γ  ifadesini 

minimize edecek biçimde seçilmektedir. Bu durumda tam Procrustes tanjant koordinatları 

Eşitlik-38’deki gibidir (15): 
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                                  )(Tv,z]I[eˆv *
1k

ˆi
F γ∈γγ−β= −

θ                                            (38) 

                                         
2** zzz γγ−γ=  

Fv  için (39)’daki ifade yazılabilir. 

 

                                              PFF ddv ≈ρ≈≈                                                           (39) 

 

Eşitlik-39’da Fv  tam Procrustes tanjant koordinatlarını, Fd  tam Procrustes uzaklığını, 

ρ  Procrustes uzaklığını ve Pd kısmi Procrustes uzaklığını göstermektedir.  

n21 w,...,w,w  konfigürasyonlarına tam Procrustes analizi uygulanmış olsun. Bu 

durumda Eşitlik-22’de verilmiş olan ri (i=1,…,n) Procrustes artıkları, yaklaşık tanjant 

koordinatlarıdır (15). Şekil-9’da tanjant koordinatlarının yer aldığı şekil küresinin bir kesiti 

görülmektedir. 

 

 

Şekil-9: Ön-şekil küresinin bir kesintisinin görüntüsü ( γ : kompleks kutup noktası, v: kısmi 
tanjant düzlemsel koordinatları, vF : tam Procrustes tanjant düzlemsel koordinatları) (15) 
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2.1.6. Şekil Değişkenliğinin Temel Bileşenler Analizi ile Đncelenmesi 

Ortalama şekil etrafındaki doğrusallaştırılmış uzayda (tanjant uzayı) şekil 

değişkenliğinin araştırılmasında kullanılan en etkili yöntemlerden bir tanesi yaklaşık 

tanjant koordinatları olan Procrustes artıklarına temel bileşenler analizi uygulanmasıdır 

(28). Đstatistiksel analizlerde tanjant koordinatları olarak Procrustes artıkları 

kullanılabileceği gibi, başka tanjant koordinatları da kullanılabilir (15).  

i=1,…,n olmak üzere n birimden elde edilen konfigürasyonların rasgele örneklemi için 

tanjant koordinatlarının reel vektörleri iv  biçiminde gösterilsin. Tanjant koordinatlarının 

örneklem kovaryans matrisi Eşitlik-40’daki gibi verilir (15): 

 

                         
)'vv()vv(

n

1
S i

n

1i
iv −−= ∑

=

     i=1,….,n                                      (40) 

   

Eşitlik-40’da v  tanjant koordinatlarının örneklem ortalama vektörünü göstermektedir 

ve Eşitlik-41’deki gibidir (15): 

 

                                      
∑

=

=
n

1i
iv

n

1
v    i=1,….,n                                                         (41) 

 

vS ’nin ortanormal özvektörleri j=1,…,p olmak üzere jγ  ile gösterilmektedir ve bunlar 

vS ’nin temel bileşenleridir. vS ’nin özdeğerleri ise aşağıdaki gibi verilir (15): 

 

                                        
0... p21 ≥λ≥≥λ≥λ                                                           (42) 

 

Burada M = 2k-4 şekil uzayının boyutu olmak üzere,  p= min(n-1,M) biçimindedir. 

i’nci birimin j’inci temel bileşen üzerindeki temel bileşen skoru Eşitlik-43’deki gibi verilir 

(15): 

 

                           
)vv(s i

'
jij −γ=         i = 1,…,n ; j = 1,…,p                                      (43) 
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Verilerin tanjant uzayındaki temel bileşenler özeti Eşitlik-44’de verilmiştir (15). 
 

                               
∑

=

γ+=
p

1j
jiji svv       i = 1,…,n ; j = 1,…,p                                  (44) 

 

Standartlaştırılmış temel bileşen skorları Eşitlik-45’de verilmiştir (15). 
 

                                 
2/1

j

ij

ij

s
c

λ
=        i = 1,…,n ; j = 1,…,p                                         (45) 

 

j’inci temel bileşenler tarafından açıklanabilen değişkenlik yüzdesi,  

 

                                                                      

∑
=

λ

λ
p

1j
j

j100
                                                              (46) 

biçiminde hesaplanabilmektedir (15). 

Temel bileşenler analizinin Procrustes artıkları için uygun bir yöntem olmasının iki 

temel nedeni vardır. Birincisi, superimpozisyondan sonra bütün landmarklar birbirlerine 

bağlıdırlar ve ayrı ayrı yorumlanmaları zordur. Temel bileşenler bileşik değişkenler 

olduklarından, şekil değişiklikleri temel bileşenler kullanılarak, tüm landmarklar setinin 

birlikte hareketleri olarak incelenebilmektedir. Đkincisi ise, Procrustes artıkları istatistiksel 

analizlerde doğrudan şekil değişkenleri olarak kullanıldıklarında, değişken sayısı oldukça 

fazla olacaktır. Bu da çok değişkenli istatistiksel yöntemlerin kullanılmasında zorluklar 

yaratacaktır (28). 

 

2.2. Büyüme Modelleri 

Sağlık bilimlerinde yapılan pek çok çalışmanın amacı, iki ya da daha fazla değişken 

arasındaki ilişki hakkında bilgi edinmektir. Đki ya da daha fazla değişken arasındaki 

ilişkinin matematiksel modelinin oluşturulmasında kullanılan regresyon analizinde temel 

amaç, ele alınan değişkenlerle matematiksel model oluşturmak ve bağımlı değişkende 

meydana gelen değişimin ne kadarının bağımsız değişken veya değişkenler tarafından  
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oluşturulduğunun belirlenmesidir. Regresyon analizi çeşitli uygulama alanlarında yaygın 

olarak kullanılmaktadır. Bu alanlardan bir tanesi de büyüme eğrileridir. Büyüme eğrileri, 

canlıların ölçülebilir bir özelliği ile zaman arasındaki ilişkiyi modellemek için, regresyon 

analiziyle tanımlanır (19). 

Büyüme, ontogenetik zaman boyunca biyolojik yapıda meydana gelen büyüklük 

değişimidir (48). Thompson’a (16) göre organizmanın farklı yönlerdeki büyüme oranları, 

onun şeklini açıklamaktadır.  

Morfogenezin genetik temellerinin araştırılmasında, hastalık süreçlerinin 

incelenmesinde, hormonların, teratojenlerin, beslenmeyle ilgili elemanların ve diğer 

çevresel faktörlerin büyüme üzerine olan etkilerinin araştırılmasında büyüme eğrilerinden 

faydalanılmaktadır (30). 

Büyüme eğrilerinin şekli canlı türüne, çevre şartlarına ve ölçülen karakterin yapısına 

göre farklılık gösterir. Büyüme sürecinin, biyolojik olarak yorumlanabilir parametreleri 

içeren matematiksel eşitliklerle tanımlanabilmesi oldukça önemlidir. Büyüme eğrileri ile 

canlı organizmanın büyümesi matematiksel olarak ifade edilebilir (19). 

Büyüme çalışmaları uzunlamasına veriler kullanılarak yapılabileceği gibi, kesitsel veri 

seti kullanılarak da yapılabilmektedir. Kesitsel veri seti, her bir birimin bir kez ölçüldüğü, 

farklı yaşlardaki birimlerden elde edilen ölçüm değerlerini içermektedir. Uzunlamasına 

veri setlerinde ise, ilgili birimden çeşitli zaman aralıklarında birden fazla ölçümler 

alınmaktadır. Her iki tip veri setinin de kendi içerisinde bazı kısıtlılıkları ve avantajları 

bulunmaktadır (30, 49). Kesitsel veriler, her birimin bir yaş kategorisine atanmış olduğu 

daha büyük popülasyonlar için uygundur. Uzunlamasına veriler nadir olarak elde 

edilebilmektedirler. Uzunlamasına veri setlerinde farklı zaman noktaları için elde edilen 

gözlem değerleri birbirine bağımlıdır (30). 

Büyüme modellerinden elde edilen artıkların birbirleriyle ilişkili olması durumu, 

otokorelasyon olarak adlandırılır. Zaman serileri çalışmalarındaki veriler gibi belirli bir 

zaman süreci içinde sıralanan gözlem birimlerinde otokorelasyon tespit edilebilmektedir. 

Otokorelasyonun varlığı, regresyon analizi varsayımını bozacağından model ile yapılacak 

tahminler güvenilir olmayabilecektir. Geçerli bir model ve tahminlerin yapılabilmesi için 

otokorelasyon sorununun düzeltilmesi gerekmektedir (50, 51). 

Regresyon analizi sonucunda elde edilen sonuçların güvenilir olması için açıklayıcı 

değişkenlerin de arasında herhangi bir ilişki olmamalıdır. Açıklayıcı değişkenlerin 
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birbirleriyle ilişkili olması çoklu bağlantı olarak adlandırılır. Regresyon uygulamalarında 

çoklu bağlantının giderilmesi durumunda, daha iyi sonuçlar elde edilebilecektir (51). 

Canlıların çeşitli büyüme özellikleri zaman içinde doğrusal bir yapıdan uzaklaşarak 

doğrusal olmayan bir yapı gösterebilir. Bu durumda doğrusal modeller büyümeyi tam 

olarak açıklamayabilir (16). Ayrıca canlıların zaman sürecindeki büyümeleri bir zaman 

sonra asimptota ulaşmaktadır. Bu yapıdaki büyümeye ait verilerde doğrusal olmayan 

büyüme modelleri daha iyi tahminler verebilmektedir (16, 49). Doğrusal olmayan 

regresyon analizinde farklı algoritmalar kullanılmaktadır. En yaygın olarak kullanılan 

algoritmalar; Levenberg-Marquardt, Gauss-Newton ve Newton-Raphson algoritmalarıdır 

(52, 53).  Genel bir doğrusal olmayan regresyon modeli aşağıdaki gibidir. 

 

                                 iii );X(fY ε+θ=        i = 1, …, n                                              (47) 

 

Eşitlik-47’de θ tahmin edilecek parametreler vektörünü ve iε  değerleri bağımsız aynı 

dağılıma sahip 0 ortalama ve 2σ  varyanslı hata terimini göstermektedir (53). Bu modeller, 

her bir birimden tek bir büyüklük ölçüm değerinin alındığı kesitsel veriler için uygundur 

(50). Büyüme modellerinde kullanılan parametrelerin ( α ,β , κ , δ  ve γ ) belirli biyolojik 

anlamları vardır. α  final büyüklüğü ifade etmektedir. Ayrıca matematiksel olarak eğrinin 

maksimum asimptot noktasına karşılık gelmektedir. β başlangıçtaki büyüklüğü ifade 

etmektedir ve eğrinin minimum asimptot noktasına karşılık gelmektedir.  κ  büyüme 

oranını gösteren parametre ve γ  eğrinin bükülme noktasıdır. δ  ise Richards modelinde yer 

alan ikinci büküm noktasıdır.  

 X bağımsız değişkeni yaş ya da süre, Y bağımlı değişkeni ise ilgilenilen büyüklük 

ölçüsünü göstermektedir.  

Büyüme çalışmalarında yaygın olarak kullanılan doğrusal olmayan modeller aşağıdaki 

gibi sıralanabilir: 

• Üstel model, 

• Monomoleküler model, 

• Gompertz modeli, 

• Von-Bertalanffy modeli, 

• Lojistik modeller,  

• Richards modeli. 
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2.2.1. Doğrusal Model 

Doğrusal model aşağıdaki ifade ile verilmiştir. 

 

                                                          bxa)x(f +=                                                            (48) 

 

Bu modelde a sabit terim ve b regresyon katsayısıdır. Bu modelde bağımlı değişkene doğal 

logaritmik dönüşüm uygulanarak uygulamalar da yapılmaktadır. Bu haliyle modelin 

fonksiyon olarak gösterimi Eşitlik-49’da verilmiştir. 

 

                                                       bxa))x(fln( +=                                                         (49) 

2.2.2. Üstel Model 

En basit büyüme eğrilerinden bir tanesi üstel büyüme eğrisidir (54). x zamanı ve f(x) 

ise onun bir fonksiyonu olarak ilgili büyüklük ölçüsünü göstermek üzere üstel büyüme 

fonksiyonu Eşitlik-50’deki gibi verilmiştir. 

 

                                             )x(e)x(f γ−κ
=                                                             (50) 

 

Eşitlik-50’de κ  büyüme oranını, γ  ise eğrinin büküm noktasını gösteren 

parametrelerdir. Bu fonksiyonda büyüme oranı o anki büyüklük miktarına orantılıdır ve 

0>κ için büyüme sınırsızdır (55). Ancak sonsuza kadar üstel olarak büyüme çoğu durum 

için uygun olmadığından bu modeller sadece büyümenin erken evreleri için gerçeğe uygun 

olacaktır (54).  

 

2.2.3. Monomoleküler Model 

Monomoleküler büyüme modeli üç parametreye sahip olan asimptotik modellerden 

biridir. Monomoleküler büyüme modeli biyolojik bilimlerden önce fizikokimya bilim 

dalında kullanılmıştır. Monomoleküler fonksiyonu, üçüncü dereceden çok terimli 

fonksiyonun eğrisel yapısına benzerlik göstermektedir; ancak asimptotik fonksiyonların 

yapısında eğimin negatif bölgeye düşme durumu söz konusu olmamaktadır (52, 55). 
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Biyolojik büyüme pek çok durum için belli bir süre sonrasında dengeye girerek 

Eşitlik-51’deki gibi verilen bir final büyüklüğe ulaşılmaktadır. 

 

                                                 )x(flim
x ∞→

=α                                                               (51) 

 

Sonuç olarak x sonsuza gittikçe f(x) fonksiyonunun x’e göre türevi 0’a yaklaşacaktır. 

Sınırlı büyümeyi veren büyüme fonksiyonlarından bir tanesi Eşitlik-52’de verilen 

monomoleküler büyüme fonksiyonudur. 

 

                          





 γ−κ−

−α=
)x(e1)x(f      x>0 , 0>κ                          (52) 

 

Eşitlik-52’de α  final büyüklük, κ  büyüme oranını gösteren parametre, γ  ise eğrinin 

büküm noktasını gösteren parametredir.  

 

κγ=β e  olarak alınırsa, model Eşitlik-53’deki gibi elde edilir: 

 

                                         )xe1()x(f κ−β−α=                                       (53) 

   

Eşitlik-53’de β başlangıçtaki büyüklük olmakla birlikte, α  ve κ parametreleri    

Eşitlik-52’dekiyle aynı anlamlara sahip parametrelerdir (55, 56).   

Monomoleküler büyüme fonksiyonunun üstel biçimi Eşitlik-54’deki gibidir: 

 

                                         
)e1(e)x(f

xκ−β−α
=                                            (54) 

   

Eşitlik-54’de α  final büyüklük, β başlangıçtaki büyüklük ve  κ  büyüme oranını 

gösteren parametredir (55, 57). 
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2.2.4. Üç Parametreli Lojistik Model 

Üç parametreli lojistik model üç parametresi olan “S” şeklinde bir fonksiyondur ve 

matematiksel olarak Eşitlik-55’deki gibidir verilebilir (52, 56): 

 

                                   
xe1

)x(f
κ−β+

α
=

       

,   ∞<<∞− x                          (55) 

   

Eğrinin −∞→x  iken 0)x(f =  ve ∞→x  iken α=)x(f  olmak üzere iki asimptotu 

vardır. Genellikle büyüklük izleme alındığı anda 0)x(f >  olduğundan bu durum 

uygulamada bazı zorluklar yaratabilir. 2/)x(f α=  olduğunda γ=x  elde edilmekte ve 

büyüme oranı maksimuma ulaşmaktadır. 

Üç parametreli lojistik modelin literatürde yer alan diğer uyarlamaları aşağıdaki 

eşitliklerdeki gibidir (58): 

 

                                   
)x(e1

)x(f
κ−β+

α
=

     
, ∞<<∞− x                 (56) 

 

                                   
xe

1
)x(f

κ−β+α
=      , ∞<<∞− x                         (57) 

 

Eşitlik-55, Eşitlik-56 ve Eşitlik-57’de α  final büyüklük, β başlangıçtaki büyüklük ve  

κ  büyüme oranını gösteren parametredir.  

Üç parametreli lojistik büyüme modeli, 1938 yılında Verhulst tarafından bir organın 

ya da bir kitlenin büyümesini tanımlamak için türetilmiştir. Ayrıca bu model, 

monomoleküler kimyasal maddenin tüketim hızını açıklamak için ve bir topluluk 

içerisindeki fertlerin sayısındaki değişmelerin modellenmesi için hayvan ekolojisi alanında 

geniş bir şekilde kullanılabilmektedir (55). 

 

2.2.5. Dört Parametreli Lojistik Model 

Üç parametreli lojistik modelin geliştirilmiş halidir ve Eşitlik-58’deki gibidir: 
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xe1

)x(f
κ−β+

γ−α
+γ=                                                      (58) 

 

Eşitlik-58’de α  final büyüklük, β başlangıçtaki büyüklük,  κ  büyüme oranını gösteren 

parametre ve γ  eğrinin bükülme noktasıdır. 

Doz-yanıt eğrilerinde, biyo-yararlılık ve immüno-yararlılık çalışmalarında eğri 

uydurma analizlerinde dört parametreli lojistik model sıklıkla kullanılmaktadır (59-61). 

 

2.2.6. Gompertz Modeli 

Gompertz modeli, Gompertz’in 1825 yılında yaşam tablosunda ölçüm oranları için 

verdiği modele dayanmaktadır. Büyüme modeli olarak ilk defa Wright tarafından 1926 

yılında geliştirilmiştir (55, 62).  

Gompertz büyüme modeli, büyümenin bükülme noktasına göre simetrik olmadığı 

durumlarda sıklıkla kullanılabilmektedir. Bu eğri, “S” şeklinde bir yapıya sahiptir. 

Gompertz büyüme modeli Eşitlik-59’daki gibi verilmiştir (52). 

 

                                         






 γ−κ−−

α=
)x(e

e)x(f                                 (59) 

  

Eşitlik-59’da α  final büyüklüğü, κ büyüme oranını, γ  eğrinin bükülme noktasını 

gösteren parametrelerdir. κγ=β e olarak alınırsa, 

 

                                            { }xee)x(f
κ−β−

α=                                     (60) 

   

elde edilir. Eşitlik-60’da β başlangıçtaki büyüklüktür ve ∞→x  iken α=)x(f , yani en 

yüksek büyüme değeri elde edilirken, 0x =  olduğunda )()e( ee)x(f βα=α=
κγ

, yani 

başlangıç büyüme değeri elde edilir.  

Gompertz modeli matematiksel anlamda büyüme hızının üstel olarak azaldığı üç 

parametreli bir fonksiyondur. Büyümenin yalnızca bir tek döngü ile açıklanabileceği 

varsayımına dayanan ve dolayısıyla büyüme eğrisini bir çift üstel terimle tanımlayabilen 

modeldir. Gompertz modeli, ekonometrik modellemede, bitki, hayvan ve insanların 

büyüme sürecinde kullanılabilmektedir (50, 58).  
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2.2.7. Von-Bertalanffy Modeli 

Von-Bertalanffy modeli, Bertalanffy tarafından 1938 yılında köpekbalığının 

uzunluğunun, onun yaşının bir fonksiyonu olarak tahmin edilmesi için yapılan çalışmalarla 

ortaya konulmuştur. Üç parametreli olan bu modele ilişkin fonksiyon Eşitlik-61’de 

verilmiştir (52, 55).  

 

                                       
)x(e)()x(f κ−

β−α−α=                                                     (61) 

 

Eşitlik-61’de α  final büyüklüğü, β başlangıçtaki büyüklüğü ve  κ  büyüme oranını 

gösteren parametrelerdir.  

Bu model oluşturulurken biyolojik özellikler çok fazla dikkate alındığı için, düşük 

performanslı büyüme eğrileri elde edilebilmektedir (55).  

 

2.2.8. Richards Modeli 

Richards modeli dört parametreli bir fonksiyon olup, büyüme modellerinin en geneli 

olduğu söylenebilir. Bu model Eşitlik-62’deki gibidir: 

 

                                
δ−γ−κ−−δ+α= 1

1
)x( ]e)1(1[)x(f   ,  1≠δ                           (62) 

 

Eşitlik-62’de α  final büyüklük, κ  büyüme oranı, γ  eğrinin bükülme noktası, δ  ise 

ikinci büküm noktasıdır. Bu büküm noktası esnek bir eğri elde edilmesini sağlar. 

κγ=β e  olarak alınırsa, Richards büyüme modeli Eşitlik-63’deki gibi elde edilir: 

 

                             δ−κ−β−δ+α= 1

1
x ]e)1(1[)x(f   ,  1≠δ                           (63) 

 

Eşitlik-63’de β başlangıçtaki büyüklüktür.  

 

 



34 

 

Richards fonksiyonunda δ ’nın alacağı değere göre diğer büyüme modelleri elde 

edilebilmektedir. 0=δ  için monomoleküler büyüme modeli, 2=δ  için lojistik büyüme 

modeli, 3/2=δ  için Bertalanffy büyüme modeli, 1→δ  için ise Gompertz büyüme modeli 

elde edilir (52, 55). Şekil-10’da farklı δ  değerleri için elde edilen Richards büyüme 

eğrileri görülmektedir. 

   

 

Şekil-10: Farklı δ  değerleri için Richards büyüme eğrileri ( 1=α  alınmıştır, β  ve κ  

değerleri sabit tutulmuştur) (55). 

 

2.3. Allometri 

Bir nesnenin şeklinin elde edilmesi için nesneden döndürme, öteleme ve ölçekleme 

bilgilerinin arındırılması gerekmektedir. Eğer nesneden sadece öteleme ve döndürme 

bilgileri arındırılıyorsa bu durumda nesneye ait büyüklük bilgisi korunmuş olmaktadır. 

Nesneden döndürme ve öteleme bilgileri arındırıldığına geriye kalan geometrik bilgi 

büyüklük-ve-şekil ya da form olarak adlandırılmaktadır.  

Şekil analizinde yapılan çalışmalardan pek çoğu, şekil ve büyüklük arasındaki 

ilişkilerin incelendiği allometri çalışmalarıdır. Allometri kavramı farklı anlamlara sahiptir 

ve analizi için farklı metodolojik yaklaşımlar bulunmaktadır. Genel olarak allometri için 

Huxley-Jolicoeur ve Gould-Mosimann yaklaşımı olmak üzere iki farklı yaklaşım 

bulunmaktadır (48).  

 

Zaman 
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2.3.1. Huxley-Jolicoeur Yaklaşımı 

Bu yaklaşımda allometri, vücut bölümleri arasındaki kovaryasyon örüntüleridir ve 

bölümlerin göreli büyüklükleri şekil olarak tanımlanır (11, 26). Bir başka tanıma göre bu 

yaklaşımda allometri, ontogenez boyunca vücut bölümleri arasındaki oranda meydana 

gelen değişme anlamına gelmektedir (63). Geleneksel allometride vücudun belli bir 

parçasının büyüklük ölçüsü bağımlı değişken, başka bir parçanın ya da vücudun tümünün 

büyüklük ölçüsü ise bağımsız değişken olarak alınarak, tek değişkenli regresyon analizi 

uygulanmaktadır. Şekil-11’de, klasik allometriye bir örnek olarak, ontogenez esnasında 

kemiğin uzunluk ve genişliğinin göreli büyüklüğü görülmektedir (26, 48, 63). 

 

 

Şekil-11: Klasik allometride kemiğin uzunluğu ile genişliği arasındaki ilişki 
 

t zamanı göstermek üzere x ve y biçiminde verilen iki ölçüm dikkate alındığında, x ve 

y’de birim zamanda meydana gelen büyüme oranı dx/dt ve dy/dt olarak gösterilmektedir. 

Đki göreli büyüme oranı arasındaki ilişkiyi göstermenin en basit yolu, bir k sabiti için, 

Eşitlik-64’deki gibi, birinin diğerinin k katı olduğunun gösterilmesidir (63). 

 

                                                
x

dt/dx
k

y

dt/dy
=                                                        (64) 

 

Eşitlik–64, Eşitlik–65’deki gibi yazılabilir: 
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                                             b(x)lnk.(y)ln +=                                                         (65) 

 

Eşitlik-65’de b, keyfi olarak seçilen integral sabitidir. Buradan Eşitlik–66 elde edilir. 

  

                                                    bk exy =                                                                  (66) 

  

be  keyfi olarak seçilen bir sabit terim olduğundan, b ile gösterilebilir. Bu durumda 

Eşitlik-67 elde edilecektir. 

                                                   

                                                    kbxy =                                                                    (67) 

 

Eşitlik-67, Huxley tarafından önerilen basit allometri eşitliğidir (23, 25, 26, 63). 

Burada k, y’nin x’e göre büyüme oranını ve b, x birim büyüklükte olduğunda y’nin 

büyüklüğünü göstermektedir (48, 64). 

Eşitlik-68’deki gibi belirtildiğinde, ln(y) bağımlı ln(x) ise bağımsız değişken olarak 

alınarak, tek değişkenli regresyon analizi ile sabit terim b ve regresyon katsayısı k’nın 

tahminleri elde edilebilmektedir (34).  

 

                                              ln(y)= b + kln(x)+e                                                      (68) 

 

Eşitlik-68’de eğer k>1 ise, “y, x’e göre pozitif allometriktir” denir. Bu durumda y/x 

oranı büyüme periyodu boyunca artacaktır. Eğer k<1 ise negatif allometri söz konusudur 

ve y/x oranı büyüme periyodu boyunca azalacaktır. Eğer k=1 ise özellikler izometriktir ve 

büyüme sırasında x ve y’nin sadece mutlak büyüklükleri değişir.  Bu durumda x/y oranı 

sabittir (x/y=b) ve dolayısıyla ontogenetik kutupluluk yoktur (48). Đki özelliğin spesifik 

büyüme hızlarının oranı (k) sabit olduğu sürece, elde edilecek allometrik grafik logaritmik 

ölçekte doğrusal olacaktır (48).  

Basit allometrinin çoklu ölçümler için geliştirilmesi açıktır. Pek çok veri seti için, 

ikiden daha fazla sayıda özellikte büyümenin incelenmesinde tüm ikili allometrik 

grafiklerin doğrusal ya da doğrusala çok yakın olduğu görülmüştür. Bu grafiklerin her 

biri, ölçülen bütün değişkenlerin uzayından, iki değişkenin düzlemine izdüşüm olarak 

düşünülebilir. Örneğin x, y ve z ile verilen üç değişken olması durumunda, bu değişkenler 
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üç boyutlu uzayda büyüme yörüngesi oluşturacaktır. Bu üç boyutlu uzayın düzleme (x-y 

düzlemi, x-z düzlemi ve y-z düzlemi) izdüşümüyle doğrusal allometrik grafikler 

oluşuyorsa, bu değişkenlerin 3 boyutlu uzaydaki büyüme yörüngesi düz bir çizgi olacaktır 

(Şekil-12) (48). 

 

 

Şekil-12: Đki boyutlu allometriden üç boyutlu allometriye geçiş (48) 
 

Büyüme yörüngeleri, çok değişkenli basit allometride, logaritmik dönüşüm 

uygulanmış ölçümlerin uzayında düz çizgilerdir. Allometrinin istatistiksel analizinde amaç, 

bu çok boyutlu uzayda veri dağılımına en iyi uyan doğruyu belirlemektir. Jolicoeur, çok 

değişkenli allometride, logaritmik dönüşüm uygulanmış ölçüm değerlerinin kovaryans 

matrisinin ilk temel bileşeninin kullanılmasını önermiştir (11). 

 

2.3.2. Gould-Mosimann Yaklaşımı 

Geometrik morfometriyle beraber, yeni allometri tanımlamaları ortaya çıkmıştır. 

Gould (65) allometrinin tanımını, büyüklük ve onun sonuçlarının çalışması olarak 

genişletmiştir. Ayrıca allometriyi, değişkenler arasındaki özel bir matematiksel ilişki 

olmaktan ayırmıştır.  Bu yaklaşımda allometri, büyüklük ve şekil arasındaki herhangi bir 

ilişkidir ve şekil, geometrik benzerlik ile tanımlanır. Geometrik morfometriyle ortaya 

çıkan allometride, büyüklükte meydana gelen artış veya azalış ile şekilde meydana gelen 

değişiklik incelenmektedir. Bunun tersine büyümeyle ilişkili şekil değişikliği olmaması 

durumu ise izometri olarak adlandırılmıştır (66, 67). Mosimann (27), allometri için daha 
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istatistiksel bir tanım yaparak, allometriyi şekil ve büyüklük arasındaki ilişki olarak 

tanımlarken; izometriyi şekil ve büyüklüğün stokastik bağımsızlığı olarak tanımlamıştır 

(48). Allometri kavramındaki bu revizyonla birlikte, Mosimann allometrinin analizi için 

matematiksel bir çatı sağlamıştır.  

Büyüklüğün; uzunluk, alan, hacim ve hatta ölçülen farklı niceliklerin doğrusal 

kombinasyonu gibi farklı anlamları bulunmaktadır. Ancak şekil analizinde büyüklük, 

geometrik bilginin korunmasını sağlayan özel bir yaklaşımla ele alınmaktadır.  

Đstatistiksel şekil analizinde büyüklüğün önemli bir özelliği, şekilden bağımsız 

olmasıdır. Bu özellik; uzunluk, alan, hacim gibi diğer büyüklük kavramları için geçerli 

değildir. Büyüklükle birlikte şeklin gerçekten değişip değişmediğini görmek için şekilden 

bağımsız olarak elde edilebilen bir büyüklük ölçütünün elde edilmesi önemlidir (34).  

Đstatistiksel şekil analizinde yaygın olarak kullanılan büyüklük ölçütlerinden bir tanesi 

merkezi büyüklüktür (9-11). Merkezi büyüklük, allometrinin yokluğunda, şekil ile ilişkili 

olmayan tek büyüklük değişkenidir. Merkezi büyüklüğün şekil analizinde büyüklük 

değişkeni olarak alınmasının en önemli nedeni budur (34).  

Procrustes yöntemi, büyüklük ve şeklin birbirlerinden bağımsız olarak hesaplanmasını 

sağlayan bir yöntemdir. Bu yöntem büyüklük ve şekli çok değişkenli olarak tanımlayarak, 

uzunluk, açı ve oranların kullanılmasıyla meydana gelen istatistiksel yanlılıktan kaçınma 

avantajı sağlar (28).  Şekil değişkenleri,  tanjant koordinatları ya da tanjant koordinatlarına 

temel bileşenler analizi uygulanması sonucunda elde edilen temel bileşen skorları olarak 

alınabilmektedir (34).   

Allometri genel olarak statik, ontogenetik ve evrimsel allometri olarak üç gruba 

ayrılmaktadır. Üç farklı allometri türü grafiksel olarak Şekil-13’de gösterilmiştir (48). 
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Şekil-13: Statik, ontogenetik ve evrimsel allometrinin şekilsel gösterimi (48) 
 

Statik allometri, aynı ontogenetik evredeki ve aynı türdeki organizmalarda, farklı 

vücut yapılarının orantısal büyüklüklerinin bir ölçüsüdür. Ontogenetik allometri, farklı 

ontogenetik evredeki ve aynı türdeki organizmalarda, büyüklük ve şekil özellikleri 

arasındaki ilişkiyi göstermektedir. Evrimsel allometri ise aynı ontogenetik evredeki ve 

farklı türlerdeki organizmalarda, büyüklük ve şekil özellikleri arasındaki ilişkidir (45). 

 

2.3.3. Allometride Kullanılan Đstatistiksel Yöntemler 

Geleneksel morfometride allometri vücut bölümleri arasındaki kovaryasyon 

örüntüleri olarak tanımlandığı için, bu kapsamda incelenen basit allometride tek 

değişkenli regresyon analizi uygulanmaktadır. Geometrik morfometriyle beraber allometri 

şekil ve büyüklük arasındaki ilişki olarak ele alınmaktadır. Şekil çok değişkenli bir 

kavram olduğu için, bu ilişkinin ortaya konulmasında çok değişkenli regresyon analizi 

kullanılmaktadır (17, 48). 

 

2.3.3.1 Çok Değişkenli Regresyon Analizi 

Şekil bağımlı değişken, büyüklük ölçüsü ise bağımsız değişken olarak alındığında, tek 

değişkenli basit regresyon modeli kullanılamayacaktır. Çünkü şekil verileri çok değişkenli 

Ontogenez 

Ontogenetik allometri 

   Filogenez 

Statik allometri Evrimsel allometri 
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olarak elde edilmektedir (34). Bu durumda kullanılacak çok değişkenli doğrusal regresyon 

modeli aşağıdaki gibidir. 

 

                   pnpqqnpn ×××× += εβXY           ,         )I,0(N~ n⊗Σε                                 (69) 

 

Y ve ε ’nin bağımsız çok değişkenli normal dağılıma sahip olduğu varsayılır. n birim 

sayısı, p modeldeki bağımlı değişken sayısı, k bağımsız değişken sayısı ve q=k+1 olmak 

üzere olmak üzere, bu model aşağıdaki gibi de yazılabilir (68): 
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                                                (70)

 

 

Matris gösteriminde model Eşitlik-71’deki gibi elde edilir. 
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(71) 

 

Çok değişkenli regresyon analizinin bazı varsayımları bulunmaktadır. Bu varsayımlar 

aşağıdaki gibi sıralanabilir (50, 69, 70): 

i. Tüm bağımlı değişkenler için hesaplanan artıkların beklenen değeri 0’dır.   

                                            E i( )( )εεεε = 0        i =1,2, ... ,p.                                                    (72) 

 ii. β̂ , ε  ve Σ  kovaryans matrisinden bağımsızdır. 

 iii. Σ  hata kovaryans matrisinin j’inci ve s’inci sütun vektör çiftleri ),( sj εε  ( sj ≠ ), 

birbirinden bağımsızdır.     

 iv. $εεεε  çok değişkenli normal dağılmaktadır.  
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 Eğer X matrisinin rankı q=k+1 değerinden küçükse yani tasarım matrisi tam ranklı 

değilse, model çok değişkenli varyans analizi modeline dönüşmektedir (71). 

Y bağımlı değişkenler matrisi, allometri çalışmalarında, şekil değişkenlerinden 

oluşmaktadır. Şekil değişkenleri, her birime ait konfigürasyon matrislerinden elde edilen 

tanjant koordinatları ya da tanjant koordinatlarının temel bileşen skorları olabilir. X 

bağımsız değişkeni ise çalışmada belirlenen bir büyüklük ölçüsüdür ve modelde tek bir 

bağımsız değişken bulunmaktadır (34). 

p tane şekil değişkeni, 1 tane büyüklük değişkeni olması durumunda doğrusal model 

Eşitlik-71’deki gibi yazılabilir (34). 

 

         ]...[x]...[]...[]Y...YY[ P21p11211p00201p21 εεε+βββ+βββ=                    (73) 

 

Burada ]Y...YY[ p21  şekil değişkenleri vektörü, [ ]P00201 ... βββ  sabit terimler 

vektörü, ]...[ p11211 βββ  regresyon katsayıları vektörü ve ]...[ P21 εεε  artık değerler 

vektörüdür (34). 
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3. GEREÇ ve YÖNTEM 

Bu çalışmada, büyüme eğrileri ve allometride kullanılacak farklı modellerin 

etkinlikleri simülasyon çalışmasıyla, belirlenen örneklem büyüklükleri için incelenmiştir. 

 

3.1. Simülasyon Çalışması Sonuçlarının Karşılaştırmasında Kullanılacak Ölçütler 

 

3.1.1. Farklı Regresyon Modellerinin Birbirleriyle Karşılaştırılmasında Kullanılacak 

Ölçütler 

Farklı büyüme ve allometri modellerinin etkinliklerinin birbirleriyle 

karşılaştırılmasında hata kareler ortalaması (HKO) ölçütü kullanılmıştır. Gerçek değerler 

ile tahmin edilen değerler arasındaki farkın hesaplamasında kullanılan HKO ölçütü, tek 

değişkenli regresyon modelleri için Eşitlik-74’deki gibi hesaplanmıştır. 
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Eşitlik-74’de t simülasyondaki tekrar sayısı, p modelde yer alan parametre sayısı, n ise 

her tekrardaki örneklem büyüklüğüdür. 

Çok değişkenli regresyon modelleri için HKO ölçütü Eşitlik-75’deki gibi 

hesaplamıştır. 
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Eşitlik-75’de t simülasyondaki tekrar sayısı, p her bir bağımlı değişken için parametre 

sayısı, r modeldeki bağımlı değişken sayısı, n ise her tekrardaki örneklem büyüklüğüdür. 
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3.1.2. Örneklem Büyüklüğüne Göre Regresyon Modellerinin Kendi Đçinde 

Karşılaştırılmasında Kullanılacak Ölçütler 

Büyüme ve allometri için oluşturulan regresyon modellerinin kendi içinde örneklem 

büyüklüğüne göre karşılaştırılmasında mutlak ortalama sapma (MOS)  ve yanlılık (bias) 

ölçütleri kullanılmıştır.  

Parametrelerin tahmin değerlerinin gerçek değerlerinden ne kadar sapma gösterdiğini 

hesaplamak için MOS ölçütü kullanılmıştır. Tek değişkenli büyüme modelleri için 

hesaplanan MOS ölçütü Eşitlik-76’da verilmiştir. 
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Eşitlik-76’da t simülasyondaki tekrar sayısı, p ise tahmin edilen parametre sayısıdır. ijβ̂  

i’nci tekrardaki modelde yer alan, j’nci parametrenin tahmin edilen değerini, jβ  ise j’nci 

parametrenin gerçek değerini göstermektedir.  

Çok değişkenli allometri modelleri için hesaplanan MOS ölçütü Eşitlik-77’de 

verilmiştir. 
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Eşitlik-77’de t simülasyondaki tekrar sayısı, r bağımlı değişken sayısı, p ise tahmin 

edilen parametre sayısıdır. ijβ̂  i’nci tekrardaki modelde yer alan, j’nci parametrenin tahmin 

edilen değerini, jβ  ise j’nci parametrenin gerçek değerini göstermektedir. 

Simülasyon çalışmasında tahmin edilen parametre değerlerinin ortalamasının gerçek 

parametre değerlerinden ne kadar sapma gösterdiğini hesaplamak için yanlılık ölçütü 

kullanılmıştır. Tek değişkenli büyüme modelleri için hesaplanan yanlılık ölçütü Eşitlik-

78’de verilmiştir. 
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Eşitlik-78’de t simülasyondaki tekrar sayısı, p ise tahmin edilen parametre sayısıdır. ijβ̂  

i’nci tekrardaki modelde yer alan, j’nci parametrenin tahmin edilen değerini, jβ  ise j’nci 

parametrenin gerçek değerini göstermektedir. 

Çok değişkenli allometri modelleri için hesaplanan yanlılık ölçütü Eşitlik-79’da 

verilmiştir. 
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Eşitlik-79’da t simülasyondaki tekrar sayısı, r bağımlı değişken sayısı, p ise tahmin 

edilen parametre sayısıdır. ijβ̂  i’nci tekrardaki modelde yer alan, j’nci parametrenin tahmin 

edilen değerini, jβ  ise j’nci parametrenin gerçek değerini göstermektedir. 

 

3.2. Veri Seti 

Orijinal veri seti 4 erkek, 11 kadın olmak üzere toplam 15 sağlıklı bireyin korpus 

kallozumlarının orta hat dijital MR görüntüsü üzerinde yapılan landmark işaretlemeleri 

sonucunda elde edilen verilerden oluşmaktadır. Simülasyon çalışmasında girdi olarak 

kullanılan ortalama, varyans ve modellerde yer alan parametreler bu veri setinden 

hesaplanmıştır.  

 

3.2.1. Büyüme Modelleri  

Birimlerin korpus kallozumları Witelson bölgelendirmesine göre 7 alt bölüme 

ayrılmıştır (72). Büyüme modelleri için korpus kallozumun 5. ve 6. bölgesi birleştirilerek 

alınmıştır. Bu bölge için landmark 1, 2, 4, 5 ve 6 olmak üzere toplam 5 adet landmark  
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işaretlenmiştir. Landmark işaretlemelerinde, 1, 2, 3 ve 4 nolu landmarklar, Özdemir ve 

arkadaşlarının (2) çalışmasında yapılmış olan landmark işaretlemeleri referans alınarak 

belirlenmiştir. Bu landmarklara ek olarak bu çalışmada 5 ve 6 nolu landmarklar 

işaretlenmiştir. 3 nolu landmark çalışmaya dahil olmamakla birlikte, 5 ve 6 nolu 

landmarkların belirlenmesinde kullanılmıştır. Landmark 5, 3 nolu landmarktan 4 nolu 

landmarka çizilen doğrudan indirilen dik doğrunun korpus kallozumla kesiştiği nokta; 

landmark 6 ise 3 nolu ve 4 nolu landmark arasındaki doğrunun orta noktasından indirilen 

dik doğrunun korpus kallozumla kesiştiği nokta biçiminde belirlenmiştir. Witelson 

bölgelendirmesine göre oluşturulan 5. ve 6. bölgeler ve bu bölgede işaretlenen landmarklar 

Şekil-14’de görülmektedir. 

 

 

Şekil-14: Korpus kallozumun Witelson alt bölgelendirmesine göre oluşturulmuş alt 
bölümleri ve 5. ve 6. alt bölümler üzerinde işaretlenen landmarklar 

 

Yaş bağımsız değişken, merkezi büyüklük bağımlı değişken olarak alınarak 6 farklı 

büyüme modeli oluşturulmuştur. Orijinal veri seti kullanılarak elde edilen büyüme 

modelleri aşağıdaki gibidir.  

 

• 3 parametreli lojistik model: 
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• 4 parametreli lojistik model: 
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• Gompertz modeli: 
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• Richards modeli: 
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• Doğrusal model: 
 

y = (130,122 + (-1,052)x) + e  
 

• Bağımlı değişkene logaritmik dönüşüm uygulanmış model: 
 

ln(y) = (4,926 + (-0,011)x) + e  

 

3.2.2. Allometri Modelleri 

Bireylerin korpus kallozumlarının MR görüntüsü Witelson bölgelendirmesine göre alt 

bölümlere ayrıldıktan sonra (72), allometri modelleri için korpus kallozumunun 1. ve 2. 

bölgesi birleştirilerek alınmıştır. Bu bölge için landmark 1, 2, 3 ve 4 olmak üzere toplam 4 

adet landmark işaretlenmiştir. Landmark 1, 2 ve 3 Özdemir ve arkadaşlarının (2) 

çalışmasında yapılmış olan landmark işaretlemeleri referans alınarak işaretlenmiştir. Bu 

landmarklara ek olarak, bu çalışmada 4 nolu landmark eklenmiştir. Landmark 4, landmark 

1’den 2’ye çizilen doğrunun bitiş noktasından korpus kallozuma dik çizilen doğrunun, 

korpus kallozumla kesiştiği nokta olarak belirlenmiştir. Witelson bölgelendirmesine göre 

oluşturulan 1. ve 2. bölgeler ve bu bölgede işaretlenen landmarklar Şekil-15’de 

görülmektedir. 
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Şekil-15: Korpus kallozumun Witelson alt bölgelendirmesine göre oluşturulmuş alt 
bölümler ve 1. ve 2. alt bölümler üzerinde işaretlenen landmarklar 

 

Korpus kallozumun bu alt bölgesi üzerinde yapılan landmark işaretlemeleri sonucunda 

elde edilen landmark veri setine Procrustes analizi uygulanması sonucunda her birim için 

tanjant koordinatları ve merkezi büyüklük elde edilmiştir. Tanjant koordinatlarına temel 

bileşenler analizi uygulanması sonucunda da temel bileşen skorları elde edilmiştir.  

Şekil bağımlı değişken, merkezi büyüklük bağımsız değişken olarak alınarak 

allometri modeli elde edilmiştir. Bu bağlamda çalışmada iki farklı allometri modeli 

incelenmiştir. Birinci modelde şekil değişkenleri olarak tanjant koordinatları, ikinci 

modelde ise tanjant koordinatlarının temel bileşenleri alınmıştır. Tanjant koordinatları, k 

landmark sayısı olmak üzere, 2k tanedir. k=4 olduğundan ilk modeldeki bağımlı değişken 

sayısı 8’dir. Đkinci modelde bağımlı değişken olarak, tanjant koordinatlarının ilk 2k-4 adet 

temel bileşeni alınmıştır. Bunun nedeni; şekil uzayının ölçekleme ile 1, öteleme ile m, 

döndürme ile ise m(m-1)/2 boyut azalarak, boyut indirgemesi meydana gelmesidir.  

Çalışmada boyut sayısı m=2 olduğundan dolayı, 4 boyut azalacaktır. Dolayısıyla ikinci 

modeldeki bağımlı değişken sayısı 4’dür.    

Orijinal veri seti kullanılarak elde edilen allometri modelleri aşağıdaki gibidir. 

 

• Tanjant koordinatları bağımlı değişkenler, merkezi büyüklük bağımsız 

değişken olarak alındığında elde edilen model:  
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• Tanjant koordinatlarının ilk 4 (2k-4) temel bileşeni bağımlı değişkenler, 

merkezi büyüklük bağımsız değişken olarak alındığında elde edilen model:  

 

18,43 0,3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 16,20 0,3
15 4 15 452,8 68,6 63,6 52,2 64,4 57,4 54,3 73,3 66,5 59,7 64,7 59,8 52,9 56,6 70,7 2,21 0,0415 2

3,01 0,05 2 4
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3.3. Simülasyon 

Çalışmamızda büyüme modelleri olarak doğrusal model, bağımlı değişkene doğal 

logaritmik dönüşüm uygulanmış doğrusal model, Gompertz modeli, lojistik modelleri (3 ve 

4 parametreli) ve Richards modeli incelenmiştir. Allometri için ise çok değişkenli 

regresyon analizinde iki farklı model incelenmiştir. Đlk modelde, bağımlı değişken olarak 

tanjant koordinatları alınırken ikinci modelde ise tanjant koordinatlarının temel bileşenleri 

alınmıştır. 

Simülasyon çalışması aşağıdaki adımlar izlenerek gerçekleştirilmiştir. 

 

i. a) Büyüme modelleri için, orijinal veri setinde yer alan bireylerin yaş değerlerinin 

ortalaması ve varyansı kullanılarak, normal dağılımdan x değerleri türetilmiştir. 

 b) Allometri modeli için, orijinal veri setinde yer alan bireylerin merkezi büyüklük 

değerlerinin ortalaması ve varyansı kullanılarak, bağımsız değişkeni oluşturacak 

merkezi büyüklük değerleri normal dağılımdan türetilmiştir.  Allometri modeli için 

nx1 boyutlu merkezi büyüklük vektörü, nx1 boyutlu 1’ler vektörü ile birleştirilerek 

nx2 boyutlu X matrisleri türetilmiştir.  

ii. a) Büyüme modelleri için hata terimleri 0 ortalama 1 varyanslı normal dağılımdan 

(e~N(0,1)) türetilmiştir. 

b)  Allometri modeli için hata matrisi 0 ortalamalar vektörü ve varyansı birim 

matris olan çok değişkenli normal dağılımdan ( )I,0(N~ n⊗Σε  türetilmiştir. 
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iii. Elde edilen değerler, orijinal veri setlerinden elde edilen modellerde yerine 

konularak bağımlı değişken değerleri elde edilmiştir. 

iv. Her model için simülasyonlar 20, 50, 100 örneklem büyüklükleri için yapılmıştır. 

v. Simülasyon çalışması 100 tekrar ile yürütülmüştür. 

 

 Görüntüler üzerinde yapılan landmark işaretlemelerinde TPSDIG 2.04 (73) yazılımı 

kullanılmıştır. Simülasyon çalışmasında ve analizlerde R 2.12.0 (74), PAST 2.10 (75) ve 

NCSS (76) programları kullanılmıştır. 
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4. BULGULAR 

 

4.1 Büyüme Modellerinin Karşılaştırılması 

Belirlenen simülasyon senaryosuna göre n=20, 50 ve 100 birimlik örneklem 

büyüklüklerinde doğrusal model, bağımlı değişkene doğal logaritmik dönüşüm uygulanmış 

doğrusal model, Gompertz modeli, lojistik modelleri (3 ve 4 parametreli) ve Richards 

modelinin karşılaştırılması için kullanılan ölçütlerden HKO değerleri Tablo-1’de ( Şekil–

16), MOS değerleri Tablo-2’de (Şekil–18-23), yanlılık değerleri Tablo-3’de (Şekil–25-30) 

verilmiştir. 

Çalışmaya alınan büyüme modelleri için örneklem sayısındaki artışla HKO, MOS ve 

yanlılık değerlerindeki değişim gözlenmek amacıyla n=20 örneklem büyüklüğü referans 

alınarak, n=50 ve n=100 örneklem büyüklüklerindeki yüzde değişim değerleri 

hesaplanmıştır.  Doğrusal model, bağımlı değişkene doğal logaritmik dönüşüm uygulanmış 

doğrusal model, Gompertz modeli, lojistik modelleri (3 ve 4 parametreli) ve Richards 

modelinin karşılaştırılması için HKO, MOS ve yanlılık yüzde değişimleri Şekil-17, Şekil-

24 ve Şekil-31’de verilmiştir. 

 

 
Tablo–1: Farklı örneklem büyüklüklerinde büyüme modelleri için elde edilen HKO 
değerleri 
 

Model 

n Doğrusal 
ln 

Dönüşümlü 
Doğrusal 

3 
Parametreli 

Lojistik 

4 
Parametreli 

Lojistik 
Gompertz Richards 

20 1,039653 0,000116 1,080730 1,087894 1,060365 1,482844 

50 0,995600 0,000113 1,018631 0,997723 1,008797 1,024560 

100 0,925873 0,000107 0,950509 0,965752 0,957401 0,966037 
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Şekil -16:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, çalışmaya alınan büyüme modelleri için elde 
edilen HKO değerleri 
 
 

Şekil -17:  Çalışmaya alınan büyüme modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 
ve 100 örneklem büyüklüklerindeki HKO yüzde değişim değerleri  
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Tablo-2: Farklı örneklem büyüklüklerinde büyüme modelleri için elde edilen MOS 
değerleri 
 

Model  

n Doğrusal 
ln 

Dönüşümlü 
Doğrusal 

3 
Parametreli 

Lojistik 

4 
Parametreli 

Lojistik 
Gompertz Richards 

20 0,597858 0,005935 3024,171834 5630777,000 1899,742000 734,248500 

50 0,375557 0,003918 2906,346876  303003,776 1884,583400 648,342600 

100 0,225230 0,002251 2993,770270  208426,890 1879,558000 90,454280 

 

 

 

Şekil-18:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, doğrusal model için elde edilen MOS 
değerleri 
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Şekil-19:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, bağımlı değişkene ln dönüşümü uygulanmış 
doğrusal model için elde edilen MOS değerleri 
 

 

 

Şekil-20:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, 3 parametreli lojistik model için elde edilen 
MOS değerleri 
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Şekil-21:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, 4 parametreli lojistik model için elde edilen 
MOS değerleri 
 
 
 

 

Şekil-22:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Gompertz modeli için elde edilen MOS 
değerleri 
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Şekil-23:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Richards modeli için elde edilen MOS 
değerleri 
 
 

Şekil-24:  Çalışmaya alınan büyüme modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 
ve 100 örneklem büyüklüklerindeki MOS yüzde değişim değerleri 
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Tablo-3: Farklı örneklem büyüklüklerinde büyüme modelleri için elde edilen yanlılık 
değerleri 
 

Model 

n Doğrusal 
ln 

Dönüşümlü 
Doğrusal 

3 
Parametreli 

Lojistik 

4 
Parametreli 

Lojistik 
Gompertz Richards 

20 0,037778 0,000101 3011,068751 5627069,000 1914,927000 737,711100 

50 0,026494 0,000096 2906,346856   172619,602 1884,583400 599,283800 

100 0,015472 0,000058 2993,770305     62576,010 1878,141000   44,440110 

 

 

 

Şekil-25:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, doğrusal model için elde edilen yanlılık 
değerleri 
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Şekil-26:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, bağımlı değişkene ln dönüşümü uygulanmış 
doğrusal model için elde edilen yanlılık değerleri 
 
 
 

 

Şekil-27:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, 3 parametreli lojistik model için elde edilen 
yanlılık değerleri 
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Şekil-28:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, 4 parametreli lojistik model için elde edilen 
yanlılık değerleri 
 

 

 

Şekil-29:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Gompertz modeli için elde edilen yanlılık 
değerleri 
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Şekil-30:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Richards modeli için elde edilen yanlılık 
değerleri 
 

Şekil-31:  Çalışmaya alınan büyüme modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 
ve 100 örneklem büyüklüklerindeki yanlılık yüzde değişim değerleri  
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4.2. Allometri Modellerinin Karşılaştırılması 

Belirlenen simülasyon senaryosuna göre n=20, 50 ve 100 birimlik örneklem 

büyüklüklerinde bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının ve tanjant 

koordinatlarının temel bileşen skorlarının alındığı allometri modellerinin karşılaştırılması 

için kullanılan ölçütler HKO (Şekil 32), MOS (Şekil 34-35) ve yanlılık Tablo-4’de (Şekil 

37-38) verilmiştir. 

Çalışmaya alınan allometri modelleri için örneklem sayısındaki artışla HKO, MOS ve 

yanlılık değerlerindeki değişimin gözlenmesi amacıyla n=20 örneklem büyüklüğü referans 

alınarak, n=50 ve n=100 örneklem büyüklüklerindeki yüzde değişim değerleri 

hesaplanmıştır.  Allometri modellerinin karşılaştırılması için HKO, MOS ve yanlılık yüzde 

değişimleri Şekil-33, Şekil-36 ve Şekil-39’da verilmiştir. 

 
Tablo-4: Farklı örneklem büyüklüklerinde allometri modelleri için elde edilen HKO, MOS 
ve yanlılık değerleri 
 

 HKO MOS Yanlılık 

n Tanjant 
koordinatları 

Temel 
bileşen 
skorları 

Tanjant 
koordinatları 

Temel 
bileşen 
skorları 

Tanjant 
koordinatları 

Temel 
bileşen 
skorları 

20 0,981590 1,007522 0,881660 0,890865 0,066500 0,069005 

50 0,976484 1,000231 0,516398 0,550670 0,063781 0,065841 

100 0,967119 0,997721 0,351150 0,369947 0,051402 0,055894 
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Şekil-32:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, çalışmadaki allometri modelleri için elde 
edilen HKO değerleri (Model 1: Bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı 
model, Model 2: Bağımlı değişken olarak temel bileşen skorlarının alındığı model) 
 
 
 

 

Şekil-33:  Çalışmadaki allometri modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 ve 
100 örneklem büyüklüklerindeki HKO yüzde değişim değerleri (Model 1: Bağımlı 
değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı model, Model 2: Bağımlı değişken olarak 
temel bileşen skorlarının alındığı model) 
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Şekil-34:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Model 1 için elde edilen MOS değerleri 
(Model 1: Bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı model).  
 
 
 

 

Şekil-35: Farklı örneklem büyüklüklerinde, Model 2 için elde edilen MOS değerleri 
(Model 2: Bağımlı değişken olarak temel bileşen skorlarının alındığı model).   
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Şekil-36:  Çalışmadaki allometri modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 ve 
100 örneklem büyüklüklerindeki MOS yüzde değişim değerleri (Model 1: Bağımlı 
değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı model, Model 2: Bağımlı değişken olarak 
temel bileşen skorlarının alındığı model) 
 

 

 

Şekil-37:  Farklı örneklem büyüklüklerinde, Model 1 için elde edilen yanlılık değerleri 
(Model 1: Bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı model) 
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Şekil-38: Farklı örneklem büyüklüklerinde, Model 2 için elde edilen yanlılık değerleri 
(Model 2: Bağımlı değişken olarak temel bileşen skorlarının alındığı model)  
 

 

 

Şekil-39:  Çalışmadaki allometri modelleri için n = 20 örneklem büyüklüğüne göre, 50 ve 
100 örneklem büyüklüklerindeki yanlılık yüzde değişim değerleri (Model 1: Bağımlı 
değişken olarak tanjant koordinatlarının alındığı model, Model 2: Bağımlı değişken olarak 
temel bileşen skorlarının alındığı model)  

 
 

 



65 

 

5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Teknolojideki gelişmelerle birlikte, biyoloji ve tıp alanında yapılan araştırmalarda, 

landmarkların geometrik konumlarının kaydedilmesi yoluyla organ veya organizmaların 

formlarının analizi için çeşitli yöntemler geliştirilmiştir. Đstatistiksel şekil analizi de, bu tip 

çalışmalarda önemli bir rol oynamaktadır. 

Biyolojik formun nicel analizi olarak tanımlanan morfometri, günümüzde geleneksel 

morfometri ve geometrik morfometri olmak üzere ikiye ayrılmaktadır (77). Uzunluk, açı ve 

oran ölçümlerinden oluşan veri setlerine çok değişkenli istatistiksel analizlerin uygulandığı 

yaklaşım, günümüzde geleneksel morfometri ya da çok değişkenli morfometri olarak 

adlandırılırken (7, 8); geometrik bilginin tamamı korunarak, doğrudan landmark 

koordinatlarının analizlere alındığı yaklaşım geometrik morfometri olarak 

adlandırılmaktadır (7). Geometrik morfometrinin geleneksel morfometriye göre temel 

avantajı, organizmalardan elde edilen nicelikler üzerinde çalışmak yerine, benzerlik 

dönüşümleri yapılarak, geometrik nesnenin kendisi üzerinde çalışılabilmesidir (15).  

Hastalık, yaralanma, ontogenetik gelişim veya lokal coğrafik faktörlere adaptasyon 

gibi çeşitli biyolojik süreçler, birimlerin ve organlarının şekillerinde değişiklikler 

oluşmasına neden olmaktadır. Şekil değişiklikleri, büyüme ve morfogenez süreçlerindeki 

değişikliklere işaret edebilmektedir. Şekil analizi bu çeşitli değişkenlik nedenlerinin ve 

morfolojik dönüşümlerin anlaşılmasını sağlayan bir yöntemdir (34).  

Büyüme çalışmaları, morfogenezin genetik temellerinin araştırılmasında, hastalık 

süreçlerinin incelenmesinde, hormonların, teratojenlerin, beslenmeyle ilgili elemanların ve 

diğer çevresel faktörlerin büyüme üzerine olan etkilerinin araştırılmasında önemli bilgiler 

sağlamaktadır (30).  Büyüme eğrileri vasıtasıyla, canlıların ölçülebilir bir özelliği ile 

zaman arasındaki ilişkisi modellenebilmektedir (19).  

Büyüme eğrileri ile ilgili uzunluk, alan, hacim gibi, canlının ölçülebilir bir özelliğinin 

büyüklük değişkeni olarak alındığı çok sayıda uygulama çalışması yapılmıştır (78-80).  

Đstatistiksel şekil analizinde ise büyüklük ölçütü, nesnenin ya da organizmanın geometrik 

bilgisi kullanılarak elde edilmektedir. Bu büyüklük ölçütlerinden en sık kullanılanlardan 

bir tanesi merkezi büyüklüktür (15). Đstatistiksel şekil analizinde büyüklüğün önemli bir 

özelliği, şekilden bağımsız olmasıdır. Bu özellik; uzunluk, alan, hacim gibi diğer büyüklük 

ölçütleri için geçerli değildir (81).  
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Bu çalışmada büyüme eğrilerinde uzunluk, alan, hacim gibi ölçüm değerleri yerine,  

istatistiksel şekil analizinde yaygın olarak kullanılan büyüklük ölçütlerinden bir tanesi olan 

merkezi büyüklük kullanılmıştır (9-11). Geometrik morfometri alanında büyüklük 

değişkeni olarak merkezi büyüklüğün alındığı uygulama çalışmaları bulunmaktadır. 

Bunlardan bazıları örnek olarak verilecek olursa, Chatzigianni ve arkadaşları (82), bağımlı 

değişken olarak merkezi büyüklüğün logaritmasını alarak ortodontik hastalarda servikal 

vertebra gelişimini incelemiştir. Braga ve Trail (83), pediatrik iskelet yaşını tahmin etmek 

için yüz ve kraniumlarının merkezi büyüklüklerini bağımsız değişken olarak alarak 

büyüme modeli oluşturmuşlardır. Çolak ve arkadaşları (4), Behçet hastalarında hastalık 

süresine bağlı olarak korpus kallozum büyüklüğünde meydana gelen değişimi 

araştırmışlardır.   

Geometrik morfometriyle beraber ortaya çıkan Procrustes yöntemi sayesinde, 

büyüklük ve şekil bağımsız vektörler olarak hesaplanmış, böylece istatistiksel yanlılığın 

ortada kaldırılması sağlanmıştır (28). Bu gelişmelerle birlikte şekil değişkenleri olarak 

tanjant koordinatlarının ve tanjant koordinatlarının temel bileşenleri kullanıldığı çok sayıda 

allometri uygulamaları yapılmıştır. Bunlardan bazıları örnek olarak verilecek olursa, 

Cardini ve Torington (84), bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının temel bileşen 

skorlarını, bağımsız değişken olarak ise merkezi büyüklüğü alarak marmotlarda kranium 

şekli ve büyüklüğü arasındaki ilişkiyi incelemişlerdir. Sardi ve arkadaşları (85), geç 

prenatal ve erken postnatal insanlarda kranium ve yüz iskeletindeki şekil değişkenliklerini 

incelemek için bağımlı değişken olarak tanjant koordinatlarının temel bileşen skorlarını 

alarak allometri çalışması yapmışlarıdır. Marquez ve arkadaşları (86), bağımlı değişken 

olarak tanjant koordinatlarını, bağımsız değişken olarak ise merkezi büyüklüğü alarak 

deniz kabuklarında allometri çalışması yapmışlardır. Frost ve arkadaşları (87), bağımlı 

değişken olarak tanjant koordinatlarını, bağımsız değişken olarak ise merkezi büyüklüğü 

alarak babun kraniumlarında şekil ve büyüklük arasındaki ilişkiyi incelemişlerdir.  

Bu çalışmada en yaygın olarak kullanılan büyüme modellerinden doğrusal model, ln 

dönüşümü uygulanmış doğrusal model, lojistik (3 ve 4 parametreli) modeller, Gompertz 

modeli ve Richards modeli incelenmiştir. Allometrinin incelenmesinde ise, bağımlı 

değişken olarak landmark verilerine Procrustes analizi uygulanması sonucunda elde edilen 

tanjant koordinatları ve tanjant koordinatlarının temel bileşen skorlarının alındığı iki model 

incelenmiştir. 
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Literatürde büyüme ve allometri modellerinin karşılaştırıldığı ve örneklem 

büyüklüğündeki değişimle birlikte modellerin performanslarındaki değişimin incelendiği, 

bu çalışmayla benzer çalışmalar fazla sayıda değildir. Cardini ve Elton (88) da, geometrik 

morfometride örneklem büyüklüğünün istatistiksel parametre tahminlerini nasıl etkilediği 

ile ilgili çalışmaların neredeyse hiç bulunmadığını ve bu tür çalışmalara gereksinim 

olduğunu belirtmiştir. 

Bu çalışmada, büyüme ve allometri modelleri için tahmin edilen sonuç değerleriyle 

gerçek sonuç değeri arasındaki fark “hata kareler ortalaması” (HKO) ölçütü ile, model 

parametrelerinin tahmin değerleriyle gerçek model parametre değerleri arasındaki fark 

“mutlak ortalama sapma” (MOS) ölçütü ile ve simülasyon sonucunda tahmin edilen 

parametre değerleri ortalaması ile gerçek parametre değerleri arasındaki fark “yanlılık” 

ölçütü ile incelendi. 

Çalışmada incelenen büyüme modellerinin tümünde HKO ölçütü örneklem 

büyüklüğünün artması ile azalmaktadır. Đncelenen modeller içinde Richards modelinin 

küçük örneklem büyüklüklerinde diğer modellere göre en yüksek HKO değerine sahip 

olduğu görülmektedir. Örneklem büyüklüğünün artışı ile birlikte Richards modelinin HKO 

değeri diğer modeller ile benzer düzeye gelmektedir. Bu nedenle de Richards modelinin 

küçük örneklem büyüklükleri için pek uygun olmadığı ifade edilebilir. Đncelenen modeller 

içinde en düşük HKO değerine sahip olan model ise bağımlı değişkene ln dönüşümü 

uygulanmış doğrusal modelidir. ln dönüşümü uygulanmış doğrusal model örneklem 

artışından çok etkilenmemektedir; bununla birlikte başlangıçta küçük örneklem 

büyüklüğünde bile diğer modellerin büyük örneklem büyüklüğündeki HKO değerlerinden 

dikkat çekici düzeyde düşük değere sahip olduğu görülmektedir. Bu nedenle uygun 

durumlarda, ln modelinin küçük örneklem büyüklüklerinde bile büyük örneklemler kadar 

iyi sonuçlar verdiği belirtilebilir. Doğrusal, 3 ve 4 parametreli lojistik ve Gompertz 

modelleri ise örneklem büyüklüklerine göre benzer düzeyde HKO değerlerine sahiptirler 

ve örneklem büyüklüğündeki artıştan aynı düzeyde etkilendikleri görülmektedir.  

Çalışma sonucunda incelenen büyüme modellerinde MOS ölçütüne göre büyüme 

modelleri değerlendirildiğinde doğrusal, ln dönüşümlü doğrusal, 4 parametreli lojistik, 

Gompertz ve Richards modellerinde örneklem sayısındaki artışla birlikte MOS 

değerlerinde düşme gözlenirken, 3 parametreli lojistik modelde büyük örnekleme geçişte 

bir miktar artış gözlenmiştir.  Örneklem büyüklüğünün artışında MOS ölçütünde en az  
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azalışı yapan modeller 3 parametreli lojistik ve Gompertz modelleridir. Dört parametreli 

lojistik model örneklem sayısının artışından en çok etkilenen ve MOS değerinde en fazla 

azalma yüzdesine sahip olan modeldir. Richards modeli ise büyük örneklem 

büyüklüğündeki artışta MOS değerinde yüksek düzeyde bir azalma göstermekte, küçük 

örneklem büyüklüklerindeki artışlarda ise dikkate değer bir azalma göstermemektedir. 

Doğrusal ve ln dönüşümlü modellerde, örneklem büyüklüğündeki artışla,  MOS değerinde 

benzer düzeyde azalma görülmektedir. Bu modellerdeki azalma 4 parametreli lojistik 

model kadar dikkat çekici düzeyde olmamakla birlikte olumlu kabul edilebilecek 

düzeydedir. 

Yanlılık ölçütüne göre büyüme modelleri değerlendirildiğinde MOS ölçütü ile benzer 

sonuçlar elde edilmiştir. Doğrusal, ln dönüşümlü doğrusal, 4 parametreli lojistik, Gompertz 

ve Richards modellerinde örneklem büyüklüğündeki artışla birlikte yanlılık değerlerinde 

düşme gözlenirken, 3 parametreli lojistik modelde büyük örnekleme geçişte bir miktar artış 

gözlenmiştir.  Örneklem büyüklüğünün artışıyla yanlılık ölçütünde en az azalış gösteren 

modeller 3 parametreli lojistik ve Gompertz modelleridir. ln dönüşümü uygulanmış 

doğrusal model ise küçük örneklem büyüklüğü düzeylerindeki artışta yanlılık düzeyinde 3 

parametreli lojistik ve Gompertz modelleri kadar düşük düzeyde azalış göstermektedir. 

Dört parametreli lojistik model örneklem sayısının artışından en çok etkilenen ve yanlılık 

düzeyinde en fazla azalma yüzdesine sahip olan modeldir. Doğrusal ve Richards modeller 

ise küçük örneklem büyüklüklerindeki artışlarda benzer düzeylerde yanlılıkta azalış 

göstermektedir. Richards modeli büyük örneklem büyüklüğünde artışta, 4 parametreli 

lojistik model kadar yüksek düzeyde yanlılıkta azalma göstermektedir. 

Çalışmada allometrinin araştırılmasında kullanılan modeller incelendiğinde ise, HKO 

ölçütü bakımından tanjant koordinatlarını kullanarak oluşturulan modelin tanjant 

koordinatlarının temel bileşenler skorları kullanılarak elde edilen modelden, küçük ve 

büyük örneklem düzeylerinde de daha iyi sonuçlar verdiği görülmüştür.  Örneklem 

büyüklüğündeki artışla, her iki modelde de HKO ölçütünde azalma görülmekle birlikte, 

tanjant koordinatları kullanılarak oluşturulan model HKO ölçütünde daha fazla azalma 

göstermektedir. 

Çalışma sonucunda, allometrinin araştırılmasında kullanılan modeller MOS ölçütüne 

göre incelendiğinde, her iki durumda oluşturulan modellerde MOS ölçütünde azalma  
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gözlenmektedir.  Örneklem büyüklüğündeki artışla, tanjant koordinatları kullanılarak 

oluşturulan modelde MOS ölçütü daha fazla azalma eğilimi göstermektedir. 

 Çalışma sonucunda, allometrinin araştırılmasında kullanılan modeller yanlılık 

ölçütüne göre incelendiğinde, her iki durumda oluşturulan modellerde yanlılık ölçütünde 

azalma gözlenmektedir.  Örneklem büyüklüğündeki artışla küçük örneklem 

büyüklüğündeki artışlarda yanlılık ölçütünde aynı düzeyde azalma gözlenirken, büyük 

örneklem büyüklüklerindeki artışlarda tanjant koordinatları kullanılarak oluşturulan 

modelde daha fazla azalma eğilimi olduğu görülmektedir. 

Literatürde, allometri bakımından çalışmamızla benzer sayılabilecek tek çalışmada, 

Cardini ve Elton (88), orijinal örneklemden bootstrap örneklemesi yaparak, örneklem 

büyüklüğünün allometri modeli ve diğer parametreler üzerindeki etkisini incelemiştir. 

Çalışmalarında, şekil değişkenleri olarak tanjant koordinatlarının temel bileşen skorlarını, 

bağımsız değişken olarak ise merkezi büyüklüğü alarak oluşturulan çok değişkenli 

regresyon modeli için, “büyüklük tarafından açıklanan şekil varyansının yüzdesi” 

değerlerini değerlendirmişlerdir. Orijinal örneklem için elde edilen değerleri, farklı 

örneklem büyüklüklerindeki alt örneklemlerden elde ettikleri değerler ile 

karşılaştırdıklarında; büyük örneklem büyüklüklerinde önemli bir farklılık görülmezken, 

örneklem büyüklüğü azaldıkça, alt örneklemlerden elde edilen açıklama yüzdelerinin 

ortalamasının, orijinal örneklemden elde edilenden gittikçe uzaklaştığı ve daha küçük 

değerlerin elde edildiği görülmüştür. Bununla birlikte genel olarak elde ettikleri regresyon 

modellerinin varyansı açıklama yüzdelerinin, gerçek modelin yüzdesiyle tutarlı olma 

eğiliminde olduğunu ve örneklem büyüklüğünden güçlü bir şekilde etkilenmediğini, ancak 

bu durumun küçük örneklemler için geçerli olmadığını belirtmişlerdir. Ancak iki ayrı grup 

için oluşturdukları regresyon modelleri için elde ettikleri regresyon eğrileri arasındaki 

açıların tahmininde, örneklem büyüklüğü düştükçe gerçek değerden hızlı bir uzaklaşma 

olduğunu ifade etmişlerdir (88). Bu çalışmada da Cardini ve Elton’ın (88) çalışmasıyla 

paralel olarak, allometri modelleri için, örneklemdeki birim sayısının artmasıyla 

modellerin performanslarının arttığı ve parametre tahminlerinin daha doğru sonuçlar 

verdiği görülmüştür. 

Berge ve Penin (28), Procrustes artıkları istatistiksel analizlerde doğrudan şekil 

değişkenleri olarak kullanıldıklarında, değişken sayısı oldukça fazla olacağından, bu 

durumun pek çok çok değişkenli istatistiksel yöntemin kullanılmasında zorluklar  
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yaratacağını bildirmişlerdir. Ancak bu çalışmada, Procrustes artıklarına karşılık gelen 

tanjant koordinatlarının kullanıldığı modelin, temel bileşen skorlarının kullanıldığı 

modelden daha düşük HKO değerlerine sahip olduğu görülmüştür. 

Bu çalışmanın sonuçları büyüme modelleri bakımından genel olarak 

değerlendirildiğinde, Richard modelinin küçük örneklemler için uygun olmadığı, ln 

dönüşümü uygulanmış doğrusal modelin ise, uygun durumlar için küçük örneklemlerde 

bile büyük örneklemlerdeki kadar iyi sonuçlar verdiği belirtilebilir. Üç parametreli lojistik 

ve Gompertz modellerinin ise parametre tahminlerinde, örneklem sayısına bağlı olarak çok 

fazla değişiklik göstermedikleri görülmektedir. Genel olarak incelenen allometri modelleri 

değerlendirildiğinde ise, tanjant koordinatları kullanılarak oluşturulan modelin daha uygun 

olduğu söylenebilir. 
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