DINAMIK PROGRAMLAMA (*)

Daniel TEICHROEW
Ceviren : Ing. Miih. Erdal AKAN

Dinamik programlama n degigkenli bir fonksiyonun optimizas-
yonunu saglayan bir tekniktir. Bu n degiskenli fonksiyon birbirini
takip eden safhalar icinde optimize edilir ve her safha sadece bir de-
giskenli fonksiyonun optimizasyonunu ihtiva eder.

GERIYE DOGRU COZUM METODU
i) Analitik Coziim

Bu ¢dziim yolunun temel kavramlarim en iyi gekilde bir ornek
iizerinde gosterebiliriz,

Ornek 1.

Bir firma aym kalem mali birbirini takip eden ii¢ devre icinde
iiretmektedir. Gereken iiretim miktarlar: birinei devrenin sonunda 5
birim, ikinci devrenin sonunda 10, ve iigiincii devre sonunda da 15
birimdir. Her hangi bir devre icinde iiretilen x birim malin maliyeti;

C (x) = x? olarak -hesaplanmaktadir.

Bir devre icinde iiretilen mal miktar: takip eden devreye tasmn-
~ makta ve bunun i¢in her birim mala 2 birimlik bekletme maliyeti

binmektedir. Baslangicta elde hi¢ mal olmadig1 varsayilldiginda bek-
letme ve iiretim maliyetleri toplamimi minimize edecek ve yukarida

istenen iiretim miktarlarina uyacak sekilde her devre iginde iiretilen
birim miktarlar1 ne olacaktir?

(*) «Dynamic Programming», An Introduction to Management Science, De-
terministic Models. John Wiley & Sons. Inc., New York, 1964, s. 610-634.
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X;, Xz, X3 sirasiyla birinei, ikinei ve iiciincii devrelerdeki iiretimi

gosterirse;

Toplam maliyet = iiretim maliyeti + bekletme maliyeti
C (X, Xz, X3) = X% + X2+ %2 + 2(x; — 5) + 2(x, + x; — 15)

uygun c¢oziim bolgesi ise;

X > 5

X+t x>15;%>0

X, + X+ X = 30 ; X3 > 0 ile belirlenecektir.

Bunlara goére minimize edilecek gaye fonksiyonu :
F(x, %,%) =% +x2+x2+2(x—5)+2x +x%x—5)—
Ax + %+ x, — 30)

seklinde kurulabilir. Céziime gegtigimizde;

oF

=0;2+2—2—r=0 2%; = —4—A
X,
oF

=0;2%+2—A=0 2%, = —24+ )
X,
sF

=0;2x—A=0 2%, =+ A
X3
oF

=0 ;X1+XZ+X3=30
SA

=9 ; % =10 ; X, = 11 gibi bir optimal ¢6ziime

VAririz.



172 e -Hrdal AKAN

Uciineii devre iginde -ne miktarda iiretim yapilacaktir gibi bir
kararin ashnda iiciincii devre basina kadar verilmesi sart degildir.
Uglincii devre basinda elde bulunan birim miktarmna z; diyelim. Bu
devrede gereken iiretim miktar1 15 birim oldugu icin, iiciincii devre-
de optimal karar, kalam iiretmektir; yani :

Uglincii devreye ait maliyet f; (z;, x;) ile verilir ve iiretim art1 bek-
letme maliyetlerini ifade eder. '

f3 (23, %3) = 2z + %3

Sayet optimal karar iigiincii devrede veriliyor ise, maliyet;
f; (z3;%") ile gosterilir ve sdyledir : A

fy (z3;%:*) = 22, + (15—5.,)2 il e | M- (2)

Burada f; (z;, x;*) iin sadece z; iin fonksiyonu olduguna dikka-
timizin cekilmesi gerekir. Bu z; ten sonra noktali virgiil ve x, iin iis-
tiine konan yildiz isareti ile belirtilmistir.

Simdi ikinci devrenin basindaki durumu ele alalim. Z, yi devre
bagindaki envanter olarak alirsak herhangi x, karar icin ikinei dev-

redeki maliyet f, (2, x,) bekletme ve iiretim maliyetlerinin toplami-
dir, veya

LR(%%) =25+%2... ... (3)

X, karar iiciineii devre basindaki envanteri etkiler:;

Z;=Z2+XZ—-].0 ZZ> i P R (4)

Ikinci devrede yapilan miktar liclincii devrenin maliyetini etki-
liyecektir ve x, nin optimal degeri, ikinci ve ligiineil devreler maliyet-
lerinin toplamini minimize eden defer olacaktir, F, (%, X,; %,*) ikin-
ci ve iiciincii devreler maliyetlerinin  toplamini verir ise, x; karan

ikinci devrede verilir ve optimal karara figiineii devrede varilir. (1)
kullanarak;
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Fo(z, % %0 = £, (2, %) +F (25 %) ........ (5)
; f, (2, X;) + F; (2 + x; — 10; x5%) (4) den
= 2z + x? + 22 + (15 —z)?

= 22 + X7 + 2 (2, + %—10) + (25—2—x,)? .. (6)
(1), (2), (3) ve (4) den

Burada F3 (z3;x3%) = 6 (zs; x;%) dir, ¢iinkii tiglincii devre son dev-

dF;
redir. x, nin optimal degeri = 0 denkleminin ¢oziimiidiir.
dx;
dF, :
=0 i 2X1 +2—2 (25-——?@—-}(2) =0
dx, o

Burada z, verilen bir sabit gibi muamele gérmiigtiir.

BT = 12 i e T
2

Buna gore F, nin minimum degeri;

Z Zs
F; (z; %%, %*) = 22, + (12— —)?+ 2 (2, + 12— — —10)
B, 2
Z
+ (252, — 12 + —)?
' 2
Zy z
=83z +4+ (12——)2+ (13——)*....... (8)

2 2
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Birineci devre icinde aymi safhalar sirasiyla takip edilir. Birineci
periyodun bagindaki envantere z, dersek ve bekletme maliyetinin bu
devre icinde varit oldugunu diigiiniirsek;

fl (z;, xl) — 231 +x;2 ........ (9}

z, birinci devre basindaki envanter, x; birinci devre iqinde. yapilan
iiretim olduguna gore ikinei devre basindaki envanter;

Z=2 + X —5 e o B0l 25 0 o (10)

olacaktir. Buna gore birinci, ikinci ve iiglincii devreler maliyetlerinin
toplam: goyle gosterilir :

Fi (z, x5 %%, X%:*) = £ (Z1, 1) + F} (z; x,°, X»*)

zZ; 53
=25 +x2+35+44+ (12 ——)2 4 18 ——)2....... (1)

2 2

X, e gore tiirevi almir, z, (10) da gosterildigi gibi z, ve X, cinsinden
yazilir ve z, de bastan verilen bir sabit olarak kabul edilirse tiirev
ifadesi sifira esitlendiginde;

z’l+xl_5 21+X1 —b
2% +3— (12 — Y . SR KR TR A R
2 2
zZ
X = Qe (12)
3

elde edilecektir, z, gibi bir baslangic envanteri ile baslanip ve her

devredq.a optimal karar verildigi hale gore biitiin devreler igin top-
lam minimum maliyet;

Zy Zy

Fi (z;; %, %%, x*) = 4z, + 16 + (9— —)2 + (10 —_)?
3 3
Z,

+ (11 ——)?
3

olacaktr,
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Baglangic envanteri sifir oldugunda yani z, = ¢ olarak alindi-
ginda (12) den x,* = 9, (10) dan z = 4, (7) -den x,* = 10, (4) den
Zz; =4 ve (1) den x;* = 11 bulunacaktir.

Bu sonug daha evvel elde ettigimizin aymdir. Ancak, burada
bir degiskenli ii¢ fonksiyonu optimize ederek sonuca vardik, daha
evvel ise ii¢ degigkenli bir fonksiyonun optimizasyonu yoluyla so-
nuca gitmigtik. (12), (10), (7) ve (4) numarali formiiller baglan-
gic envantere tibi optimal iiretimin tayininde de kullanilabilir. Bu
¢Oziimiin uygun ¢dziim olmasi ortaya cikan z ler ve x lerin biitiin ve
simirlanmalar1 saglamas) gartina baghdir. Dinamik programlama
teknigi takip eden 6rnekte gisterildigi gibi optimal ¢6ziimiin uygun
cOziim bolgesinin s iizerine diistiigi durumlarda da kullanila-
bilir.

Omek 2.

Onceki Grnekte verilen gerekli iiretim miktarlarimi her ii¢ dev-
rede de 5 birim olarak alalim. Onceki 6rnekte aym coziime vardigi-
miz ilk ¢dziim teknigi bu drnek igin yeterli degildir. Buna ragmen
dinamik programlama ile optimal ¢oziim elde edilebilir.

ik yaklagimimiz Onceki 6rnekte gésterilen analitik metod ola-
caktir. x; iin optimal degeri gene gerekli iiretim miktar: ile devre
bagindaki envanterin farki olacaktir, Dordiincii devrenin bagindaki
optimal envanterin sifir oldugu acik oldugu icin;

X =02
iiclineli devrede toplam maliyet s6yle verilir;
F; (z:; x53%) = £5 (75, %) = 22 + (0 — z)?
ikinei devre icin :
=%+ X%—9>
Fr (2 %5 %5%) = 6 (2, %) + Fi (25, %57)
=2+ %+ 2(2 +x%—05) + (10 —2z—x;)?

dF;
dx;
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9 .z

. veya X' = ———

2 A

Birinci devre igin :
Z2:Z|+x1--—5 Zl>0; x1>0

£ (7, %) = 2z + x7

Fy (X5 %5, %5 %) = £ (2 X)) + Fr(s + 5 — 5%, %%

: , 7,
=2z +x2+3+1/4(8—2z)—1+ (11/2——)°
2
=2z, +x2+3(z +x,—5) +1/4 (14 —z —x)—1
Z X4
+ (8 ————)?
2 2
dar, Z X
S W N D W TR R R M o
dx; ; 2 2
Z
Xl* :4,-—""
3
X : 2 Zy
Fi (2% %%%") =22+ 4——)"+3 (g, + 4 ———5)
3 3
Zy
+1/4 (14 —z, —4 + )21
3
Z| Z‘
+ (8———2 4 )
2 .8
Z ZZ] Zy

=4 (@m—1) + (4——)* + 1/4 (10— —_)2 } (B—L—)?
3 3 3
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- Bu analitik metod ile optimal c¢oziim (z, = 0 igin) x* =4,
Z; = — 1 dir. Bagtan yaptigimz tarif ile z, negatif olamyacagindan
bu ¢bziim uygun degildir. Asagida anlatacagimiz tablosal metod
dinamik programlamanin sadece uygun alternatifleri gozoniine ala-
cak sekilde nasil gelistirilebilecegini gosterecektir.

ii) Tablosal Metot

Direkt olarak uygulanan analitik metot, kayitlanmamis opti-
mal uygun degil ise, uygun bir optimal ¢oziim saglamamaktadir.
Bir onceki ornekte elde edilen ¢oziim gart oldugu gibi bir tam say:
ve pozitif degildir. Ancak dinamik programlamanin kullanilabildigi
bir yol vardir. Baz1 alternatiflerin siralandirilmasindan ibaret olan
metot aym Ornek iizerinde yani gerekli iiretim miktarlarinin her iig
devrede de 5§ birim oldugu Ornekte gosterilecektir.

Ornek 3.

ilk safha, son devrede, o devrenin baslangi¢c envanterinin fonk-
siyonu olmak {izere, biitiin uygun alternatiflerin listelenmesinden
ibarettir.

X =0—2........ (13)
Bu alternatiflere gore devre igindeki maliyetler gdyle hesaplamr;
| B (%) =2+ B—z) ........ (14)

ve tablo iizerinde gosterilir.

TABLO 1
% X Fy (237
1] 5 0 425 =25
1 4 2 + 16 — 18
2 3 4 4+ 9 = 13
3 2 6 + 4 = 10
4 1 By E="9%

5 0 ‘ 10° 4.0 == 10
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Bundan sonraki safhada ikinci devredeki maliyetler hesaplanir,
bu daha evvel de verildigi gibi soyledir :

Bz, %0 X% = 25+ X2 +Fs (B X)) Janven s (15

Her z, baslangi¢ envanteri igin bir dizi uygun x, degerleri var-
dir ve bdyle her uygun cift (z, X,) igin iigiincii period ile ilgili bas-
langic envanteri soyle belirlenir :

Z32ZJ+X3—5 ........ (16’)

Tablo 2. uygun ciftler icin z; degerlerini gosteriyor. Sag alt ta-
raftaki (z,x,) ikilileri uygundur fakat dérdiincii devre basindaki
envanter sifirdan biiyiik olacagl igin bunlarin optimal olmadig1 agik-
tor.

TABLO 2
2, (2,X,5) =2, +X,+ 5
s i e e ——
o Wl R SRR el NS S SR R, JRNE U DR
0 | Uygun olmavan bSlge I | 2 3
1 i 2 3 4
2 2 3 4 5
3 3 4 5
4 4 5
5 5 =
6
74
8
9
10

(19) un hesaplanisi ve miimkiin olan z, degerleri igin X, in op-
timal degerinin tayini Tablo 3. de gosterilmigtir. Tablonun ilk kis-
m1 (A) maliyetleri gostermektedir. Uretim maliyeti sadece X, ye
baghduwr, ve x, nin altinda gosterilmistir. Bekletme maliyeti sadece
z, ye baghdir ve z, nin yaninda gosterilmistir. Tablonun biinyesin-
deki maliyet, ikinci devrenin baslangic envanterinin 2z, olmasi ve bu
devre icinde x, kadar iiretim yapilmis olmas: gartiyla, ticiincii dev-
renin maliyetini teskil eder. Bu maliyet (z, x;) icin Tablo 2. den dog-



Tadlo

3 1] A (42] . (4]
2z5; X5i l']_(z2 = Xy = 55 xy) Fy(zy, X% r.))
% I''2'3 4 % & ¥ ¥ .& 1000 3 4 5 6 7 8 9 10| 2 x; FZ(Z""";-".}

2, 2 1 "4 9 16 25 36 4% €4 81 100
(V] 0 18 13 10 9 sS4 62 M 9¢ G| ¢ 5 S0
1 Z 93 1 1 43
2 q 2 93 38
3 6 ' 3 33
4 8 4 3,¢ 30
S| 10 s 2 27
6 | 12 6 2,1 26
7] 14 1 1 25
8|16 ] 1 26
9|19 9 0 27
10 | 20 10 0 30

ewewelfold MNureuiq

6LT
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ru z ii elde etmek ve bunun kargiigy olan F; i Tablo 1 den bulmak-
la, hesaplanir.

Ornek olarak;

Sayetzq:4; 3 X, = 3 ise
Zn = 2; F (2; x3*) = 13 bulunur.

Uc¢ ayr maliyet tablonun ikinei kisminda (B) toplamr ve bu
FY (2, X35 X5*) yi verir. Mesela :

Sayet z, = 4 bekletme maliyeti = 8
% =3 pro&ucﬁon (liretim) maliyeti = 9
=2 X*'=2veF; (2 x* =13 ise
F, (4, 3;%%) =8+ 9+ 13 = 30 olur.
Herhangi bir z, i¢in x, nin optimal degeri sadece Tablo 3 (B)
nin bir sirasindaki biitiin degerleri incelemek ve en kiigiigiinii sec-
mekle bulunabilir, Tekabiil eden X, tablonun iiciineii kisminda x'

olarak gosterilir, Minimum maliyet F; (z; x,*, x;*) nin altinda gos-
terilir.

Birinci devre icin benzer safhalar sadece tablo 3 (C) i kullan-
makla yiiriitiiliir. Teorik olarak x;, 15 e kadar degerler alabilir. An-

Tablo 4
Byl 0 X0 5. T 2. %X =5

Xl
BANCIR 1 208 . TEy Talog
0 0-1 23" 4
é 12 il e
- 2 E A R e
v 3 4R gy
: 456 218

5. oh o 9By
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cak bunlar optimal olmadiklari i¢in hesaplamalar x, = 8 e kadar
devam ettirilmistir. '

- Tablo 5 (C) den gayet z, = 0 ise x,* = 5 olacagi ve bunun z, = 9
olarak sonuclanacagl, Tablo 3 (C) den X, nin optimal degerinin 5 ol-
dugu ve gene z; = 0 ve Tablo 1 den x;* = 5 oldugu neticesine vari-
lir. Bu problemin optimal ¢éziimii (z, = 0 igin) :

xl* o Xz* = X_3$ = 5 dir.

Orﬁek, dinamik programlama tekniginin, belirli sayida bagim-
s1z uygun alternatiflerin bulundugu problemlerde optimal bir ¢oziim
elde etmek igin, kullamlabilecegini gistermektedir.

Dikkat edilmelidir ki, metod bekletme ve iiretim maliyetlerinin
devreden devreye ayni clmasma bagh degildir. Sayet bunlar degis-
seydi hesaplama miktar: ve ¢ziim yolu aym kalacakti. Parametre-
ler i¢cin niimerik degerler ve talep sarih olarak verilmemis olsaydi
ornekte gosterilen tablosal metod kullamlamazdi. Buna ragmen
analitik metod niimerik degerler belirtilmeden de kullamlabilir. Bu
tniimiizdeki kisimda gdsterilecektir.

Omek 4.

Daha énceki 6rneklerde problemin oOzelligine bagh olarak kara-
rin belirli bir sira takip ederek verildigi durumlar ele alinmisti. Di-
namik programlama karar degigkenlerinin zaman veya bagka kri-
terlere gére dogal bir siralamalarin bulunmadigi durumlara da uy-

gulanabilir.

Gayenin S (%), X;, X;) fonksiyonunun bir R ciimlesi iginde bu-
lunan x,, x,, x; iizerinden minimize edilmesi oldugunu diigiinelim.
Minimum s6yle ifade edilebilir :-

min [$ (%, %, %) ] = min [ min [min$ (x, %, x)] ]
(Xl, Xz, X3) eR : X]ER] XzERz X3£R3
= min [ min [S, (x,, xz;xs*)]]
- xle‘R[ XzERg

= min §; (X1; X%, %)
XIERl

=5
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I¢ ice verilen parantezler biitiin kabul edilebilir degerler icin
S in minimumunun ilk énce elde edilmesi gerektigini belirtmektedir.
X; ve X, ye bagh olarak ortaya cikan fonksiyonun minimumu bun-
dan sonra elde edilir. Netice olarak en sonda X, e bagh olan fonksi-
yonun minimumu elde edilir. Genel olarak kabul edilebilir deger
ciimlesi R,, x, e bagh ve kabul edilebilir deger ciimlesi R, x; ve X;
ye bagh olacaktir.

Sabit bir hacimi olan biitiin dikdértgen prizmalar icinde en kii-
¢iik ylizey alana sahip olanim bulma problemini ele alahm

3

LY

Burada mesele g0yle formiile edilebilir :
min S (%, X5, %) = 2 (XX, + XX; + X,X3)
R ise soyle veriliyor; x,x%x; = C

Diger kayitlayicilar; x, >0 x>0 vex e 1

¢ . C
32 (X1, X3 X%5*) = min [2 (x,x, + XX —XX3)] =2 (%%, + — + —)

X; X;



Tallo 8,
) ®) «©)
22l,xi. F,lz,¢ % -5 x, x,) N r.:,, x;)

oo 4 B ks 58 9 &% 3
a %] ® 1 4 %36 5 3% @ 6 8l g% 23 2 BRI I S T
ofo \sn 43 38 13 30 5 79 81 o7 1) 4! 5 75
jed # Jso &2 38 N 0 N 68 70 76 3 6 110 V| 68
2|4 J:o 43 ¥ w0 27 % 63 63 €7 72 ¥ 9 41l 8 €3
16 |50 43 38 33 20 27 % 2 60 53 60 64 71 81 t6 112 v | 3 58
a|8 |_€0_ 43038 33 3 37 9% 25 56 €0 55 S5 57 63 81 63 97 115 & 1 s <5
sfio |0 43 38 33 30 22 26 23 2 2 | €0 55 52 52 21 €2 72 84100 L8 5 1 2,3 52
6f{12 | 43 33 33.30 27 26 25 26 22 1 | 55 52 45 @ 6 | 2 o
S He | 3 38 a0l m 52 49 48 SO 7 12 48
gie a3 0 2l © 18 47 5 g8 |2 47

'eumlmﬂo.ld HIUreuiy

€81
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C :
Burada x;* = dir. Ciinkii bu miimkiin olan tek degerdir.
XX,
: by 25 AR o
S; (x5 %*, %5*) = min [S; (%}, %; %3*) | = min [2 (xx; +— + —)]
¢ Xy X,
0<x< @ - <<

Bu safhada X, nin heérhangi pozitif degeri kabul edilebilir. Mi-
nimum deger S, nin x, ye gore tiirevinin sifira esitlenmesi ve x, icin
coziilmesi ile elde edilir.

C Ve
2(x——) =0; %"= ;S (x5 %, %%)
xf : \/xl 4 E
IWEe ‘ 4
=2@2VCVx+~)
X
Sonug olarak;
C
S, = min [8; (x;; %*, %*)] = min2 (2 Cx, + —) = 6 C¥
p.<1
0<x, < e 0<x< e

diyebiliriz ciinkii;
a8 2 oNerk O _
——2 e ) =0 X* = CY® i verir.
dx; VX X

Gene herhangi bir pozitif deger kabul edilebilir. Optimal ¢oziim
goyle verilir :
C C
)2 .= QM e X =g
x* B

x,* = C‘(s ;X = (
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Bu 6rnek metodda degiskenlerin simetrisini gosteriyor. Teorik
olarak degiskenleri herhangi bir sirayla kullanabiliriz. Pratikte di-
namik programlama yaklagimmin degeri, bunun gibi problemlerde
R;, R, ve R, bolgelerinin ve S,, S, ve S, fonksiyonlarimin elde edilebil-
me kolayhgmna baghdir. Bagka metodlarla c¢oziilebilen problemlerde
dinamik programlama yaklasimi hesaplama yoniinden daha az cazip
goriiliir; ancak bazi durumlarda bélgeler ve gerekli fonksiyonlar do-
gal olarak ortaya cikar ve dinamik programlama diger metodlardan
daha etkin olabilir.

ILERIYE-DOGRU COZUM METODU

Dinamik programlama ileriye dogru yani birinei devreden bas-
layip ileriye dogru son devreye kadar giderek de uygulanabilir.

i) Analitik Cdziim

Gene ornek 1 ve ornek 2 de verilen envanter durumunu ele ala-
Imm. Uretim icin gerekli miktarlan 1, 2 ve 3 iincii devrelerde sira-
siyla y., ¥: ve Yy, -ile gosterelim. Onceki kisimda verdigimiz tarifin
aksine burada z; degigkeni i devresinin nihai envanterini temsil edi-
yor; z, sifirinci periodun sonundaki envanter ve birinei periodun
(devrenin) basglangic envanteridir. Bu Ornekte envanter tasima
maliyeti devrenin sonunda elde bulunan envantere takdir edilir. Bi-
rinci devrede toplam maliyet, z, verilir ve optimal karar birinci dev
rede alimrsa ki bu z, e ulagir, goyledir :.

Fi(z;x®) =f @ %) =x%"+ 2z = (), +tzn—2)*%:
+ 2z X'z > 0

ve X" =yt a&—5

(Ciinkii z, ve y, verilen miktarlardir ve x, nin sadece bir tek
degeri olabilir). '
" tkinei devrede x,* herhangi bir z, icin, verilen bir z, degerine
gore birinci ve ikinci devrelerdeki toplam maliyeti minimize edecek
sekilde secilecektir. z, ve z, arasindaki aldka;



% = Z—X; + Y, dir.
Fy (2 % %°) = 6 (22, %) + Fy (25%°)
=f(z,%) + F (22— % + y2 X")
=xf+ 2L+ (mt+eta—x—=n)
+2(Z—%XtTY)

dF;

= 0; 2){2_‘2()(1 + y: +_Zz—Xz—Zg) —2 =0
dx,

x*=12[yt 2+ z—2%+1]
=1/2[Y,+ z—z + 1]
burada,
Y, = A4 + ¥ dil'-
F(z;x%5%%) =14 [+ z—z+ 1)+ (Y4 z,—2,—1)]
d + 3%+ (ya—y1 + 0—1)
Uclincii periodda gaye x,* ii, birinei, ikinei ve iigiincii periodlar-

da (devrelerde) toplam maliyeti minimize edecek gekilde se¢mek-
tir. z, ile z, arasindaki alédka :

L=ZL—X31T YV diir.

Fi (23, % %%, %" = £5 (2, %) + F (2 %7, %)
=X’ + 22, +F, (5 —x; + y3; %°, x*)
=X+ 2z, + 1/4 (Y, + 1 + 2z, — X3 — %)?

+3(m—X+y) +1/4 (Ys— 1+ z—X—%)°

+ .y —yi+z—1)
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burada,
Y; =¥ +y2 -+ Y diir.
dFr,
—=0;2x—1/2(Y;+1 +2—x—2z)—3
dx;

%' =13 [Y; + 23 + 3 — 2]

F; iin minimum degeri;

Z— & 2
F; (z; %%, X%, X,°) = x*¢% + [ X" — ]
2

7, 3
+ [ xl""'——] +5Zz.+2(y;—)h)zu—4
2

ile verilir. Varsayimlara gore z; = 0 ve z, = 0 ise;

Y;
+1=1/3(n+y:+y) +1

3

Y;
—1=182ys—yi—y) —1

L = Y3 —
3

X' = 1/2 (vi+ ¥yt 1) + 1f6 (2Y3—yl‘—'Y2) -——1/2

=183(yi+y:+ ¥y

Z = 1/3 (2YJ—VY1‘—y2) —1—18n+y:+¥y) + ¥

=1/3{—2}'I+YZ‘|‘Y3]—1

X" =Y|+1/3[——2y|+y2+Y31—1 = 1/3 (y;+Y2+y3)—1
Ozellikle, sayet y, = 5, y» = 10, y: = 15 ise;

x=11;x%=10; x, =9; =4,z =4 olur
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ii) Tablosal Metod

Bu metodu géstermek gayesiyle gene bir envanter drnegini ele
alalim. Gerekli iiretim miktarlar: her ii¢ devre i¢in de 5 birimdir.
Burada da, z; devre sonundaki envanteri gosterecek ve envanter ta-
sima maliyeti devre sonunda. tayin edilecektir.

Problemin basinda baglangic envanteri biliniyor varsayﬁmak-
tadir. .O halde : :

Z =2 +x%—0

Hleriye - dogru ¢oziim teknigi su sorunun cevaplandiriimasina
dayanir: eger birinci devre sonunda z, durumunda ise, optimal ka-
rarlarin bir onceki devirlerde verildigi varsayilldigima gore birinei
devre icin optimal karar nedir? Tablo 6 A cesitli (z, x;) ikilileri: igin
7z, durumunu vermektedir.

Bu noktada z ve % ile ilgili maliyet biliniyor kabul edilmelidir;
burada z = 0 ve Fy () = 0. O halde herhangi z, icin optimal x,
agagidaki denklemler ile belirlenir.

X*=z+5

f(z;%%) = 22+ (z, + 5)?

Fi (z; %) = £ (z,; %))
Ornek olarak :

£ (5,10) = 10—100 = 110  F, (5,10) = 110,

Bu degerler Tablo 6B ve '1;5.510 6C de gosterilmistir.
Sayet z, sifirdan bag.ka bir deger olsa idi; A
Xt =2—2z+5 - _ : | |

olacakti ve tablo 6B deki degerler ilgili olacakti.

Aym siireg simdi ikinei devre icin tekrarlanabilir. Herhangi bir
z; igin optimal x,, ikinci devrede, z, envanteri ile sonuglanan maliyeti
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' Tablo 6A
z, = z - x ¥ 5
X = .
2, o 4.2 SR SRR B Te 9
0 IR G TR O ygun olmayan
1 G Bieng - e bblge
2 A T e i e R Y PR T
3 - A AN ol d e T M i N
4 g g 5 Rl B
Syl 987 .6 5 423 F 1L B
6111 16, 9 ‘@8 7 € 5 4 4 3 . 3%
7121140 9-°8 7.6 5. 4.3 2
8[43 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 3
9 34 1312 1210 958 7 % .5 -4
; Tablo 63
£ ler Xl) = 221 + 3o Fn(zol ~1l6=-
SadeL . LU A BETE g ad el ar a2 T anc 1ditas
X "f 6 1 4 9 16 25 36 49 64 Bl 100 121 144 169 196 225
Jl? r J'g 25 - Uygun ol'ma'.'arl bélge
2 4 53
3 6 70
4 8 Eder z, = O_ise 8¢
g llg ilgili ds-‘j‘;ldir. 110 353 s
7 14 T
REE T
L 10- 20 - - S -~ = . e 225

mhﬂﬁiza éder; Burada op.ti_ﬁal _karangl birinei devrede verildigi var-

sayilmaktadir.

z

= 232-—-_-]‘{22 + F (2, —x, +

- .‘6rnek olarak;

Z-—X, + 5veF; (2, X3; X*) = (2, %) + Fy (25 %)

3; x%)

er (4, 6; x,‘j = 2(4) + 62+ 70 = 114 ¢iinkil F; (3; x*) = 70
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TABLO 6C

z, x,* F, (2, %,*)
0 5 25
1 6 38
2 7 53
3 8 70
4 9 89
5 10 110
6 11 133
7 12 158
8 13 185
9 14 214

10 15 245

F; (23, X35 X,*) degerleri Tablo 7TA da, x;" ve F; (%; X, x,%) de-
gerleri de Tablo TB de verilmistir.

_ Tablo A
o
Fz(zzl xz; 3.1) = fz(i’azr 3-‘.2) + F(ZJ.; x:.}

E’-’ozza‘;ss?asm
Y e
g 0 1 4 9 16 25 36 49 €1 81 110
z"l.
o | o] 110 90 74 6254 sa Y Ny
1 | 2] 135113 95 817 65 @y YY" olmwen b8
2 | 4| 162138118 102 90 82 78 78
3 | 6| 191 165 143 125 111 101 95 93 95L—
2 | 8| 222154 170 150 134 122 114 110 110 114
5 |10 | 255 225 199 177 159 145 135 129 127 129 135
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TABLO 7B
Z, x,* F, (2,5 X% x,*)
0 5 50
1 6 63
2 : 8.7 78
3 7 93
4 7.8 110
5 s 127

Ugiincii devrede,
Z=Z—Xa+H
ve
Fi (23, X35 %%, %*) = £ (23, X3) + F, (2 X%, x,%)
=22 +x? F, (zz—x; + 5)

ornek olarak,
F, (3, 5; %% x*%) =6+ 25+ 93 =124

Bu degerler Tablo 8A da ve x;" ile F (z; x;%, %%, x,*) deferle-
ri de Tablo 8B de verilmistir.

Tablo 8A
LA »
F3‘23'x2=x2rx1) - f3(23.x3) * thzz, Xz. N})

L.onl g g A deo e R TR % Y

25 3¢ 49 64 81 100

Uyaar
127 11 <97 87 79 75 olmayan bdlge

ﬁ’

0

2 130 116 104 9% 90 86 L____

8 135 123 113 107 103 1¢Z

« 147 132 124 120 11E 120

8 ¢) 243 137 135 135 139
0

Optimal delfil *"*‘1}62 156 152 152 154 160

w
X
o
[
-
Y-}
1]
[

U Dy
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TABLO 8B

iy F, (7 X% X% X%*)
0 5 : . 75

1 6 ; 88

2 8,7 . 103

3 T : 118

4 7,8 135

5

7.8 : 152

C. GENEL TEORI

Onceki boliimlerdeki 6rnekler geriye - dogru ve ileriye dogru
dinamik programlama metodlarinin birbirini takip eden olaylar sek-
linde formiile edilen problemlere nasil tatbik edildifini gostermistir.

Bu bdliimde daha genel bir teori verilecektir. Bir miinfasil (dlscrete)
problemin elemanlar1 sunlardir :

Safha veya Devreléi-. Goz Oniine ahnacak sistem belirli sayida
durum veya devrelerden miitesekkil olacaktir. Bu safhalar biribirini
takip eden sayilar ile numaralanacaktir; 1, 2, 3,

Sistemin Durumu. Her devre veya safhada sistem, «durum» di-
ye adlandirilacak tek bir say: ile tammlanacaktir. Sistemin i devre-
sindeki durumuna z; denecektir; z devre icinde sistemin varolabildi-
gi miimkiin olan durumlar ciimlesinin [z] her hangi biri olabilir.
Problem miinfasildir zira, z, sadece miinfasil degerler alabilir.

Kontrolsuz Degisken. Bir devrenin sonunda sistemin durumu
bir kontrolsuz degiskenin tesiriyle degistirilebilir. i devresi sonunda
degiskenin degeri y; ile gosterilecektir. ' r ;

Karar Degiskeni. Bir x degiskeni iizerinde karar vericinin kon-
trolii mevcuttur; karar verici tarafindan i devresi icin secilen deger

x; ile gosterilir. Yapilan bu secim bir sonraki devrenin durumunu
etkiler.

__ Durum Degismesi. Her devrenin basinda sistem bir durumdan
diger duruma degisir. Yeni durum sistemin bir nceki devredeki du-
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rumunun bir fonksiyonudur; i devresi icindeki kontrolsiiz degisken
ve i devresinin karar degiskeni, drnek olarak sunu yazabiliriz :
2. = Ziy, (x;, ¥i, z)

Bu formulasyon devreden devreye degisecek sekilde yeni duru-
mu belirleyen fonksiyonu meydana getirmektedir.

Devre 1 2 By n
Durum Zy Z P Al Z
Kontrolsiiz

degisken Vi V2 §3 sy 5wkt Va
Karar

deé’i.?keni X X X o wow ole w004 Xn

Belirli bir problemde bazen z;, x; ve y; leri devre iginde yukarda
verilenlerden baska noktalarda olur seklinde tanimlamak arzu edi-
lir. Bu miimkiindiir. Ancak, x; ve y; nin meydana geldigi sira agik
bir sekilde belirtilmelidir.

Gaye. Maliyetler (karlar), belirli bir devre icinde belirli durum-
da olan sistem ve kararin belli bir degeri ile aldkahdir. Genel mali-
yet fonksiyonu biitiin degiskenlerin fonksiyonudur :

Xiy X2y voennn y Xny Zoy Zyy oo y Zns Yoo oo y ¥n

Maliyet fonksiyonu bir fonksiyonlar serisi olarak ifade edilir.

f, (z, x;) = sistemin i devresinin basinda z, durumunda ve x; karari-
nin i devresi icinde verilmis oldugu sartlardaki maliyet;

olarak kabul edelim.

Ashinda f; kontrolsuz fakat bilinen degiskenin de bir fonksiyo-
nudur; y; sembolii genellikle gerektigi zaman anlasilir ve ilave edilir.
Pl 5%, V=L14d:6:::: , n devreleri igindeki toplam ma-

liyet. Burada sistemin i devresi baginda z du-
rumunda olmasi x; kararinin i devresi icinde ve-
rilmesi ve optimal kararm i + 1, i+ 2, ..... , n
devrelerinde verilmesi sart1 vardir.
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Geriye - dogru ¢oziim metodu 1957 de Bellman tarafindan orta-
ya atilan Optimalite Prensibine dayanmaktadir. Bellman soyle de-
mistir : «Bir optimal politikanin Oyle bir 6zelligi vardir ki, baslan-
gic durumu ve baslangic kararlar1 ne olursa olsun geriye kalan ka-
rarlarin ilk kararin neticesi olan duruma goére bir optimal politika
olugturmasi gerekir.» Bui = n,n—1,n—2...... , 1 icin fonksi-
yonlar sirasinin optimizasyonuna yol agar.

Fi (z; Xi*) = opt [F, (2, x;; X1, ] = opt ([f; (z, %)
b. 4] X
+ Fi +1 (zi+a ;Xi:l

Optimizasyon x; nin biitiin uygun degerleri iizerinden olmalidir
ve kullanilan metod analitik veya tablosal olabilir.

ileriye - dogru ¢odziim metodu 1962 de Bhavnani ve Chen tara-
findan ortaya atilan Optimalite Prensibinin Dual'ine dayandirimis-
tir. Bhavnani ve Chen gdyle demektedirler : «Bir optimal politika-
nin Oyle bir 6zelligi vardir ki, takip eden durum ve kararlar ne olur-
sa olsun, Once gelen kararlar son karar1 takip eden duruma gore
bir optimal politika olusturmahdir.» Bu asagidaki siranin optimizas-
yonuna yol acar :

Fi(z;X*) =opt [F; (z,x; X! 1 = opt[f (z,x)

X; X,

Ea Fi-l (za-x ; X:l )]
burada i=1,2,............ , 1 igin &, = z,, (x, ¥ =) dr
Xitd8e 1, 2. i imos s s , 1 devrelerindeki optimal kararlar, F, de
1.2, s i , 1 devreleri i¢in toplam maliyeti gisterir.

Ornek 1 : Bir firma A birim biiyiikliigiinde bir kauguk plantas-
yonu isletmektedir. Ancak bu plantasyonun bulundugu iilkede, bir
kanun cikartilmig ve bu kanunun hiikiimlerine gore yabancilara ait
biitiin topraklar, bulunulan zamandan itibaren n yil icinde herhan-
gi bir bedel veya tazminat verilmemek iizere devletlestirilecektir.
Bulunulan zamanda hiikiimet, teklif edilen herhangi miktar toprag
y verilen birim miktari olmak iizere g (y) toplam fiyat:1 iizerinden
satin alacaktir. Fonksiyon konkavdir. Ciinkii, hiikiimet verilmek is-
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tenen biitiin topraklari hemen almak istememektedir. Normal kulla-
nimda birim basina gelir miktar: a dir.

z; = 1 yili basindaki elde kalan toprak, ve x; de i devresi basmn-
da satilan toprak miktaridir. O halde z — x; = i devresi icinde plan-
tasyon i¢in kullanilan toprak miktar:, olmaktadir. i devresi icindeki
gelir satistan gelen gelir ve normal kullanimdan gelen gelirdir :

fi(z;x) =g (x) + (z2—x%) a

ve

Simdi A=4, a=1, n=3 ve satis fiyatmin g (y)=1/2 |9y — ¥*]
ile verildigi belirli bir hali ele alalim. Ayrica satilan birim miktarmin
tam say1 olmas1 gerektigini diisiinelim :

Fi(2,%) =g(x3) + (&3—x3) =1/2 (9% — x3°] + (23— x3)
f; (23, X3) ve x;* degerleri Tablo 9A, F; (z;, x3*) degerleri ise Tablo
9B de verilmigtir. Ornek olarak f; (3,1) = g (1) + (3 —1) = 1/2
[9(1) — (1)} + 2 =6 dir.

Fi (z:; %5%) = max f; (z;, x3)
X,
= max [1/2 (9%, — X% + (z—x3) ]
b.<]
Ornek olarak,
Fj (3; X;‘) = max [f3 (Zg; X;)J = max {3, 6, 8, 9] = 9; Xg* =3
X3 0, 1, 2, 3
Tablo SA Tablo 95
; f3(23, “3) a :
h‘: 0 1 2 3 4 Zy %, Falzgr X5)
0 0 0 3 0
1 1 4 | Uygun olmayan -y 1 4
2 2 5 ; | bolge 2 v 7
3 3 6 8 9 3 3 )
4 4 7 1 PR 10 4 3,4 10
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2 nei ve 3 iincii yillar icin toplam gelir sdyle verilebilir;
F; (2, %5 X%5°) = £2 (2, %) + Fs (5 %°)

= (2, %) Fi (22— X5 X7)

=g ®) + (2—%) + Fs (22— X5 X5%)
Ornek olarak;
F3,2:%%) =5£3,2) +F (z,—X;; X5°)

=1/2[18—4] +3—2+4=T+1+4=12

F, (2, X5; X3*) Ve X;* degerleri Tablo 10A, F; (z; X%, X,*) deger-
leri ise Tablo 10B de verilmistir. F, (z;; xz‘,‘ X,*) degerleri soyle he-
saplanmigtir : :

Fy (25 %", %%) =max | £ (2,%) + Fs (2, %) }
X

=max { £ (z,%) + F (z—x; %°) |

b. <]
Tablo 10 A Tablo 10 B
| 3

92(32"‘2”‘3} R e

¥ * o *
S w el a ) % %o | Ppleg oty

0 0 Uyqun 0 0 e Q0
1 5 4 Olmayan 1 0
2| 9 9 7 2 0,1
312 | 33412 9 3 1 Wik
4114 {16 | 16 |14 10 4 1,2 16

Birinci, ikinci ve iiglineii yilar icin toplam gelir soyle verilir :

Fy (2, % %', %3%) = £ (2, %)) + F (z; 5%, %:*)
Fy (z, X5 X", X3*) ve X* degerleri Tablo 11A da, F, (z:; X%, X"
x;") degerleri de Tablo 11B de verilmistir.
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Tablo 11 A Tablo 11 B
el o | 1| 2| 3] 4 L o2t | ree, nd Gy
0 uygun olmayen ﬁé/“?.p 0 0 0
h % 6 4 1 0 6
2]1} 10 7 2 0 : i &
3|16 15 13 9| 3 0 16
4|20 20 18 15 10 4 0,1 20

z, = 4 oldugu icin baslangic durumlari ve kararlar: gdyledir :

/41;zs=3:x3‘=3;
0; =4; * =
/ ) X \2;za=2;x3'=2; | z=0

7 = 4 %" = /
\1;Zz=3;x2*=1:

Ornek 2 : Aym ornek ileriye - dogru ¢oziim metodu ile de ¢ozii-
lebilir. z;, i yii sonunda elde kalan toprak miktarmi ve X;, i yili ba-
sinda satilan toprak miktarm gosteriyor kabul edersek;

Z =%, —X Veyax = —2 + Z;
olacaktir. Bu aldka Tablo 12A da gosterilmistir.
Birinci yilda gelir miktarim, Z.= 4 oldugunu goz Oniine alarak,
soyle hesapliyabiliriz;
F, (z,%) — g (x)) + 2z + F (%)
=1/2 [9%, —x] + 3

ornek olarak, :
F,(3,1) =1/2[9—1] +3=1T

F, (z, x;) degerleri Tablo 12B de verilmistir. Herhangi bir
z, degeri igin optimal x, degeri; z = 4 verildigi zaman geliri maksi-
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mize eden x, degeridir. Maksimum gelir sira igindeki en biiyiik de-
gerdir. Bu sebepten dolayr F, (z;; X,*) her siranin en biilyilik degeri-
dir. x*; ise F, (z;; X*)) in goriindiigi siitunun basindaki x degeridir.
Bunlar Tablo 12C de goriilmektedir.

Tablo 12
(A) (8) (<)
e F (z .x))

o fif2]afa | [|ofrf2 3]s e kel R T
0|o0f1]2 4 o|ofa]7 |oT10 04 10
1523 1|15 |s |10 3|3 10
21234 2] 269 T 1% 9
3134 ugsu-f:dm'- 3 1.3 7 2 0 [ 3 7

| 4] 4| g doig 4|4 4]0 4

ikinci devrede,

LH=2—%Vvel; (2, %;%") =g(xX) +2+F (z2;x*

=12[9%—x%] + 2+ F, (z+ X; x,*)

Ornek olarak,
F(22) =1/2[18—4] +2+4=13
Bu degerler Tablo 13A da optimal deger ise Tablo 13B de gosteril-

mistir. =
TABLO 13
(R) (B)
i ']
Fz(zz.xz, xll
:

N 0 1 2 3 4 z, x; Fzﬁzz; x'z,x;)
] 10 14 16 16 14 0 2,3 16
1 11 14 15 14 1 2 15
2 11 13 13 2 1,2 13
3 10 11 »

p vyger almiyan bolge 2 1 11
8 4 0 8

Uciineii devrede,

73

=1/2 [9%—x?] + 2z, + B, (m + x5 x,*, x,*)

Z—X3ve Fy (2, Xa, Xz*, X*) = g (Xa) + Zy 4 F, {zz’ Xz', XI‘)
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Ornek olarak,
F(1,3; %, %)=1/2[27T—9] + 1+ 8=18

Bu degerler ve optimal sonu¢ Tablo 14A ve Tablo 14B de gos-
terilmigtir.

TABLO 14
(a) (B)
F3(z3. X33 PG )
el ad oF A1 4 Ty | % | Pl pGanm
016 {19 | 20| 20| 18 0 2,3 20
116 |18 |19 18 1 2 19
shis farlarl 2 | 1,2 17
3|24 |15 |, 00n otamgan | 3 |1 15
4112 bbige 1 4 0 12
Optimal politika soyledir :
Tablo 14B Tablo 13B Tablo 12C
Z = 7'+ X' Z, =2+ X" 2 = Z+ X2

/1;ziz=3;x1*=1;

2:z,, = 2; %" =

/ \2;zl=4 ol

|
!xxs=0;
\3;Zzz3ixz*=1§zx'~"-4 l

Bu optimal kararlar sirasi srnek 1 de elde edilen sira ile ay-
nmidir,

z = 0; x:*




