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BAYESYEN MARKOV ZİNCİRİ MONTE CARLO SİMÜLASYONU 

 

20.yüzyılın başlarında sosyal bilimler ve davranış bilimlerinde yapılan bilimsel araştırmalarda 

bayesyen istatistik oldukça fazla sayıda bilimsel çalışmada kullanılmaktadır. Bu doğrultuda klasik teoriye 

alternatif olarak ortaya çıkan Bayes teoremi olasılık teorisine dayanmaktadır. Bu nedenle Bayesyen 

istatistikçiler öznel bir bakış açısına sahip olup, önsel dağılımlarla analiz yapmaktadırlar. Dolayısıyla, 

MCMC yöntemiyle birlikte kurulan bayesyen yöntemler, model oluşturmada kolaylık sağlamaktadır Bu 

çalışmada Türkiye’deki 1983 ve 2014 yılları arasında kömür madenlerinde meydana gelen kazaların yıllık 

olarak kayıtlı olan verilerle kazaların “oranının” değişimine bakarak, değişimin olduğu sene tahmin 

edilmeye çalışılmıştır. Bu amaçla Böyle bir değişim anının neyi gösterdiği ortaya konulmuştur. Bu 

doğrultuda, değişim noktası analizinin nasıl yapıldığı, sonuçların nasıl yorumlandığını ve Bayes formüllerini 

hesaplamamızı sağlayan Markov Zinciri Monte Carlo Simülasyon tekniği kullanılmıştır. Kazaların sayısının 

tümünü iki Poisson dağılımının ortak dağılımı üzerinden modellenmiş ve bu dağılımların birinci 

Poisson’dan ikincisine geçtiği an hesaplanmıştır. R paket programı yardımıyla yıllar itibariyle meydana 

gelen değişimlerin değişim noktası analizi yapılmıştır. Yapılan analiz sonucunda, tek aşamalı yapılan 

poisson değişim noktası analiziyle 2003 yılının maden kazaları sonucunda değişim noktası olduğu 

görülmüştür.  

  

 

Anahtar Sözcükler: 

Bayes Yöntemleri, Markov Zinciri Monte Carlo, Önsel Dağılımlar, Değişim Noktası Analizi 
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BAYESIAN MARKOV CHAIN MONTE CARLO SIMULATION 

 

Earlier in the 20th century scientific research in the social sciences and behavioral sciences 

Bayesian statistics are used in quite a number of scientific studies. This direction is based on the 

Bayes theorem of probability theory emerged as alternative classical theory. Therefore Bayesian 

statisticians are able to differentiate between a subjective point of view, they do the analysis with 

prior distribution. Therefore, MCMC method established with Bayesian methods, providing ease in 

creating a model in this study in 1983 and registered annually in accidents in coal mines between 

2014 accidents with data Turkey "rate" referring to change, it has tried to predict the year of the 

change. To this end, such a change has been demonstrated that moment unfold. In this respect, how 

to make the change point analysis, Markov Chain and Bayes' formula enables us to calculate how 

to interpret the results of the Monte Carlo simulation technique was used. All via a common 

distribution of two Poisson distribution of the number of accidents is modeled and calculated from 

the first moment that passed to the second Poisson. R package program changes from year analysis 

of the changes that occur as it is made. The results showed that, as a result of a single-point mining 

accidents made poisson change point analysis showed that by 2003, the change point.  
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ÖNSÖZ 

 

Günümüzde her türlü istatistiksel tahmin probleminde klasik yaklaşıma alternatif 

olarak kullanılan Bayesyen yaklaşım, istatistiksel model seçiminde ve hipotez 

testlerinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bayesyen model karşılaştırması, elde edilen 

veri ve diğer bilgiler ışığında model için tercih yapılmasını sağlar. Bu tercihler en iyi 

modeli seçmekte ya da model ortalaması yoluyla geleceğe yönelik tahminleri 

geliştirmekte kullanılabilir. Bu çalışmanın temel amacı, Bayes analizini MCMC 

yöntemleriyle hesaplamaktır. Bu ana amaç doğrultusunda R yazılım programıyla, 

maden kazaları verileri kullanılarak Markov Zinciri Monte Carlo Simülasyonu değişim 

noktası analizinin teorik yapısını ortaya koymaktır. Yapılan literatür taramaları 

sonucunda Markov Zinciri Monte Carlo Simülasyonu değişim noktası yönteminin 

uygulaması konusunda Türkiye’de yapılmış çalışmaların yok denecek kadar az olduğu 

görülmüş ve dolayısıyla bu bağlamda bu tezin Türkçe literatüre de önemli bir katkı 

sağlayacağı düşünülmektedir. 
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GİRİŞ 

Günümüzde her türlü istatistiksel tahmin probleminde klasik yaklaşıma alternatif 

olarak kullanılan Bayesyen yaklaşım, istatistiksel model seçiminde ve hipotez 

testlerinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Bayesyen model karşılaştırması, elde edilen 

veriler ve diğer bilgiler ışığında model için tercih yapılmasını sağlar. Bu tercihler en iyi 

modeli seçmekte ya da model ortalaması yoluyla geleceğe yönelik tahminleri 

geliştirmekte kullanılabilir. Bu amaçla uygulanan Bayesyen yaklaşımlardan en temeli 

Bayes faktörü olup, model seçiminde ve hipotez testlerinde Bayesyen prensiplerin 

uygulanması sonucu elde edilebilen sonsal model olasılıkları ve yokluk ya da alternatif 

hipotezlerin doğru olma olasılıklarının oranlanması yoluyla hesaplanır. Böylece bir 

hipotezin alternatifine kıyasla doğru olma olasılığını doğrudan belirlemeye olanak 

sağlayıp, model seçiminde ise kıyaslanan iki modelden hangisinin en uygun model 

olduğunu belirlemekte faydalıdır. Bayes faktörü hesabında gerekli marjinal olabilirlikler 

kapalı formda değilse (integrallenemiyorsa), Laplace yaklasım yöntemi, Importance 

örneklemesi, Gaussianquadrature veya MCMC simülasyon yöntemi ile integral alarak 

Bayes faktör hesaplanabilir (Rosenkranz ve Raftery, 1994: 5).  

1701-1761 yıllarında yaşayan bir İngiliz din adamı olan Thomas Bayes’in en 

önemli eseri, "An essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances” (Şanslar 

doktrininde bir problemi çözmeye yönelik bir deneme) adlı denemesidir. Bu denemede 

18. yüzyılda İngiliz matematikçi ve fizikçi Thomas Bayes ilk kez “olasılık” sözcüğünü 

kullandı. Ancak, ne kadar eski olursa olsun şu bir gerçek ki Bayesyen analiz istatistikte 

hiçbir zaman frekansçı yaklaşım kadar ön planda olmadı. Bunun nedeni büyük ölçüde 

hesaplama güçlüklerine dayanmaktadır. Temelde subjektif olasılıkların da 

kullanılabildiği bir koşullu olasılık çerçevesi olan Bayes teoreminde, ön dağılım gelen 

ek veri ile birleştirilerek bir son dağılım elde edilir ve gerektiğinde bu süreç sürdürülür. 

Frekansçı yaklaşım temelde çok sayıda tekrarlanabilen deneylere dayanır. 

Örneğin; bir paranın yazı gelecek olması durumu. Buna karşılık, Bayesyen görüşte 

deneyin tek bir kez gerçekleşmesine ilişkin olasılıklar ve çıkarımlar söz konusudur. 

Örneğin; yarın yağmurun yağacak olma olasılığı (Işığıçok, 2015: 9). Aynı zamanda 

http://www.stat.ucla.edu/history/essay.pdf
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gözlenemeyen parametreler hakkında önsel (prior) inançları belirtmeye ve bunları 

analize dahil etmeye imkan sağlar. Bayesyen istatistik çok sayıda olasılık dağılışlarının 

karmaşık işlemlerine gereksinim duyar ve bundan dolayı sıklıkla ileri hesaplama 

yöntemlerini gerektirir. Frekansçı yaklaşımda, tekrarlanabilir sürecin içinde veriler 

değişken, parametreler sabittir; Bayesyen yaklaşımda ise veriler sabit, parametreler 

değişkendir. Frekansçı yaklaşım geleneksel bir yaklaşım olarak görülmesine rağmen, 

bayesyen istatistik bir tür genç bir yaklaşım olarak görülür. Son yıllarda araştırmacıların 

artan hesaplama gücü onları bayesyen yöntemlere yönlendirmiştir.  Bayesyen 

yöntemleri, tıp, epidemoloji, çevre bilimleri, sosyal ve politik bilimler dahil olmak üzere 

birçok alanda yaygın biçimde kullanılmaktadır.  

“İstatistik nispeten genç bir bilim dalıdır. Örneğin, aralık tahmini bilimsel 

araştırmalarda ve karar vermede 75 yıl içinde artarak yaygın hale gelmiştir. Bu zaman 

ölçeği içinde geleneksel yaklaşımlar hakkında konuşmak oldukça güç görünüyor. 

Ancak, frekansçı bakış açıları Bayes yaklaşımına göre özellikle bilimsel araştırmalarda 

şu anda çok daha iyi kurulmaktadır. Son zamanlarda Bayesyen yöntemlerin kullanımı 

giderek artmakta, çünkü Bayesyen yaklaşımlar frekansçı yaklaşımlara göre daha faydalı 

sonuçlar verebilmektedir (Suess&Trumbo, 2010: 195).  

Çok boyutlu verilerle önsel dağılımın Bayes’le elde edilmesi, genellikle yüksek 

boyutlu fonksiyonların entegrasyonunu gerektirir. Bu işin hesaplaması çok zor ve 

sayısal yaklaşım teknikleri ile çözülebilir. İstatistikte zorlu integrallerin sayısal 

yakınlaştırılması için temel teknikler Evans ve Swartz (1995) tarafından araştırılmıştır. 

Asimptotik yöntemler, önem örneklemesi, adaptif önem örneklemesi, çoklu karesel ve 

Markov zinciri yöntemleri beş geniş kategoriye ayrılır. Markov zinciri genellikle 

Metropolis algoritmasıyla ilgilidir. Bayesyen yaklaşımın tarihsel gelişimine 

bakıldığında; 

(1763-1960): Conjugate priorlar 

1960’lar: Sayısal kuadratür – Newton –Cotes yöntemleri, Gaussian kuadratürü 

1970’ler: Expectation- Maximization (“EM”) algoritması- iteratif mod –bulucu 

1980’ler: Asimtotik yöntemler – Laplace’s yöntemi, eğer noktası yaklaşımları 
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1980’ler: Non-iteratif Monte Carlo yöntemleri – Doğrudan posterior(önsel) 

örnekleme ve dolaylı yöntemler  

1990’lar: Markov Zinciri ve Monte Karlo Similasyonu (MCMC)- Gibbs 

örneklemesi, Metropolis –Hastings algoritması yer almaktadır. 

Frekansçı yaklaşımda hesaplanan p değeri ve güven aralığı, Bayesyen istatistikte 

olasılıklar cinsinden ifade edilir. Parametre rassal bir değişken olduğu için hesaplanan 

“p” değeri doğal olarak parametrenin bu aralığa düşme olasılığıdır. Frekansçı birine 

göre, popülasyon ortalaması veya oranı gibi bilinmeyen model parametreleri sabit ve 

bilinmeyendir ve sadece belirli bir denemeden verilerin tekrarlanması ile tahmin 

edilebilirler. Bayesyen savunan birisi ise parametreleri şansa bağlı olarak ve dolayısı ile 

de olasılık dağılışlarına sahip olduklarını (aynen verilerde olduğu gibi) varsayar.  

Bayesian θ parametresi için bir önsel tahmin, p(θ), yapar ve θ’nın sonsal 

(posterior) dağılışını, p(θ|X), elde etmek için bu önseli verilerden, X, sağlanan bilgi ile 

birleştirir. Daha sonra, bütün istatistiksel yorumlamalar (nokta ve aralık tahminleri, 

hipotez testleri) sonsal dağılımın uygun özetleri alınarak yapılır.  

Burada şu hususlar not edilmelidir  

Posterior bilgi ≥ prior bilgi ≥ 0,  

Buradaki ikinci ‘≥’ işaretinin ‘=’ ile değiştirilmesi ancak ve ancak önsel bilgi 

vermeyen dağılım (genellikle üniform veya flat) olduğu zaman söz konusudur.  

Bayesyen birine göre frekansçı yaklaşım yanlış olabilir, belki de frekansçı 

yöntemleri ‘içerikte sınırlı’ olarak düşünmek daha doğrudur. Bayesyen yaklaşımı, 

verilere uydurabileceğimiz modellerin sınıfını genişleterek aşağıdakilerin üstesinden 

gelmemizi sağlar. Tekrarlanan ölçümler, dengesiz veya eksik gözlemler, homojen 

olmayan varyanslar çok değişkenli veriler ve klasik bakış açısından uygulanabilirliği 

olmayan veya zor olan başka birçok durum vardır. Bayesyen yaklaşımı aynı zamanda, 

modeller bir defa uydurulduktan sonra yorumlama ve öğrenmeyi de kolaylaştırmaktadır.  

Frekansçı yaklaşımın temelleri Fisher tarafından atılırken, Bayesyen yaklaşımın 

temelleri Thomas Bayes tarafından atılmıştır. Frekançılar ile Bayesyenler arasındaki 
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farklılıklar aşağıdaki biçimde özetlenmiştir: Bayesyen bakış açısı, bir şekilde öğrenme 

sürecini açıklamaktadır. Gerçek hayatta kullanılan ek bilginin Bayes formülü ile 

dönüştürülüp dönüştürülmediği konusunda tartışmalıdır, fakat Bayes formülü öğrenme 

sürecini ciddi bir şekilde açıklamaktadır.  

Bolstad (2004) Frekançı ve Bayesyen yaklaşımların farkına değinmiştir. Buna 

göre Bayesyen bakış açısından tüm çıkarım, veri koşul olduğunda parametrenin son 

dağılımıdır. Frekansçı bakış açısı ise, parametrelere ilişkin nokta tahmini, güven 

aralıkları ve hipotez testleri gibi çeşitli çıkarımlar yapar. İstatistiksel çıkarım, bir 

örneklem yardımı ile anakütleye ilişkin çıkarımların yapılmasıdır (Bayram, 2012: 12). 

Frekansçı yaklaşım parametreyi bilinmeyen bir sabit olarak düşünür ve örnekleme 

dağılımına dayanır. Bir istatistiğin örnekleme dağılımı, sabit parametre değeri veri 

olduğunda, tüm olası rassal örneklemler üzerinden oluşturulan teorik dağılımdır. Bu 

durumda olasılıklar örnekleme dağılımına dayanılarak hesaplanır, Bayesyen 

yaklaşımdaki gibi elde edilen belirli bir rassal örnekleme göre hesaplanmaz. Bir 

parametre tahmininde, örnekleme dağılımından hesaplanan beklenen değer gerçek 

parametre değerine eşit olduğunda yansızdır. Frekansçı açıdan θ parametresi için bir % 

  1001 x şeklinde güven aralığı: 

    11 uP  

olasılığına karşılık gelir. Bu olasılık, θ’nın tahmincisinin örnekleme dağılımı 

kullanılarak bulunur. Sonuç olarak “Elde edilen rassal aralıkların %   1001 x ’ü 

gerçek parametre değerini içine alır.” şeklinde yorumlanır (Gürsakal&Tüzüntürk,2015: 

78). 

Carlin ve Chib (1995) ise model belirsizliğini bir model göstergesi yardımıyla 

belirleyip MCMC yöntemini kullanarak modellerin karşılaştırılmasında Bayes 

faktörünün elde edilmesini göstermiştir. Han ve Carlin (2001) Bayes faktörü hesabı için 

MCMC metodunu, Sınharay ve Stern (2002) ise Bayes faktörün modeldeki 

parametrelerin önsel dağılımlarına duyarlılığını incelemiş olup Bayes faktörü ve 

alternatif çeşitlerinin kullanımı Araujo ve Pereira (2007) tarafından bazı simülasyon 

çalışmalarıyla gösterilmiştir. Son yıllarda kullanımı artan bu ölçüt, MCMC yöntemi ile 

elde edilmiş modellerin sonsal dağılımlarını kullanan Bayesyen model seçim 
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problemlerinde özel olarak kullanışlı olup,pek çok çalışmada kullanılır hale gelmiştir. 

Markov zinciri kullanarak Monte Carlo simülasyon yöntemi sayesinde, gerekli numerik 

integrallerin alınması sağlanabilmektedir. Bu yöntemle, sonlu sayıda gözlem değeri 

kullanarak, sonsuz sayıda veri elde etmek mümkündür. Böylece çözümü analitik olarak 

zor olan bazı problemlerin, benzetim teknikleri ve bilgisayar yazılımları sayesinde hızlı 

biçimde çözülmesi sağlanabilmektedir.  

En çok kullanılan MCMC yöntemleri, Gibbs örnekleme algoritması ve 

Metropolis-Hasting algoritmasıdır.Bu yöntemler ile karmaşık sonsal dağılımlardan 

örneklem çekme ve sonsal momentleri hesaplamak mümkün olmaktadır. Her bir 

parametreye ilişkin çıkarsamalar yapmak, marjinal sonsal dağılımların grafiklerini elde 

etmek için sonsal dağılımların hesaplanması Bayesyen analizde önemli bir parçadır. 

MCMC yöntemleri bu amaçlara da hizmet etmektedir.   

Bu çalışmanın ana amacı Bayes analizini MCMC yöntemleriyle hesaplamaktır. 

Bu ana amaç doğrultusunda R yazılım programıyla, maden kazaları verileri kullanılarak 

Markov Zinciri Monte Carlo Simülasyonu değişim noktası analizi yapılmıştır. 

Böylelikle her bir parametreye ilişkin sonsal dağılımları hesaplayarak, marjinal sonsal 

dağılım grafikleri ortaya çıkarılmıştır.  

Yukarıda belirtilen amaca ulaşmak için, bu çalışma üç bölümden 

oluşturulmuştur. Birinci bölümde, Bayesyen istatistik ile ilgili genel bilgiler sunularak 

Bayesyen istatistiğin temelleri ve MCMC yöntemi açıklanmıştır. Ayrıca MCMC 

uygulaması yapan yazılım programları gözden geçirilerek kullanıcı dostu bir program 

olan R programı anlatılmıştır. İkinci bölümde Değişim Noktası Analizi’nin temel 

aşamaları detaylı bir şekilde açıklanarak, uygulama alanları yapılmış çalışmalarla 

sunulmuştur. Üçüncü bölümde ise maden kazalarıyla ilgili bilgi verildikten sonra R 

programı kullanılarak MCMC analizini içeren uygulama ve sonuçları sunulmuştur. 

Tezin son kısmında terimler sözlüğü verilmiştir.  

Yapılan uygulamada, maden kazaları verisinin yıllar itibariyle değişimine 

bakılmıştır. Yapılan değişim analizi sonucunda sonsal özetler ortaya çıkarılmış ve 

poisson değişim analizi sonucunda değişim yılının 2003 yılı olduğu görülmüştür.  
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BİRİNCİ BÖLÜM: 

BAYESYEN İSTATİSTİK 

1. GENEL BİLGİLER 

1.1. BAYESYEN İSTATİSTİĞİN TARİHÇESİ 

20. yüzyılın başlarında bilimde Bayesyen istatistik oldukça popülerdi. Ancak 

1980’lere kadar Bayesyen istatistik klasik teoriye sadece alternatif bir yöntem olarak 

görüldü. Klasik teori ve Bayesyen yaklaşım arasındaki önemli fark, Bayesyen 

yaklaşımda önsel dağılımdan gelen parametreler rassal değişken olarak ifade edilir. 

İstatistiksel çıkarsamaya dayanan, önsel dağılım olabilirlik fonksiyonu sonucunda elde 

edilen sonsal dağılımla birleştirilir. Bayesyen teorisinin temel aracı olasılık teorisi 

olmasına rağmen, Bayesyenler çeşitli nedenlerle azınlık olarak görülmüşlerdir. Klasik 

istatistikçilerin en temel itirazı, Bayesyen istatistikçilerin öznel bakış açısına sahip 

oldukları ve önsel dağılımlarla analiz yapmalarıdır. Tarihin ispatladığı gibi, Bayes 

terosinin kurulamamasının esas nedeni veri analizinde sonsal dağılımın 

hesaplanmasında kabul edilebilir sayısal yaklaşım olarak görülmesidir. Asimptotik 

yöntemler belli başlı problemlerde çözüm sağlamaktadır, ancak hiçbir genelleme 

mümkün değildir. 1990 yılına kadar iki grup istatistikçi yeniden MCMC yöntemini 

ortaya koymuşlardır (Gelfand&Smith, 1990: 400). Fizikçiler 1950’lerden beri MCMC 

teorisine yabancı değillerdi. Nick Metropolis ve arkadaşları ilk elektronik süper 

bilgisayarlar geliştirerek, Monte Carlo tekniklerini kullanarak fizik teorilerini test 

etmişlerdir. MCMC yönteminin uygulanması kişisel bilgisayarların hızla gelişmesiyle 

popüler hale gelmiştir. Bayesyen istatistik birdenbire popüler olarak, istatistiksel 

araştırmalarda yeni yollar açmıştır. MCMC yöntemi kullanılarak geleneksel 

yöntemlerin çözemediği karmaşık modeller tahmin edilebilir.  

1990’lı yıllarda MCMC yaklaşımı istatistik biliminde ilk yöntem olarak 

kullanıldığında, bu yöntemle ilgili birçok makale literatürde yer almıştır. 1990-1995 

yılları arasında, MCMC ile ilgili araştırmalarda, çeşitli popüler modellerin 

uygulanmasında yeni yöntemler kullanılmıştır. MCMC yönteminin geliştirilmesi de 

rassal etkilerin ve hiyerarşik modellerin uygulanmasını teşvik etmiştir.  

http://tureng.com/search/s%C3%BCper%20bilgisayarlar
http://tureng.com/search/s%C3%BCper%20bilgisayarlar


7 
 

1990 yılı ortalarına kadar, MCMC yöntemlerindeki gelişim ve büyüme 

istatistiksel araştırmalarda görülmüştür. Otomatik örneklemlerle herhangi bir veri seti 

doğrudan uygulanabilir olacaktır. Kapsamlı bir inceleme için, model ve değişken 

değerlendirilmesi için tasarlanmış çeşitli örnekler de üretilmektedir. Uygun örnekleme 

ve anakütle tabanlı MCMC yöntemleri de MCMC algoritmalarının daha yeni 

gelişiminde ilginç örnekler olarak kabul edilebilir.  

Son olarak, genetikteki gelişmeler Bayes teorisinde yeni ivme kazandırmıştır. 

Örneklem hacmi ve değişkenler açısından büyük miktardaki verilerde geleneksel 

yöntemler uygulanamaz hale gelmiştir. Dolayısıyla, MCMC yöntemiyle birlikte kurulan 

bayesyen yöntemler, model oluşturmada kolaylık sağlamaktadır (Nyzoufras,2009: 194). 

1.2.  İSTATİSTİKTE BAYESYEN YAKLAŞIM 

İstatistiksel araştırmalar ve gözlem sonuçları genellikle veri setindeki genel 

formu D = {x1, . . . , xn}, homojen gözlem olarak tanımlanır. İstatistiksel yöntemler 

gözlemlerden elde edilen sonuçlar ve benzer süreçlerin gelecekteki beklenen 

davranışlarını inceler. Ortaya çıkan istatistiksel sonuçlar açıkça olasılık modeli üzerine 

kurulur (Bernardo, 2008). Matematiğin diğer bilim dallarının aksine, istatistiksel 

çıkarsamalar geleneksel yöntemlerle hesaplandığında varsayımsal bazda eksiklikler 

ortaya çıkmaktadır. Bunun sonucunda, farklı analizler neticesinde yapılan çıkarsamalar 

birbirleriyle uyumsuz ve verilerin analiz sonuçları da birbirlerinden farklıdır. Lindley 

(1972) ve Jaynes (1976)’ın, çeşitli öğretici örnekleri vardır. İstatistiksel çıkarımın 

belirtilenin aksine, bayesyen yaklaşım birleştirici bir mantıksal yapı sağlamak ve 

önerilen yöntemlerin karşılıklı tutarlılığı, belirli temeller üzerine kuruludur. Bayesyen 

yöntemleri istatistiksel çıkarım için tam bir paradigma olmakla beraber, Kuhn (1962) 

bilimsel bir devrim oluşturmaktadır. Bayesyen istatistik matematiksel olarak 

olasılıkların yorumlanmasını gerektirir. Laplace (1812), Jeffreys (1939) ve Finetti 

(1970) kitaplarında “Olasılık Teorisi”nden bahsetmişlerdir. Bayesyen yöntemler i) 

Olasılık teorisindeki istatistiksel yaklaşım problemlerini azaltmak ve bu sayede yeni 

kavramlara olan ihtiyacı en aza indirmek, ii) geleneksel istatistiksel yöntemler arasında 

ayrıma hizmet etmek ve bazı mantıksal tutarsızlıkları mantıksal gerekçelerle 

kanıtlamaktadır. Bütün sonuçların esas temelinde, tüm belirsizlikleri olasılık dağılımıyla 

açıklamak, matematiksel bir ihtiyaç olduğu kanıtlanmaktadır. Ortak olasılık 
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dağılımından yola çıkılarak bilinmeyen parametrelerin değerleri hakkında mevcut 

bilgiler açıklanması Bayesyen yaklaşımın temelini oluşturmaktadır. Geleneksel 

istatistiklere karşın Bayesyen istatistikte parametreler rasgele değişkenler olarak kabul 

edilir.  

1990 yılından bu yana Bayesyen yöntemlerde dramatik bir büyüme olmuştur. 

Bugün bazı uygulamalarda, Bayesyen yaklaşım neredeyse öncü bir araştırma 

niteliğindedir. Verilerin az olduğu veya karmaşık yapıya sahip olduğu alanlarda 

frekansçı yöntemler hala geleneksel uygulama alanlarında Bayesyen yöntemlere göre 

daha baskın hale gelmektedir. Özellikle sosyal bilimlerde, verilerin yorumlanmasında 

kararların rolü oldukça etkili ve Bayesyen yöntemlerin öznelliği daha az direnç 

göstermektedir (Hagan, 2008: 90). 

İstatistikte belli başlı zorluklar bulunmaktadır. Bu zorluklar tasarlanan kompleks 

çalışmalar, karmaşık veri setlerini özetleyen olasılık modelleri uydurmak, 

şu an hakkındaki sonuçlar ve geleceğe yönelik tahminler yapmaktır (Carlin&Louis, 

2000: 15). İstatistiksel çalışmalar bilimsel keşifte, politika formülasyonlarında ve iş 

kararlarında önemli bir rol oynamaktadır. İstatistiksel uygulamalar her alanda 

görülmektedir: klinik karar verme, çevresel risk yönetimi, sigorta oranlarının 

düzenlenmesi, yeni bir ürün piyasaya sürülürken nasıl karar verileceği ve fonların tahsis 

edilmesi gibi. Şu anda istatistiksel analizlerin çoğu istatistiksel paket programlarıyla 

yapılmakta olup bu yöntemlerin çoğu klasik, frekansçı ve istatistiksel felsefe temelli 

analizlerle yapılabilmektedir. Bu çerçevede en çok olabilirlik tahminleri kullanılarak 

hipotez testleri p değerine bağlı olmaktadır.  

İstatistikte Bayesyen yaklaşım ve Bayesyen analiz frekansçı analize göre gitgide 

etkili ve pratik bir alternatif olarak ortaya çıkmaktadır. Bununla birlikte, bayesyen 

yaklaşım nedensel yapının bir analiz seviyesinden yüksek bir analiz seviyesine geçişte 

nasıl çalışır sorusunu cevaplamak için oldukça uygun bir yaklaşımdır. Bayesyen 

yaklaşımda değişkenler rassal ve temel olarak değişkenlerin değerlerinde emin olmadığı 

durumda, ancak belirsizlik durumunda önsel yoğunluk p(θ) olarak karakterize edilebilir. 

Stokastik modellemede önsel dağılımların değiştirilmesinde büyük bir esneklik 

olmamakla birlikte, araştırmacının θ parametresi hakkında varsayımları gruplar arasında 

farklılıklar yarattığından j = 1, . . . , J, grupların gözlemlenebilir özelliklerinin bir 
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fonksiyonu olarak, θj ∼ f (zj, γ ), γ bilinmeyen aşırı parametreler olarak 

tanımlanmaktadır. Bayesyen çerçevenin en önemli etkisi daha fazla gerçekçi duruma 

dayanmasıdır. Son yıllarda, ucuz ve hızlı işlem gücü istatistiksel yaklaşımın simülasyon 

tabanlı uygulamaları kullanan sosyal bilimciler için faydalı olmaktadır.  

1.3. BAYESYEN İSTATİSTİĞİN TEMELLERİ 

Thomas Bayes olasılığın ilk subjektif tanımını yapan Bayes teoremini ortaya 

çıkaran bir matematikçidir. Bayes teoremine dayanan Bayesyen çıkarsamanın temelleri 

1950’lerden sonra kullanılmaya başlanmıştır.  

Bayesyen analizde aşağıdaki adımlar izlenmektedir: 

1. Veri için olasılık modelinin formüle edilmesi. 

2. Önsel dağılımlara karar verirken, veriler gözlenmeden önce bilinmeyen 

parametre değerleri ortaya koyulur. 

3. İlk adımda gözlenebilen değişkenler ve veriye dayanan olabilirlik 

fonksiyonu oluşturularak olasılık modeli formüle edilir. İkinci adımda sonsal 

dağılımları belirlemek için olabilirlikten sonra önsel dağılımlar birleştirilir, veriler 

gözlendikten sonra bilinmeyen parametre değerleri tanımlanır. 

4. Sonsal dağılımların önemli özelliklerini özetler veya sonsal dağılıma 

dayanan miktarları hesaplar. 

Bayesyen istatistiğin ana hedefi model parametrelerinin sonsal dağılımlarını elde 

etmektir. Sonsal dağılım, parametreler hakkındaki bilgilerin ağırlıklı ortalamalarından 

önce önsel dağılımlar ve parametrelerin içerdiği gözlenen veriler hakkındaki bilgiyi en 

iyi şekilde ortaya koyabilir. Bayesyen açıdan bakıldığında, sonsal dağılımın uygun bir 

analiz yoluyla hemen hemen her çıkarımsal soruya cevap olabilir. Bunun yanında 

Bayesyen tahminlerde parametreler örneklemi tam anlamıyla temsil ettiği için en çok 

olabilirlikteki gibi asimptotik normallik varsayımına ihtiyaç yoktur.  

 1.3.1. Veri Modelleri 

Bayesyen analizde ilk olarak, veri için olasılık modellerini seçmek gerekir. Bu 

süreç, eğer parametreler veri için olasılık dağılımı içeriyorsa veri modeli seçiminde 

klasik yaklaşıma benzerdir. Eğer n değeri y1,……………..,yn olarak gözlenir ve bilinmeyen 
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parametre vektörü θ olarak gösterilir, daha sonra gözlenen değişkenler bağımsız olduğu 

varsayılır, veri için olasılık fonksiyonu p(yi | θ) olarak belirtilir. Bu durumda regresyon 

modellerinde i durum için xi eş değişkeni için olasılık fonksiyonu p(yi | xi, θ) olarak 

gösterilir. 

1.3.2. Önsel Dağılım  

Olasılık modeli oluşturulurken, Bayesyen analiz bilinmeyen model parametreleri 

için önceki dağılımının iddiasını gerektirir. Önsel dağılım, bilginin mevcut durumu 

temsil olarak gözlenebilirken, model parametreleri hakkındaki belirsizlikte ortadan 

kalkmaktadır.  

Önsel dağılımları iki kategoriye ayırabiliriz. İlk yaklaşımda bilgilendirici önsel 

dağılım seçilmesi gerekir. Bilgilendirici önsel dağılım ilk başta aşırı subjektif ve bilim 

dışı olarak görülebilir. Bu endişeye karşılık olarak, bir veri modelinin seçiminde 

frekansçıların analizleri öznellikten yoksun değildir. Ayrıca, model parametreleri 

hakkında ek bilgi ya da önsel bilginin varlığı iddia ediliyorsa, veri analizinde bu tür 

bilgilerin eklenmemesi bilimsel olmayacaktır.  

İkinci temel yaklaşım, önsel dağılımı seçerken model parametreleri hakkında 

bilgi vermeyen yapı oluşturulmaktadır. Bilgi olmamasının yanı sıra, belirsiz ve yaygın, 

bazen de referans önsel dağılım objektif dağılım olarak adlandırılır. Ne yazık ki, bilgi 

vermeyen önsel dağılımlar sorunsuz değildirler. İlk olarak, bilgi vermeyen önsel 

dağılımlar oluşturulurken çok çeşitli yaygın kriterler olduğu için, belirli bir veri 

modelinde bu kriterler aynı benzersiz önsel dağılım üretirler. İkinci olarak ise, bilgi 

içermeyen önsel dağılımları oluştururken, parametrenin ölçüm ölçeğinin değişmez 

olması için herhangi bir yöntem kullanılarak bir önsel dağılım oluşturulur. Örneğin, bir 

önsel dağılım oluşturmak için yöntem parametresi q veri modeline uygulanır ve bu 

durumda parametre h = log (q) ile yeniden aynı modele uygulanır, bu parametre q ve h 

üzerindeki dağılımları eşit olasılıklı bilgileri temsil eden olduğu beklenir. Bunun zor bir 

değişmezlik ölçütü olduğu görülmektedir. Bu değişmezlik ölçütünü karşılamak için 

kullanılan tek yaklaşım tek parametre veri modelleri ile ancak çok parametreli modeller 

için karmaşık sonuçlar veren Jeffrey kuralı kullanılmaktadır (Dyk & Glickman, 2007: 

330).        
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1.3.3. Olabilirlik Fonksiyonundan Sonsal Dağılıma Geçiş 

Veri gözlendiğinde olabilirlik fonksiyonu oluşturulur. Verilerin ortak olasılık 

fonksiyonu, ancak gözlenen verilerin işlenmesi, parametrelerin bir fonksiyonu olarak 

görülmektedir. Veri değerlerinin y= (y1, . . . , yn) bağımsız olarak elde edildiği 

varsayıldığında, olabilirlik fonksiyonu aşağıdaki gibi gösterilir.  

      i

n

i

n ypyypyL 



1

1,........,                                                      (1.1) 

Bayesyen çerçevede, veriden gelen θ hakkındaki bütün bilgiler olabilirlik 

fonksiyonunda yer almaktadır. Parametrelerin olabilirliğe uygun en büyük değerleri 

veriler tarafından desteklenmektedir. Gözlenen parametrelerin olasılık dağılımı, sonsal 

dağılım elde etmek için oluşturulan olasılık dağılımı olan  yp  ’yi bulmak için Bayes 

teoremi uygulanır. 

 
   
   

   
 

   yLp
yp

yLp

dypp

ypp
yp 






 


   (1.2) 

Yukarıdaki eşitlikte ’nin anlamı orantı ifaden eden değer, en sağdaki dönem 

θ'ya bağlı olmayan bir normalleştirme sabiti ile çarpılarak zaman ifadeleri eşitlenir.  

1.3.4. Sonsal Dağılım Özetleri 

Sonsal dağılımlar tespit edildikten sonra çıkarımsal sonuçlar uygun bir analiz ile 

özetlenebilir. Parametrelerin nokta tahminleri yaygın ortalama veya sonsal dağılım 

modu olarak hesaplanır. Aralık tahminleri sonsal dağılımın belirtilen yüzde değerlerine 

karşılık bitiş noktalarını üreterek hesaplanabilir.  Sonsal dağılımın %95’lik bir merkezi 

aralığa sahip olduğunda, sonsal dağılım %2,5 ve %97,5 arasında hesaplanmaktadır.  

1.3.5. Öngörü Dağılımları 

Bayesyen yaklaşımın faydalarından biri sonsal dağılım elde edildikten sonra 

öngörü çıkarımı basit olarak hesaplanabilir. Gözlenen değişken olarak varsaydığımız y 

= (y1, . . . , yn) verisi ve gözlenen y değişkeninin tahmini yapılmak istenmektedir. 
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Verilerin analizinde sonsal dağılımlar  yp   olarak bulunmaktadır. Gözlenen değişken 

olan y hakkında olasılıklı açıklamalar yaparken, y’nin sonsal öngörü dağılımı 

hesaplanmak istenmektedir. Sonsal tahmin dağılımı  yyp  şeklinde gösterilmektedir. 

Bu durumda parametre değerlerinin durumlarıyla ilgilenilmeyip, sadece önceki verilerin 

durumları gözlemlenmektedir.  

Sonsal öngörü dağılımı aşağıdaki eşitlikte görülmektedir: 

                                                  θyθθy dpypyp                   (1.3) 

Sonsal dağılım ile veri modelinde, model parametreleri sonsal öngörü dağılımı 

üretilerek tahmin çıkarımları özetlenmektedir (Dyk & Glickman, 2007: 331). 

1.4. BAYES TEOREMİ  

Bayes Teoremi 1763 yılında, bir din adamı olan Thomas Bayes tarafından 

geliştirilmiş olup, istatistikte yeni bir akımın doğmasına sebep olmuştur. Çeşitli koşullu 

olasılıklar arasındaki ilişkiyi veren uygun bir formüle “Bayes Teoremi” denir.   Bayes 

teoremi alışılagelenin dışında, neden-sonuç ilişkilerine, sonuçlardan hareket ederek 

nedenlerin olasılıklarını belirlemek şeklinde yeni bir bakış açısı getirmiştir (Gürsakal, 

1982: 8). 

B1, B2,…..,Bk S örnek uzayının ayrık ve bileşimleri S olan olayları olsun, burada 

  0JBP (j=1,2,……,k). A, S örnek uzayının herhangi bir olayı olsun, öyle ki 

0)( AP . 

O halde Bayes Teoremi kesikli olasılık modeli aşağıdaki eşitlikteki gibi 

gösterilir: 

          
     ABPABPABP

ABP
ABjP

k 




..........21

1         

   

           Kk BPABPBPABPBPBAP

BPBAP




.......2211

11
                                (1.4) 
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 
   

   



k

j

JJ

JJ

J

BPBAP

BPBAP
ABP

1

                            ( j=1,2,……,k)      (1.5) 

En genel olarak aşağıdaki eşitlikteki gibi ifade edilir. 

 
   

 
   

jj

jj

j BPBAP
AP

BPBAP
ABP           (1.6) 

Yukarıdaki eşitlik Laplace tarafından bulunmuş olup, Bayes Kuralı olarak 

adlandırılmaktadır.  JBP ön bilgi veya ön olasılığı gösterirken,  BAP J  ilave ve yeni 

bilgiyi içeren olabilirlik fonksiyonunu ve  JABP  son olasılığı göstermektedir. 

 BAP J  koşullu olasılığını  JABP koşulu olasılıkla ilişkilendiren Bayes kanunudur, 

yani koşul sırasını tersine çevirme yoludur. Bayesyen çıkarım bu mantık üzerine 

kurulmuştur. İlk bakışta basit olan yukarıdaki denklem olasılığı veriden öğrenmektedir. 

Ön bilgilerin seçimi, önceki araştırmalardan, yayınlanmış çalışmalardan, geçmiş 

deneyimlerden, araştırmacının sezgisinden, konu ile ilgili gerçek uzmanların 

görüşlerinden ve diğer veri kaynaklarından geldiği söylenebilir.  

Bayes Teoreminin adımları aşağıdaki biçimde gösterilmektedir.  

 

Ön olasılıklar                 İlave ve yeni bilgi    İlave veya yeni bilgiden  

                                                                                             sonra son olasılıklar 

 

Sürekli olasılık modellerinde ise Bayesyen modelde; sürekli olasılık 

modellerinin dağılım fonksiyonları üzerinden olabilirlikler hesaplanıp Bayes Teoremi 

uygulanarak uygun kararlar alınır. Sürekli rassal değişkenler için Bayes Teoremi 

aşağıdaki gibi yazılır: 

   
 yf

yf
yYf

,
   
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      yffyf ,  

           dyffdyffyf 








  

 
   

   











dyff

yff
yYf       (1.7) 

Yukarıdaki formülün uygulamada hesaplanması oldukça güçtür. Paydada 

integralin yer alması formülün hesaplanmasını zorlaştırır. Formülün hesaplanmasını 

kolaylaştırmak için önsel dağılım kullanıldığı için hesaplamayla ilgili zorlukları ortadan 

kaldıran “eşlenik veya "konjugate ön dağılımlar" kavramları kullanılmaktadır. Önsel ve 

olabilirlik fonksiyonları aynı aileye mensup ise, sonsal dağılımlar analitik olarak elde 

edilebilir. Önsel ve sonsal dağılımların aynı aileye mensup olduğu durumlarda ele 

alınan önseller eşlenik (conjugate) önseller olarak adlandırılır. Eşlenik önseller 

çıkarsama problemlerinde büyük işlem kolaylıkları sağlar. Eşlenik aileye mensup 

olmayan önsellerin kullanılması ise, oldukça karmaşık sonsal dağılımlara neden olabilir. 

Bu durumda da analitik çözümler yeterli olmamaktadır. Eşlenik dağılım ailelerinin 

sahip oldukları özellikler şunlardır: 

Eşlenik ön dağılım oluştururken; 

1. Beta (a, b) ön dağılımını çiziniz. Bu çizim sizin düşüncelerinize yakınsa 

kullanabilirsiniz. Aksi takdirde, dağılımın ortalaması ve standart sapması ayarlanarak 

düşüncelerimize yakın olan ön dağılım belirlenir. Ön dağılımın değer aralıkları üzerinde 

geçerli bir olasılığa sahip olması tatmin edici olmaktadır.  

2. Ön dağılımın “eşdeğer örneklem büyüklüğünü” hesaplayınız: 

neşdeğer= a+b+1 

Bu eşitlikte, ön dağılımdaki bilginin bir rassal örnekleme eşdeğer olduğu 

anlatılmaktadır. Eşdeğer örneklem büyüklüğü gerçek olmayacak kadar büyük ise, ön 

dağılımın standart sapmasını arttırmamız gerekir (Bolstad, 2007: 146). 

Bayesyen analizde modeldeki bütün bilinmeyenler için daima önsel dağılım 

belirlememiz gerekir. Önsel dağılım seçimi subjektiftir. Önsel dağılımlar: 
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 Uzmanlardan öğrenilebilir  

 Tarihsel verilere dayalı olması tatmin edici olabilir 

 Eğer deneme hakkında çok az önsel dağılım mevcutsa, çok büyük 

varyansa sahip belirsiz önsel dağılım seçilebilir. 

 Önsel dağılımlar bunların birleşimlerinden de elde edilebilir 

 Önsel dağılımlar bilinmeyen olarak varsayılabilirler veya tahmin 

edilebilirler 

Eşlenik ön dağılımlar;  

 Eşlenik ön dağılımlar esnek şekilleri ve iyi özellikleri ile iyi seçimdirler.  

 Eğer eşlenik ön dağılımı farklı parametrelere rağmen seçersek bu 

durumda sonsal dağılım aynı dağılışa sahip olur. 

 Diğer bir ifade ile sonsal dağılım önsel dağılımla aynı aileden olduğu 

zaman buna eşlenik adı verilir. Bunun avantajı, önsel parametrelerin genellikle önsel bir 

örnek gibi yorumlanabilir olmasıdır.  

Örnekler şunlardır: 

Olabilirlik WinBUGS Parametre Prior Posterior 

Normal dnorm(theta, tau) Ortalama Normal Normal 

Normal dnorm(mu,theta) Kesinlik Gamma Gamma 

Binom dbin(theta,n) Başarı Olasılığı Beta Beta 

Poisson dpois(theta) Oran veya ortalama Gamma Gamma 

 

 Eşlenik önsel dağılımlar matematiksel olarak uygundurlar, fakat bütün 

olabilirlikler için mevcut olmayıp kısıtlayıcı olabilirler.  

 Eşlenik olmayan önsel dağılımların hesaplamaları daha zordur, fakat 

MCMC yaklaşımı kullanılarak hesaplanması mümkündür (Jackman, 2012: 4). 

 Eşlenik önsel dağılım olma özelliği yararlıdır, ancak artık paket 

programlar (R, Winbugs) sayesinde gerekli değildir.  
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1.5. STOKASTİK SÜREÇLER 

 Zamana göre sıralanan rassal değişkenlerin toplanması sonucunda stokastik 

süreçler meydana gelmektedir. Stokastik kelimesi yunan kökenli olup, rassallık 

anlamına gelmektedir. Süreç kesikli ise Yt, sürekli ise Y(t) ile gösterilmektedir 

(Gujarati, 2009: 796). 

 Bir stokastik süreci tahmin etmenin bir yolu t1, t2,......., tn gibi bir veri setinin Yt1, 

Yt2, ......Ytn birleşik olasılık dağılımını tanımlamaktadır. Stokastik süreci tanımlamanın 

bir diğer yolu ise momentlerini oluşturmaktır. Bu momentler ortalama, varyans ve 

otokovaryans fonksiyonları olarak adlandırılan birinci ve ikinci momentlerdir. Buna 

göre Yt değişkeninin birinci momenti ortalama, ikinci momenti varyans olacaktır.  

Ortalama µt = E (Yt) 

Varyans  tt YVar2  

ve Yt1 ve Yt2 arasındaki otokovaryans; 

Otokovaryans    
22112121

),(, tttttttt YYEYYCov    

şeklinde yazılabilir.  

 Eğer Yt normal dağılıma sahip ise Yt'nin dağılımı Gaussian süreç olarak 

adlandırılır. Dolayısıyla birinci ve ikinci momentler kullanılarak Yt'nin özellikleri 

belirlenebilir (Sevüktekin&Çınar, 2014: 61). 

1.5.1. Poisson Süreci 

 Belli bir zaman aralığında  t,0  ya da belirli bir bölge içindeki başarılı 

durumların sayısıyla ilgili olan, Xt rassal değişkeninin elde edilmesini sağlayan sürece 

Poisson süreci denir; t zaman aralığı ya da bölge büyüklüğüdür. Bir kamu kuruluşuna 

bir saat içinde gelen telefonlar, bir gün içinde bir mağazaya gelen müşteriler, yağmur ve 

kar yüzünden bir yıl içinde şantiyede çalışılamayan günlerin sayısı bu sürece örnek 

olarak gösterilebilir. Rassal süreç kesikli olduğunda olasılık kütle fonksiyonu 

    itXPrt;iPX   olarak tanımlanır. Meydana gelen durum; varış veya bir nokta 
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olarak sayılmaktadır. Bu tür süreçler sayma süreci olarak adlandırılırmaktadır 

(Davenport, 1970: 453). Poisson süreci aşağıdaki varsayımlara sahiptir: 

1. Ayrık zaman aralıklarındaki sonuç sayıları bağımsızdır. 

 2. Süreç zaman boyutunda durağan, yani  21,tt ,  htht  21 ,  aralıklarındaki 

sonuç sayısını gösteren rasgele değişkenlerin olasılık dağılımları aynıdır. 

 3. Küçük t  uzunluklu bir zaman aralığında bir başarı elde etme olasılığı t  ile 

orantılı yani   tktNP  1)(  ve yeterince küçük t  uzunluklu bir zaman aralığında 

iki veya daha çok başarı elde etme olasılığı yaklaşık olarak sıfır, yani 

  02)( tNP ’dır.  

Bu varsayımlar altında )(tN  rasgele değişkeninin olasılık dağılımını bulmaya 

çalışalım. )(tN  nin alabileceği değerler 0,1,2,...  olmak üzere önce  0)( tNP  

olasılığını elde edelim. 

   0)()(    ve0)(0)(  tNttNtNPttNP  

         0)()( 0)(  tNttNPtNP  

         0)( 0)(  tNPtNP  

                   2)(1)(1 0)(  tNPtNPtNP  

    tktNP  1 0)(  

olmak üzere 

 
   

  0)(
 0)( 0)(





tNkP

t

tNPttNP
    (1.8) 

yazılır.   0)()(  tNPty , t nin bir fonksiyonu olmak üzere yukarıdaki ifade 0t  

için  

 )(
)(

tky
dt

tdy
  
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diferensiyel denklemi biçimine gelir. 1)0( y  başlangıç değerine bağlı olarak  

 ktety )(  

elde edilir. Buna göre t anına kadar veya t uzunlukta bir zaman aralığında sonuç 

olmaması olasılığı 

  P N t e kt( )   0  

dır.  

       Şimdi   ,...2,1,)(  nntNP  olasılığını hesaplayalım. 

   



n

j

jntNttNjtNPnttNP
0

)()( , )()(   

                   



n

j

jntNttNPjtNP
0

)()()(  

                   



n

j

jntNPjtNP
0

)()(      (1.9) 

olmak üzere n  1 için, 

 

         0)(1)(1)(0)(1)(  tNPtNPtNPtNPttNP  

                  tktNPtke kt   1.1)(  

ve 

   
 1)(

1)(1)(




  tNkPke
t

tNPttNP kt  

yazılır.  1)()(  tNPty  gösterimi ile t  0 için  

 )(
)(

tkyke
dt

tdy kt    
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diferensiyel denklemi elde edilir. )()( tyetv kt  dönüşümü sonucu 

 k
dt

tdv


)(
 

ve  

 kttv )(  

 ktety kt)(  

bulunur. Buna göre, 

   ktetNP kt1)(         (1.10) 

dır.  n  2 için,  

       nttNP  )(    




2

0

)()(
n

j

jntNPjtNP  

       0)()(1)(1)(  tNPntNPtNPntNP   

               0)()(1)(1)(  tNPntNPtNPntNP  

            tkntNPtkntNP  1)(1)(  

              ntNPtkntNPntNP  )()(1)(  

olmak üzere  

   
   ntNkPntNkP

t

ntNPnttNP





)( 1)(

)()(    (1.11) 

yazılır.  ntNPtyn  )()(  gösterimi ile t  0 için  

 )()(
)(

1 tkytky
dt

tdy
nn

n    

diferensiyel denklemi ve )()( tyetv n

kt

n   dönüşümü sonucu 
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 )(
)(

1 tkv
dt

tdv
n

n
  

diferensiyel denklemi elde edilir. kttv )(1  olmak üzere ,...3,2n  için ardışık 

çözümler, 

 
2

)(
)(

2

2

kt
tv    

2

)(
)(

2

2

kt
ety kt  

 
3.2

)(
)(

3

3

kt
tv    

3.2

)(
)(

3

3

kt
ety kt  

 . . . 

 
!

)(
)(

n

kt
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 Buna göre, 
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elde edilir.  

 t  değerini sabit alıp t  uzunluğunda belli bir zaman aralığı için bu zaman 

aralığında meydana gelen sonuçların sayısı X  rasgele değişkeni ile gösterilirse, kt  

olmak üzere, 

 
!

)()(
x

e
xXPxf

x
      ,     ,...2,1,0x     (1.13) 

ve 

  =)(     ,    )( XVarXE   

dır. X  rasgele değişkeni Poisson dağılımına sahiptir. 
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 Bu kısmın başında yapılan varsayımlar altında tanımlanan )(tN  rasgele 

değişkenlerinin  0:)( ttN  ailesine Poisson Süreci denir. Poisson Sürecinde ilk sonuç 

ortaya çıkıncaya kadar geçen zaman T  rasgele değişkeni olmak üzere, 

   ktetNPtTP  0)()(  

 
ktetTPtF  1)(1)(  

 
ktketf )(         (1.14) 

dır, yani T  üstel dağılıma sahiptir. Birinci sonuç ortaya çıktıktan sonra ikinci sonuç 

meydana gelinceye kadar geçen zaman da üstel dağılıma sahiptir. Poisson Sürecinde 

sonuçların ortaya çıkış zamanları arasındaki farklar bağımsız ve aynı üstel dağılımlı 

rasgele değişkenlerdir (Garcia, 2008: 507). 

1.5.2. Gauss Süreci 

Stokastik süreç   TttXX   olarak tanımlandığında Gaussian süreç olarak 

ifade edilir. Eğer her bir n vektörü       '21 ,......,, ntXtXtX olarak gösterildiğinde bütün 

n’ler için nttt ..,,........., 21 ’ler çok değişkenli normal vektör olarak tanımlanır.  

Daha ayrıntılı olarak, yukarıdaki tanımda bütün stokastik 1n vektörleri, 

      '21 ,......,, ntXtXtX         

çok değişkenli normal dağılıma sahiptir. 

     ,,,.........,,,......,, 2121,........,, 21 nnttt tttCtttNF
n

      

 nttt ,........,, 21  1n olasılık vektörü olduğu durumda,  

    iix tXEt   ni ,........,1       

nn kovaryans matris     nn

jiijn ctttC
,

1,121 ,.......,,


 olarak tanımlandığında, 
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        njnittttRttCovc jXiXjiXjiXij ....,,.........1;..,,.........1,,,   ,  

Gauss sürecinde çok değişkenli dağılımın bütün marjinal dağılımı normal 

dağılıma sahiptir. Bu varsayım altında kovaryans matrisi içindeki girdiler otokovaryans 

fonksiyonunun uygun değerleri olmaktadır. 

      Tbütün t     0  tZEtZ değerleri için,  

     tZtftX  ’nin ortalama fonksiyonu       tftXEtX  olur.  

 stR ,  simetrik ve negatif olmayan fonksiyon olarak tanımlansın. Gauss 

stokastik süreç olan X ile  stR , ’nin otokorelasyon fonksiyonu ve ortalama fonksiyonu 

sıfır olarak verilsin. 

     1,1

1,1121 ,,......,,
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   1111

' ..,,.........,,,.........  niii sssss  eşitliğini ele alalım. 

İki adımda ispatla(nmaktadır. 

1. 
1nt

X verildiğinde,   1111 ,........,,,.........  nii ssss ’in karakteristik 

fonksiyonu aşağıdaki eşitlikteki gibi gösterilir. 

 
          '1121 .,,.........1,,.......,,   niit tXtXtXtXtXX

i
 

2. 
1nt

X verildiğinde,   1111 ,........,,,.........  nii ssss ’in karakteristik 

fonksiyonu her n-1 için 
 itX değişkeni normal dağılım gösterir. 
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Yukarıda açıklanan adımların detayları aşağıda gösterilmektedir.  

1.  1111 ..,.........,...,,.........  niii xxxxx  

1nt
X     1111 ,........,,,.........  nii ssss  

=
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














i

i
n

nniiii
x

x
t

xsxsxsxsi
xdFe

1

11111111 .......................
........  

        =
 

    it

xsxsxsxsi
xdFe

i

nniiii 







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........    (1.16) 

2.   
11111 ,........,0,,,.........
 ntnii Cssss   1111 ,........,,,.........  nii ssss ’ 
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 eşitliğinde 
 itX kovaryans matrisi olarak kabul 

edilmektedir. 
1nt

X Gaussian rassal değişken olduğunda, 

1nt
X   1111 ,........,0,,,.........  nii ssss  

 iiti sCs

e
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'

2

1


       (1.17) 

Yukarıdaki bilgileri özetlediğimizde; 

 Her simetrik negatif olmayan  stR ,  fonksiyonu için bir Gauss süreci söz 

konusudur. 

 Gauss süreci, son olarak ortalama fonksiyonu ve otokorelasyon fonksiyonu ile 

belirlenir (Koski, 2014: 240). 

1.6. YAPISAL KIRILMA 

İktisadi değişkenler birçok faktör tarafından etkilenerek zaman içinde eğilim 

göstermektedir. Trend adı verilen uzun dönem eğilimi zaman zaman küçük değişiklikler 

gösterebilir ve bu değişiklikler geçicidir. İktisadi değişkenleri etkileyen faktörler bazen 
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de değişkenlerin trendinde kalıcı etkilere neden olurlar. Bu tür değişikliklere “yapısal 

değişiklik” ya da “yapısal kırılma” denmektedir (Güriş&Çağlayan, 2000: 695). Yapısal 

kırılmaların nedenleri; savaşlar, afetler (deprem, sel, yangın, kuraklık vb.), politika 

değişiklikleri, grevler, teknolojik değişmeler, ekonomik krizler olarak gösterilebilir. 

Yapısal kırılmanın olması durumunda bunun nedenlerinin ve sonuçlarının 

belirlenmesi son derece önemlidir. Ancak bundan önce yapısal kırılmanın belirlenmesi 

gerekmektedir. Herhangi bir olay nedeni ile bazı değişkenlerde yapısal kırılma olduğu 

yönündeki bilgilerin olması yapısal kırılmanın olduğunu söylemek için yeterli 

olmamaktadır. Bu nedenle iktisadi değişkenlerin ekonometrik analiz yoluyla 

incelenmesi gerekmektedir (Güriş&Çağlayan, 2000: 696). 

Yapısal kırılmanın analizlerde göz ardı edilmesi, önemli istatistiksel sorunlara 

yol açmaktadır. Ekonomide yapısal kırılmalar belirgin bir şekilde ortaya çıktığında fakat 

buna rağmen bu tür değişmeler bir regresyon modeli çerçevesinde dikkate 

alınmadığında ya da ihmal edilerek tahminlerde bulunulduğunda elde edilen sonuçlar ve 

buna bağlı olarak yapılan önraporlamalar sistematik sapmalı(eğilimli) olacaktır 

(Sevüktekin&Çınar, 2014: 413). 

1.7. BAYESYEN İSTATİSTİKTE PARAMETRE TAHMİNİ 

Parametre tahmininden önce matematiksel modele karar verilmesi 

gerekmektedir. Matematiksel modelleme gerçek dünyanın daha iyi anlaşılmasına ve 

açıklanmasına, büyük ölçekli modelleme imkanı sağlamaktadır. Veriler bir araya 

getirilerek düzenlendiğinde, bilgiye dönüşürler (Oğuzlar, 2004: 3). Veriden doğrudan 

elde edilen bilgiler sayesinde gerçek yaşam fenomeni dağılım modeli ortalaması 

tarafından tahmin edilmektedir. Parametrelerden oluşan dağılım modelinin tahmin 

edilmesi gereklidir. Bu parametreler modeldeki parametreleri sabitlemek ve verilerin 

etkin ve doğru kullanımı için gerekli mekanizmayı sağlamaktadır. Parametre tahminini 

frekansçı yaklaşım ve bayesyen yaklaşıma göre inceleyeceğiz. 

Frekansçı yaklaşımda; parametre tahmini klasik bir yaklaşımdır. Bilinmeyen ve 

sabit parametre   olduğu varsayılır. En çok olabilirlik yöntemiyle tahmin edilen   

değeri seçilmektedir. Parametre tahmininde, tüm mevcut verilerin dağılımı sabit    

değeri ile oluşturulan üretken modeller olarak sınıflandırılır.  
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Buna karşın, Bayes yaklaşımında subjektif olasılık ve öznel değerler ortaya 

çıkmaktadır. Bu durumda veri sabitlenir ve  ’nın olası değerleri ortaya çıkmaktadır. 

Bayesyen yaklaşımda dağılım modelinde tahmin edilen parametreler ayırt edici model 

olarak da bilinen koşullu modelde sabit   değeri oluşturulur (Eshky, 2008: 4). 

Bayesyen yaklaşım Bayes kuralı olarak bilinen basit bir formüle bağlıdır.  A ve 

B gibi iki rassal değişkene sahip olduğumuzu varsayalım. Temel kural zincir kuralı 

olarak bilinen olasılık teorisi, A ve B’nin ortak olasılığını belirtmek amacıyla özel değer 

olarak verilen a ve b, P(a, b) olarak belirtilir. Koşullu olasılıkta A’nın değeri a ile 

gösterilirken B’nin değeri b ile gösterilir. P(a|b) koşullu olasılığı ifade edilir.  

Ortak olasılık = Koşullu olasılık * Marjinal olasılık 

P(a, b) = P(a|b)P(b) 

P(a, b) = P(b|a)P(a) 

 
   

 bP

aPabP
baP   

 
   

   


A

a
aPabP

aPabP
baP

'

''
       (1.18) 

Bayes kuralı yukarıdaki eşitliklerde gösterilmiştir. A verildiğinde B’nin koşullu 

olasılığı, B verildiğinde A’nın koşullu olasılığı tahmin edilir. Bu durum önsel ve sonsal 

bilgiyi açıklamaktadır. Önsel olasılık, herhangi ek gözleme gerek kalmadan bize 

önceden verilen olasılık değeridir. Sonsal olasılık, önsel bilgiye ulaştıktan sonra önsel 

dağılımdan elde edilen olasılık değeridir. Önsel olasılık olan P(a), sonsal olasılık P(a|b) 

olarak gösterilmektedir. Ek gözlem B, b değerini alarak gözlemlenir.  

Bayes kuralı gücünü rassal değişkenler ve olasılık değerlerinden almaktadır. 

Parametre tahmini sırasında   parametresinin verilen kanıt ve b verisinin tahmin 

edilmesi gerekli olabilir. Verilerin olasılığı parametre için verilen en çok olabilirlik 

yöntemiyle hesaplanır.  

Böylelikle parametrelerin verilen olasılıkları aşağıdaki gibi hesaplanır. 
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 
   
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

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

PdP

PdP
bP        (1.19) 

Bayesyen tahmin ampirik araştırmalarda disiplin ve pragmatik önem 

sağlamaktadır. Modeldeki bütün bilinmeyen parametrelerin tahmini ve hipotez testleri 

tartışmalı olduğu durumda, gelecekteki gözlemler için olasılıkları tahmin etmemiz 

gereklidir. Geçmişteki elde edilen verilerin bilgisi Y = y, parametrik olabilirlik 

fonksiyonu L(θ) ve önsel dağılım ise p(θ) ile gösterildiğini varsayalım. Önsel dağılımlar 

iki tipte incelenir. 1) Informative önsel dağılım: ilgilenilen önsel dağılım hakkında 

güçlü bir bilgi mevcut olduğunda kullanılır. Örneğin önceki çalışmalarda elde edilen 

bilgi ilgilenilen veri seti ile ilişkili ise yeterli bilgi olduğuna karar verilir. 2) 

Noninformative önsel dağılım: ilgilenilen önsel bilgi hakkında çok az bilinen olması 

durumunda kullanılır. Çok seviyeli modellemede daha çok “diffuse” veya “flat” 

informative önsel dağılım kullanılmaktadır. Örneklem dağılımı örneklem dışı olarak 

verilen Y∗ değeri Y = y olarak ifade edilip, eğer θ bilinseydi, kabul edilebilir bir tahmin 

dağılımı olabilirdi. Fakat θ bilinmediği zaman bu dağılım kullanılmamaktadır. 

Bayesyen olasılık dağılımı tahmini p(y∗|y) aşağıdaki gibi gösterilmektedir.  
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                                                  


,* yypE
y

                                           (1.20) 

Diğer bir deyişle, sonsal dağılım olan p(y∗|y,θ) bayesyen olasılık tahmini 

fonksiyonudur.  Eğer geçmiş ve gelecek değerleri θ koşulunda bağımsız oldukları 

durumda dağılım p(y∗|y, θ) = p(y∗|θ) eşitliği ile ifade edilir (Koop, Poirier &Tobias,  

2007: 71).  

Çok seviyeli modellerde ilgilenilen parametre sayısı kadar bilinmeyen parametre 

değeri vardır. Bayes yorumlamada parametrelerin ortak sonsal dağılımı bulmak gerekir. 

Ortak sonsal dağılışın bulunabilmesi için, çok boyutlu integrasyonların çözümü 

gerekmektedir. İntegrasyonların çözümü zor olduğundan alternatif bir yöntem olan 

MCMC yaklaşımı kullanılmaktadır.  

Bayes modelleme için pratikte kullanılan iki temel MCMC yöntemi vardır. 

1) Metropolis-Hastings Örnekleme 

2) Gibbs Örnekleme 

Gibbs örneklemesinde parametrelerin şartlı önsel dağılımları standart bir forma 

sahip olduğu durumda kullanılır. Eğer şartlı önsel dağılımlar standart bir dağılıma sahip 

değilse Metropolis-Hastings yöntemi kullanılır.  

1.8. MARKOV ZİNCİRİ VE MONTE CARLO SİMÜLASYON YÖNTEMİ 

MCMC yaklaşımı; örneklemden alınan bir ya da birden fazla önsel dağılımın 

boyutu ve önsel dağılımın hareketini incelemektedir. Markov zinciri ve Monte Carlo 

simülasyon yöntemi bu süreci ifade etmektedir. Monte Carlo Yöntemi rastgele sayılarla 

denenerek yaparak sonuca ulaşmayı amaçlayan deneysel bir yöntemdir. Bu şekilde 

matematiksel ve fiziksel problemlerin çözümü amaçlanmaktadır. Los Alamos Bilimsel 

Laboratuar’ından John Von Neumann, Stan Ulam ve Nick Metropolis adlarında üç 

bilim adamı tarafından ortaya çıkarılmıştır. Metropolis algoritması olarak da bilinir. 

Algoritma, kesin çözüm yapmanın zor olduğu problemlerde tahmini çözümlere gitmeyi 

amaçlar. Yani olasılık teorisi üzerine kurulmuştur.  1930 yılında İtalyan bir fizikçi olan 

Enrico Fermi’nin, yeni keşfedilmiş olan nötronun özelliklerinin hesaplaması sırasında 

Monte Carlo Yöntemi’ni kullanması ile bu yöntemin adı duyulmuştur. Sınırlı hesaplama 
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kaynaklarına sahip olunduğunda sıklıkla kullanılan bir yöntemdir. Örnek olarak Monte 

Carlo Yöntemi İkinci Dünya Savaşı sırasında ilk atom bombasının geliştirildiği 

Manhattan Projesi’nde kullanılmıştır. Monte Carlo kısmı rasgele simülasyon sürecini 

ifade eder. Markov zinciri ise; önceki değer göz önüne alındığında önsel dağılımdan 

yeni bir değer örneklem sürecini ifade eder. Bu iteratif süreç değerleri önsel dağılımdan 

çekilen örneklemin markov zinciri değerini oluşturmaktadır. Markov zincrileri bir 

optimizasyon aracından çok simülasyon modeller için de bir tahmin ve açıklama aracı 

olarak kabul edilmektedir (Aytaç, 2015: 194). 1950’li yıllarda (Metropolis ve diğ., 

1953) tasarlanan MCMC, Geman ve Geman (1984) ve Besag (1986) tarafından görüntü 

işleme önemli uygulamaların yayımlanması ile 1980 yılına kadar istatistiksel 

uygulamalarda çok az ilgi gördü. Bu durumla ilgili olarak Besag’ın ilgi çekici başlığı 

“kirli resim istatistiksel analiz” patlama yaratırken, gerçekte: MCMC yaklaşımı 

kullanışlılığı ve kolay uygulanabilirliğiyle dünyada ses getirmiştir. MCMC 

yaklşaımında bilinmeyen her bir parametre değeri için iterasyon yapılarak tahminler 

üretilmektedir. Bu tahminler birbirine bağımlıdır. Hassas tahminleri elde edebilmek için 

çok sayıda iterasyon yapılması gerekmektedir.  

MCMC yöntemleri Bayesyen analizin gelişimine ve ilerlemesine çok büyük 

katkı sağlamaktadır.  

1.8.1. Monte Carlo İntegrasyonu 

Monte Carlo yaklaşımı integralleri hesaplayıp, rassal sayı üretmek için fizikçiler 

tarafından geliştirilmiştir. Karmaşık integral hesapladığımızı varsayalım; 


b

a

dxxh )(  

f(x) fonksiyonu üretildiğinde h(x) fonksiyonu ayrıştırılırsa, olasılık dağılım 

fonksiyonu olan p(x) , (a,b) aralığında tanımlanır.  

   

b

a

xp

b

a

xfEdxxpxfdxxh )()()()(      (1.21) 
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İntegralde p(x) değerinin yoğunluğu üzerinde f(x) fonksiyonu bir beklenti olarak 

ifade edilir. Eğer f(x) fonksiyonu çok sayıda gözlemden oluşuyorsa x1,….,xn p(x) 

yoğunluğundan gelen rassal değişkenler eşitlik 1.26’da gösterilmiştir. 

      



n

i

ixp

b

a

xf
n

xfEdxxh
1

1~)(       (1.22) 

Bu eşitlik Monte Carlo integrasyonu olarak kabul edilir. Monte Carlo 

integrasyonu Bayesyen analiz için gerekli olan yaklaşık önsel dağılımları 

kullanmaktadır. İntegralin şu şekilde tanımlandığını varsayarsak;      dxxpxyfyI   

yaklaşık olarak aşağıdaki eşitlikteki gibi ifade edilir. 

   
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
n

i

ixyf
n

yI
1

1ˆ         (1.23) 

Fonksyonda xi değeri p(x) yoğunluğundan elde edilmektedir. Monte carlo 

simülasyonu standart hatası aşağıdaki gibi hesaplanır. 

        



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1.8.1.1. Önem Örneklemesi  

p(x) ‘in yoğunluğunun q(x)’e yakınlaştığını varsayalım;  

   
 
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Önem örneklemesi yönteminin temelini oluşturmaktadır. 

     
 
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Örneğin, marjinal dağılım fonksiyonu olan y değeri       dxxqxyfyJ  

yaklaşık olarak, 
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Önem örneklemesi için alternatif fonksiyon ise; 

   
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Monte Carlo varyansı ise; 
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(Walsh 2004: 20).  

1.8.2. Markov Zinciri   

Markov zincirleri bilgisayar biliminde sıklıkla meydana gelen stokastik süreçleri 

modellemede önemli bir araçtır. Markov zincirinin çok sayıda önemli özelliği vardır.  

Markov zinciri k’ıncı sıradaki bir dizi rassal değişken X1, X2, X3,…., olarak 

verildiğinde, önceki tüm değerler göz önüne alındığında bir sonraki değerin olasılık 

dağılımı sadece son k değerine bağlıdır. Bu durum aşağıdaki gibi gösterilir. 

   kttttttt XXXXXXXX   ,......,,,......., 2112,1        (1.30) 

Markov zincirleri, zaman içinde gelişen doğal süreçleri açıklar, böylece t zaman 

olarak adlandırılır ve Xt değeri olarak belirtilir. Gözlemlerin dağılımı zaman içinde 

değişmiyorsa markov zinciri homojen olarak tanımlanır.  

Xt | Xs = Xt−s | X0.          (1.31) 

Bazı markov zincirleri durağan dağılıma sahipken, olasılık dağılımı A’nın her 

bir alt kümesi için geçerlidir. 
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  )( AXPA t          (1.32) 

Bu olasılık dağılımının önemli özelliği zamana göre "durağan" olduğunu; Xt’nin 

olasılığı belirli durum veya durumlara t değeri bağlı değildir. Markov zinciri k’nıncı 

periyot k> 1 olduğunda Xt’nin şu anki durumu periyodik (periodic) olarak tanımlanır. 

Eğer k dönemi 1’den büyük değilse k periyodik olmayan (aperiodic) olarak tanımlanır. 

Markov zincirinin periyodik olmayan (aperiodic) zincir olması beklenir. Bir veya birden 

fazla aşamada bir durumdan diğer bir duruma geçiş mümkündür. Bu özelliği ile Markov 

zincirinin indirgenemez (irreducible) olduğu söylenir. Markov zinciri indirgenemez ve 

periyodik olmayan ise, o zaman özel bir durağan dağılıma sahiptir. Simetrik rassal 

yürüyüş indirgenemezdir. Ayrıca, Markov zinciri sınırlayıcı dağılımı, adım sayısı 

sonsuza yaklaştıkça durağan dağılıma eşit olacaktır. Bir durumdan tekrar diğer bir 

duruma gelme olasılığı olan zincirlere geri dönüşlü (Recurrence) denir. Eğer beklenen 

zamanın dönüşünün sonsuz olup olmadığında, tekrarlanan durumun pozitif dönüşlü ya 

da boş (null) dönüşlü olduğunu söylemek mümkündür.  

MCMC teoremi ergodikliği içinde barındırmaktadır. Ergodiklik, pozitif 

tekrarlayan ve periyodik olmayan sabit bir dağılım olan  A 'yı oluşturur. 

   1lim XAXPA n
n




        (1.33) 

1.37’deki eşitlikte terimler pozitif tekrarlanan ve periyodik olarak tanımlanır. 

Durağan dağılımın varlığı sadece garanti değil, aynı zamanda başlangıç değeri olan X1 

zincirin asimptotik davranışını etkilemez. Zincirin başlangıç değeri A’nın olasılığı  A  

ile gösterilir. Uygulamada bazı gecikmeli gözlemler, durağan dağılım temsilcisi 

olmayan gözlem değerleri olan “burn-in değerleri” zincirden atılmaktadır 

(Link&Barker, 2010: 59). Burn-in değerleri örnekte başlangıç değerinin etkisini 

kaldırmak için periyoda ilk B iterasyonun atılmasıdır. Eğer üretilen örnek yeterince 

büyük ise, önsel (prior) özetlerin hesaplanmasında bu periyodun etkisi küçüktür. 

Bu teoremin 3 tane varsayımı vardır: 

1. Markov zincirinin nerede olduğu ihtimalini düşündüğümüzde, 

aperiodiktir. 
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2. Markov zinciri çoğu zaman “kötü karışım” yani yaklaşık olarak 

indirgenebilir olarak tanımlandığında, durum uzayları arasında nadiren geçişler 

meydana gelmektedir. Bu durumda markov zinciri yakınsama olmasına rağmen çok 

yavaştır.  

3. Pozitif geri dönüş markov zinciri için zordur.  Fakat olumlu yanı ise; 

markov zinciri sınırlı sayıda ve indirgenemez ise, o zaman pozitif tekrarlanan olması 

gerekir (Arnold, 1993: 3). 

1.8.2.1. Markov Zincirinin Genel Özellikleri 

Markov zincirinin birçok özelliği önemli olup, özellikle uzun dönem istikrarın 

sağlanması açısından gerekli olmaktadır. Bir zincirin matematiksel durumu ortaya 

konulduğunda, ortak dağılımdan yararlanılarak bir örneği üretme yeteneğine sahip olup 

olmadığını belirlenebilir. Gamerman&Lopes (2006), Iosifescu (1980), Norris (1997), 

Nummelin (1984) ve Tierney (1996) markov zinciri hakkında geniş bilgi vermişlerdir.  

1.8.2.1.1. Homojenlik 

Homojen markov zinciri n. inci aşamada n’in değerine bağlı olmadan geçiş 

olasılığına sahiptir. İlk aşamada marjinal dağılımın başlangıç değerleri homojen 

değildir. Bunun nedeni Gibbs örneklemesi ve Metropolis algoritması, MCMC 

uygulamalarını tanımlayan zincirler bu kritik özelliğe sahip olup, n gerçek bir değere 

sahip olmadığında geçiş çekirdeği tarafından yönetilir. 

1.8.2.1.2. İndirgenemezlik (Irreducibility) 

A değeri sürekli ve bir alt uzaya sahip olan her bir noktanın diğer noktaya geçişi 

sağlanıyorsa Markov zincirinin indirgenemez olduğu söylenir. İndirgenemezlik alt 

uzayın ve zincirin karakteristik bir özelliğidir. Bu nedenle indirgenemezlik, uzayda iki 

nokta arasındaki yolun varlığını ima etmektedir. İndirgenemezlik ve tekrarlanma 

arasında önemli kilit bir ilişki vardır. 
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1.8.2.1.3. Tekrarlanma (Recurrence) 

Eğer bir alt uzay; kapalı, sonlu ve indirgenemez ise alt uzayın içindeki tüm 

durumlar tekrarlanabilir. Tekrarlanma markov zinciri için arzu edilen bir özelliktir. A 

değeri için, indirgenemez markov zinciri tek bir nokta veya tanımlanan birden fazla 

noktanın sıfırdan farklı olduğu durumda zincir değeri sonsuzdur. A’ya dönüşün 

ortalama süre ile sınırlandırıldığında Markov zincirinin pozitif tekrarlanabilir olduğu ve, 

aksi taktirde boş tekrarlanma olacağı Doeblin (1940) tarafından tanımlanmıştır. 

1.8.2.1.4. Durağanlık (Stationarity)  

A durum uzayında markov zinciri θ için durağan dağılım π(θ) olarak tanımlanır. 

p(θi, θj)’in olasılığı, zincirin θi'den θj’ye hareket edecek geçiş çekirdeğinden rastgele 

seçilen t adımı ve πt(θ)’nin marjinal dağılımı olarak belirtilir. 

Durağan dağılım aşağıdaki gibi tanımlanır: 

     
j

t

jii

t p

t




1,           (Kesikli durumda)   (1.34) 

     j

t

ijii

t dp  1,         (Sürekli durumda)    (1.35) 

Bu nedenle geçiş çekirdeği tarafından çarpma ve şuanki noktanın 

değerlendirilmesi, aynı marjinal dağılımı üretir: π = πp.  

Zincir durağan dağılıma ulaştığında (asimptotik bir durum olduğunda; değişmez 

dağılım, denge dağılımı ve sınırlayıcı dağılım olarak ifade edilir) marjinal dağılıma göre 

alt uzay boyunca π(θ) sonsuz dağılım göstermektedir. Eğer markov zincirini 

oluşturacaksak, Bayesyen modelimizde istenen sonsal dağılım bu durumda durağan 

dağılıma yaklaşır. Daha sonra bu alt uzaydaki ampirik örnekler özetlenir.  

1.8.2.1.5. Ergodiklik (Ergodicity) 

Markov zinciri, indirgenemez, pozitif tekrarlanan ve düzensiz ise ergodiktir. 

Ergodik markov zinciri tüm θi, ve θj için aşağıdaki gibi tanımlanır. 

   iji

n

n

p  


,lim          (1.36) 
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Ergodik teorem markov zinciri sayesinde büyük sayılar kanununa 

benzemektedir. θi+1, . . . , θi+n’e kadar markov zinciri değerleri oluşturduğumuzda, 

bunlar ergodik dağılım istatistiksel olarak  h aşağıdaki gibi hesaplanır. 

      hh
n

ni

ij

iih  






1

1
       (1.37) 

MCMC tahmini için önemli bir özelliktir çünkü durağan dağılımdan simülasyon 

değerlerini alabileceğimizi ve üretilen serinin doğasını bozmadan güvenli bir şekilde 

analiz edebileceğimizi göstermektedir.  

1.8.3. Popüler MCMC Algoritmaları 

Metropolis ve arkadaşları, Markov zincirine dayanan simülasyonu kullanarak 

Metropolis algoritmasını formüle ettikten sonra, Hasting bu orijinal yöntemi geliştirmiş 

ve bu formülü Metropolis-Hasting algoritması olarak adlandırmıştır. Green ise, 

Metropolis-Hasting algoritmasını genelleştirerek farklı boyutlu parametre uzaylarından 

örnekleme için reversible jump M-H adını vermiştir. 

1.8.3.1. Metropolis-Hastings Algoritması 

1953 yılında yayımlanan Metropolis’le ilgili makalede Boltzman dağılımının 

özel bir durumu önerilmiştir. Makalede istatistiksel fizikte yaygın olarak kullanılan 

bireysel moleküllerin etkileşimleri ve sonradan oluşan algoritmaların özelliklerinin nasıl 

hesaplandığı anlatılmaktadır.  

1970 yılında, Keith Hastings yazmış olduğu makalede genel olarak bu fikri 

genişletti. 2000’li yıllarda bu algoritma en iyi 10 algoritmadan biriydi. Metropolis-

Hastings Metropolis algoritmasının en genel formu olup, Gibbs örneklemesi de 

Metropolis-Hastings algoritmasının özel bir şeklidir. Metropolis-Hasting örneklemi 

Metropolis örnekleminin öneri dağılımının simetrik olması dışında, birebir aynıdır. 

Bayesyen istatistikte, Metropolis-Hastings ve Gibbs örneklemi MCMC 

algoritmasının iki genel hali olarak kullanılmaktadır. MCMC simüle edilen bağımsız ve 

yaklaşık önsel dağılımın yöntemler sınıfıdır. Buna karşın, Metropolis-Hastings 
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algoritması hata terimleri aynı ve bağımsız dağılmış olup, rassal değişkeninin genel hali 

değildir ve Markov zincirinden ilişkili değişkenler oluşturulamamaktadır.    

Metropolis-Hastings algoritmasında, şimdiki değere bağlı olarak rassal sayı 

ekleyerek önerilen yeni bir değer üretilmektedir. Bu dizi, yaklaşık dağılım ya da integral 

hesaplamak için kullanılabilir. Bu süreçte, önerilen değer hesaplandıktan sonra bu 

önerilen değerin yeni değer olarak kabul edilip edilemeyeceğine karar verilir. Eğer 

önerdiğimiz değer eski değerle karşılaştırıldığında yeterliyse, bunu kabul ederiz ya da 

tekrar eski değerini kullanırız. Önerilen değerin olasılığı mevcut değerin olasılığından 

yüksek ise, yeni değer kabul edilir. Bu değerler dizisi histogram oluşturmaya ya da 

beklenen değeri hesaplamak için kullanılabilir.  

Metropolis-Hastings algoritmasında şimdiki değere rassal bir sayı eklediğimizde 

simetrik dağılım kullanabiliriz fakat Metropolis-Hastings algoritmasında asimetrik öneri 

yoğunluğu kullanılır.   

π dağılımın beklenen değerini bulmak istediğimizi varsayalım, ancak olasılık 

yoğunluk fonksiyonunun integralini alamayız. Bu dağılımdan örneklem çektiğimizde ve 

örneklem ortalamasını bulduğumuzda, dağılım beklenen değerine yaklaşacaktır. Basit 

bir şekilde: 

     (1.38) 

Monte Carlo’nun anlamı π dağılımından oluşturulan örnekler integrale yaklaşır. 

Markov zinciri sürecinde yeni değer eski değerine bağlı olup, xi+1 sadece xi bağlıdır 

bütün değerlere bağlı değildir. Ayrıca bu süreçte, geçiş matrisi indirgenemez ve 

düzensiz olduktan sonra zincir denge dağılımına yaklaşmaktadır.  

Burn-in periyot, örnekte başlangıç değerinin etkisini kaldırmak için periyoda ilk 

B iterasyonun atılmasıdır. Eğer üretilen örnek yeterince büyük ise, sonsal (posterior) 

özetlerin hesaplanmasında bu periyodun etkisi azdır. 

Stokastik süreçte gelecekteki durumlar geçmişteki durumlardan bağımsız olup 

şu anki durum Markov zinciri adını alır. Bir dizi bağımsız değişkenin X(t)’inci markov 

zinciri:  
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X(0) , X(1) ,X(2),…, X(t),…                   (1.39) 

X(t)’nin olasılık dağılımı  geçmiş değişken olan X(t-1)’e bağlıdır. Bu koşullu 

dağılıma geçiş çekirdeği veya Markov Kernel denir. 

X(t+1) I X(0) , X(1) ,X(2),…, X(t) ≈ K( X(t), X(t+1) )                                              (1.40) 

Metropolis-Hasting algoritması veya Gibbs örneklemi teorik olarak genellikle 

yakınsaktır. Bu yakınsamalara rağmen, pratikte uygulama problemi uzun süreli 

yakınsama zamanı olabilir. Metroplis-Hastings algoritması tam bir birleşik olasılık 

yoğunluk fonksiyonu dağılımı kullanarak, olasılık dağılımından örneklemler üreten bir 

algoritmadır. Metropolis-Hastings algoritması diğer örneklem metotları üzerinde çok 

değişkenli dağılımlarla çalıştığı için bir avantaja sahiptir.  

Temel Metropolis-Hastings algoritması şu aşamalara sahiptir: 

1. Parametre için başlangıç değeri olan S oluşturulur. θj=0 = S.  j = 1. 

2. Öneri yoğunluğundan θc ‘den α(.) aday parametre çizilir. 

3. Oran hesaplanır. 
   
   11

1






jcj

cjc

QQQf

QQQf
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
 

4. R değeri ile rasgele çizilen u değeri karşılaştırıldığında U(0,1), eğer R > u 

ise, θj = θc olur. Aksi takdirde θj = θj−1 eşitliği sağlanmaktadır. 

5. j = j + 1 olana kadar 2. adımdan devam edilir.   

İlk aşamada başlangıç parametre değerlerinin Gibbs örneklemesi gibi 

oluşturulması gerekmektedir. Başlangıç değerleri En Çok Olabilirlik tahmini ve diğer 

yöntemlerle tahmin edilebilir. MCMC teorisi algoritmanın başlangıç değerleri ne olursa 

olsun önsel dağılım ile ilgilenmektedir.  

İkinci aşamada, θc parametresi için oluşturulan aday değer, öneri yoğunluğundan 

bir değer oluşturulup simüle edilerek elde edilir. Simüle edilen değer aday olarak ifade 

edilir, çünkü dağılımdan otomatik olarak kabul edilemez. Örneklemden oluşan öneri 

yoğunluğu kolay formlar alabilir. (normal, düzgün, vb.). Öneri yoğunluğunun, ortak 

dağılım olmadığı göz önüne alındığında, aday parametrenin hedef dağılım olup 
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olmadığı kontrol edilmelidir. Çoğu zaman, simetrik öneri yoğunluğu (normal veya 

tekdüze) (θj−1) parametresinin şimdiki değeri üzerinde durulur. 

Üçüncü aşamada, asimetrik öneri dağılımı kullanıldığında düzeltme faktörü olan 

R oranı asimetrikliği ayarlamak için kullanılır. Düzeltme faktörü 3. adımda oranın ikinci 

yarısıdır. Önem oranı olarak adlandırılan oranın ilk kısmı f(θc)/f(θj−1) normalleşmemiş 

önsel dağılım oranı aday parametre değeri (θc) bir önceki parametre değeri (θj−1) olarak 

değerlendirilir. Oranın ikinci kısmı [α(θj−1|θc)/α(θc|θj−1)] öneri yoğunluğu oranı aday 

parametre ve önceki değerlere bağlıdır. (a|b) olasılık değerinin anlamı, zincir konumu b 

göz önüne alındığında, önerilen a değeri aday değer olacaktır. Bu oran asimetrik 

öneriler ile bazı aday değerlerin diğerlerine göre daha sık seçilebilmesine, böylelikle 

algoritma Metropolis-Hastings algoritması yerine sadece Metropolis algoritması 

kullanılmaktadır. 

Dördüncü aşamada, U(0,1) olan bir yoğunluğa sahip R oranıyla 

karşılaştırılmaktadır. Eğer R>u ise, aday parametre sonsal yoğunluk p(.) değeri olarak 

ifade edilir. Aksi takdirde bir önceki parametre değeri korunur.  

Tarihsel olarak, iki popüler Metropolis-Hastings stratejisi kullanılır. Bunlar i) şu 

anki durumda olan bir öneri dağılımı Bağımsız Örneklem Metropolis-Hastings (MHIS), 

ii) Rassal yürüyüş Metropolis-Hastings algoritması (RWMH), şu anki durumda öneri 

dağılımının rassal olduğu durumda Gauss dağılımı ile sabit varyans matrisinden 

çekilmektedir.   

1.8.3.2. Tek Bileşenli Metropolis- Hastings Algoritması 

 Orijinal Metropolis-Hastings algoritması her bir bileşendeki yeni bir durumu 

birbiri ardınca sırasıyla örnekleme dayandırmaktadır. Zincirdeki her bir durum için 

parametre uzayındaki her bir bileşen örneklenmektedir. Öneri dağılımı genel olarak 

simetrik olduğunda, bu yönteme tek bileşenli Metropolis-Hastings algoritması 

denmektedir.  

Parametre uzayının şu anki durumda iki bileşene, yani ),( 21

ttt XXX  olarak 

bölündüğünü varsayılım. İlk bileşen olan Y1’in örneklemden çekilen simetrik koşullu 
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öneri dağılımı   tt XXq 211 ,.  ve olasılıkla kabul edilen yeni bileşen 1

1

1 YX t   

olduğunda, 

 
 















tt

t

XX

XY

21

21

,

,1
min




     ile ifade edilir.     (1.41) 

Aksi taktirde tt XX 1

1

1  olarak gösterilmektedir.  ..  ifadesi tüm koşullu 

olasılık yoğunluğunu ve  tt XXYq 2111 ,  ifadesi ise, tX 1 ve tX 2 koşulu altında 1Y noktası 

arasındaki hareketli olasılığı belirtmektedir.  

Öneri dağılımından örneklenen ikinci bileşen   tt XXq 212 ,.  benzer bir şekilde 

kabul edilme olasılığı, 

 
 



















1

12

1

12

,

,1
min

tt

t

XX

XY




   ile ifade edilir.       (1.42) 

Aksi taktirde tt XX 2

1

2  olarak gösterilmektedir. Yeni durum olan 
1tX tamamen 

tanımlanmıştır (Haario, Saksman & Tamminen 1999: 4). 

i) Bağımsız Örnekleyici MCMC:  Bağımsız örnekleyici MCMC 

algoritması, genel Metropolis-Hastings algoritmasının özel bir durumudur. Metropolis-

Hastings algoritmasından farklı olarak, Markov zinciri için önerilen yeni değerler 

zincirdeki önceki değerinden bağımsız olduğunda ‘Bağımsız Örnekleyici’ adını 

almaktadır. Markov zinciri her bir yeni değerin kabul olasılığı tanımından bağımsızlık 

özelliğine rağmen algoritma sonuçlanmaktadır. Önsel dağılım  x  bilindiğini ve hedef 

denge dağılımının tanımlandığını varsayalım. Algoritma aşağıdaki gibi 

gösterilmektedir. http://www.lancaster.ac.uk/pg/jamest/Group/stats4.html 

1. t=0 ve başlangıç değerini x0 olarak belirleyelim. (x0= xyeni) 

2. Olasılık yoğunluk fonksiyonu olan p(x)’den, zincir için xöneri değişkeni 

oluşturulur. 

3. Aşağıdaki olasılık oranı hesaplanır: 

http://www.lancaster.ac.uk/pg/jamest/Group/stats4.html
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 
   
   















olasılasyeni

olasılas

olasılas ,1min,
xpx

xpx
xx

yeni

yeni



  

4. U(0,1) uniform dağılımından u örneği alınır. 

5. u  ise xi=xolasılık  

6. xi = xyeni   oluşturulur.              

7. Süreç i=1 ‘den N’e kadar devam eder. 

İyi bir öneri yoğunluğunda hedef dağılımında daha kalın kuyruklar olmalıdır. Bu 

gereklilik önsel dağılımın ne olduğunun bilinmediği durumlarda daha zor olmaktadır.  

ii) Rassal Yürüyüş Metropolis-Hastings Algoritması: Temelde MCMC 

yöntemi, tüm bileşenlerin aynı anda örneklendiği tek bileşenli Metropolis-Hastings 

algoritmasıyla yenilenmiştir. Örneklemle oluşturulan Markov zinciri öneri dağılımından 

aday nokta olan Y değeri   XXq  0.  , buradaki 0 durağan simetrik dağılımı ifade 

etmektedir. 
tX ve Y noktası arasındaki hareketli olasılık aşağıdaki gibi belirtmektedir.  

   
 











t

t

X

Y
YX




 ,1min,        (1.43) 

Formüldeki  .  ifadesi hedef dağılımın koşullu olasılığını ifade etmektedir.  

1.8.3.2.1. Resmi olmayan türetme (An Informal Derivation) 

Metropolis ve arkadaşları tarafından Markov zincirine dayanan simülasyonu 

kullanarak Metropolis algoritmasını formüle etmişlerdir. Sonra, Hasting, bu orijinal 

yöntemi genelleştirmiş ve bunu Metropolis-Hasting algoritması olarak adlandırmıştır. 

Green, Metropolis-Hasting algoritmasını genelleştirerek farklı boyutlu parametre 

uzaylarından örnekleme için Tersinir Atlamalı Metropolis-Hastings adını vermiştir. 

Hedef dağılımı doğrudan örnekleme mümkün olmayabileceğinden, Metropolis-

Hastings algoritması öneri dağılımı üretmektedir. Bu dağılımlar düzeltilmiş olarak 

kabul edilip, asimptotik olarak istenilen denge ve hedef dağılımlar rastgele gözlemler 

olarak ele alınır. Metropolis-Hastings algoritması tarafından üretilen Markov zinciri, her 

aşama iki adımda gerçekleşir. Bunlardan biri öneri adımı, diğeri ise kabul adımıdır. Bu 
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iki adımdan biri olan öneri dağılımı ve kabul olasılığı birbiriyle ilişkili olup, Metropolis-

Hastings algoritmasının çekirdeğini oluşturmaktadır.   

Resmi olmayan türetmedeki kabul olasılığı a(x, y), Chib ve Greenberg (1995) 

tarafından öğretici çizimleri yapılmıştır. Dengedeki ortak güncelleme Metropolis-

Hastings algoritması için, rassal vektör (Xn, Yn+1), geçerli markov zinciri ve öneri 

içeren, ortak yoğunluk değeri olan g aşağıdaki gibi ifade edilir.  

g (x, y) = q (x, y) π (x)  (1.44) 

Fonksiyondaki π değeri denge yoğunluğu, q değeri Yn+1’in öneri yoğunluğunu, 

Xn ise x değerini göstermektedir. q değerinde tersine çevrilebilir bir durum varsa, bütün 

(x,y) değerleri için doğru geçiş için öneri yoğunluğu Metropolis-Hasting zincirinin 

özünü oluşturmaktadır.  

    q (x, y) π (x) = q (y, x) π (y)      (1.45) 

Bazı (x, y) değerleri için ise büyük olasılıkla  

q (x, y) π (x) > q(y, x) π (y) , 

Eşitliği elde edebilmek ve tersine çevrilebilirliği sağlamak için, sol taraftaki 

olasılık a (x, y) < 1 olarak tanımlanırken, x’den y’ye geçişler (x≠y),  q (x, y) a (x, y) ‘e 

uygun hale getirilir. Sağ taraftaki olasılık ise, a (y, x) = 1 olarak tanımlanır. 

q (x, y) π (x) a (x, y) = q (y, x) π (y) a (y, x)                 (1.46) 

          = q (y, x) π (y) 

Kabul olasılığı aşağıdaki gibi ortaya çıkmaktadır. 

   
   yxqx

xyqy
yxa

,

,
),(




         (1.47) 

q (x, y) π (x) > q(y, x) π (y)  eşitsizlik tersine çevrilirse, (x, y) = 1 olarak 

tanımlandıktan sonra a (y, x) yukarıdaki gibi uygun olarak elde edilir. Olasılıklar denge 

durumunda garanti altına alınmaktadır. Bu bilgiler kabul olasılığı olması gerektiğini ima 

etmektedir.  
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 
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


yxqx

xyqy
yxa

,

,
,1min,




     ,      0, yxqx           (1.48) 

q (x, y) π (x) = q (y, x) π (y) eşitlikte a (x, y) = 1 olarak kabul edildiğinde y değeri 

denge dağılımdan örnekleme dağılımına eşdeğerdir. 

1.8.3.2.2. Resmi türetme (A More Formal Derivation) 

 
   
   











yxqx

xyqy
yxa

,

,
,1min,




         ,               0, yxqx                     (1.49) 

Yukarıdaki eşitlikte verilen resmi türetme sonucundaki kabul olasılığı tersine 

çevrilebilir MCMC yaklaşımında yardımcı olacaktır. Metropolis- Hasting 

algoritmasında iki uygulama arasında farklılıklar vardır.  Bunlar eş-zamanlı ve tek 

taraflı olan güncelleme algoritmalarıdır. Resmi türetmede rassal değişkenler ortaklaşa 

güncellenmekte, ikincisinde ise, rassal değişkenler bir kez güncellenmektedir. Tersine 

çevrilebilir MCMC yaklaşımında, tek taraflı güncelleme stratejisi olarak öneri dağılımı 

ve hedef dağılımı, farklı boyut uzaylar üzerinde yoğunluklarına sahiptir.  

Metropolis–Hastings eş-zamanlı güncelleme algortiması, Xn değişkenindeki n 

değeri Metropolis-Hastings algoritmasının durumunu göstersin, X1,X2….,Xn’e kadar olan 

değerler Yn+1 zincirinin sonraki durumu için öneride bulunsun. Bunun sonucunda eş-

zamanlı güncelleme kabul olasılığı, Metropolis-Hasting algoritmasının tersine 

çevrilebilme koşulu için türetilmiştir.  

P (Xn ∈ A,Xn+1 ∈ B) = P (Xn ∈ B,Xn+1 ∈ A)    (1.50) 

Eşitlikte A,B ⊆ Rd olarak ifade edilmektedir. Eşitliğin sol tarafı aşağıdaki gibi 

açılmaktadır. 

       dxxxXBXPBXAXP
A

ninnn   1,                      (1.51) 

B ⊆ Rd değeri için öneri dağılımı,  

       dyyxqByIxXBYPBxQ nn ,, 1        (1.52) 
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B’nin elemanı olan Yn+1 koşulu altında Xn = x olarak tanımlandığında, 

     Qa (x,B) = P (Yn+1 ∈ B ve Yn+1 kabul edilen |Xn = x) 

                         dyyxayxqByI ,,   

                          s (x) = P (Yn+1 reddedilen |Xn = x) 

Xn = x verildiğinde koşullu olasılık reddedildikten sonra geçiş çekirdeği (kernel) 

                P (Xn+1 ∈ B|Xn = x) = Qa (x,B) + s (x) I (x ∈ B) . 

olarak ifade edilir.  

Peskun (1973) tarafından önerilen büyük kabul olasılığı seçiminde (y,x=1 

olduğunda) ; 

 
    











xyxq

yxyq
yxa





,

)(),
,1min),( olarak ifade edilir. 

Tek taraflı güncelleşme algoritmalarında ise; Xn ∈ Rd sadece bir bileşeni aynı 

anda güncellenir. Xn = x verildiğinde, Yn+1 değeri i’ninci bileşen haricinde x’e eşit 

olduğunda, xi rassal değişkeni Zi ile değiştirildiğinde tek boyutlu öneri yoğunluğu qi(x) 

x alt kümesi üzerinde bağlı olmayabilir.  

Yn+1 ∈ B ⇔ (x1, . . . , xi−1, Zi, xi+1, . . . , xd) ∈ B, 

Yn+1 değeri olasılığı B ⊆ Rd bağlı olan,  Xn = x’in önerilen olasılık dağılımı; 

Q(x,B) = P (Yn+1 ∈ B|Xn = x) 

     iiidiii dzzxqBxxzxxI ,,.......,,,,......, 111    

tek boyutlu integral elde edilir.  

Gerçekleştirilen değer eşitliğinden hareket edilirse, 

x = (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) 

ve gerçekleştirilen değer eşitliği 
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x’= (x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xd) . 

Önceki duruma karşılık olarak, x’değişkeninden farklı olarak x değeri aşağıdaki 

gibi ifade edilir. B ⊆ Rd bağlı olan Xn + 1 ait olan olasılık değeri Xn = x olduğunda, 

P (Xn+1 ∈ B|Xn = x) = Qa (x,B) + s (x) I (x ∈ B) , 

 Qa (x,B) = P (Yn+1 ∈ B ve Yn+1 kabul edilen|Xn = x) fonksiyonun eşitliği 

Qa (x,B) =       iii dzzxqxxaBxI ,,   

Peskun (1973)’a göre kabul olasılığı kriterine göre; 

 
   
    





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


 
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xzxq
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
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,

,
,1min,

 

 (Sorensen, D. & Gianola D., 2002: 502). 

1.8.3.3. Tersinir Atlamalı Markov zinciri Monte Carlo 

Tersinir Atlamalı Markov zinciri Monte Carlo Green (1995) tarafından ortaya 

konulmuştur. Diğerleri arasında, Richardson&Green (1997), Dellaportas v.d.(1998), 

Denison v.d. (1997), Troughton&Godsill (1997), Insua&MÄuller (1998), Barbieri 

&O'Hagan (1996) ve Huerta&West (1999) sırasıyla, değişken seçimi, eğri uydurma, 

otoregresif modeller, yapay sinir ağları, ARMA modelleri ve AR modelleri içindeki 

bileşen yapısında tersinir atlamalı markov zinciri monte carlo uygulanmıştır.  

 Karşılaştırılmalı modellerin sayılabilir ve  ,...., 21 MMM  olarak gösterildiğini 

varsayalım. kM modeli altında önsel dağılım aşağıdaki eşitlikteki gibi gösterilmektedir.  

     kpkypkyp kkk  ,,         (1.53) 

 kyp k ,  ve  kp k  sırasıyla, olasılık modeli ve model Mk parametrelerinin 

önssel dağılımını temsil etmektedir.  

     ykpkpykp kk ,,          (1.54) 
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RJMCMC yöntemleri ile Metropolis-Hastings tipi algoritmaları içeren 

simülasyon analizi tanımlanan modeller arasında yer almaktadır. 

1.9.  Gibbs Örneklemesi 

Gibbs örneklemesi Geman&Geman (1984)  tarafından önerilen Gibbs 

örneklemesi Gelfand&Smith (1990) tarafından yeniden geliştirilmiştir. Metropolis-

Hastings uygulamasının özel bir durumudur. Önerilen yoğunluğu  tq   olarak alır. 

Tam koşullu posterior dağılımı  yjjf ,  olarak tanımlanır (Congdon, 2006: 350).  

Bu gibi önerilen dağılımlar, kabul olasılığı α=1 iterasyonunda sonuç verdiğinde 

böylece önerilen değer her adımda kabul edilir. Gibbs örneklemesi Metropolis-Hastings 

algoritmasının özel bir durumu olmasına rağmen genellikle ayrı bir simulasyon yöntemi 

olarak bahsedilir. Bunun nedeni yöntemin çok popüler olması ve kolaylık sağlamasıdır. 

Gibbs örneklemesinin bir avantajı da her bir adımda rassal değişkenlerin hesaplama 

araçları çok çeşitli olan tek boyutlu dağılımlardan elde edilmesidir. Sıklıkla, bu koşullu 

dağılımlar bilinen bir forma sahiptirler ve böylece rassal sayılar, istatistiksel ve 

hesaplama yazılımlarında standart fonksiyonlar kullanılarak kolaylıkla simülasyonla 

üretilirler. Gibbs örneklemesi her zaman yeni bir değere doğru gider ve en önemlisi 

önerilen bir dağılım tanımına gerek duymaz. Ancak diğer taraftan, parametre uzayının 

anlaşılması güç/karışık olduğunda veya parametreler oldukça yüksek ilişkili olduğunda 

etkili/başarılı olmayabilir.  

Algoritma aşağıdaki adımlarla özetlenebilir: 

1. 0 başlangıç değerini alır 

2. t=1,2,…,T için aşağıdaki adımlar tekrarlanır.  

a. 1 t alınır. 

b. j= 1, 2,…., d için  yjjj f ,~   dağılımından j güncellenir. 

c.    t alınır ve bu, algoritmanın (t+1). iterasyonunda üretilen değerlerin 

kümesi olarak alınır.  

Zincirin özel bir kısmı kullanılarak yeni parametre değerleri türetilir. 
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Örneğin; Metropolis-Hasting’den alınan tekrarlanan örneklemler Gibbs 

örnekleyicisi gibi sayı dizilerini otekorelasyonu oluşturulup, düzenli koşullara bağlı 

olarak (ergodiklik, vb.), başlangıç değerlerini unutarak         00

2

0

1

0 ,......,, D   zinciri 

başlatmak için kullanılan, durağan bir örnekleme dağılımı p(θ|y)’a yakınlaşmaktadır. 

1.9.1. Gibbs Örneklemesi İçinde Metropolis  

Bazı bileşenlerin kolayca simüle edilemediği durumlarda, bu tür kabul-ret 

algoritması olarak özelleştirilmiş bir algoritmaya başvurmadan bunun yerine, Müller 

(1991, 1993) Gibbs algoritması olan Gibbs Örneklemesi içinde Metropolis 

önermektedir.  Gibbs örneklemesinde her bir adım için, Metropolis Hastings 

simülasyonu yerine  kixxf ikk ,  fonksiyonundan örneklem almak zordur. 

i) Gibbs Örneklemesi İçinde Metropolis Aşamaları 
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3. *1

i

t

i xx     min(1,r) ve    t

i

t

i xx 1  olasılıkla geriye kalan olasılığı 

hesaplanır. 

Bu algoritmada, Metropolis Hasting adımı, her tekrarda sadece bir kez yapılır; 

 kxxf ,........,1 fonksiyonu durağan dağılım olarak kabul edilir. 
ninxi

'

tüm bileşenleri 

kesikli olduğu durumda Gibbs Örneklemesi İçinde Metropolis, Gibbs örneklmesinden 

daha etkili olabilir. Kesikli Markov zinciri için, Liu (1996) Gibbs örneklemesi 

Metropolis Hasting adımlarıyla h(x(t))’in ortalama ve daha küçük varyansa sahip olması 

açısından geliştirilebilir olduğunu söylemektedir. Koşullu dağılım  ijxxf jii ,  kesikli 

dağılımı ve şu anki durum olan  t
ix  verildiğinde, Liu’nun modifikasyonu aşağıdaki gibi 

açıklanır: 

1. yi , xi’den farklı olarak olasılıkla ifade edildiğinde; 

  
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ijxyf
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2. Metropolis Hasting kabul olasılığı ile  
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i yx 1  kurulup, 
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ve    t
i

t

i xx 1  geriye kalan olasılıkla oluşturulur. 

Değiştirilebilir algoritmanın etkinliği durum uzayı etrafında olan artan 

hareketlilik türetilmiştir. Bu durum, Peskun (1973) konuyla ilgili genel bir sonuç ortaya 

koymuştur. Bu durumda P2 olmayan köşegen elemanları P1 daha büyük olacak şekilde 

geçiş matrisleri P1 ve P2 ile sayılabilir durum uzayında iki geri dönüşümlü Markov 

zincirlerini, düşünün. Sonra T2 tarafından uyarılan zincir varyans bakımından T1 
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tarafından uyarılan zinciri hakimdir. Metropolized Gibbs örnekleyici bu teoremin bir 

uygulama olarak görülebilir (Liang, Liu & Carroll, 2010: 75).   

1.9.2. Gibbs örneklemesi kesiti 

 Gibbs örneklemesi kesiti, Gibbs örneklemesinin özel bir türüdür. Örnekleme 

sürecini düzenleyen gizil değişkeni açıklamaktadır. Rassal değişken u, koşul değişken x 

ve elde edilecek örneklem ise P(x) olarak tanımlanır. 

x ~P(x) 

u|x ~ Tekdüze([0, P(x)]) 

Ortak dağılım olan P(x, u), x’in marjinal dağılımı değeri P(x)’ye benzemektedir. 

P(x, u) olasılığından örneklem elde edebilirsek eğer, u değeri ihmal edildiğinde sadece 

P(x) değeri bize bilgi verecektir. Gibbs örneklemesinin P(x, u) için uygun 

güncelleştirmeleri vardır: 

u(i+1) ~Tekdüze([0, p(x(i))]) 

x(i+1) ~Tekdüze({x : p(x) > u(i+1)}) 

Tam koşullu sonsal (posterior) dağılımlar uygun bir forma sahip olmadığında 

kullanılır. Bu yöntem, parametre uzayına, uygun rassal değişkenlerin (yardımcı 

değişkenler) bir kümesini ekleyerek parametre uzayını arttırır. Bu yardımcı değişkenler 

ilgilenilen marjinal sonsal dağılımı değiştirmez ancak tüm koşulları dağılımın standart 

formuna dönüştürür. Bu yolla basit bir Gibbs örnekleyicisi direk olarak uygulanabilir. 

Bu yöntem ayrıca yardımcı değişkenler yöntemi olarak adlandırılır ve 1990’ların 

sonlarında istatistiksel fizikte uygulanmıştır (Neal, 2003: 716).  

1.10. Metropolis-Hasting ve Gibbs Arasındaki İlişki 

Gibbs örneklemi ve Metropolis-Hastings simülasyonla ilgili yaklaşımlardır. 

Gibbs örneklemesi Metropolis –Hasting algoritmasının özel bir durumu olan her bir 

parametrenin rassal değişkenin öneri yoğunluğu tam koşula sahiptir. Gibbs 

örneklemesinde her bir aday seçilir. Bunun nedeni R oranının her zaman 1’e eşit 

olmasıdır. R oranının bileşenlerini düşünecek olursak, R değeri:  
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   
   11
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




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cjc

QQQf

QQQf
R




                (1.55) 

Paydaki ilk dönem, aday değerin önsel dağılımını göstermektedir. Paydaki ikinci 

dönem, verilen önceki noktaya geri dönen sonsal olasılık şimdiki noktayı 

göstermektedir. %100 kabul oranı Gibbs örneklemesini daha faydalı ve Metropolis-

Hastings algoritmasından daha hızlı olduğunu göstermektedir.  

İkinci olarak Gibbs örneklemi ve Metropolis-Hastings örneklemi çok değişkenli 

yoğunluklardan örneklem için birleştirilmektedir. Gibbs örneklemesi koşullu 

yoğunlukları kullanarak birleşik yoğunluğu böler. Metropolis içindeki Gibbs 

örneklemesi, eğer bütün algoritmalar Metropolis algoritması gibi görülürse parametre 

bileşenleri her seferinde güncellenecektir. Aslında, Gibbs örneklemesi Metropolis – 

Hastings örnekleminin özel bir durumudur ve böylece tüm algoritmalar Metropolis-

Hastings algoritmasıdır.  

Problemdeki tüm parametreler eş zamanlı olarak güncellendiğinde Metropolis 

algoritması gerekmediği için, Metropolis Hastings parametresindeki güncellenen 

parametreler Gibbs örneklemesi gibi görünmektedir. Metropolis Hastings algoritması 

Gibbs örneklemesinden iki önemli yönden farklılık göstermektedir. İlk olarak, aday 

parametre otomatik olarak kabul edilemez, çünkü uygun koşul dağılımından değil öneri 

yoğunluğundan gelmektedir. İkinci olarak, öneri yoğunluğu kuşatan fonksiyon değildir. 

Kısacası, bütün Gibbs örneklemi Metropolis Hastings örneklemidir, fakat bütün 

Metropolis Hastings örneklemi Gibbs örneklemi değildir (Lynch, 2007: 113). 

1.11. The Metropolis–Hastings–Green Algoritması 

Green (1995) yılında bazı fikirler ortaya koymuştur. Bunlar: 

 Duruma bağlı güncelleştirmelerin birleştirilmesi 

 Radon–Nikodym türevini kullanarak Metropolis-Hastings teorik olarak 

ölçülmesi 

 Her bir durum uzayı güncellemesinin arttırılması 

 Jacobians ile Metropolis-Hastings 
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Herbirinin bireysel olarak büyük katkısı olmaktadır. A çekirdeği K(x,A) değeri 

düzenli koşullu olasılık değerini belirtmektedir. Durum uzayında sabit bir nokta olan x, 

K (x,.) durum alanı üzerinde sayılabilir katkı sağlamaktadır. Durum uzayında sabit 

ölçülebilir A kümesi için, K (·, A) durum alanı ölçülebilir gerçek değerli bir 

fonksiyondur. Eğer, 

K(x,A) ≥ 0, her x ve A için, 

Bu durumda K değeri negatif değildir. K negatif değilse,  

                                                K(x,A) ≤ 1, her x ve A için, 

K’nın alt-markov olduğu söylenir. K alt-markov ise; 

 K(x, S) = 1, her x için, 

S durum uzayı olduğunda, K’nın markov olduğu söylenir. Bir Markov çekirdeği 

düzenli koşullu olasılık ve Markov zinciri veya kombine güncelleştirme için bir temel 

güncelleme mekanizması tanımlamak için kullanılır. Yaygın olarak kullanılan düzensiz 

notasyonda, birleşik güncellemeyi açıklamak için, aşağıdaki eşitlik kullanılır. 

K(x,A) = Pr(Xt+1 ∈ A | Xt = x) 

Eğer, ölçülebilir g ve h fonksiyoları için beklentiler gerçekleşiyorsa, K çekirdeği 

tersine çevrilebilir olduğunda, m değeri aşağıdaki gibi hesaplanabilir. 

                 dyxKdxmygxhdyxKdxmyhxg ,,   

g sınırlı fonksiyon ise, Markov çekirdeği olan P değeri olasılık değeri olan  ’yi 

korur.  

           dxxgdyxPdxyg  ,  (Geyer, 2010: 37). 

1.12. R Paket Programı  

R dili temel olarak istatistikçiler tarafından geliştirilmektedir. İlgili istatistik 

tekniklerinin teorik yapısına ilişkin bilgi, programlama üzerinde gösterilmektedir. 

Ayrıca istatistik alanında meydana gelen gelişmeler R for Windows paket programına 

kolaylıkla adapte edilmektedir. 

R for Windows paket programı çevre birimi kullanıcılara; 
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• Etkin bir veri işleme ve depolama olanağı,  

• Dizi ve matris hesaplamaları için komutlar grubu,  

• Veri analizi için ileri düzeyli teknikler topluluğu, 

 • Verinin ekranda ya da basılı bir eserde görüntülenebilmesine olanak veren 

geniş grafiksel özellikler,  

• Kolay programlamaya uygun fakat karmaşık programlama dillerinin 

özelliklerin sahip bir programlama dili olanaklarını sunmaktadır (Er&Sönmez, 2005: 2). 

İstatistiksel hesaplamada kullanılan açık kaynak kodlu R sistemi, veri analizi ve grafik 

çizme için bir çevredir. R’ın kökü, Bell Labratories’de 1960’lı yıllarda John Chambers 

ve arkadaşları tarafından geliştirilen S yazılım dilidir. http://www.R-project.org R’ın 

resmi web sitesidir. R’ın en önemli özelliği ücretsiz olmasıdır. R açık kaynaklı ve 

ücretsiz olan kütüphaneler ile çalışmaktadır. R’ın gücü ve kullanım kolaylığı bu 

kütüphanelere dayanmaktadır. R programında her konuda hazır fonksiyonlara sahip 

kütüphaneler yüklenip kullanılabilir. Böylece R, kullanılan en güncel yöntemleri 

uygulamamıza olanak sağlamaktadır (Gürsakal, 2014: 6). 

Bayesyen istatistiğin sahip olduğu koşullu durumlar, karmaşık ve çok bileşenli 

bileşik sonsal dağılımların elde edilmesine neden olmaktadır. Bunun sonucunda, sonsal 

dağılımların elde edilmesinde çok boyutlu sayısal çözümleme tekniklerinin 

kullanılmasında fayda vardır. Tez çalışmasında kullanılan Monte Carlo similasyon 

teknikleri, R programı yardımıyla uygulanabilmektedir.  

Learn Bayes paketi, istatistiksel çıkarımın temel ilkelerini öğrenmede yararlı 

fonksiyonların bir koleksiyonunu içerir. Parametrelere ait sonsal dağılımların ve sonsal 

öngörü dağılımlarının özetlemesinde fonksiyonların temelini oluşturmaktadır. Kullanıcı 

tarafından tanımlanan sonsal dağılımları özetlemek için MCMC algoritmasına ait hazır 

algoritmalar oluşturulmuştur. Bayesyen testler, regresyon modelleri, Gibbs örneklemesi 

ve hiyerarşik modeller paketin en temel uygulama alanlarıdır (Albert, 2015: 24).  

 

 

http://www.r-project.org/
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1.13.  MCMC Notasyonları  

Bu bölümde MCMC yöntemlerinin en önemli notasyonları verilecektir. Zinciri 

kurmadan ve çalıştırmadan önce cevaplanması gereken birçok kritik soru vardır. 

Verilecek kararlar şunlardır: zincirin başlangıç değerinin belirlenmesi, burn-in atıldıktan 

sonra kalan iterasyon değeri, örneklem gecikmesi, çeşitli yazılım uygulama 

parametrelerinin ayarlanması gerekmektedir (Gill, 2015: 333). 

1.13.1. Başlangıç Noktası 

Simülasyonun önemli bir kısmı olan başlangıç noktası, belli bir yakınsama 

durumu hariç olduğunda çalışmaktadır. Genellikle bu durum, uzaydaki başlangıç 

noktalarını denemek ve onların önsel dağılımları (priors) arasındaki farklılıklarını faklı 

açıklamalara neden olup olmadığını gözlemlemektedir. Her ne kadar sistematik 

olmamasına rağmen, bu durum Markov zincirinin yakınsaması olmadığının bir 

işaretidir.  

Zinciri başlatmak için kullanılan başlangıç değerleri başlangıç değeri olarak 

adlandırılır. Eğer bu başlangıç değerleri en yüksek sonsal (posterior) olasılık 

bölgesinden uzak ise, başlangıç değerleri sonsal özetlerini etkileyebilir ve türetilen 

örneklem büyüklüğü olan T değeri bu etkiyi elemine etmek için yetersiz olmaktadır. 

Algoritmanın ilk iterasyonlarını kaldırarak veya büyük iterasyon sayıları için 

algoritmayı çalıştırarak veya farklı başlangıç değerleri alıp farklı örnekler elde ederek 

başlangıç değerinin etkisinden kurtulabilir veya azaltabiliriz. Araştırmacılar, başlangıç 

değerlerini sonsal (posterior) dağılımın merkezine yakın olacak şekilde sağlamak için, 

başlangıç noktalarını sonsal (posterior)  mod veya en çok olabilirlik değerlerinde 

seçerler. Birçok araştırmacıya göre en çok olabilirlik seçeneği, genellikle zayıf 

başlangıç noktaları sağlar. Diğer başlangıç noktalarında, bilgi veren önseller 

kullanıldığında önsel dağılımın modu ve medyanı bilinmektedir. Sonuçta, çoklu modları 

olan problemler için farklı başlangıç noktaları olan çoklu zincirlerin kullanılması 

önerilir. 

1.13.2. Zincirin Azaltılması 

Similasyonların çok uzun olduğu zamanlarda, bu durum zaman içinde önemli 

ölçüde azalır olmasına rağmen bilgisayardaki gözle görülen zincir değerlerinin 
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depolanması sorun olmuştur. Sosyal bilimlerdeki modeller, istatistikte çok fazla sayıda 

model parametresi içerir; gelecekteki araştırmalar için gerekli olabilir ancak disiplinler 

arasındaki sınırlar geri çekilebilir. MCMC’den türetilen örneklemler bağımsız 

olmamasından dolayı, üretilen değerlerin otokorelasyonlarına sahip olmamız gerekir. 

Her bir değerin gecikmeli değeri alınarak otokorelasyonların düşük olduğunu gösteren 

bir gecikme alınır. Her iterasyon gecikmesi alınarak bağımsız örneklemler oluşturulur. 

Çok boyutlu problemlerin hesaplanmasında yarar sağlamaktadır.  

1.13.3. Burn-in Periyodu  

Burn-in periyot, örneklemde başlangıç değerinin etkisini kaldırmak için periyoda 

ilk B iterasyonun atanmasıdır. Eğer türetilen örneklem yeterince büyük ise, sonsal 

özetlerin hesaplanmasında bu periyodun etkisi küçüktür. Başlangıç değerlerini iyi 

bilmediğimiz için, ilk zayıf tahminler MCMC çıktısıyla ilişkilidir. Herhangi bir çıkarım 

için bu erken tahminleri kullanmak istemediğimizden, bu nedenle tahminler burn-in 

periyoduna kadar atılmaktadır. Her bir zincir için burn-in periyodu uzunluğu birbirinden 

farklıdır. Teoride, Markov zincirinin denge yaklaşımının çabuk olacağı bilinseydi, burn-

in periyodunda çıktı için bu bilgiler kullanılabilirdi. Uygulamada, yakınsama oranının 

ne olacağı hakkında bir bilgi olmamaktadır (Burke, 2012: 1 ). 

1.13.4. Etkin Örneklem Hacmi 

Zinciri açıklamada bağımsız iterasyonların eşdeğer sayılarının tahminini 

örneklem hacmi vermektedir. Monte Carlo standart hata (Monte Carlo Markov Zinciri 

simülasyonunda ne kadar hata olduğunu tahmin eder.) ve otokorelasyon fonksiyonuyla 

ilişkilidir.  Örneklem büyüklüğü formülü: 









1
21

k k

n
M


       (1.56) 

Formülde n değerinin orijinal örneklem büyüklüğünü ve k ise otokorelasyon 

fonksiyonunun k gecikme değerini göstermektedir (Burke,2012: 5). 
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1.13.5. Sapmanın Bilgi Kriteri 

Modelde logaritmik olabilirliğe dayanan, uygun sapmanın değerlendirilmesi 

amacıyla D = −2 log(L) eşitliği kullanılmaktadır. 

Eğer Y bağımlı değişkeni r değerine bağımlı olduğunda, bağımsız θ parametresi 

verildiğinde, sapma aşağıdaki gibi faktörize edilebilir. 


r

rdLD 22)log(2  

Kalıntı sapmalarının kareleri tanımlandığında; 

))(log(2 r

r YPd 
 

Model karşılaştırmada kullanılan sapma bilgi kriteri (DIC),  Spiegelhalter ve ark. 

(2002) tarafından önerilmiştir. Önsel ortalam sapma olan D  karmaşık yapı olan pD ile 

ölçülen eşitlik aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır. 

 DDD   

Araştırmayla ilgili olan parametrelerin seçilmesi büyük önem taşımaktadır. DIC 

sonsal ortalama sapma olan  D  ve  pD’nin toplamıdır.  

DIC = D  + pD 

1.13.6. Öneri Dağılımının Kanonik Formu  

Herhangi bir öneri dağılımı, hedef dağılımdan π(.) örneklem seçmek için 

kullanılır. Öneri dağılımı ve hedef dağılımı arasındaki ilişki durağan dağılımın 

yakınsama hızını belirlemektedir. Yakınsanmış zincir yavaş bir şekilde karışabilir, yani 

π(.) etrafında yavaş hareket edebilir. Az simetrik ve çok boyutlu problemlerde, π(.)’nın 

form ve oryantasyonunu yaklaşık olarak açıklamak için gerekli olan açıklayıcı analizleri 

yapmak gereklidir. Hızla yükselen karışımın öneri dağılımı yapısına yardımcı 

olmaktadır.  ..q ’nın kanonik formun düzensiz olmasına rağmen iyi sonuçlar vermesi, 

uygulama sürecinde yapılan deney ve ustalığa bağlıdır. Hesaplamalarda yeterli olması 

açısından  ..q ’ın kolayca örneklem seçilebilen ve değerlendirilebilen bir yapıya sahip 

olması gereklidir (Gilks & Richardson,1996: 8). 
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1.13.7. Güncelleştirme Sırası 

Sabit güncelleştirme gerekli olmamasına rağmen, rassal permütasyonların 

güncelleme sırası oldukça kabul edilebilirdir. Her bir iterasyon için bütün 

parametrelerin güncellenmesine gerek yoktur. Bazı parametreler bütün iterasyonlarda 

güncellenirken, bazıları ise belirli sayıda iterasyonda güncellenebilir.  

1.13.8. Durdurma Zamanı Belirleme 

Zincirin durdurma zamanına karar verilmesi önemli pratik bir durumdur. Duyarlı 

tahmincileri elde etmek amacıyla uzun zincir çalıştırmak gerekir. Tahmin edilen Monte 

Carlo varyansı bağımsız iterasyonların zayıflığıyla tamamlanır. Çalışma uzunluğunun 

yani n’in belirlenmesinde en yaygın yöntem olan farklı başlangıç değerleri ile tahmin 

edilen paralel zincirlerin değerlerini tahmin edilen varyans değerleriyle 

karşılaştırmaktır. Bu iki değer yeterli değilse, n’in değeri artış göstermektedir. 

1.13.9. Çıkarsama ve Yakınsama Zamanı Belirleme  

Markov zinciri simülasyonu uygulanması güçlü bir araç olmasına rağmen ciddi 

hatalar içermektedir. Bu nedenle Markov zinciri simulasyonunda karşılaşılan sorunlar 

aşağıda belirtilmektedir.  

a) Uygun olmayan model: Varsayılan model, esas olarak gerçekçi 

olmayabilir veya veri uymayabilir.   

b) Programlama ve hesaplama hataları: Simülasyon sürecindeki durağan 

dağılım hedef dağılımla aynı olmayabilir veya programlanan algoritma herhangi bir 

dağılımla yakınsanmayabilir. 

c) Yavaş yakınsama: Başlangıç dağılımından oldukça yoğun bir şekilde 

etkilenen simülasyonlar birçok iterasyon için kalabilir. Eğer iterasyonlar hedef dağılımı 

özetlemiyorsa, onlar sahte çıkarsamalar verebilir. 

İlk iki hata diğer istatistiksel yöntemlere bağlı olarak ortaya çıkabilir. Ancak 

Markov zinciri similasyonun karmaşık olan yapısı hata yapma riskini artırmaktadır. 

Gibbs örneklemi ve Metropolis algoritmasında sadece ortak dağılımın büyük ölçekli 

özellikleri model için anlaşılır olmaktadır. Yavaş yakınsama ise deterministik algoritma 

sebebiyle problem oluşturmaktadır (Gelman & Shirley, 2011: 170). 
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1.13.10. Bloke Etme 

Tek bileşenli örneklemlerde bileşenlerin nasıl seçileceği hakkında bir şey 

söylenememektedir. Özellikle, düşük boyutlu veya sayılabilir bileşenler 

kullanılmaktadır. Bazı durumlarda, çok değişkenli bileşenler doğal olarak 

karşılanmaktadır. Bloke etme, yüksek boyutlu bileşen içindeki yüksek korelasyonlu 

bileşenler karıştırılabilir, ancak öneri seçimine bağlıdır.  

1.13.11. Çıktı Analizi 

Bayesyen analizde, Xt bileşenlerinin ortalama, standart sapma, korelasyon, 

güven aralıkları ve marjinal dağılımların sonsal dağılımları özetlenmektedir.  

Ortalama, standart sapma ve korelasyonlar Monte Carlo çıktısında örneklem 

eşitliğinde tahmin edilmektedir. Xi’nin marjinal ortalama ve varyans tahmini,  

 

                                                    (1.57) 
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MCMC çıktısı, MCMC çıktısında üretilen MCMC örneğini ifade eder. 

Genellikle başlangıç iterasyonları (burn-in periyodu boyunca üretilen) atıldıktan sonraki 

örneği ve uygun gecikmeleri çıktı olarak alır. Çıktı analizi ise, MCMC çıktısının 

analizidir. Bu, hem algoritmanın yakınsama prosedürünü hem de sonsal dağılımın 

tanımı için kullanılan örneğin analizini ve ilgilenilen parametreler hakkındaki yorumları 

içerir. 
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İKİNCİ BÖLÜM: 

BAYESYEN DEĞİŞİM NOKTASI MODELLERİ 

2. Giriş 

Değişim noktası analizi, istatistikte en önemli konu başlığı olarak yıllardır 

süregelmiştir. Son on yıldır birçok yazar tarafından kabul edilip incelenmiştir. Değişim 

noktası analizi gözlemler dizisinin herhangi bir noktada değişikliğe sahip olup 

olmadığını, gözlemlerin bu noktadan sonra o noktaya kadar dağılımını belirlemek için 

kullanılan istatistiksel bir araçtır. Noktada meydana gelen değişikliklerin tespiti ve 

tahmini değişim noktası analizi ile ilgilidir.  

Bayesyen değişim noktası analizinde bilinmeyen noktaların sayısı 

varsayıldığında, kesikli zaman değişim noktası modeli ile Gaussian gürültüsü sıralı 

algoritma tahmini Yao (1984)’ya dayanmaktadır. Barry & Harrigtan (1993) kesikli 

zaman değişim noktası modelinin tahmini için sıralı algoritma önermektedir. Sürekli 

zaman değişim noktası analizinde Green (1995) tersinir atlama algoritmasını kullanarak 

analiz etmiştir (Fearnhead, 2006). Green (1995)’de kullandığı gibi değişim noktasının 

bir öncesi ve değişim noktalarının sayısı göz önüne alındığında değişim noktalarının bir 

önceki faktorize edilebilir durumu Barry ve Hartigan (1993) sıralı algoritmasına uzanır. 

Değişim noktası modelindeki parametre sayısı düzensiz olduğu için geleneksel 

olabilirlik teorisinin uygulanması zor olabilir. Geleneksel yöntemleri genellikle 

frekansçılar kullanmaktadırlar. Frekansçı yaklaşımlarla ilgili zorluklar ortaya 

konulduğunda, değişim noktası modellerinde her bir segment içindeki parametreler 

üzerindeki çıkarımları etkilemektedir. Modeldeki parametre sayısının değişim noktası 

sayısı ile yükselmesi sonucunda zorluklar daha da artmaktadır. Frekansçı yaklaşım 

çıkarımında değişim noktası sayısı i+1 değişim noktasına karşılık, i değişim noktasını 

test etmek için hipotez testi kullanılmaktadır. Literatürün genel bir kısmı ikili 

segmentasyona odaklanmakta, bunu tek bir değişim noktası için düşünmektedir. 

Raftery&Akman(1986) değişim noktası analizinde sadece bir değişiklik noktası 

kullanmış olup, Yang&Kuo(2001) ise tekrarlanabilir ikili segmentasyon yaklaşımı 

kullanarak bayes yaklaşımını ortaya koymuşlardır (Lian, 2008: 425). 
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Değişim noktası modelleri zamanla değişir ve bu etkileri tahmin etmek için de 

kullanılabilir. Rassal yürüyüşün aksine, sabit korelasyon yapısını varsaydığımızda, 

değişim noktası modelleri korelasyon yapısının zamanla değişmesine izin vermektedir 

(Ferreira vd., 2002: 235). Değişim noktasının bir diğer avantajı, korelasyon yapısı 

önceden tahmin edilebilmektedir.  

Y = (Y1, . . . , Yn) değişkenleri aşağıdaki modelde dikkate alınacaktır.  

  nXPY ttt .,,.........1        t          ,0    

Xt pozitif kovaryans değerine sahip olup n ,......,1  değişim noktası modeli 

bilinmeyen k değerini barındırmaktadır ( k  .....1 ). Kolaylık sağlamak için 

      101K0 ,.......,      ve  ,0   Kn   olarak ifade edilmektedir.   parametresi 

aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır. 

 k

t    

   kkt  ,,.........11    

Şekil 2.1’de gösterildiği gibi, değişim noktası etkisinin tek bir değeri adım 

fonksiyonudur. Veri vektörleri 
 

    kK YYS k


,........,11  , değişim noktaları arasındaki 

segmentler, segment oranları  k  ve segment ortalamalarıdır. Segmentlerin değişim 

noktaları koşuluna göre bağımsız olduğu varsayılır. Bir model seçimi probleminde bir 

değişim noktası modeli olduğunu tahmin etmek istediğimizde, 2K+1 değişim noktası 

sayısı    K ,......,1 ve oranları    11 ,......, K gösterildiğinde parametre sayılarının 

bilinmediği varsayılır. Ancak, tek bir model ya da değişim noktası sayısı, genellikle 

model seçimi olarak yapıldığı gibi, tek ve farklı modelleri ve ya değişim noktası 

sayısının dağılımını elde edebiliriz. K tane değişim noktası için sonsal dağılım, değişim 

noktası θ oranı ise λ ile gösterilmektedir. Farklı basamak fonksiyonlarının karışımı olan 

marjinal sonsal dağılım oranı etkisidir.  

k için k=1,………,K+1’e kadar olduğu durumda, verinin Poisson dağılıma 

eşleniği olan, bağımsız gamma önsel dağılımı olduğu varsayılır.  

  ,Gammak  ,         1...,,.........1  Kk  
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Değişim noktalarının sayısı için ve tekdüze önsel dağılım varsayıldığında,  

  1-n....,0,1,......K     ,
1


n

KP                                                                    (2.1) 

 
1

1









 


K

n
KP                                                                                           (2.2) 

Belirli bir t konumunda bir değişiklik noktasının önceden belirlenen koşullu 

olasılık şartına göre değişim noktalarının sayısı ; 

 
1


A

K
KtP       t=1,………..,n                                                             (2.3) 

 

Şekil 2.1: Değişim noktası etkisinin yapısı 

Koşulsuz önsel dağılım olduğu durumda ise; 

 
2

11

1

1

0




 


 nn

K
tP

n

k

  

(Held, H¨ohle & M. Hofmann 2005: 187–199). 
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2.1. Model Uzantıları 

Model iki uzantıya sahiptir. İlki, k ’nın önseli olan ikinci parametrede aşırı 

önsellerdir. 

 baGamma ,  

Önsel Gamma k  için Gamma için sonuçlanmıştır (Bernardo&Smith, 1994: 

120). k ’nın tahmin oranı daha güçlü tahminler vermektedir.  

İkincisi, zamana bağlı olarak rassal etki olan t  ilave ederek, nt ,......,1 ’e 

kadar ortalama değeri ttt X   aşırı yayılım ortadan kaldırılmaktadır.   

 tttt XPY 0     t=1,……,n 

Gamma dağılımı için varsayılan rassal etki oran parametresi   ,Gamma  

şeklinde ifade edilmektedir. ttY  ’nin marjinal dağılımı, bütünleştirilmeyen t  değeri, 

negatif binom dağılımı ortalaması 
t

 ve ayrık parametre   ,, tbtt NZ   varyansı 

  ttt  12 ifade edilir.  ’nın daha küçük değeri aşırı yayılımın daha yüksek 

bir miktarına karşılık gelir.  ’a giderken, varyans ortalamaya yaklaşır 

t

t  2 olduğunda Poisson durumuna dönmemiz gerekir. Şekli 2.2’de  ’nın farklı 

değerleri için ortalama t ve standart sapma t arasındaki ilişkiyi göstermektedir.  
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Şekil 2.2:  ’nın farklı değerleri için ortalama t ve t  standart sapma 

arasındaki ilişki 

2.2. Önsel Dağılım 

Değişim noktasındaki koşullu önsel algoritma  1tt rrP  şeklinde ifade edilir. Bu 

algoritma kendi hesaplama verimliliğini sağlarken sadece iki sonuç da sıfırdan farklı 

kütleye sahip olduğu durumda çalışma uzunluğu büyümeye devam eder ve 11  tt rr  

veya değişim noktası 0tr noktasında ortaya çıkar. 

 
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 
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1
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
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
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 H  hazard fonksiyonunu tanımlamaktadır. Formülü ise aşağıdaki gibidir. 

 
 

 









Tt

tgP

gP
H

0

0 
  

Özel bir durum olan  gP0 kesikli üstel dağılımlarda zaman ölçeği olan  ile 

birlikte hazard fonksiyonu    /1H ’a eşittir. Geri dönüşümlü algoritmada sadece 
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tekrarlanan ilişki değil, ayrıca başlangıç durumlarının da olması gerekir. Bu iki durum 

göz önüne alındığında: a) İlk veri noktasından önce değişim noktası önseli meydana 

gelmektedir. Bu gibi durumlarda başlangıç çalışma uzunluğunu sıfır olarak kabul 

etmekteyiz. b) Örneğin iklim değişikliğini modellediğimizde, bazı verilerin son alt 

kümesini gözlemliyoruz. Bu durumda önsel dağılım ilk çalışma uzunluğu boyunca 

normalleştirilmiş yaşam fonksiyonudur (Adams R.P.& MacKay D.J.C., 2007: 3). 

   S
Z

rrP
1

0   

Z değeri normalleştirildiği durumda ise; 

   tgPS
rt

 


 1

0 ’dir.  

2.3. Sonsal Dağılım 

Sonsal dağılım aşağıdaki gibi modellenmektedir: 

 
       

 YP

KPKPPYP
YKP


 ,,  

λ ,bir eşlenik önsel kademeli oran için kullanılıyorsa, değişim noktasına göre 

veri durumunun analitik açıklamasını ele almak mümkündür.  KYP ,  koşulu altında 

verilerin ortak dağılımı ve değişim noktası şartına bağlı olarak marjinalleştirildiğinde; 

kademeli oranlara bağlı olarak      KPYPKYP ,,,    eşitliği ortaya 

çıkmaktadır. 

Aşağıdaki ifadeye göre; 

   
    

 

   

 














 










1

1
1

,1,

,1,

1 ,1,

1

1

!
,,,
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 
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


              (2.4) 
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 









k
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tkk X




 
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 KYP , dağılımında bölümlere ilişkin faktörlerin değişim noktası üzerinde λ 

fazla ortalama alma bağımsız koşuluna sahiptir. 

2.4.  Değişim Noktası Modelinin Markov Durum Uzayı Formu 

Değişim noktası modeli Markov durum uzayı modeli olarak düşünülebilir. 

Öngörü dağılımının hesaplanması için özel bir avantaj taşımaktadır ve modelin sıralı bir 

güncelleştirmesi için izin vermektedir. 

Kt değişim noktası sayısı t zamanı içinde değişim noktası sayısı olsun. K= Kn-1 

ve 1t  olduğunda; eğer t zamanda değişim noktası ve aksi taktirde 0t olabilir. 

Ancak kolaylık olması açısından 10  ve  1n olarak ele alınmaktadır.  P  

olasılık dağılımı aşağıdaki gibi ifade edilmektedir.  

                                       11 0   ttt                                                 (2.5) 

     ,11 Gammatt                                                                   (2.6) 

K0=0 olduğunda, bu gösterim Yao (1984) teorisine benzemektedir. Aşağıdaki 

olasılıklar (2.1) ve (2.3)’deki olasılıklar daha önceden tanımlanmıştı. 

1

1
)1(




t
KP t                                                                                       (2.7) 

 

 
t

lKQP tt

1
1                                                                                     (2.8) 

2.7’de gösterilen olasılık değeri 2.1’den türetilmiş olup eğer Kt ‘nin önsel 

dağılımı t=1 olduğunda; ayrıca n aynı olduğunda K için önsel durumda zaman t+1 

olmaktadır. )1( tKP ’in olasılığı n değerine bağlı değildir. Tekdüze dağılım için 

geçerli olmaktadır. Bu olasılıkları kullanarak hesaplama yapıldığında,  
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   


 
t

j

ttttt kKjKPkKP
0

111 ,1  

 

                          kKkKP ttt  11,1                                       (2.9) 
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1
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Modeli daha sonra aşağıdaki markov modeli temsil etmektedir. Parametre 

vektörü tanımlandığında t zamanda  11,,  tttt KXx  aşağıdaki eşitlik görülmektedir.  

 

                                                  2:12:11:111:1 ,,,,  tttttttt KKPxxP   

 

                                                          22111 ,,,,  tttttt KKP   

 

              1 tt xxP . 
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2.5. Değişim Noktasının Markov Yapısı 

Değişim noktası önsel markov zinciri kurmakta, 

           tsPtsP kkkkk    11:11 , , sonlu durum alanı ile 

 1,........,0 n olarak tanım aralığı oluşturulmaktadır. 2.11’deki eşitlikten yola çıkarak 

aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

 

                                   ,1,
1

11 



 ts

s

k
tsP kk                      (2.12) 

                                    

                                   























1

1

1

1

1

1

1
1

s

ti

kk

s

k

i

k
tsP   

 

                                                  ,
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1

1

1

1




 
















s

ti s

k

i

ki   s > t+1      (2.13)

  Önceden belirtildiği gibi, segmentler  kS , k=1,……….,K+1 verilen 

değişim noktalarından bağımsız, dağılım koşulları için değişim noktası üzerinde 

uygulanmaktadır.  

 
         kkkk SPSP  ,1 . 

 

Veri modeli ve marjinal değişim noktası segment aracılığıyla şekil 2.5 tarafından 

temsil edilmektedir.  

 

 
Şekil 2.3: Segment ortalamaları  aracılığıyla marjinal değişim noktası 

modelinin grafik modelidir. Daireler düğümleri temsil ederken, düğümler 

arasındaki çizgiler yönsüz bağlantıları temsil etmektedir.   
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2.6.  Değişim Noktası Modelinin Tahmini 

Değişim noktası modelinin tahmini için üç yol vardır: tersinir atlama 

algoritması, partikül filtresi, ileri-geri algoritmasıdır.  

2.6.1. Tersinir Atlama Algoritması MCMC Yaklaşımı 

Öncelikle yeni bir boyut önererek ayrıştırılmış öneri kullanılmış olup, önerilen 

 KKq *
 yeni değişim noktası sayısı olan *K , önerilen    **** , Kqq   ve yeni 

parametre vektörü  ** , , değişim noktası yeri için öneriyle ayrışan * , bu mevcut 

konumu ve değişim noktası önerilen sayısına bağlı olan  ** , Kq   ve önerilen 

segment oranları * ,  ** q  önerilen değişim noktası yerlerine bağlı olmaktadır. 

Değişim noktası sayısı için rassal yürüyüş yöntemi kullanılmakta, ayrıştırıldığında ise, 

1*  KK   0.5 olasılıkla önerildiğinde veya birleştirildiğinde 1*  KK  

önerilmektedir. Eğer K=0 ise ayrılma önerilmekte ve eğer 1 nK  ise birleşme daima 

önerilmektedir. Ayrışmada, seçilen homojen değişim noktası eklenir. Birleşmede ise 

homojen değişim noktası çıkarılmaktadır.  

Segment oranının tüm koşullar altında  YKP k ,, olasılığı Gamma dağılımına 

sahip olup, öneri dağılımı olarak kullanılmaktadır. Segment oranları mevcut duruma 

bağlı olmamakla birlikte, ortaya çıkabilecek zorlukları önlemek için yeterli ve şu anki 

duruma bağlı olup öneriye izin vererek ortaya çıkmaktadır.  

Kabul olasılığı     *** ,,,,, KK   ile gösterildikten sonra, 

 

             
              














**

***********

,
,1min

KKqKqqKPKPPYP

KKqKqqKPKPPYP




 

 

Tüm koşullar altında λ aşağıdaki gibi ifade edilir. 

http://tureng.com/tr/turkce-ingilizce/partik%C3%BCl%20filtresi
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 
   
 KYP

PYP
YKP

,
,,




  . 

 

 

Kabul olasılığında yerine konulan (Holmes&Mallick,2000) tarafından önerildiği 

gibi,  

 

    *** ,,,,, KK  =
         

          













**

********

,,

,,
,1min

KKqKqKPKPKYP

KKqKqKPKPKYP




 

 

Kabul olasılığı λ oranından bağımsız değildir.  KYP , ’nın olasılığı 3.4’te 

verilmiştir. Değişim noktası sayısının önsel oranı ve önsel oran ve öneri oranı değişim 

noktasını 1'e indirmektedir. Değişim noktası sayısının öneri oranı olan c değeri 

aşağıdaki gibi hesaplanmaktadır. 

 

  1k 2,-nk ve
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
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


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


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1,,,1,

1,1,

1,,,1,1,1,

1,11,,,1,
,1min
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



















 

 

Eğer değişim noktası olan m kaldırılırsa, ikinci aşamada en küçük fonksiyon 

tersiyle değiştirilmelidir. Kabul olasılıkları segment ortalamalarına bağlı olmadığı için 

  1K1,.......,k k , değişim noktası modelinin güncellenmesi iki aşamaya 

ayrılmaktadır. 3.14'de ilk değişim noktaları kabul olasılık ile tersine çevrilebilir bir 

atlama algoritması kullanılarak güncellenir.  Parametreler   1K1,.......,k k Gibbs 

adımına güncellenir. Tüm koşullar altında   1K1,.......,k k  aşağıdaki gibi 

tanımlanır. 
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   kkkk

k Gamma ,1,,1,......     

 

2.6.1.1. Öngörü Dağılmı 

Markov yapısına göre değişim noktası modeli öngörü dağılımına uygun 

olduğunda  ttt YP  1  örneklem ile her bir iterasyon öngörü dağlımı koşulunda 

parametrelerin örneklemi      111:11 ,,,   tttttttttt KPPKYP  eşitliği 2.11, 2.5 

ve 2.6’dan elde edilmiştir. 

 
1

1
11






t

k
kKP tt ,                                                                             (2.15) 

 

,     ,01 tttt                                                                                    (2.16) 

              ,,11 Gammattt                                                                     (2.17) 

Bu durum t ve 1tK üzerinde  1:11 ,,,  ttttt KYP   ortalama almaya karşılık 

gelmektedir.  

2.6.1.2. Model Uzantıları 

Bu bölümün başında değişim noktası modeli için düşünülen iki model uzantısı 

kolayca MCMC algoritması içinde ele alınabilir. Hiperparametre β tüm koşullar altında 

aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

 








 





1

1

,1.......
K

k

kbKaGamma  ,                                                       (2.18) 

 

Ayrıca aşırı yayılım rastgele etkileri 

      

 tttt XYGamma   ,.... .                                                                   (2.19) 
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Tüm koşullar altında dağılım bilinmediğinden,   için Metropolis-Hastings 

aşaması oluşturulur. 0  olduğunda,  


  log  güncellemek için basit Metropolis-

Hastings Gauss rassal yürüyüş önerisi ortaya konulmaktadır. Tüm koşullar altında 

 değeri aşağıdaki eşitlikteki gibi görülmektedir. 

     



n

t

tppp
1

.....                                 

Tüm koşullara uyan 


  değişken bir değişiklik yoluyla elde edilebilir. Rassal 

yürüyüş önerisi varyansı %30 ve % 50 arasında uygun bir kabul oranı elde etmek 

amacıyla algoritma dahilinde otomatik olarak ayarlanmaktadır (Gelman v.d., 1996: 

604).  

Değişim noktaları basit durumlarda aynı şekilde güncellenebilir. Fakat  

 

 

 









k

kt

tkk Y




 
1

,1,
1

, 

 

 

 









k

kt

ttkk X




 
1

,1,
1

. 

Tersinir atlama algoritması diğer parametrelerin güncelleme ile 

karşılaştırıldığında çok hızlıdır. Bununla birlikte, adımların basit tasarımı nedeniyle, 

MCMC algoritması çok uzun ve çok yavaş çalışmaktadır. Bu nedenle değişim noktaları 

güncellenir ve 10 adımda yinelenmesi gerekmektedir.  

2.6.2. Parçacık Filtresi 

Eğer model, Markov durum uzayı modeli ise, parçaçık filtresi zamanla modeli 

sıralı güncellemek için kullanılabilmektedir. En avantajlı yanı verileri sırasıyla 

gözlemlemektir. Her yeni bir gözlemde modeli tamamen tahmin etmek mümkün 

değildir. Bunun yerine, şimdiki zaman noktasına kadar tahmini son zaman noktasına 

kadar tahmin edilebilmektedir. Değişim noktası modeli algoritmasını kurularak, önem 

dağılımı ve Markov geçiş aşaması tanımlanmaktadır. Öngörü dağılımında (2.15-2.17) 

önem dağılımı gibi modelin markov durum uzayı formu (2.4) kullanılarak, t>1 için 

önem ağırlıkları aşağıdaki gibi gösterilmektedir. 
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  i

ttYP   

t=1 için önsel dağılım öneri dağılımı olarak kullanılabilir. Bu durumda t>1 

olduğunda aynı önem ağırlıklarına sahip olur.  

                                                
     
  11

111

1
Yxq

xPxYP
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i 


  

 

                                                          
     

  i
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P

xPYP

1

111




  

                                                            

                                                            iYP 11   

2.6.2.1.  Model Uzantıları 

Aşırı yayılımın düzeltilmesi ve hiperparametrenin dahil edilmesiyle, zaman 

sabiti parametreleri β ve   modele tanıtılmaktadır. Ancak, güncellenen zaman sabiti 

parametreleri, güncellenen parçacık filtrelerini kullanarak güçlüklere neden olmaktadır. 

Andrieu v.d. (2001) tarafından önerilen algoritma zaman sabiti parametreleri zamanla 

değişen parametreler ile ikame edilebilir diye söylemişlerdir. Bununla birlikte örneklem 

sayısı zamanla katlanarak artmaktadır (Crisan&Doucet, 2002: 740). 

Bu tür problemlerden kaçınmak için alternatif olarak zaman sabiti parametreleri 

çözülebilir. İlk olarak, MCMC algoritması mcmcn ’ye kadar çalıştırılır. Zaman sabiti 

parametrelerinin nokta tahmini yani sonsal ortalamalar böylece tahmin edilir. 

1mcmcn ’e kadar n modeliyle ardışık olarak tahmin edilmektedir.  
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Algoritma değiştirildiğinde ise; veri için poisson dağılımı   i

ttYP   önem 

aşamasında kullanılan bir negatif binom dağılımı ile değiştirilir. Bu rassal etkilerin 

güncellemesini t aşamasında önler. Markov geçiş basamağında, değişim noktası için 

tersine çevrilebilir atlama adımı kullanmasına izin verdiği için rassal etkiler 

güncellenmektedir.  

2.6.3. İleri- Geri Algoritma  

Değişim noktasının Markov yapısına bağlı olarak, ileri-geri algoritması 

nedeniyle değişim noktası sonsal dağılımını tahmin etmek için kullanılır. Bütün modeli 

güncellemek için tersine atlama noktalarının güncellenen değişim noktalarının MCMC 

algoritması ileri-geri algoritma kullanılarak değişim noktası önselinden bir kez 

örnekleme ile değiştirilebilir. İleri-geri algoritma önselden doğrudan örneklem sağladığı 

için, ortaya çıkan algoritma bütün modelin sonsalından bağımsız örneklem vererek, 

basit bir Monte Carlo algoritması ortaya çıkmaktadır. İleri adım sadece bir kez 

hesaplandığı için, algoritmayı hesaplamak kolaydır. 

2.6.3.1. İleri Aşama 

Değişim noktası güncellemesi için t=1'den başlarken bunun yerine t=n'de son 

bularak algoritma başlayacaktır. k=1,......,n-1 ve t=k+1,.....,n için   1:  tYP k

nt   

dağılımı hesaplanacaktır. Olasılıklar daha önceden bilindiğinden; segmentlerin 

olasılıkları 
 

    kk YYS k


,....,

11  , k=1,......,k+1 3.4'de verilen değişim noktası aşağıdaki 

gibi formülüze edilmektedir. 
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Değişim noktasının önsel olasılıkları (2.20) ve (2.13)'den gidilerek aşağıdaki 

formüller elde edilir. 
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İstenilen olasılıklar sırasıyla hesaplanır.  
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 1k ile marjinalleştiğinde aşağıdaki eşitlikler ortaya çıkmaktadır. 
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k=n-1,…..,1 ve t=n,…..,k+1için eşitlik geçerlidir. Marjinal olabilirlik 

  00

:1 nYP tarafından verilmektedir.  

 

2.6.3.2. Geri Aşama 

Aşağıdaki olasılıkları kullanarak geri aşama hesaplanır. 
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Değişim noktasının sonsal dağılımı aşağıdaki gibi modellenebilmektedir. 

 Carpenter v.d. (1999)’ne göre ilk değişim noktası örneklemi 

 nYtP :11  olasığından gidilerek etkili bir algoritma kullanarak modelleme yapılabilir. 

 Eğer k’nıncı değişim noktası t-1 zamanda ise, bir sonraki değişim noktası 

örneklemi olan k+1     n

kk YtsP :1

1 ,1   olasılığından ortaya çıkmaktadır. 

Fearnhead (2006) tarafından sunulan algoritmalar benzer algoritmalardır. 

Bununla birlikte, Fearnhead (2006)’ın algoritmasına karşın değişim noktası 

simülasyonuna tekrarlama olmadan değişim noktası sayısına karar verilebilir. 

Algoritmanın hesaplama karmaşıklığını ortadan kaldırmak için Fearnhead (2006) 

tarafından ileri aşama l+1’de marjinalleşme toplamları 10-20’den daha az olduğunda 

ortadan kalkmaktadır.  
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Eğer değişim noktası sayısı gözlem süresi olan n ile orantılı ise, bu durum 

 2nO ’nin hesaplama maliyetini düşürürken, toplam uzunluğu n ile artmamaktadır. 

Şekil 2.4’de ileri-geri algoritma tarafından değişim noktasının 10 bağımsız örneklem 

tarafından örneklendiğini göstermektedir.  

 

 
                    Şekil 2.4: Değişim noktasının 10 bağımsız örneklemi  

2.6.3.3. Model Uzantıları 

Model uzantıları ileri-geri algoritmada direkt olarak uygulanabilir olmaması 

durumunda, değişim noktası problemi t=1,….,n’e kadar hiperparametre olan β ve rassal 

etkiler t ’ye bağlıdır. Bunun sonucunda algoritma MCMC içine dahil edilebilmektedir. 

Değişim noktası hiperparametre olan β  ve rassal etkiler t ’ye bağlı olarak tüm koşullar 

altında örneklenir. Bu durum değişim noktası modelinin Gibbs adımında güncel olduğu 

anlamına gelmektedir. İleri aşama her adımda çalışmak zorunda olduğundan, ileri-geri 

algoritma tarafından güncellenen değişim noktası, tersinir atlama algoritmasından daha 

çok zaman almaktadır.  Ancak ileri-geri algoritma MCMC için daha uygulanabilir 

olmakla birlikte, markov zinciri kısa çalışmaktadır.  

2.7. POİSSON SÜRECİNDE DEĞİŞİM NOKTASI ANALİZİ 

Raftery&Akman (1996)’da değişim noktasını sürekli olarak varsayarak, 

Bayesyen Yaklaşımla poisson sürecinde değişim noktasını nasıl uygulanacağını ortaya 
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koymuşlardır. Carlin, Gelfand ve Smith (1992) yaptıkları çalışmada hiyerarşik 

Bayesyen değişim noktası model yaklaşımını açıklamışlardır. Özellikle istenilen sonsal 

dağılımları, Gibbs örneklemini kullanarak elde etmektir. Yaptıkları çalışmada değişim 

noktası poisson sürecine Jarret (1979)’in yapmış olduğu çalışmadaki kömür madenciliği 

verilerini kullanarak analiz etmişlerdir. Raftery&Akman(1996)’da kömür madenciliği 

verilerini kullanmışlardır. Hendersen&Matthews (1993) Tyne ve Birmingham’daki 

ulusal bölgeden elde edilen verilerle iki dizili poisson değişim noktası analizi 

uygulamışlardır. Broemeling &Gregurich (1996) doğrudan yeniden örnekleme işlemi 

uygulayarak değişim noktası analizi için Bayesyen Yaklaşımı geliştirmişlerdir. Onlar bu 

tekniği Poisson süreci için tek bir değişim içeren örneklerle açıklamışlardır. 

İlk olarak x1,x2,.......,xn dizisinde bilinmeyen nokta k ve tek bir kesikli değişime 

sahip olan Poisson modeli: 

  k1,.....,i   1  Poissonxi  

  n.1,.....,i   2  kPoissonxi   

En çok olabilirlik fonksiyonu ise; 
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21,  ve k bağımsız önseller olup konjeguate forma sahip olduğunu varsayalım, 

 
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 211
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 e                                                          (2.22) 

k kesikli düzgün önsel olduğunda aşağıdaki eşitlik ortaya çıkmaktadır: 
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0 ve 0 'a giderken bilgi vermeyen önseller olarak gösterilirse, bunun 

sonucunda         21

21

yy
knkyyyk


  dönüşmektedir. 

2

1
  ve 0 'a giderse, Jeffreys önseli ortaya çıkmaktadır. 

Dahası, 

  knkkyky iiii  2            ,,,,,      (2.25) 
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k

iii ykkyy 1,2.i        ,,,,,,,,     (2.26) 

2

1




  oranını kullanarak aşağıdaki eşitlik ortaya çıkmaktadır. 
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Bunun sonucunda, 
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Yukarıdaki formüldeki  11 2 yv   ve  22 2 yv    göstermektedir.  

k koşulsuz,  sonsal dağılım içerdiğini varsayarsak; 

      ,,,,, ykkyy
k

 .     (2.29) 

Yukarıdaki eşitliklerde tek bir değişim noktası için varsayımlar ortaya 

konulmuştur. Herhangi bir değişiklik olmadığı olasılığı göz önüne alındığında aşağıdaki 

eşitlik ortaya çıkmaktadır. 
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k=0 dizide değişiklik olmadığı, ve Mk k=0,1,2,.......,n-1'e kadar k gibi bir 

değişim noktasına sahip olan modeli gösterir. Olasılık tüm değişim noktası modelinde 

eşit olarak dağıldığında, q'nun önsel olasılığı modelde değişiklik olmadığı anlamına 

gelir. Eğer tek bir değişim noktası varsa, olasılıkları eşit q=0.5 olarak almamız 

gerekmektedir.  
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 
 

   nkyqfkyf
n

q

nkyqf
yk










1

1
0  

 

1

1

1

1

1
1                






























n

k

konq

q



                                (2.32) 

   
1-n,1,2,......k      ,

1

1
1

1

1






















n

j

joko B
q

nq
Byk    (2.33) 

 
 

    
      yknk

nyy

kyf

kyyf
B

yy

y

ko























21

2121

,,0

,,,
              (2.34) 

 

Mk modeli M0 modeliyle karşılaştırıldığında, Mk modeli Bayes faktörüdür. 

2.7.1. Çoklu Değişim Noktası Analizi  

Değişim noktası birden fazla olduğu zaman; sabit bilinen değişim noktası için, 

2.22 ve 2.27 denklemleri genelleştirilerek çoklu değişim noktası analizinin temeli 

oluşturulur.  rkkkk ,......, 21  değişim noktaları pozisyonları 

rkkk  .......21 olduğunda   ,Gammai    olduğunda i=1,2,……..,r+1’e kadar 

bağımsız olarak varsayılmaktadır. k’nın tüm bölümler üzerinde eşit olarak dağıldığı 

varsayıldığında,  
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k’nın belirli bir bölüm altında marjinal olabilirliği, Mk modelinde, 

   
 












1

1

,,
r

i
y

i

i

ik

y
kyf





                  (2.35) 

Mk ve Ms bayes faktörü modelleri karşılaştırıldığında aşağıdaki eşitlik kullanılmaktadır. 
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Eğer 0 ve 0 giderse, 
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Bütün i değerleri için yi>0 olduğunda (2.36)’daki eşitliğe göre Jeffreys önseli 

2
1 olduğu kabul edildiğinde,  

  1r.,1,2,......i       ,,,,, 1    iiiii kkyky ,              (2.37) 

Değişim noktası maksimum sayısı bilinmediği durumda, R’nin maksimum 

olduğu durumda r değişim noktasında rh uygun bölümlerin sayısını gösterdiğinde,  
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r

kM modelinde r

kB 0 bayes faktörü olarak tanımlandığında, r değişim noktaları ile modeli 

k’ya göre değişim noktasına sahip olmayan M0 modeliyle karşılaştırıldığında aşağıdaki 

eşitlik ortaya çıkmaktadır. 
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Değişim noktası sayısı r sonsal dağılım ile aşağıdaki eşitlikteki gibi gösterilmektedir. 
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2.7.2. Çoklu Değişim Noktasına Alternatif Yaklaşım 

 Chib (1998) çoklu değişim noktası modellerine yeni Bayesyen Yaklaşım 

önermiştir. Değişim noktası modeli çizilmiş belirli bir gözlem ile gelen rejimi gösteren 

gizli ayrık durum değişkeni açısından formüle edilmiştir. Bu durum değişkeni kısıtlı 

geçiş olasılıkları ile ayrık zamanlı ayrık durumlu olduğunda, durum değişkeninin 

şimdiki değeri veya yeni bir değer olması durumunda diğer bir değere geçiş yapabilir. 

Chib (1996)’in Markov zinciri Monte Carlo yöntemleri kullanılarak model tahmin 

edilir. Bu yaklaşım değişim noktası sayısı bilindiğinde, ancak hesaplama sonucunda 

örneklem büyüklüğü ve değişim noktası sayısı artmamaktadır. Değişim noktası sabit 

olduğunda uygun önsel gereklidir fakat belirsiz önsel etkisinin çok az olduğundan emin 
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olmak gerekir. Chib yönteminin Poisson modelinde nasıl uygulandığı aşağıda 

açıklanacaktır. 

r’yi değişim noktası olarak varsaydığımızda, her bir zaman periyodu için kesikli 

değişken st için, t zamanındaki sistemin durumu, tx
değişkeni  1,.....,2,1 r ’e kadar 

tamsayı değerleri almaktadır. 
kst  olduğunda, 

 kii xxf ,1  burada 

 1211 ,.....,,   tt xxxX
ile gösterilmektedir. St değişkeninin Markov sürecindeki geçiş 

matrisi aşağıdaki gibidir: 
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
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Zincir t=1’de başlar, t+1’de sona erer. Bu nedenle st değişkenini ya mevcut 

durumda bırakacağız ya da bir sonraki aşamaya taşımamız gerekmektedir. Geçiş 

durumlarında değişim noktalarının belirlenmesi  rr kkkK ,.....,, 21  gerekmektedir. 

Chernoff ve Zacks (1964) bu modeli genelleştirerek her bir zaman noktasındaki 

olasılıkların değişme ihtimalinin sürekli olduğunu öne sürmüşlerdir. Yao (1984) 

değişim noktası için aynı modeli belirtmiş ancak paramatrelerin ortak dağılımı  k  

değişim noktalarından bağımsız ve değiştirilebilir olduğunu ortaya koymuştur. Carlin ve 

arkadaşları (1992) tarafından parametreler için benzer değiştirilebilir modeller tek bir 

değişim noktası bağlamında, incelenmiş olup, Inclán&Tiao(1994) ise çoklu değişim 

noktasını incelemişlerdir.  

Markov zinciri Monte Carlo Simülasyonu aşağıdaki gibi simüle edilerek bulunur: 

{st}’nin Simülasyonu 

 nt

t ssS ,.....,1

1



 
 daha sonra simülasyon örnekleme oluşur. Bu da, 
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 1ns  için  PrsXsf nnn ,,1,1   

 2ns için  PSXsf n

nn ,,, 1

2 

  

 …………………………………….. 

 2s için  PSXsf n ,,, 3

2   

1s =1 olduğunda Chib (1996) aşağıdaki eşitlikteki gibi göstermiştir. 

     ,,,,,, 1

1 PssfPXsfPSXsf ttnt

t

nt 

   

1ts koşulunda st değişkeni sadece iki olası değer alabilir.  

 
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ii

tt
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için

için
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



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2.8. MARKOV ZİNCİRİ MONTE CARLO SİMİLASYONUNDA 

DEĞİŞİM NOKTASI ANALİZİNİ ARAŞTIRAN ÇALIŞMALAR  

Değişim noktası analizi birçok alanda yaygın olarak kullanılmaktadır. Carlstein, 

Muller ve Siegmund (1994)’un kitabında sağkalım analizi, zaman serisi ve görüntü 

analizi uygulamaları ile frekansçı yaklaşımla değişim noktası sorunlarına değinen 

birçok makale bulunmaktadır. Poisson sürecinde tek bir değişim noktası için oluşturulan 

Bayesyen istatistiksel analizde Raftery&Akman (1986); Carlin, Gelfand & Smith 

(1992); Raftery (1994)'nin yapmış oldukları çalışmalar dikkat çekmektedir. Birden fazla 

değişim noktası analizinde çalışma sayısı oldukça azdır. Son yıllarda, Green (1995) 

Poisson süreci için birden fazla değişim noktası ve birden fazla hata oranlarını tahmin 

etmek için tersinir atlamalı markov zinciri monte carlo simülasyonunu önermiştir. Chib 

(1998) tarafından gizli markov modelleri açısından değişim noktası modelleri yeniden 

formüle edilerek, hesaplama için MCMC algoritması önermektedir. Green ve Chib'in 

kullanmış oldukları tersinir atlamalı markov zinciri monte carlo simülasyonu 

algoritmaları uygulamaları çözme açısından oldukça kolaylık sağlamaktadır.  

Bayes bakış açısıyla tehlike hızı çalışmalarında değişim noktasıyla ilgili olan 

sorunlara Achcar & Bolfarine (1989); Arjas &Gasbarra (1994); Ghosh, Joshi, & 

Mukhopadhyay (1998); ve Ebrahimi, Gelfand, Ghosh, & Ghosh (1997) değinmişlerdir. 
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Arjas & Gasbarra’ın çalışmaları dışında diğer çalışmalarda tek değişkenli değişim 

noktası analizine ağırlık verilmiştir.   

Frekansçı değişim noktası araştırmacıları Worsley (1986) ve Siegmund (1988) 

iken Raftery ve Akman (1986) Bayesyen modellerinde sürekli tek değişim noktası 

modelini araştırmışlardır. Broemeling ve Grequrich (1996) kesikli tek bir değişim 

noktası modelini önerirken, Carlin, Gelfand ve Smith (1992) Gibbs örneklemini 

kullanarak tek bir değişim noktası için çalışma yapmışlardır. Green (1995) tersinir 

atlamalı algoritmayla çoklu değişim noktasını analizini kullanmıştır.  

Değişim noktası probleminin binom değişkeni dizisi Hinkley&Hinkley (1970) 

tarafından incelenmiştir. Üstel ve poisson değişkenlerin değişim noktası dizileri 

Worsley (1986); Haccou, Meelis&Geer (1988); Jandhyala&Fotopoulos (1999, 2001); 

Boudjelaba, MacGibbon&Sawyer (2001); ve Fotopoulos&Jandhyala (2001) tarafından 

incelenmiştir. Loader (1992) değişim noktası modelinde homojen olmayan değişim 

noktası model analizini kullanmaktadır.  

Literatürde, birçok çalışma çoklu değişim noktası analizine yer verilmektedir. 

Henderson&Matthews (1993) poisson rassal değişkenlerin birden fazla değişim 

noktasını incelemişlerdir. Yapmış oldukları çalışmada, birden çok değişim noktası 

aramak için ikili segmentasyon işlemi uygulamışlardır. Chen ve Gupta (1997) bağımsız 

Gauss rassal değişken dizisi için çoklu varyans testi uygulamışlardır. Ayrıca Chen ve 

Gupta (2007)’de yapmış oldukları çalışmada Bayesyen Yaklaşımı kullanarak iki 

değişim noktalı modeli oluşturmuşlardır.  

Değişim noktası probleminde birçok araştırmacı parametrik yaklaşımı 

kullanmıştır. Parametrik yaklaşımı kullanan araştırmacılar Chernoff ve Zacks (1964), 

Hinkley (1970), Hinkley v.d. (1980), Siegmund (1986) ve Worsley (1979, 1986)’dir. 

Parametrik olmayan testler ve tahminler ise (Brodsky ve Darkhovsky, 1993; Lombard, 

1987; Gombay ve Huskova, 1998) tarafından kullanılmıştır. Olabilirlik oran test 

istatistiğinin büyük örneklem üzerinde kapsamlı tartışmaları ise Gombay ve Horvath 

(1996), Csorgo ve Horvath (1997) tarafından yapılmıştır.  

Türkiye’de yapılmış olan çalışmalara bakıldığında çalışmaların sınırlı sayıda 

olduğu görülmektedir. Taşcıoğlu (2011) yapmış olduğu doktora tezinde bilişsel radyo 

ağları için değişim noktası analizine dayalı geniş bant spektrum algılama durumunu 
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incelemiştir. Yiğiter (2012) yapmış olduğu çalışmada deprem verilerini kullanarak 

değişim noktası analizi yapmıştır.  
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 ÜÇÜNCÜ BÖLÜM: 

UYGULAMA 

3. TÜRKİYE’DEKİ MADEN KAZASI VERİLERİYLE DEĞİŞİM 

NOKTASI ANALİZİNİN UYGULAMASI 

Çalışmanın bu bölümünde ikinci bölümde detaylı olarak anlatılan değişim 

noktası analizinin bir uygulaması yapılmıştır. Bu amaçla Türkiye’deki 1983 ve 2014 

yılları arasında kömür madenlerinde meydana gelen kazaların yıllık olarak kayıtlı olan 

verilerle  kazaların “oranının” değişimine bakarak, değişimin olduğu sene tahmin 

edilmeye çalışılmıştır. Böyle bir değişim anının neyi gösterdiği ortaya konulmuştur. Bu 

doğrultuda, değişim noktası analizinin nasıl yapıldığı, sonuçların nasıl yorumlandığını 

ve Bayes formüllerini hesaplamamızı sağlayan Markov Zinciri Monte Carlo Simülasyon 

tekniği kullanılmıştır. Kazaların sayısının tümünü iki Poisson dağılımının ortak dağılımı 

üzerinden modellenmiş ve bu dağılımların birinci Poisson’dan ikincisine geçtiği an 

hesaplanmıştır. R paket programı yardımıyla yıllar itibariyle meydana gelen 

değişimlerin değişim noktası analizi yapılmıştır. Çalışmanın bulgularına geçilmeden 

önce; Türkiye’deki maden kazalarıyla ilgili bilgi verilmiştir. 

 

3.1.  Türkiye’de Maden Kazaları 

Madencilik, geçmişten günümüze kadar süregelen en temel sektörlerden biri 

olmuştur. Modern yaşamı desteklemesinin yanısıra dünyanın en eski ve en önemli 

sektörlerinden birisi madencilik sektörüdür. Çalışılan ortamda çok fazla risk ve tehlike 

olması ve bunların hepsinin önlenmesinin kolay olmamasıdan dolayı da dünyanın en 

riskli meslekleri arasındadır (Bilim&Dursun, 2015: 2). Ülkemizdeki iş kazalarına 

sektörel bazda bakıldığında %10,44’le iş kazalarının en fazla madencilik ve taş 

ocakçılığı sektöründe olduğu görülmektedir (TÜİK, 2013).  1941 yılından beri 3 binden 

fazla kişi maden kazalarında hayatını kaybetmiş, 100 binden fazla insan ise 

yaralanmıştır. Maden kazalarının en büyük sebepleri; göçük, grizu patlaması ve 

yangınlardır. Sadece kömür sektöründe, 1991-2008 döneminde iş kazaları ve meslek 

hastalığı nedeniyle toplam 2554 kişi hayatını kaybederken, sürekli iş göremez hale 

gelenlerin sayısı ise 13087’e ulaşmıştır (SGK İstatistikleri). Kazaların en çok görüldüğü 
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il Zonguldak olmuştur. 13 Mayıs 2014 tarihinde Türkiye’nin en büyük maden kazası 

Manisa’nın Soma ilçesinde meydana gelmiş ve 301 kişi hayatını kaybetmiştir. Dünya 

ülkeleri arasında Türkiye “ölümlü maden kazaları sıralamasında” ilk sırada yer 

almaktadır. Dünya’nın diğer ülkelerinde maden kazaları nicelik ve nitelik olarak 

azalırken, Türkiye’de bu durum giderek artmaktadır. Sorunun bir diğer üzücü boyutu 

olaylar sonucu meydana gelen sakatlanmalar ve meslek hastalıklarına ilişkindir. “En 

başta yaşama hakkı olmak üzere iş sağlığı ve güvenliği hakkına açıkça aykırı düşen bu 

acı olayların ve gelişmelerin, “madenciliğin doğası/ riski” ya da “kaçınılmazlık” 

kavramları ile açıklanabilmesine olanak yoktur” (Soma Maden Faciası Raporu, 2014: 

145).  

“Kazaların başlıca nedenlerinin alt yapı ve teknoloji ile ilgili önlenebilir 

sorunlardan kaynaklanması, denetim ve yaptırımların tekrar gözden geçirilmesi 

gerekliliğini ortaya koymaktadır. Kazalar sonucu yaşanan kayıplar ile birlikte ekonomik 

boyutun da incelenmesi ve konu ile ilgili yapılan çalışmalar da dikkate alınarak bu tür 

kayıpların önlenmesi için bir madencilik sektörü stratejisi belirlenmesi gereklidir.” 

(TEPAV Raporu, 2010: 6).  

Madencilik sektörünün diğer sektörlere göre yüksek riskli olması, meydana 

gelen kazaların önünün alınamayacağı ya da en azından zararların minimize 

edilemeyeceği anlamına gelmemektedir. Olayların seyri Türkiye’de madenlerin ve 

maden politikalarının yeniden yapılandırılmasını gerekli kılmaktadır. Ancak özellikle 

maden politikalarından kaynaklanan nedenlerle bu gerekliliğe uygun davranılmadığı 

gibi; günümüzdeki özelleştirme uygulamaları ile olsun, işletme hataları ile olsun 

facialara adeta davetiye çıkarılmaktadır. Olgular, faciaların neden olduğu 

mağduriyetlerin azalacağı konusunda iyimserlik aşılamaktan uzaktır (Türkiye Barolar 

Birliği Maden Faciası Raporu, 2014: 24). 

“Kömür madenciliği tehlike tahminleri, acil sistemlerin yönetimi açısından insan 

yaşamında çok önemlidir. Afet özelliklerinin tanımlanması durumunda, bu tahminler 

önemli rol oynamaktadır. Bu özellikler kazaların frekans dağılımı ve diğer felaketlerin 

büyüklüğü dağılımıdır. Her bir istatistiksel dağılımı açıklayan gerçek parametreler 

vardır” (Çalışma ve Sosyal Güvenlik Bakanlığı, KOBİ`ler için İş Sağlığı ve Güvenliği 

Yönetim Rehberi – Maden Sektörü, 2011: 44). 
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Yapacağımız uygulamada, tek bir değişim noktası için poisson süreci 

incelenecektir. Poisson sürecinin seçilmesinin amacı, maden kazalarını belirli bir zaman 

içinde meydana gelmektedir. Analizde,    ,      21 ve tahminleri elde edilecektir. 

Simülasyon sonucunda Türkiye’nin maden kazaları verilerinden yararlanarak tahminler 

ortaya konulacaktır.  

3.2. Poisson Değişim Noktası Modeli 

Türkiye’nin 1983 ile 2014 yılları arasında meydana gelen maden kazalarının 

değişim noktası analizi yapılacaktır. Kömür verilerinde, meydana gelen afetlerin yılları 

ve o yılda meydana gelen kazaların sayısı gösterilmektedir.  

R programına ait kod sayfası EK-1’de verilmiştir.  

 

      Grafik 3. 1: Türkiye’deki Kömür Madenlerindeki Yıllık Patlama Sayısı 

Grafik 3.1.’de yıllar itibariyle kazaların sayısında bir değişiklik olduğu garfikte 

görülmektedir. Frekans vektörleri bazı yıllarda sıfır olduğunda o yılı atar, bu nedenle 

değişim noktası analizi sıralanarak uygulanır. 1900’lı yıllarda kazaların oranlarında 

düşüş olduğu görülmektedir. Böylece ilk modeldeki sayısal değerlerin bağımsız Poisson 

ortalamalarına sahip  zaman önce 1  ve  zamanından itibaren 2  olduğunda 

2 < 1 olduğu beklenir. Bu olası bir durumdur. Birden fazla değişim noktası olduğu 

düşünülebilir. Bayesyen analiz için üç parametrenin önsel dağılımına ihtiyacımız vardır 
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( ; 1  ; 2 ). Eğer parametreleri bağımsız ve kojeguate formda ele alırsak, sonsal 

dağılım analitik olarak bulunabilir (Gamerman & Lopes, 2006: 143), fakat gerçek 

önseller bağımsız dağılıma sahiptir ( 1 ; 2 ). Gilks ve arkadaşları (1996)’da Markov 

zinciri Monte Carlo simülasyonu çerçevesinde yeniden ağırlıklandırılarak daha fazla 

karmaşık radyo karbon tarihleme için uygulama yapmanın daha kolay olduğunu ortaya 

koymuşlardır.  

R programına ait kod sayfası EK-1’de verilmiştir.  

Yi ‘deki i değeri ilk yıl olan 1983 yılındaki kazaların sayısını göstersin. Değişim 

noktasının k yılda ortaya çıktığını varsayalım ve i yıldaki kazaların sayısı poisson rassal 

değişken olduğunda, 

 

  n1,.....,ki        Y

k,1,........i        

i 







Poisson

PoissonYi

 

2014 yılında biten n=32 tane olmak üzere gözlem vardır. 

Bayesyen modelin bağımsız önsellere sahip olduğunu varsaydığımızda, 

 

 

 2

1

b0.5,    

b0.5,   

,........,2,1   

Gamma
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nUniformk
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


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İlave edilen 1b ve 2b  parametreleri pozitif çoklu ki-kare rassal değişken olarak 

bağımsız dağılırlar. Bunun sonucunda, 
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  Gibbs örneklemini uygulamak için, tam olarak belirtilmiş 

koşullu dağılımlara ihtiyaç vardır.     21 b ve,, b için koşullu dağılımlar aşağıda 

verilmiştir. 
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Değişim noktası olan k’nın sonsal dağılımı ise olabilirlik fonksiyonudur. 
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Değişim noktası analizinde model tanımlanırken, Gibbs örneklem algoritması 

   boranaşekilGammabaG  ,, dağılımını tanımlar). 

1. 1:n’e kadar k rassal olarak belirlendiğinde, ve den   'b,b,, 21 1’e kadar 

tanımlanır. 

2.  Herbir iterasyon için t=1,2…..’ye kadar tekrarlanır. 

a)       11,5.0 11   tbtkSG tk ’den  t  oluşturulur. 

b)       11,5.0 2

'

1   tbtknSG tk ’den  t oluşturulur. 

c)   1,5.0 tG  ’den  tb1 oluşturulur. 

d)   1,5.0 tG  ’den  tb2 oluşturulur. 

e)    b,b,, 21 değerleri 3.1’deki eşitlik güncellenerek multinominal 

dağılımdan k(t) oluşturulur. 

f)             tktbtbtttX ,,,, 21 (Her bir değer kabul 

edilmektedir.) 

g) t’ye kadar artmaktadır. 

 

Aşağıda belirtildiği gibi Gibbs örnekleyicisi çıktısındaki değerler, 200 adet burn-

in atıldıktan sonra elde edilmiştir. Tahmin edilen değişim noktası ortalaması k= 36. 

Poisson 
^

   ortalaması 0,3 ve Poisson 
^

 ortalaması 0,1’dir.  

 

 



88 
 

 

 

 

 

İZ GRAFİKLERİ 
 

 

 

 
 

 

 

Grafik 3.2: Gibbs Örnekleyicisi Çıktısı 
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HİSTOGRAM VE MARJİNAL YOĞUNLUKLAR 
 

 

 

Grafik 3.3: Kömür Madenciliği Kazası İçin Değişim Noktası Analizinden Ortaya 

Çıkan Μ, Λ, Ve K ‘Nın Dağılımı 
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Sonsal dağılımlar Markov Zinciri Monte Carlo simülasyonu yardımıyla da 

uygulanabilir. Chib (1998)’in uyguladığı R paket programı altında MCMCpack arayüzü 

yüklenerek MCMCpoissonChange C++ kodlu altyapıya sahiptir. Bu durum oranlar için 

bağımsız gamma önselleri ve geçiş noktaları için beta önsellerine sahiptir.  

R programına ait kod sayfası EK-1’de verilmiştir.  
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Grafik 3.4: İz ve Yoğunluk Grafikleri 
 

Grafik 3.4’de MCMC uygulaması sonucunda elde edilen iz grafikleri ve 

yoğunluk grafikleri görülmektedir. Bu grafiklerde, hata terimlerine ait varyans 

tahminlerinin iterasyon boyunca oluşturdukları zincirler görülmektedir. İterasyonlar 

boyunca oluşan zincirlerin kuvvetli olduğu söylenebilir.  Bütün değerlerin belirli bir 

bölgede sabit, otokorelasyonun olmadığını ve yakınsamanın sağlanmış olduğu 

görülmektedir. Buradaki her 100 iterasyonda güncellenen 1000 iterasyon için olan 

grafiklerdir.   
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     Grafik 3.5: ACF Grafiği 

Grafik 3.5’de varyanslara ilişkin otokorelasyon fonksiyonları grafiksel olarak 

gösterilmektedir. Grafikte gözlem değerlerinin düşüşü hızlı olduğu görülmektedir. Hata 

terimine ait varyansın Monte Carlo tahmininin standart hatasının küçük olduğu 

söylenebilir.  



92 
 

Posterior Regime Probability

P
r(

S
t=

 k
 |Y

t)

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

 
 

 

           Grafik 3.6: Sonsal Olasılıklar 

Yukarıdaki grafikte her daire çizgisi her bir rejimin değişen olasılıklarını 

göstermektedir. Rejim olasılığı 1’den başlayıp 0 civarında düşüş göstermektedir. Bu 

değer 2000’li yıllara denk gelmektedir. Tahminler sonucunda 2000 ile 2005 yılları 

arasında maden kazalarında Poisson değişim noktasına sahip olduğu görülmektedir.   
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Tüm bu bilgiler gösteriyor ki, m=1 değişim noktasını arıyoruz ve ortalama 

sayılar i  için gamma (1,1) önseli belirtilir. Bu yaklaşımla, MCMC’ye göre yapılmış 

tüm kodlama ve tasarımların hızlı ama genel olmadığı belirtilir.  

  

Şekil 3.1. Yıllar İtibariyle Felaket Oranlarının Sonsal Dağılımı. (Kırmızı Kesikli 
Çizgi Medyanı Gösterir.) 

MCMC tekrarlamalı bir düzen olarak parametrelerin başlangıç değerlerini 

sağlamamız için vardır. Her bir çalışma için ayrı başlangıç değerleri veya rassal 

sonuçları verecek bir liste fonksiyonu sağlamak mümkündür. 2003 yılında Poisson 

değişim noktası olduğu görülmektedir.   
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bayesyen yaklaşım, istatistiksel model seçiminde ve hipotez testlerinde yaygın 

olarak kullanılmaktadır. Son yıllarda kullanımı artan MCMC yöntemi ile elde edilen 

modellerin sonsal dağılımlarını kullanan Bayesyen model seçim problemlerinde özel 

olarak kullanışlı olup,pek çok çalışmada kullanılmaktadır. En çok kullanılan MCMC 

yöntemleri, Gibbs örnekleme algoritması ve Metropolis-Hasting algoritmasıdır. 

Bu çalışmada, Bayes analizi MCMC yöntemleriyle hesaplanarak, R yazılım 

programıyla, maden kazaları verileri kullanılarak Markov Zinciri Monte Carlo 

Simülasyonu değişim noktası analizi yapılmıştır. Böylelikle her bir parametreye ilişkin 

sonsal dağılımları hesaplayarak, marjinal sonsal dağılım grafikleri ortaya çıkarılmıştır. 

Türkiye’nin 1983 ile 2014 yılları arasında meydana gelen maden kazalarının 

değişim noktası analizi yapılmıştır. Kömür verilerinde, meydana gelen afetlerin yılları 

ve o yılda meydana gelen kazaların sayısı gösterilmekedir. R kodları R programına 

girilerek analizler yapılmıştır. İlk olarak yıllar itibariyle meydana gelen maden 

kazalarının çizgi grafiği çizilmiştir. Grafikte, 1900’lı yıllarda kazaların oranlarında 

düşüş olduğu görülmüştür.  

2000’li yıllarda gözlenen azalma giderek artmıştır. Bu yıllardaki kömür 

sektöründeki değişiklikler, 2000’li yılların sonlarına doğru emek verimliliğinin iyice 

düşmesine neden olmuştur. Olası bir nedensel bağlantı endüstriyel kaza oranlarının 

işyerinde sosyal ilişkilerin işleyişi durumuna bağlı olduğunu iddia eden Dwyer 

tarafından önerilmektedir. Kaza oranlarındaki artışa mesai gibi yüksek işgücü 

verimliliği de ilişkili olabilir. Analizde kullanılan Gibbs örneklemi tahmin için uygun 

bir yöntemdir. Çünkü, bütün sonsal dağılımları vermektedir. Yapılan analizler 

sonucunda iz grafikleri, histogram ve marjinal yoğunlukları hesaplanmıştır. Yapılan 

analiz sonucunda, tahmin edilen değişim noktası ortalaması k= 36. Poisson 

^

 ortalaması 0,3 ve Poisson 

^

 ortalaması 0,1 bulunmuştur. Daha sonra, yapılan MCMC 

analizi sonucunda 2003 yılında Poisson değişim noktası bulunmuştur. 
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MCMC analizi sonucunda bulunan 2003 yılının maden kazalarıyla ilgili olarak 

bir kırılma noktası olduğu görülmüştür. Taş kömürü üretiminin TTK ve taşeronları 

tarafından yapılması dışında 2000 yılı sonrasında özel işletmeler tarafından da üretim 

yapılmaktadır. Kazalar sonucu meydana gelen ölüm sayılarına TTK ve özel işletilen 

maden ocakları ayrımında bakıldığında milyon ton üretim başına düşen ölüm sayısının 

özel işletmelerde daha fazla olduğu görülmektedir. Özel işletmeli maden ocaklarında 

2000 yılından itibaren üretim yapılmakta fakat asıl üretim artışı 2005 yılından itibaren 

görülmektedir. Özel ocaklarda üretim başına düşen ölüm sayısının, 2003 yılında bir 

sıçrama göstermesinin nedeni 2002 yılına göre hem üretimin düşmesi hem de kaza 

sonucu ölen kişi sayısının iki katına çıkmasıdır.  

Literatürde konu ile ilgili çalışmalar ve ülke örnekleri ile, maden ocaklarında 

kullanılan sistemlerin ve teknolojinin kazaların meydana gelmesi ve ölüm oranlarının 

seviyesi ile ilişkili olduğu görülmektedir. Modern tekniklerin kullanıldığı bir maden 

ocağı ile klasik yöntemler ile çalıştırılan bir maden ocağının karşılaştırıldığı bir 

çalışmada yeni teknolojilerin kullanılmasının klasik yöntemlere göre hem verimliliği 

arttırdığı hem de kazalar sonucu zarar gören kişi sayısını azalttığı gösterilmiştir. 

Bununla birlikte iş güvenliğini geliştirmek üzerine sistematik eğitim programlarının 

etkisi üzerinde önemle durulmaktadır (Sari, Duzgun, Karpuz ve Selcuk, 2004). 

Konu ile ilgili uzmanların görüşleri de, kazalar sonucu meydana gelen ölümlerin 

iş sağlığı ve güvenliği konusundaki eksik uygulamalardan kaynaklandığını 

desteklemektedir. Kazalar ve ölümlerin nedenleri arasında havalandırma sistemlerindeki 

sorunlar, kaçış yolları yetersizliği, kişisel koruyucu donanımların yetersizliği gibi 

altyapı ve teknolojik sorunlar sayılmaktadır. Bu tür problemlerin önlenebilir olduğu ve 

iş sağlığı ve güvenliği ile ilgili denetim ve yaptırım yetersizliklerinden kaynaklandığı 

üzerinde önemle durulmaktadır. 

Türkiye’de maden ocaklarında meydana gelen patlamalar ve yangınların 

nedenleri araştırıldığında; genel nedenlere benzer şekilde üretim yönteminin 

gereklerinin tam olarak yerine getirilmemesi, üretim plan ve projesinin bulunmaması ve 

havalandırmadaki eksiklik ve aksaklıklar ilk sıralarda yer almaktadır (Güyagüler, 2002). 
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Sonuç olarak, tek aşamalı yapılan poisson değişim noktası analiziyle 2003 

yılının maden kazaları sonucunda değişim noktası olduğu görülmüştür.  
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Terimler Sözlüğü 

A More Formal Derivation: Resmi Türetme 

An Informal Derivation: Resmi Olmayan Türetme 

Aperiodic: Periyodik Olmayan 

Burn-in: Belleğe yazmak 

Conjugate Prior: Eşlenik Önsel 

Diffuse: Yaygın 

Ergodic: Ergodik 

Expectation Maximization: Beklenti Maksimizasyonu 

Flat: Sabit 

Gaussianquadrature: Karesel Gauss 

Importance sampling: Önem Örneklemesi 

Irreducible: İndirgenemez 

Null: Boş 

Periodic: Periyodik 

Prior Distrubition: Önsel Dağılım 

Posterior Distrubition: Sonsal Dağılım 

Recurrence: Geri Dönüşlü 

Reversible Jump M-H: Tersinir Atlamalı M-H 

Stationary: Durağanlık 

Uniform: Tek düze 
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EK-1: R KODLARI 

 

Uygulamada işletilen R programına ait kod sayfası aşağıda verilmiştir. 

 

library(changepoint)  #for kömür,  

data(coal)  

coalData<-read.csv("C:/Users/burcu/Desktop/kömür.txt") 

 #display the data 

coalData 

          y.kaza 

1   1 1983 3 

2   2 1984 0 

3   3 1985 0 

4   4 1986 0 

5   5 1987 1 

6   6 1988 0 

7   7 1989 0 

8   8 1990 2 

9   9 1991 0 

10 10 1992 1 

11 11 1993 0 

12 12 1994 0 

13 13 1995 1 

14 14 1996 0 

15 15 1997 0 

16 16 1998 0 

17 17 1999 0 

18 18 2000 0 

19 19 2001 0 

20 20 2002 0 

21 21 2003 2 

22 22 2004 2 

23 23 2005 1 

24 24 2006 1 

25 25 2007 8 

26 26 2008 0 

27 27 2009 1 

28 28 2010 4 

29 29 2011 1 

30 30 2012 3 
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31 31 2013 2 

32 32 2014 2 

 

year <- floor(kömür) 

data(kömür) 

y <- table(year) 

plot(y)  #a time plot 

 

 

 

 

y<-floor(kömür[[1]]) 

y<-tabulate(y) 

y<-y[1983:length(y)] 

Kömür madenciliği kazalarının yıllık sayısının Sıralanması: 

3 0 0 0 1 0 0 2 0 1 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 1 1 8 

0 1 4 1 3 2 2  

 

R Kodları:  

      post.k   post.mu post.lambda 

[1,] 36.9130 0.6146246  0.09067994 

[2,] 35.7095 0.6258379  0.09179542 

[3,] 34.5105 0.6336644  0.09351841 

[4,] 37.3080 0.6188674  0.09066087 

 

R kodu aşağıdaki gibidir: 

 

 

> ## D is an integer vector of N = 32 counts. 

> library(MCMCpack) 
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> fit <- MCMCpoissonChange(D ~ 1, m = 1, c0 = 1, d0 = 1, 

+ burnin = 1000, mcmc = 1000) 

> plot(fit); par(mfrow=c(1,1)) 

> acfplot(fit); effectiveSize(fit) 

(Intercept)_regime1 (Intercept)_regime2  

           782.2126           1000.0000  

> summary(fit) 

 

Iterations = 1001:2000 

Thinning interval = 1  

Number of chains = 1  

Sample size per chain = 1000  

1. Her bir değişkenin ortalama, standart sapma ve ortamaların standart hatası:  

    

              Ortalama     Standart Sapma        Standart Hata     Zaman Serisi Standart Hata 

regime1      0.4669           0.1623                   0.005133              0.005804 

regime2      2.1423           0.4316                    0.013648              0.013648 

 

2. Kartiler 

 

                      2.5%    25%      50%       75%     97.5% 

regime1     0.2044   0.3481   0.4452   0.5596   0.8525 

regime2     1.3952   1.8333   2.1143   2.4064   3.0682 

 

> plotState(fit) 

> plotChangepoint(fit, start = 1983) 
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