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Bu c¢alismanin amaci gesitli graf tilirlerini hatirlamak, graflarin kromatik sayilarini ve
kromatik polinomlarint hesaplamak, bu hesaplamalar1 yaparken kullanilabilecek kisa

yollar elde etmektir.

Bu tez li¢ bolimden olusmaktadir. Birinci bolim giris boliimiidiir. Graf tanimu,
tarihgesi, temel kavramlar, kullanim alanlari, gesitli graflar ve 6zellikleri verilmistir. Bu
bilgiler, bu tez boyunca kullamlacaktir. Ikinci béliimde graflarin renklendirilmesi ve bu
renklendirme i¢in kullanilacak hesaplamalar verilmistir. Uciincii béliimde 6nceki
boliimde verilen graflarda renklendirme hesaplamalart i¢in graflari kiigiiltme yollar
verilmistir. Bu boliimde verilen tiim sonuglar bu tez ¢alismasinda elde edilmis orijinal

sonuglardir.
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ABSTRACT

MSc Thesis

GRAPHS AND CHROMATIC POLYNOMIALS

Utkum SANLI

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL (Uludag University)

The main aim of this work is to recall several graph types, to calculate chromatic
numbers and chromatic polynomials corresponding to these graphs, and to find some

better and faster methods to calculate chromatic polynomials.

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, the fundamental definitions
and results are recalled. Definition of graph and related notions, some brief history of
graph theory, applications of graph theory, several graph types and their related
properties are given. In the second chapter, colouring of graphs and some calculations
used for this operation are given. In the third chapter, some new deletion results are
given to help finding an easier method to calculate chromatic polynomial of a given

graph. All the results obtained in this chapter are original results obtained in this thesis.

Key Words: Graph, graph colouring, chromatic number, chromatic polynomial

2015, ix + 66 pages.
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1. GIRIS

Graf teori (¢izge kurami) graflar1 inceleyen matematik dalidir. Bir graf basitce koseler

ve bu kdseleri birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tiir ag yapisidir.

Leonhard Euler tarafindan 1736 yilinda yazilan bir makale graf teorinin kesin baglangici
olarak kabul edilir. Bu makaledeki esas fikir “Konigsberg’in yedi képriisii” olarak
bilinen problemdir. Problem, K&nigsberg adli dort kara parcasindan olusan bir sehirde
bu dort kara pargasini birbirine baglayan yedi adet kopriiniin 6zel bir sekilde dolasilip
dolasilamayacagi hakkindadir.

>

Lok

Sekil 1.1. Konigsberg’in Yedi Kopriisii

Problem tam olarak; herhangi bir noktadan baslayarak ve yedi kopriiyii sadece birer kez
kullanarak tam bir tur gerceklestirilebilir mi seklindedir. Bu problem bir ¢izelge ile

temsil edilmek istenirse Sekil 1.2°deki ¢izelge olusturulabilir.



(#1

Sekil 1.2. Konigsberg Cizelgesi

Euler bu problemin ¢éziimiiniin olmadigin1 gostermistir. Sehirleri koseler ve kopriileri
de kenarlar olarak kabul edelim. Her bir kdseye baglanan kenar sayist o kdsenin
derecesi olarak tanimlansin. Bir kose baslangic veya bitis kosesi degilse o koseye
gelindiginde turun tamamlanabilmesi i¢in o koseden ayrilmak da gerekecektir.
Dolayisiyla gecilen kdseler ¢ift dereceli olmalidir. Buna gore tek dereceli kose sayisi
ikiden (baglangic ve bitig) fazla ise bu tur tamamlanamayacaktir. Turun sonunda
baslangi¢ noktasina doniilebilmesi icinse biitiin koseler ¢ift dereceli olmalidir. Yani bu
problemin cevabi, biitiin kdpriilerden bir ve yalniz bir kez gegmek kosulu ile tam bir tur

yapilamayacag seklindedir.

Graflarin ¢ok sayida uygulama alanlari vardir. Ozellikle bazilarmi sayacak olursak,
graflar fizik, biyoloji, sosyal ve bilgi sistemlerindeki isleyisleri ve iliskileri modellemek
icin kullanilabilir. Bilgisayar biliminde iletisim aglarini, bilgi organizasyonunu,
hesaplama akigini vb. temsil ederler. Devre ¢oziimlemesinde devreyi olusturan 6gelerin

aralarindaki baglantilarin matematiksel olarak ifade edilmelerini kolaylastirirlar.

Graf teori ayrica fizik ve kimyada molekiilleri ¢aligmak i¢in de kullanilir. Kimyasal graf
teori, matematiksel kimya alanmin kimyasal graflarin ¢alisilmasiyla ilgilenen dalidir.
Kimyasal graflar, atomlarin grafin koselerini ve kimyasal baglarin grafin kenarlarini
temsil ettigi molekiil modelleridir. Bu modellerde her kosenin derecesi en ¢ok 4
olabilmektedir. Kimyasal graf teorinin temel fikri; molekiillerin fiziko-kimyasal
ozelliklerinin karsilik gelen kimyasal graflardaki sifrelenmis bilgileri kullanarak

calisilabilmesine dayanr.



Bu boliimde ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar
tanitilacak ve Ozellikler verilecektir. Daha ayrintili bilgi i¢in Harris, J.M. ve ark.,
Combinatorics and Graph Theory, Brown, J. ve ark. New bounds for chromatic

polynomials and chromatic roots incelenebilir.

1.1 Giris ve Temel Kavramlar

1.1 Tanmm. ¥, elemanlar1 kdseler olarak isimlendirilen bos olmayan sonlu bir kiime ve
E, V kiimesinin ayrik koselerinin sirali olmayan ikililerinin bir kiimesi olmak iizere
G=(V,E) siral1 ikilisine graf denilir. a, & € ¥ olmak iizere her bir [a, &| € £ elemanina
kenar ad1 verilir ve bu kenar a ve b koselerini birlestirir denir. Bir G grafinin V kose
kiimesi ayn1 zamanda V(G) ile kenar kiimesi ise E(G) ile gosterilir. Kdselerin kiimesi
V(G)={a, b, c, d, e} gibi tek harflerle temsil edilirken, E(G)={ab, bc, ae} veya
E(G)={{a,b}, {b,c}, {a,e}} gibi herhangi iki kosenin simgeleri beraber kullanilarak
temsil edilir. ilerleyen béliimlerde kenar adlandirmalarinda e, e, e, gibi semboller de

kullanilacaktir.

Sekil 1.3. 5 kose ve 7 kenarl bir graf 6rnegi

Sekil 1.3°de verilen G grafinin kdse kiimesi (&) = @, b, c,d, 2] ve kenar kiimesi

.Hl:_{?-.:' = I:I?l_. ﬂ'ﬁ. EH, I?-||E:':, I?,E“E'_':I ’dil‘.

1.2 Tamim. Her bir kenarin bir yone sahip oldugu graflara yonlii graf (directed graph ya
da kisaca digraph) denir.



1.3 Tanmm. Iki koseyi birbirine baglayan birden fazla kenar varsa bu kenarlara ¢oklu

kenar, ¢coklu kenarlar igeren graflara da ¢oklu graf (multigraph) ad1 verilir.

Sekil 1.4. Coklu graf

1.4 Tanim. Bir koseyi kendisine birlestiren bir kenara déngii (loop) denir.

Sekil 1.5. Dongii iceren graf 6rnegi

Sekil 1.5°deki graf iki adet dongii icermektedir.

Koselerin kiimesinin V(G), kenarlarin kiimesinin E(G) ile gosterildigini hatirlayalim.
Bundan sonraki boliimlerde, bir kenar1 belirtmek i¢in kullanilan {u,v} gosterimi yerine

kisaca uv ifadesi kullanilacaktir.

1.5 Tamim. u ve v koseleri i¢in uv £ E(G) ise u ve v koseleri komsudur denir. Bir e

kenariin koselerinden biri v ise v kdsesi e kenarina bitisiktir denir.



1.6 Tamim. Tek parcadan olusan bir grafa baglantili graf, birden ¢ok parcadan olusan
grafa baglantisiz graf denilir.

1.7 Tanim. Bir grafta herhangi bir v kosesinin bitisik oldugu kenar sayisina v kosesinin

derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir.

Ornegin Sekil 1.3°de deg(e)=3, deg(b)=4, deg(a)=2"dir.

1.8 Tammm. Bir G grafindaki derecelerin en biiylik olanina G grafinin maksimum

derecesi denir ve A&} ile gosterilir:

Al = max{deg{vi|v € 7]

Benzer sekilde en kiigiik dereceye de minimum derece denir ve &({77 ile gosterilir:

§060 = minfdeg{v)|v € 4]

Ornegin Sekil 1.3 *deki G grafinda, A(i7} = 4 ve &() = 2°dir.

1.9 Tamim. Bir G grafinda tiim koselerin dereceleri esit ise G grafina diizenli graf

(regular graph) denir.

1.10 Tanmm. Bir G grafiyla ayn1 kdse kiimesine sahip ve G grafinda kenar olugturmayan
tiim koselerin birlestirilmesiyle elde edilen kenar kiimesine sahip olan grafa G grafinin

tiimleyeni (complement) denir ve bu yeni graf 5 ile gosterilir.
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Sekil 1.6. G grafi ve tiimleyeni

1.11 Tanmim. Kenar1 bulunmayan, sadece kdselerden olusan graflara bos (null) graf adi

verilir ve n koseli bir bos graf £, ile gosterilir.

[
(T2

.o
0=

Sekil 1.7. E, bos grafi

1.12 Tamim. Bir G grafinda farkli olmas1 gerekmeyen 7, 1, 3, ..., 17, kOse dizisi i¢in
e € BE(G) (1=1, 2, 3, ..., k-1) zlacak sekilde kenarlarin olusturdugu bir yapiya yol
(walk) denir. Bir yoldaki koselerin tiimii birbirinden farkliysa bu yola patika (path)

denir. Eger bir yolun tiim kenarlar1 farkli ise iz (trail) olarak tanimlanir.

Tanimlardan hareketle her patika bir izdir ancak her iz bir patika olmak zorunda degildir
sonucuna varilir. Bagladig1 kosede biten patikalara kapali patika (cycle), benzer sekilde

ayni kosede baslayip biten izlere kapali iz (circuit) denir.

Sekil 1.8. F, patikasi



P, patikasi n tane kose ve n-1 tane kenar igerir.

1.13 Tamim. Bir grafin tiim koseleri diger tlim kdselerle komsu ise grafa tam (complete)

graf ad1 verilir. n koseli bir tam graf K, ile gosterilir.

Ornegin Sekil 1.9°da verilen G grafi bes kdseli Ky tam grafidir.

Sekil 1.9. K, tam grafi

nin—1}

K, grafi n tane kdse ve tane kenar igerir.

1.14 Tanim. Tek bir devirden olusan bir grafa devir grafi (cycle) denilir. n koseli bir

devir grafi C,, ile gosterilir.

Sekil 1.10. C,, devir grafi

L. grafi n tane kose ve n tane kenar igerir.



1.15 Tammm. L. devir grafinin bir kosesine Py, patikasinin eklenmesiyle olusturulan

grafa larva graf (tadpole graph) denir. I}, 1. ile gosterilir.

Ornegin Sekil 1.11°de verilen G grafi L devir grafinin ve I patikasinin birlestirilmesi

ile olusturulmus s 4 larva graftir.

Sekil 1.11. T4 larva grafi

T larva grafi m+n kose ve aymi sayida kenardan olusur.

1.16 Tanim. Kose kiimesi 4 ve B gibi iki parcaya ayrilabilen ve her bir kenar1 4’daki
bir koseyi B’deki herhangi bir koseye birlestiren graflara iki parcali graf (bipartite
graph) denilir. Eger bir iki parcali grafta 4’nin her bir kdsesi B’nin her bir kosesiyle
birlestirilmisse grafa iki pargali tam graf (complete bipartite graph) denir ve A4, r kdseye

B, s koseye sahipse boyle bir graf K, . ile gosterilir.

Sekil 1.12. £ - iki pargali tam graf



Ornegin yukarida verilen graf Ks . grafidir. K, iki parcali tam grafinda r+s adet kdse,

r.s adet kenar bulunur.

1.17 Tammm. £ ,-: seklindeki bir grafa yildiz (star) graf adi verilir ve n koseli bir

yildiz graf &, ile gosterilir.

Sekil 1.13. &, yildiz grafi

Ornegin yukaridaki graf, bir &;, yildiz grafidur.

Bir S, grafinin n tane kosesi, n-1 tane kenar1 vardir.

1.18 Tanmm. Hig bir devir bulundurmayan baglantili graflara aga¢ denilir ve n koseli bir

agac 1, ile gosterilir.

Sekil 1.14. 1%;; agag grafi

Yukaridaki graf, bir 1%, agag¢ graf 6rnegidir.



T, agac grafi n tane kdse ve (n-1) tane kenardan olusur.

1.19 Tamm. Baglantisiz iki grafi, koselerinden birlestirerek baglantili hale getiren
kenara koprii (bridge) denir. Sekil 1.15°de “e” kenar1 G, ve G, graflarint birbirine
baglayan kopriidiir.

Sekil 1.15. Kopri

1.2 Graflarda Kése ve Kenar Silme ve iki Koseyi Biizme Islemleri

1.2.1 Tamim. Bir G grafinda belirli bir v kdsesini ve ona bitisik tiim kenarlar1 ¢ikarma

islemine kdse silme iglemi denir. Elde edilen yeni graf G-v ile gosterilir.

Omegin Sekil 1.2.1°de; G grafindan d kosesi cikarilarak elde edilen G-d grafi

goriilmektedir.

G grafi G-d grafi

Sekil 1.16. G ve G-d graflar
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1.2.2 Tamm. Bir grafta kenar silme iglemi yapilirken; kenarmn bitisik oldugu koseler

kalir, sadece kenar graftan ¢ikarilir.

Sekil 1.17°de verilen G grafindan “ed” kenar1 silinmistir. Kenar silme islemi G-ed ile

gosterilir.

e
G grafi G-ed grafi

Sekil 1.17. G ve G-ed graflart

1.2.3 Tanmim. Bir grafta bir kenarin u¢ noktalarini olusturan iki kdsenin birlestirilip tek

bir kose haline getirilmesi igslemine kenar biizme islemi denir.

Ornegin Sekil 1.18 de G grafinin be kenar biiziilmiistiir. Kenar biizme islemi G/bc ile

gosterilir.

G grafi G/bc grafi

Sekil 1.18. G ve G/bc graflari
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2. GRAFLARIN RENKLENDIRILMESI

2.1 Kromatik Say1

Bu béliimde graflarin renklendirilmesi ilgili tanimlar, renklendirme ile ilgili formiiller
ve bulunuslari, bu formiillere ilgilii uygulamalar yer alacaktir. Detayl bilgi i¢in Deng,
H. ve ark. On the harmonic index and the chromatic number of a graph (2013) , Harris,
JM. ve ark. Combinatorics and Graph Theory basta olmak iizere referanslarda

belirtilen kaynaklar incelenebilir.

2.1.1 Tanm. Bir G grafi ve bir k tamsayis1 verilsin. k-renklendirme fonsiyonu;
K:V(G)—{1, 2, ..., k} olarak tanimlanir. Burada k renk sayisin1 belirtmek {izere, K her

koseye bir renk atamaktadir.

2.1.2 Tanmm. Bir G grafinda her bir komsu u ve v kdse ikilisi i¢in K(u) # K(v) ise, yani
komsu koselerin renkleri farkli ise bu renklendirmeye G’nin oz k-renklendirmesi denir.

Eger bu sekilde kullanilan tam k renk varsa G grafi k-renklendirme olarak tanimlanir.

Ornegin [, devir grafinin kag renkle renklendirilebilir oldugunu hesaplamak istersek;

f a

P(a) = P(d) =2

P(b) =2 P(e) = 1

¢ b Pc) =1 P() =2
d c

Sekil 2.1. £, grafi
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seklinde bir P fonksiyonu kullaniriz. Burada P fonksiyonu, komsu koseler farkli renk
olacak sekilde kdselere renkler atamaktadir. Goriildiigli gibi ), grafin1 renklendirmek

icin en az 2 renk gereklidir. Dolayisiyla £y, bir 2-renklendirmedir.
2.1.3 Tanim. Bir G grafini, komsu koseler farkli renkte olmak iizere, renklendirmek
icin ihtiya¢ duyulan en az renk sayisina G’nin kromatik sayisi denir ve yi=) ile

gosterilir.

Sekil 2.2°de ¢esitli graflarin renklendirilmeleri 6rneklenmistir.

- -
L
*T & &
*
© L L ] L ] -
L ] L I - . = = « SS9 = -
= L J L J L -
a ° o L ] o L J o o
o a L Rad a L
L ] - - s © = L L ] o a -
L J o L L - L J
a a o L] o o a B oo
Rl - o
- a L]
- = . seves
@ [ =3
. . .
L 3
]
@
o a
® . @ a
- [
5] a . [ u o [ o
B o . - . I3 - o)
. o u e ] u ] []
. . o a & a [ o
o o & o s} @ @ [ ]
o o [ ]
[ . [t
@ = e & e »
[ 4 - »
a n bl

Sekil 2.2. Cesitli graflar i¢in renklendirmeler
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Bazi graf tiirleri i¢in kromatik sayilar belirlenmek istenirse;

* E, bos grafi i¢cin; hicbir kdse birbiriyle komsu olmadigindan ihtiya¢ duyulan en az
renk sayis1 1°dir.

@) @) @) @) @)

Sekil 2.3. Es grafinin renklendirilmesi

* P, patika grafi i¢in; her kose sadece kendisinden sonra gelen kdseyle komsu

oldugundan bu graf i¢in iki renk yeterli olacaktir.

O @ O @ O @ O

Sekil 2.4. P; grafinin renklendirilmesi

e [, devir grafi i¢in; n ¢ift say1 ise baglanilan kose ilk rengi alir, ardindan gelen kose
icin ikinci renk kullanir. Sonraki kose iginse ilk renge geri doniilebilir. Bu sekilde
devam edilirse baslanilan kdseden bir dnceki komsu koseye gelindiginde kullanilan
ikinci renk kullanilabilir. Dolayisiyla ihtiya¢ olan renk sayist 2°dir. n tek say1 ise
yukaridaki yol ayni sekilde izlendiginde baslanilan kdseden bir 6nceki kdse ilk renk
ve ikinci rengin arasinda kalir, tiglincti bir renk kullanilmasi gerekir. Dolayisiyla

ihtiya¢ duyulan en az renk sayis1 3 tiir.

Sekil 2.5. Cs ve Cg graflarinin renklendirilmesi
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e S, yildiz grafinda tek bir kdse ayr1 ayr1 diger tiim koselerle komsu oldugundan,ilk
kose icin bir renge, diger tiim koseler icinse ikinci bir renk yeterli olacaktir.

Dolayisiyla 2 renge ihtiyag vardir.

Sekil 2.6. S¢ grafinin renklendirilmesi

¢ K, tam grafinda; tiim kdseler birbirleriyle komsu oldugundan her kdse icin farkl

renk kullanilmalidir, dolayisiyla ihtiyag¢ olan en az renk sayis1 tam grafin kdse sayisi

Sekil 2.7. Ks tam grafinin renklendirilmesi

e K iki pargali tam grafi i¢in birinci par¢adaki tiim koseler birbirinden bagimsiz ve
ikinci parcadaki tiim koselerle komsu oldugundan ilk parcanin tiim koseleri igin tek
renk kullanilir ve ikinci pargadaki koseler de kendi aralarinda komsu

olmadiklarindan ikinci renkle boyanir. Dolayistyla ihtiya¢ duyulan renk sayist 2’

dir.
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Sekil 2.8. K43 grafinin renklendirilmesi

* T, larva grafi i¢in; C; i¢in kullanilacak renk sayis1 belirleyicidir. Ciinkii kendisine
baglanacak olan patika graf i¢in ihtiya¢ duyulan 2 renk, devir grafinda kullanilan

renkler kullanilarak renklendirilebilir. Bu nedenle r ¢ift say1 ise 2, tek say1 ise 3

renge ihtiyag vardir.

o
®
(&)

Sekil 2.9. Ts 3 grafinin renklendirilmesi

Yukaridaki bilgiler formiillestirilirse;

x (En) =1

L, nEdise
X(Pn)_-"n'l, n=1ise

[ Emgiftise
X (Co) = 3, ntekise

X (Sn) =2
x (Ky) =n
X Kmn) =2
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{2, reiftise
X (Trs) = 3, rtekise

formiilleri elde edilir.
2.2 Dort Renk Problemi

Herhangi bir haritada verilen iilkeler; komsu iki iilke ayni renge boyanmamak sartiyla
en az kag renkle boyanabilir? 1852 yilinda ortaya atilan bu problemin ¢6ziimiinde ilk
yanit1 veren Francis Guthrie oldu. De Morgan’in eski bir 6grencisi olan Francis Guthrie
bir Ingiltere haritasini renklendirirken, komsu sehirler degisik renkte olacak bicimde
sehirleri dort renge boyayabilecegini gordii. Ayni1 yil, tam olarak 23 Ekim’de, Francis’in
kardesi Frederick, simdi Dort Renk Problemi olarak anilan soruyu De Morgan’a sordu:
Bir haritanin iilkeleri, sinirdas iilkeler ayr1 renklerde olacak bicimde her zaman dort
degisik renge boyanabilir mi? Soruya bayilan De Morgan soruyu hemen, aralarinda
filozof William Whewell’in de bulundugu arkadaslariyla paylasti. Whewell, De
Morgan’in Bulusun Felsefesi adli kitabina yazdig: elestiri yazisinda bu sorudan soz etti.
Soru bir siire unutuldu. 13 Haziran 1878’de {inlii matematik¢i Cayley Londra
Matematik Dernegi’ne bu sorunun ¢oziimiiniin bulunup bulunmadigin1 sordu.
(Matematik Diinyasi, 2004) Kisa bir zaman sonra, topluluk iiyesi avukat Arthur Kempe,
dort renkten fazlasinin gereksiz oldugunu ispatladigini 6ne siiren bir makale yayinladi.
1890’a kadar bu problemin ¢oziildigline inanildi. Ancak 1890’da Kempe’nin
¢Oziimiiniin hatali oldugu anlasildi. Coziim i¢in cabalar devam ederken 1950°ye
gelindiginde, icinde 36 dan az iilke barindiran haritalarin dort renkle boyanabilecegi
artik gosterilmisti. Genel ¢oziim ise, ancak bilgisayarlarin devreye girmesiyle
saglanabildi. 1976 yilinda, illinoi Universitesinden Kenneth Appel ve Wolfgang Haken,
bu problemin bilgisayar kullanarak ¢oziimiinii elde ettiler. Halen dort renk probleminin
bilgisayar kullanilmadan ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in ¢abalar devam ediyor. Bu problem
icin verilen savasin graf teorinin gelisiminde biiylik katkisi oldugu kabul edilir.

(Tiibitak, Bilim ve Teknik, 2007)

Sekil 2.10°da diinya haritasinin dort renk kullanilarak renklendirilmesi verilmistir.
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Sekil 2.10. Dort renk kullanilarak renklendirilmis diinya haritasi

2.3 Kromatik Polinomlar

Kromatik polinomlar 1900’lerin basinda Birkhoff tarafindan doért renk problemi
calisilirken ortaya cikarilmistir. Bu polinomlar graflarin farkli renklerle kag sekilde
boyanabileceginin sayisinit vermektedir. Burada 6nemli olan nokta; renklendirme ayni
renkler kullanilarak yapilsa da, kdselerin renklendirilmeleri degistirilince elde edilenin
yeni bir polinom oldugudur. Yani iki renklendirmede en az bir kose farkh
renklendirildiyse bu iki renklendirme farkli olarak diisiiniilecektir. Ornegin Sekil

2.11°de verilen graflar iki farkli renklendirmeye sahiptir.

Sekil 2.11. Ayni1 grafin iki farkli renklendirmesi
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2.3.1 Ornek. “Kstam grafi icin kac farkli renklendirme yapilabilir?” sorusuna cevap

verirken belirleyici olan sahip olunan renk sayisidir. Ornegin, 6 farkli renk varsa 1. kdse

icin 6, 2. kdse i¢in 5, ayn1 sekilde devam edildiginde 5. ve son kdse i¢in 2 renk segcenegi

olacaktir. Dolayisiyla renklendirme sayist 6.5.4.3.2 = 6! olacaktir. Fakat renk sayis1 3

olsaydi bu graf i¢in bir 6z renklendirme yapilamayacakti.

Bu sonug, k tane renk ve K, tam grafi i¢in genellestirilirse istenen renklendirme;
k.(k-1).(k-2)...(k-n+1)

farkl sekilde yapilacaktir.

Bir G grafinin k tane renk ile yapilabilecek farkli renklendirmelerinin sayis1 Cq(k) ile

gosterilir. Dolayisiyla k > n iken

Cun(h) = ke (k-1).(k-2) ... (k-n+1)

dir. k <nise L. (k) = 0 olacaktir.

2.3.2 Ornek. E, sadece koselerden olusan bir graf oldugundan, n farkli kdsenin her biri

icin k tane renk segenek vardir ve E,, k" farkli sekilde renklendirilebilir.

Asagidaki teorem kromatik polinomlart hesaplamak i¢in bugiine kadar en fazla

kullanilan teoremdir (Birkhoff-Lewis, 1946):

2.3.3 Teorem. Bir G grafinin kromatik polinomu

CG(k) = Cg-e(k) - Cg/e(k)

seklindedir.
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2.3.4 Teorem. G [] {v} ile, G grafi ile v kosesinin birlikte ve baglantisiz oldugu yeni

graf gosterilecektir.
o -
v
G
Calipy(k) = k.Ce(k)
CGU{VI, v2, .., vn}(k) =K. CG(k)
dir.

Ispat. v kosesi G grafiyla baglantili olmadigindan dolay1 v’nin renklendirilmesi G’den

bagimsizdir. Dolayisiyla Cg(k); v’nin renklendirme sayis1 olan k ile carpilir.

2.3.5 Teorem. Cpn (k) = k.(k-1)"""dir.

Ispat. Cg(k) = Cg-e(k) — Cg/e(k) formiilii P, igin uygulanirsa

Cpu(k) = Cpy-e(k) — Cpy/e(k)

elde edilir.

@ @ @ @ ® - - -0
I:!l 0 E}I I:!.|

Sekil 2.12. P, grafi

Crn(k) = Cpy-e:(k) - Cpn/ei(k)

Sekil 2.13. P,-e; grafi
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Sekil 2.14. P,/e, grafi

Sekil 2.13 ve 2.14’de elde edilen graflarin P, (k) grafi oldugu goriilmektedir.
Dolayistyla,

Cru(k) =k.Cppui(k) — Cppai(k)
= (k-1).Cpp.i(k)

elde edilir. Yukarida gosterilen islemler her adimda tekrarlandiginda;

Cpa(k) = (k-1)*. Cpns(k)
= (k-1)’. Cpps(k) = ... = (k-D)™. Cp,(k) = (k-1)""k

sonucuna ulasilir. Yani

Cpa(k) = k.(k-1)™"

olarak elde edilir.

2.3.6 Ornek. Cp,(k) hesaplanmak istenirse;

CP4(k) = CP4-€1(k) — CP4/ el(k)

formili kullanilir.

L J ® @ L J
¢ = Ly L Ly

Sekil 2.15. Cpy-e, grafi Sekil 2.16. Cps/e, grafi
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Burada Sekil 2.15°daki graf Gy; ve Sekil 2.16’deki graf G, ile gosterilecektir.

Cru(k) = Cagi-ex(k) - Cai/exk) - Cai-ex(k) + Cai/ex(k)

o o .E—!-’ o ‘E'_.
k 1

Sekil 2.17. 1y, — . ve 1, /e, graflan

. E"{_ E'!-

Sekil 2.18. 1y, — 2. ve [y, /e, graflan

Burada 3y, — ., (11 /8;, Uy — 8., by2 /e, graflan yerine sirasiyla Gai, Goo, Gos, Gos

gosterimleri kullanilacaktir.

CP4(k) = CG21-63(k) - CG21/63(k) - CGzz'e3(k) + CGzz/e3(k)
- CGzz‘e3(k) + CGzz/e3(k) + CG24'e3(k) - CG24/e3(k) (l . 1)

elde edilir. Verilen graflarin sekilleri asagidaki gibi olacaktir;

CG21‘63(k) o 6 06 °

Ca./es(k) o oo
Co-e5(k) e 0o
Ca./es(k) o O
Cou-e5(k) o 00
Caersk) © @
Cau-es(k) o o

CG24/ e3(k) ®

Sekil 2.19. (1.1) bagintisinda elde edilen sekiller
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Elde edilen sekillerin renklendirme sayilar1 (1.1) formiiliinde yerine yazilirsa,
Cr(k) =k*'- K- K+ K-+ +kK -k

=k*-3K’+3k* - k
= k.(k-1)’

elde edilir ve ¢6ziim tamamlanmis olur.

Ornegin 5 renk igin P, grafinin farkli renklendirmelerinin sayisi
Cps(5) = 5.(5-1)° = 5.64 =320

olarak bulunur.

2.3.7 Teorem. T, aga¢ grafinin kromatik polinomu

Cr(k) = k.(k-1)""
seklindedir.
2.3.8 Ornek. Cr (k) hesaplanmak istenirse;

Cre(k) = Cre-ei(k) - Cre/ei(k)

formiiliinii kullanmak gerekir.

Sekil 2.20. Sirastyla Te, Ts-¢,, Te/e, graflari
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Burada, Ts-¢,, Te/e, graflari yerine sirasiyla G;; ve Gy, ifadeleri kullanilacaktir.

Cro(k) = (Cai-ex(k) - Can/ex(k)) — (Can-ex(k) - Can/ex(k))
= CGll‘ez(k) - CGll/ez(k) - CGlz'ez(k) + CGlz/ez(k)

SN

Sekil 2.21. SlraSIyla Gll_EE 5 G'.l llllf'i, G'_: _E19 G'_: I-'IE'E graﬂarl
Sekil 2.21°de elde edilen graflar incelendiginde, her bir seklin bagimsiz kalan kdseler
ile bir P4 grafindan olustugu goriiliir. Dolayisiyla bu asamadan sonra sorunun
¢coziimiinde P4 grafinin 6zellikleri de kullanilacaktir.
Cre(k) = Cari-ea(k) - Cari/ea(k) - Cgia-e2(k) + Cara/ea(k)

= k%.Cpy(K) - k. Cpy(k) — k. Cpu(k) + Cpy(k)

= Cpy(k).(K* — 2k+1)

=k.(k-1)’.(k-1)> (Teorem 2.3.5 geregi)

=k.(k-1)’
elde edilir.
2.3.9 Teorem. Cs,(k) = k.(k-1)""

2.3.10 Ornek. Cs,(k) = k.(k-1)*"dur.

Csy(k) = Css-e1(k) — Csi/ei(k) formiiliindeki graflar sekille gosterilmek istenirse,
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Sekil 2.22. Sirasiyla S4, S4-e1 (G11), Sa/e;r (Gi2) graflan

Burada, Ss-e, S4/e; graflan yerine sirasiyla Gi; ve G ifadeleri kullanilacaktir.

Csi(k) = (Cgri-ea(k) - Cari/ea(k)) — (Corz-e2(k) - Cara/ex(k))

= CGll-ez(k) - CGll/ez(k) - CGlz-ez(k) + CGlz/ez(k)
(] @

N W N

Sekil 2-23. Sll’aSIyla Gll_EE 5 G'.l llllf'i, G'_: _E19 G'_: I-'IE'E graﬂarl

Burada 3, —2,,G. | fe,, G..—e;, G.. fe; graflan yerine sirasiyla Gay, Goa, Gas, Goa

gosterimleri kullanilacaktir. Sekil 2.23°de bu graflarin ¢izimi yapilmastir.

Csa(k) = Caai-e3(k) - Caai/es(k) - Caar-es(k) + Caaa/es(k) - Caaz-es(k) + Caas/es(k) +

CG24-€3(k) - Caoa/ 63(1()
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CG21‘63(k) e 6 06 O

Ca/es(k) e o0
Caa-es(k) e 0 o
Can/es(k) e o
Caa-es(k) e 0 0o
Can/es(k) e o
Cau-es(k) e o
Cau/es(k) ®

Sekil 2.24. (1.1) bagintisinda elde edilen sekiller
Elde edilen kdselerin renklendirme sayilari (1.1) bagintisinda yerine konulursa;
Cau(k) =K'-K- K+ K-K+K+K -k
=k*-3K’+3K* - k
=k.(k-1)’
elde edilir ve ¢6ziim tamamlanmis olur.

2.3.11 Teorem. Bir G grafi en az bir dongii (loop) igeriyorsa Cg(k) = 0’dur.

Ispat.

Sekil 2.25. Dongii igeren G grafi

Teorem 2.3.3 geregi Cg (k) = Cg-¢e (k) — Cg/e (k) oldugu biliniyor.
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Sekil 2.26. G-e ve G/e graflari

G-e grafi ile G/e graf1 Sekil 2.26°da goriildiigii gibi ayni olduklarindan

Cesk)=0

bulunur.

2.3.12 Ornek. Cr,3(k) degeri hesaplanmak istenirse

Sekil 2.27. T, 3 graf

CT4,3(k) = CT4,3'el(k) — CT4,3/ € 1(k)

formili kullanilir.

Sekil 2.28. Slra51yla T4,3-€1 ve T4,3/€1

Burada, T43-e; ve Tass/e; graflar yerine sirastyla Gy, ve Gi, ifadeleri kullanilacaktir.
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CT4,3(k) = CT4,3'el(k) — CT4,3/ e(k)
= CGll(k) - CGlz(k)
= Caii-e2(k) - Cari/ea(k) - Cara-ea(k) + Caro/ea(k) (1.1)

L (1) G1 1-€2 Ca L (11) G1 1/62

@ @ @ Cy @ Q@ @
.
! Ea (lll) G- gl (lV) G]z/ez

Sekil 2.29. G’]_]__Eg , G'.l f'IE':_:_, G-_: —£y, G-_: l-'lf'i graﬂarl

(1), (i1), (ii1), (iv) maddelerinde olusan graflarin yerine sirasiyla Gy, Gao, Gas, Goa
ifadeleri kullanilacaktir. Burada, (iv) maddesinde olusan grafla ilgili olarak ek bilgiye
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu graf Gy4 ile temsil edilirse; Cgai(k) = Cau-es(k) - Caa/es(k)
esitligi elde edilir. Olusan yeni graflar Sekil 2.30’te ¢izilmistir. Teorem 2.3.11 geregince
Caaaes(k) = 0’dur.

Sekil 2.30. Ga4-e3 ve Gag/e; graflar
Crus(k) = Cari-e2(k) - Cari/ex(k) - Cgiz-e2(k) + Carao/ea(k) (1.1)
esitligine geri doniiliirse;

Cra(k) = Cia(k) - Caa(k) - Caas(k) + Cgau(k)
= k. Cpg(k) - Cpe(K) - Cps(k) + Cps(k)
= Cpo(k).(k-2) + Cps(k)
= k.(k-1)°.(k-2) + k.(k-1)*
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= k.(k-1)*.[k*-3k+2+1]
= k.(k-1)*.(k*-3k+3)

elde edilir.

2.3.13 Teorem. Cc(k) = (k-1)" + (-1)".(k-1)

C, devir grafindan herhangi bir kenar silindiginde olusacak yeni graf, P, ile taniml bir
patika gratken, bir kenar biiziildiiglinde olasacak yeni graf ise C,., devir grafidir.

Dolayisiyla

Ccn(k) = Cpu(k) - Ccni(k)

yazilabilir.

Ispat. Ispat tiimevarimla yapilacaktir. En kiiciik devir graf C; oldugundan, bu yéntem n

yerine 3 yazarak baslatilacaktir.

Cen(K) = (k-1)" + (-1)".(k-1) denklemi

* n=3 i¢in dogrulugu kontrol edilirse;

C; grafi ikiser ikiser birbirine komsu olan ii¢ koseden olusmaktadir. k tane renge sahip
olundugunda renklendirme, ilk kose icin k, ikinci kose i¢in k-1 ve {igiincii kose icin k-2
farkli sekilde yapilabilir. Dolayistyla k.(k-1).(k-2) farkli renklendirme yapilacaktir.
k.(k-1).(k-2) = (k-1).(k*-2k+1-1)
= (k-1).( (k-1)*-1)
= (k-1)* - (k-1)
= (k-1 + (-1)’.(k-1)

dir. Yani n=3 i¢in denklem dogrudur.
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* n=m i¢in dogru olsun. Yani,

Cem(k) = (k-1)™ + (-1)™.(k-1) denkleminin saglandig1 kabul edilsin.

* n=m+] i¢in dogru olup olmadig1 kontrol edilirse,

Cemni(k) = (k-1)™" + (-1)™".(k-1) denkleminin dogrulugu kontrol edilirse,

Cemi(k) = Comni(k) - Cem(k)
=k.(k-1)" - [(k-1)™ + (-1)™.(k-1)] (Teorem 2.3.5)
=(k-1).(k-1)" = (-1)™.(k-1)
= (-D)™" + (-1)™ (k-1)

elde edilir. Tiimevarim yontemi geregince; n=m+1 i¢in denklem saglandigindan ispat

tamamlanmis olur.
2.3.14 Ornek. Cc,(k) hesaplanirsa;
Cc4(k) = Cc4-el(k) — Cc4/€1(k)

denkleminde ifade edilen graflar Sekil 2.31°de verilmistir.

2 U N
A AN I P

Sekil 2.31. C4, Cs-e;, Cs/e; graflan
Burada, Cy4., grafinin P4, Cys, grafinin ise Cs grafina esit oldugu goriiliir.

Cc4(k) = Cc4-el(k) — Cc4/€1(k)

esitliginde bu ifadeler yerine yazilirsa
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Ceu(k) = Cpy(k) - Ccs(k)

elde edilir. Bu agamada P4 grafinin kromatik polinom sayist daha 6nce hesaplandigindan

C; grafinin kromatik polinom sayis1 hesaplanacaktir.

Cc3(k) = CC3-€2(k) - C@/Cz(k) (13)

Sekil 2.32. C;, Cs-e,, Cs/e; graflar

Sekil 2.32 de olusan graflardan Cs-e, grafinin P; grafina esit oldugu goriilebilir.
Dolayistyla,

Cei(k) = Cps(k) - Cei/ea(k) (1.4)
yazilabilir. Cs/e; grafi i¢in Gy, ifadesi kullanilirsa;

Ces(k) = Crs(k) = Cani(k) (1.5)
esitligi elde edilir.

Cia(k) = Caa-es(k) - Cga/es(k) ifadesinde olusan yeni graflar sekil 2.34’de ¢izilmistir.

B ey C

Sekil 2.33. Gy;-e3 ve Gyi/es graflari
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Burada Gj;-e; grafinin P, grafina esit oldugu goriilmektedir. G/, grafinin kromatik
polinomu ise dongii igerdiginden 0’dir. Dolayisiyla (1.5) esitliginin yerine
Caia(k) = Cpa(k) (1.6)
yazilabilir.
Ccu(k) = Cpa(k) - Ces(k) (1.2)
= Cps(k) - [ Ces-ea(k) - Cei/ea(k) | (1.3)
= Cpy(k) - Ccs-ea(k) + Cei/ea(k)
= Cpy(k) - Cps(k) + Cci/es (k) (1.4)
= Cpy(k) - Cps(k) + Cga(k) (1.5)
= Cpa(k) - Cps(k) + Cpa(k) (1.6)
=k(k-1) - kk-1)*+ k(k-1)
=k.(k-1).[ (k-1)* = (k-1) +1 ]
=k(k-1).(K*- 2k +1 =k + 1 +1)
=k.(k-1).(k* = 3k + 3)
=(k-1).(K - 3k*+3k- 1+ 1)
=(k-1).[ (k-1 +1]
=(k-1)"+ (k-1)
elde edilir.

2.3.15 Teorem. Bir G grafi sadece iki kose arasinda coklu kenar olacak sekilde iki

kenardan olusuyorsa, bu grafin kromatik polinom sayis1 P, ’nin kromatik polinom sayis1

olan k.(k-1)’e esittir.

Ispat. G grafi

Sekil 2.34. G grafi

seklinde verilsin.
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Cg(k) = Cg-ei(k) - Cglei(k) ifadesindeki yeni graf sekilleri Sekil 2.35°deki gibi

Sekil 2.35. G-¢e; ve G/e, graflari

olacaktir.

G/e; grafi dongii icerdiginden Cg/e;(k) = 0 olacaktir. Dolayisiyla, Cg(k) = Cg-ei(k) olur.
Burada G-e, grafi P, grafina esit oldugundan

Co(k) = k.(k-1)
dir.

2.3.16 Ornek. Cx, (k) degeri hesaplanirsa;

Ckis(k) = Ckis-ei1(k) — Ckis/ei(k)

&)

Oy Oy Oy

Sekil 2.36. K, 3, K 3-e;, K 3/e; graflari

Ki3-e; grafi Gy ve Kis/e; grafi G, ile temsil edilirse;

CKI,S(k) = CGll(k) - CGlz(k)
= CGll-ez(k) - CGll/ez(k) - CGlz-ez(k) + CGlz/ez(k)
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Sekil 2.37. Gu-ez, G“/ez, Glz-ez, G]z/ez graﬂan

Sekil 2.37°de elde edilen sekiller incelendiginde, her bir seklin bagimsiz kalan
koselerinden hari¢ olmak lizere P, graflarinin elde edildigi goriiliir. Dolayisiyla bu

asamadan sonra sorunun ¢oziimiinde P, grafinin 6zellikleri de kullanilacaktir.

Cxki5(K) = k2. Cpy(K) - k.Cpy(k) - k.Cps(K) + Cps(K)
=Cp(k).(K* -2k +1)
=k.(k-1).(k-1)
=k.(k-1)°
elde edilir.
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3. GRAFLARI KUCULTME YOLLARI

3.1 Giris
Bu boliimde graflarin koselerinden veya kenarlarindan ayirip, baglantisiz duruma
getirerek daha az islemle kromatik polinom sayilarini hesaplayabilmek icin cesitli

teoremler verilecek, boliim sonunda buna dair uygulamalar yapilacaktir.

3.1.1 Teorem. Baglantisiz iki graf G; ve G, olmak iizere, G;II1 G, = G olsun. Bu
durumda; Cg(k) = Cai(k). Cga(k)’ dir.

Ispat. G, ve G, bagimsiz (ayrik) graflar olduklarindan G,’in renklendirilmesi G, nin

renklendirilmesinden bagimsizdir. Saymanin temel ilkesi geregi ispat tamamlanur.

3.1.2 Sonu¢. G=G,; UG, UG;0... UG, olsun.

CG(k) = CG1(k)CG2(k)CG3(k) CG,,(k)
dir.

Ispat. Tiimevarim yoluyla ispat yapilacaktir.

* n= 2 i¢in dogrulugu kontrol edilirse;

Ca(k) = Cai(k). Caa(k)

oldugu Teorem 3.1.1°de gdsterilmistir.

n= k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

Ca(k) = Cgi(k).Caa(k).Cas(k) ... Cai(k)

dogru olsun.

* n=k+1 icin dogru olup olmadig1 kontrol edilirse,
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Cai(k).Caa(k).Cas(k) ... Cauk) = Cm(k)

olarak ifade edilirse;

Co(k) = Cm(k). Carn(k)

olacaktir. Teorem 3.1.1 geregince Gy ve Gk+1 graflart baglantisiz oldugundan bu esitlik

dogru olacaktir. Sonug olarak Gy yerine esiti yazilirsa,
Ca(k) = Csi(k).Caa(k).Cas(k) ... Cau(k).Caini(k)
esitligi gosterilerek ispat tamamlanmis olur.

3.1.3 Ornek. C; ve P; graflar baglantisiz tek bir graf ve iki ayr graf olarak alinirsa iki

durumda da kromatik polinom sayilari esit olup olmadigini inceleyelim.

(1) G grafi sekil 3.1°de verilmistir

K
2,
E!j_ I:!: /

Sekil 3.1. G grafi

CG(k) = Cg-el(k) — CG/el(k)

N P

Sekil 3.2. G-e; ve G/e; graflar
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G-e; ve G/e, graflar1 gosterimi i¢in sirastyla Gi; ve Gy, kullanilirsa;
Ca(k) = Cgu(k) - Caia(k)
= Cagr1-€2(k) - Cari/ex(k) - Cara-ea(k) + Caro/ex(k)

yazilabilir.

Sekil 3.3’te bu graflar gdsterilmistir:

G- Go/e;

Sekil 3.3. Gll-ez, Gll/ez, Glz-ez, Glz/ez graﬂan

Teorem 2.3.4 geregince;

CG(k) = CGll-ez(k) - CG11/€2(k) - CGlz-ez(k) + CGlz/ez(k)
esitligi
Ca(k) = k’.Ces(k) — k*.Ces(k) — k*.Ces(k) + k.Ces(k)
=Coy(k).(kK' =2 K*+k)

olarak yazilabilir.

Ces(k) = (k-1)° = (k-1) = k.(k-1).(k-2) degeri bu esitlikte yerine konulursa;
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Cak) =k.(k-1).(k-2).(K -2 kK*+ k)
=K% (k-1)’.(k-2)

elde edilir.

(i) Simdi G grafi, G = P3 II Cs olarak baglantisiz iki grafin ayrik birlesimi olarak
alinirsa, Teorem 3.1.1 geregince Cg(k) = Cps(k). Cci(k) olacagindan

Cg(k) = k.(k-1)" k.(k-1).(k-2)
=K% (k-1)’.(k-2)

elde edilir.Dolayisiyla (i) = (ii) oldugu gosterilmis olur.
3.1.4 Teorem. Bir G grafi bir koprii ile bir v kdsesine baglantyorsa, bu grafin kromatik
polinomu

(k-1). Ce(k)

carpimit ile hesaplanir.

Ispat.

Sekil 3.4. G grafi

Ca(k) = Cg-ei(k) — Cg/ei(k) esitligindeki yeni graflar ¢izilirse;

Q<

Sekil 3.5. G-e; ve G/e; graflar
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Teorem 2.3.4 geregince Cg-ei(k) = k.Cgi(k) yazilabilir. Ayrica Cg/ei(k) = Cgi(k)
oldugundan;

Ca(k) = k.Cgi(k) - Cai(k)

Ca(k) = (k-1).Cai(k)

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

3.1.5 Gosterim. Birbirine bir koprii ile baglanan G; ve G, graflarnt G,UG:; ile ifade

edilecektir.

3.1.6 Ornek. Sekilde verilen graf icin kromatik polinom sayis1 bulunmak istenirse;

Sekil 3.6. G grafi

CG(k) = Cg-el(k) — CG/el(k)

Sekil 3.7. G-e; ve G/e; graflar

Teorem 2.3.4 ve Teorem 2.3.5 geregince;

Ca(k) = Cg-ei1(k) — Cglei(k)
=k.(k-1).Cg(k) - (k-1).Cg(k)
= (k-1).Cg(k).(k-1)
= (k-1)*. Ca(k)

elde edilir.
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3.1.7 Sonug. Bir G grafi bir koprti ile bir P, grafina baglaniyorsa,

CGUpn(k) = (k—])n. CG(k)

dir.

Harris, J.M. ve ark., Cg(k) sayisin1 hesaplarken kenarlarin ¢ikarilis sirasinin dnemsiz

oldugunu gostermislerdir:

3.1.8 Teorem. Cg(k) = Cg-ei(k) — Cg/ei(k) degeri hesaplanirken e;’lerin ¢ikarilis sirasi
onemli degildir. Cikarma islemine istenilen kenarla baslayip istedigimiz sirada devam
edebiliriz. (Harris ve ark. 2007)

Bir 6rnekle gosterilmek istenirse asagidaki drnek verilebilir:

3.1.9 Ornek. Cp,(k) hesaplanirken her seferinde baska bir kenar silinerek isleme

baslanirsa, her islem sonucunda Cp,(k) = k.(k-1)’ esitligine ulasildig1 gosterilirse;

Sekil 3.8. P, grafi

(1) e, kenar ¢ikarilarak baslanirsa

CP4(k) = CP4-€1(k) - Cp4/€1(k)

Sekil 3.9. P;-¢; ve Py/e; graflan

Cpa(k) =k k.(k-1)* - k.(k-1)°
= k.(k-1)%.(k-1)
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=k.(k-1)’
elde edilir.

(i1) e, kenar1 ¢ikarilarak baslanirsa

Cp4(k) = Cp4-€2(k) - Cp4/ ez(k)

OE—O o—O0 O O @)
1 Cy £y Cy

Sekil 3.10. P4-e, ve Pu/e; graflan

Cpa(k) = k.(k-1). k.(k-1) - k.(k-1)*
=K%(k-1)* - k(k-1)*
=k.(k-1)%(k-1)
=k.(k-1)°

elde edilir.

(ii1) e; kenar1 ¢ikarilarak baslanirsa

Cp4(k) = Cp4-€3(k) - Cp4/e3(k)

o050 o o500

Sekil 3.11. Ps-e; ve Ps/es graflan
Cp4(k) = Cp4-€3(k) - Cp4/e3(k)
=kk.(k-1)* - k.(k-1)*
= k.(k-1)%.(k-1)

=k.(k-1)’

elde edilir.
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(1), (i1), (i1i1)) maddelerinde yapilan islemler sonucunda bulunan sonuglar ayni olup, farkl

kenarlar ¢ikarildiginda sonucun degismedigi goriilmiistiir.

3.1.10 Ornek. T3, grafinin kromatik polinom sayis1 ikinci asamada farkli kenarlar

cikartilarak elde edilmek istenirse;

£y o
Oy
050 O D070
I

Sekil 3.13. Ts,-e; ve Tsp/e; graflar
Ts2-e1 ve Tso/e; gosterimleri yerine Gy ve Gjp gosterimleri kullanilarak devam
edilecektir. Bu asamada Once e, kenari, daha sonra e; kenari kenari silinerek ayni sonuca
ulagildig1 gosterilecektir.
(1) G11 ve Gy graflarindan e, kenari ¢ikarilsin
Cr3a(k) = Crsp-e1(k) — Crs/en(k)
= CGu(k) - CGIZ(k)

= Cgi1-e2(k) - Caii/ea(k) - Cgiz-ea(k) + Coio/ex(k) (1.1)

(1.1) esitliginde olusan graflar sekilleri Sekil 3.14° de gosterilmistir.
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i1 5 i © Lr ©
o
Gii-e; Gii/ex
O O]
. 'I:!‘l . _I:!I . 'E!" . E:{O 'E!.| '|:!-
Gi-e2 Gio/ez

Sekil 3.14. G“-ez, G11/62,G12-62,G12/62 graﬂarl

Gio/e; graft dongili icerdiginden Cgio/ex(k) degeri O olacaktir. Gyi-e2, Gii/es, Giz-€s,

graflarinda ise P4 grafinin olustugu goriilmektedir. Teorem 2.3.4 geregince;

Crs2(k) = Cari-€a(k) - Caii/ex(k) - Carr-ea(k) + Caro/ea(k)
= k. Cpa(k) - Cpa(k) - Cpa (k)
=kk(k-1) - k(k-1)’ - k.(k-1)’
=k.(k-1)*(k-2)

(i1) Gy ve Gy graflarindan e, kenari ¢ikarilsin;

CT3,2(k) = CG11-C3(k) - CG11/€3(k) - CG12-G3(k) + CG12/83(k) (12)
o
./. " o ° ./. Gy Oy ©
Gyi-€3 Gii/es
© Ca © Cy © Lr ° 'EQ Ly ® Cr ©
Gi2-e3 Gio/es

Sekil 3.15. G11-e3, G11/€3, G12-63,G12/e3 graﬂan
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(1.2) esitliginde olusan graflarin sekilleri Sekil 3.15°de gosterilmistir.
Gio/es graft dongii icerdiginden Cga/es(k) degeri 0 olacaktir.
Cria(k) = Cor1-e3(k) - Cari/es(k) - Cara-es(k) + Cara/es(k)
=k. CP4(k) - Cp4(k) - Cp4 (k)
=kk(k-1) - k(k-1) - k.(k-1)’

=k.(k-1)*(k-2)
elde edilir.

(1) ve (ii) maddelerinde ayn1 sonuglar elde edilmistir.

3.1.11 Sonug. Cg(k) = Cg-e1(k) — Co/er(k) esitliginde,

G-e, gosterimi yerine Gy;. G/e, gosterimi yerine G, kullanilirsa;

Co (k) = CGI]'ei(k) - CGu/ei(k) - [ CG]2-€i(k) - CG]Z/ei(k)]

(1.2)

yazilabilir. Yani ilk kenar silme isleminden sonra olusan iki yeni graftan farkli kenarlar

silinerek isleme devam edilebilir.

3.1.12 Ornek. T3 grafin1 kullanarak Sonug 3.1.11 6rneklendirilirse;

Cri.u(k) = Cry-e1(k) — Crs /en(k)

esitligindeki Ts;, Ts 1-e;, Ts.1/e; graflart sekil 3.16°da gosterilmistir.

Sekil 3.16. T3,1, T3’1-61, T3’1/61 graﬂan

44




Cozliimiin bu asamasinda T3 j-e;, T3 1/e; graf gosterimleri yerine Gi; ve Gy, gosterimleri
kullanilacak ve Gj;’den silinecek olan kenar ile Gi,’den silinecek kenar farkli segilip,
sonugta T3, grafimn kromatik polinomunu veren k.(k-1)°.(k-2) ifadesine ulasildig
gosterilecektir.
Crsi(k) = Crs-e1(k) — Crsi/e1(k)
= Can(k) - Cai(k)
= Caii-e2(k) - Cani/ea(k) - Cara-e3(k) + Caro/es(k)

Gii-ey, G11/ez, G12-€3, Go/es graﬂarl Sekll 3.17°de gésterilmigtir.

3 .‘Q-l -
O —© Ca O 050 OT.
O

Sekil 3.17. Gll-ez, Gll/ez,G12-63,G12/e3 graﬂarl

Gio/es grafi dongii icerdiginden Cgio/es(k) = 0’dir.

Cri.i(k) = Caii-€ea(k) - Cari/ea(k) - Caiz-e3(k) + Cara/es(k)
= k. Cp3(k) - Cps(k) - Cp3 (k)
=kk.(k-1)* - k.(k-1)* - k.(k-1)
= k.(k-1)%.(k-2)

elde edilir. Boylece ikinci agamada farkli kenarlar silindiginde kromatik polinom olarak

ayni sonuca ulasildigi goriilebilir.

3.1.13 Teorem. Tek bir koseden bagli olan iki grafin olusturdugu bir G grafi baglanti

kosesinden ayrilip G; ve G, gibi baglantisiz iki grafa doniistiigiinde olusan baginti;

k. CG(k) = CG](k)CGQ(k)
dir.
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3.1.14 Ornek. Tek koselerinden bagli P, ve Ps graflari icin Teorem 3.1.13
orneklendirilirse; G grafi sekil 3.18°de verildigi gibi olacaktir.

Sekil 3.18. G grafi

Teorem 2.3.5 geregince Cg(k) = Cps(K) = k.(k-1)"dir.

Eger bu graflar baglanti koselerinden ayrilirlarsa baglantisiz P4 ve Ps graflar ortaya

¢ikacaktir. Bu yeni grafi G olarak adlandirirsak;

e—©0 © @ @ @ @ @ @

Sekil 3.19. G grafi
Teorem 3.1.1 geregince baglantisiz iki grafin kromatik polinom sayisi

CG*(k) = CP4(k) Cp5(k)
=k.(k-1). k.(k-1)*

=K%.(k-1)
olacaktir.
Ce(k) _fie—1)" _1
Con (KT KER—=107 &
k.Cg(k) = Cg+(k) = Cai(k).Caa(k)
elde edilir.

3.1.15 Ornek. Crs,(k) = k.(k-1)’.(k-2) oldugu hesaplanmisti. Baglanti kdsesinden

koparilirsa olusacak esitlik gosterilirse;
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Sekil 3.20. Ts, grafi

Ts, grafi baglant1 kosesinden koparilirsa olusan yeni graf G olsun. Sekil 3.21°de bu graf

gosterilmistir. Olusan baglantisiz graflarin Cs; ve P3 oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.21. G grafi

Ca(k) = Ces(k).Cps(k)  (Teorem 2.3.5 geregince)
= k.(k-1).(k-2).k.(k-1)*
=K%.(k-1)’.(k-2)

Dolayisiyla;
k. CT3,2(k) = Cc3(k)Cp3(k)
elde edilir.

{h—=1)""" +{k =12, rgiftise

116 Teorem. Cr, =10~ " | -
3.1.16 Teorem. Cry,, (e —1)7% — {k = 11571, v tek ise

Ispat. T, grafi C, devir grafi ile P patika grafinin bir kose iizerinde eklenmesi ile
olusur. Bu koseden ayirdigimizda baglantisiz C; ile Py, graflari ortaya ¢ikmaktadir.
Teorem 3.1.13 geregince; k.Crrs(k) = Cer(k).Cpsii (k) dir.
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k. Cres(k) = [ (k-1)"+ (-1)".(k-1) ].[ k.(k-1)* ]
r tek say1 ise;
Cerk) = (k-1)" - (k-1)
k. Cres(k) =[ (k-1)" - (k-1) ].[ k.(k-1)° ]

esitliginde her iki taraf % ile ¢arpilirsa

Crrs(k) = [ (k-1)" - (k-1) J.(k-1)°
Crrs(k) = (k-1)™ - (k-1)™"

elde edilir.
r ¢ift say1 ise;

Cer(k) = (k-1)" + (k-1)
k. Crrs(k) = [ (k-1)" + (k-1) ].[ k.(k-1)° ]

esitliginde her iki taraf % ile ¢arpilirsa

Crrs(k) = [ (k-1)"+ (k-1) J.(k-1)°
Cres(k) = (k-1)"™ + (k-1)*"

elde edilir.
3.1.17 Teorem. Birbirine bir koprii ile baglanmis G, ve G, gibi iki graftan olusmus G

grafinin, koprii olan kenar silindiginde baglantisiz olacak G, ve G; graflarinin kromatik

polinomlart arasindaki bagnti;
k.Ca(k) = (k-1).Cqi(k).Co2(k)
dir.
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Ispat. G grafi sekil 3.22°de gdsterildigi gibi G; ve G, gibi iki grafin bir koprii ile

birlesmesinden olusmus olsun.

Sekil 3.22. G grafi

Ca(k) = Cg-e(k) — Cg/e(k) ifadesinde olusan graflar sekil 3.23°de gdsterilmistir.

® @

- G/61

Sekil 3.23. G-¢,, G/e, graflari

Teorem 2.3.4 geregince; Cg-ei(k) = Cgi(k).Cga(k)’dir. Teorem 3.1.13 geregince;
k.Cg/ei(k) = Cgi(k).Cga(k) olup

Ce;t |:.|'|!"]'.I:'|'_,:gl:l'l::l
4

Colei(k) =

yazilabilir. Bu degerler Cg(k) = Cg-e(k) — Cg/e(k) ifadesinde yerlerine yazilirsa;

C [ |:].{']'. C e I:].-::I
L

Ce (k) = Csi(k).Coa(k) -

Ca (k) = CarK).Caa)[ 1= ]

f—L
Ca (k) = Cgi(k).Caa(k).[ 'S ]
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k.Cg(k) = (k-1).Cg1(k).Coa(k)
bulunur ve ispat tamamlanmais olur.
3.1.18 Teorem. Bir G grafi ortak bir kenar boyunca birbirine yapistirilmis olan iki tane
patika grafdan meydana gelmis olsun. Bu graflar ortak olan kenarlarindan ayrilip iki

baglantisiz graf haline getirilirlerse, baglantisiz kalacak graflar P; ve P, olarak

adlandirildiginda, olusan baginti

k. (k-1).C(k) = Cpi(k).Cpa(k)

drr.

Ispat. Teorem 3.1.18’de tanimlanan islem Sekil 3.24’te gosterilmistir.

Sekil 3.24. P, grafinin e kenarindan ayrilmasi

P, grafi e kenarindan ayrildiginda olusacak ilk grafa Py grafi denilirse, ikinci graf Py.x+

olacaktir. Teorem 2.3.5 geregince,
Cpa(k) = k.(k-1)""
Cri(k) = k.(k-1)"
Crakei(K) = k.(k-1)"

denklemleri yazilabilir. Bu durumda

Cpi(k). Cpnicti (k) = k. (k-1 k.(k-1)™*"
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=K%(k-1)"
elde edilir. Dolayistyla
k.(k-1).Cpn(k) = Cp(k). Cpnkr1(k)
elde edilir.
3.1.19 Teorem. Bir G grafi ortak bir kenar boyunca birbirine yapistirilmis olan iki tane
yildiz grafdan meydana gelmis olsun. Bu graflar ortak olan kenarlarindan ayrilip iki
baglantisiz graf haline getirilirlerse, baglantisiz kalacak graflar S; ve S, olmak {izere,
olusan bagint1
k.(k-1).Co(k) = Csi(k).Csa(k)

ile verilir.

Ispat. Teorem 3.1.19’da tamimlanan islem Sekil 3.25’te gosterilmistir.

Sekil 3.25. G grafinin ayrilmasi
Sekil 3.25’te gortildigi gibi G grafit tanimlandig1 gibi ayrildiginda iki tane yildiz graf
olusmaktadir. Bu graflar1 S, ve S, olarak adlandirilsin. ispatin ilk kismanda G grafinin,

ikinci kisminda ise olusan baglantisiz graflarin kromatik polinomlar1 bulunacaktir.

(1) G grafi sekil 3.26’da gosterilen kdseden ayrilsin.
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Sekil 3.26. G grafinin belirtilen koseden ayrilmast

Sekil 3.26 da gosterilen ayrilma sonrast olusan graflar S, ve S, graflar1 olacaktir.

Teorem 3.1.13 geregince

k.Cg(k) = Csm-1(k). Csn(k)

yazilabilir.
k.Co(k) = k.(k-1)™2 k.(k-1)"" (Teorem 2.3.9)
k.Cg(k) = k2.(k-1)™™3
Co(k) = k.(k-1)™™3
elde edilir.
(i1)

Sekil 3.27. Baglantisiz Sy, ve S,, graflari

Baglantisiz bu graflarin olusturdugu grafa G~ denilirse, kromatik polinomu teorem 3.1.1

geregince

Ci#(k) = Csm(k). Csn(k)
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=k.(k-1)"" k.(k-1)™" (Teorem 2.3.9)
=K. (k-1

elde edilir.
(1) ve (ii) boliimlerinde bulunan sonuglar géz 6niine alindiginda
k.(k-1).Cg(k) = Cgx(k)
esitligine ulasildig1 goriilebilir. Dolayistyla
k.(k-1).Cg(k) = Csm(k). Csa(k)
sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanmais olur.
3.1.20 iddia. Bir G grafi ve bir e kenari verilsin. e’nin bir kopyasi G,’in, bir kopyasi da
Gy’nin birer kenar1 olacak sekilde G’yi G; ve G graflarimin ayrik birlesimi olarak
ayrabiliyorsak;
Cai(k). Caa(k) = k.(k-1).Cg(k)

drr.

G G G

Sekil 3.28. Bir kenar1 boyunca ayrilan G grafi
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3.1.21 Ornek. (i) C; ve C,4 graflarmin e, kenar1 boyunca yapistirildigi graf G olsun.

Sekil 3.29. G grafi

Ca(k) = Cg-ea(k) — Cglea(k) esitligi dolayisiyla yeni olusan graflar Sekil 3.30°da

gosterilmistir.
I:!I':- I:!I':-
oO———0O
Cy Cr oy Oy Or,
ﬁm\———a
I:!.| & i

Sekil 3.30. G-e;, ve G/e; graflari

G-e; grafinin T4 grafiyla ayni oldugu goriilmektedir. Teorem 3.1.16 geregince

Crai(k) = (k-1)° + (k-1)

dir.

G/e; grafi igin Gy, gosterimini kullanirsak;

Ca(k) = Cr4,1(k) - Cara-ei(k) + Caro/ei(k)

esitligi olusur.
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Giz-e1 ve Gro/e; graflart Sekil 3.31°te gosterilmistir.

Cr.

@ —©

Cr.
Oy
I:!}I Cr. I:!f':

24

e———©

04

Sekil 3.31. Gjz-e; ve Gyo/e; graflari

Giz-e; grafinin C4 grafiyla ayni1 oldugu, Gio/e; grafi ise dongii icerdiginden Cgio/ei(k)
degerinin 0 olacagi bilinmektedir. Dolayisiyla;

Ca(k) = Cr4,1(k) - Cara-ei(k) + Caro/ei(k)

esitliginde bu degerler yerlerine yazilirsa:

Ca(k) = Crs1(k) — Cea(k)
=[(k-1)’+ (k-1)° ] - [ (k-D)* + (k-1) ]
= [ (k-D*((k-1°+1) ] - [ (k=1).((k-1)*+1) ]
= ((k-1)*+1).(k-1).(k-1-1)
= k.(k*-3k+3).(k-1).(k-2)

elde edilir.
(ii) G* = C3 11 C4 olarak alimirsa, Teorem 3.1.1 geregince

Cg (k) = Ces(k).Cea(K)

drr.
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Cs C,

Sekil 3.32. G = C3 11 C4 grafi

Ccs(k) ve Cea(k) degerleri denklemde yerlerine yazilirsa,

Co (k) = k.(k-1).(k-2) .k.(k-1).(k*-3k+3)
=K.(k-1)%.(k-2).( kK*-3k+3)

elde edilir.
(1) ve (ii) siklarinda elde edilen ¢oziimler,

Ca(k) = k.(k-1).(k-2).(k*-3k+3)

Cc3(k).Cea(k) = k*.(k-1)%.(k-2).(k*-3k+3)

seklinde bulunmustur. Dolayisiyla

k.(k-1).Cg(k) = Ccs(k).Cca(k)
esitliginin saglandig1 gosterilmis olur.
3.2 Ornekler

Verilen G graflarmin, kiigliltme yontemleri kullanilarak kromatik polinomlari
bulunursa,
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1)

Sekil 3.33. G grafi

Sekil 3.34°de gosterilen yolu takip ederek G grafi baglantisiz pargalara ayrilirsa,

OO Q%

Sekil 3.34. G grafinin kiiciiltiilmesi

Teorem 3.1.13 geregince;

k.CG (k) = CGl(k)CGz(k)
elde edilir.

e (i)

Cal) = 1)

Iddia 3.1.20 geregince;
k.(k-l).CGz (k) = CG3(k)CG4(k)

dir. Cga(k) degeri bu esitlikte yerine konulursa;

L O ek
Y Cas(k).Caa(k)

kel = =
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o U LC L C (D
2 k—1)

Co (k)=

ifadesine ulasilir.

2-)

Sekil 3.35. G grafi

Sekil 3.36°de gosterilen yolu takip ederek G grafi baglantisiz pargalara ayrilirsa,

By

Sekil 3.36. G grafinin kiiciiltiilmesi
Iddia 3.1.20 geregince;

k.(k-1).Cq(k) = Cg1(k).Coa(k) (1.2)
k.(k-1).Cga(k) = Cg3(k).Cga(k)
Crrg UL 40
k=1

CGz(k) =

elde edilir. Bulunan Cgy(k) degeri (1.2) denkleminde yerine yazilirsa;
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k.(k-1).Ca(k) = Cai(k) . Cepa L C el

e U LC g UL C 4000
iEEik—132

CGl(k) =

elde edilir.
3-)

Sekil 3.37. G grafi

ST O
DD§ DDA
- DS

Sekil 3.38. G grafinin kiiciiltiilmesi

Ge

Sekil 3.38°da gosterilen yolu takip ederek G grafi baglantisiz pargalara ayrilirsa,
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Iddia 3.1.20 ve Teorem 2.3.4 geregince;

k.(k-1).Cq(k) = Ca1(k).Caa(k)

k.Cg2(k) = Cg3(k).Cga(k)
k.(k-1).Cga(k) = Cgs(k).Cge(k)
k.(k-1).Cge(k) = Cg1(k).Cas(k)

esitlikleri elde edilir.

Cppn UL a0
b (k=1

CG6(k) =

o LC gL C (i
iEEik—132

Caa(k) =

Cesa UL C s Dl Cp s (e Lo gk
k3 [fe—17)2

CGz(k) =

o ULy T Ol Ll e TR L g U
et —17%

Ca(k) =

elde edilir.

3.3 Kromatik Polinomlar Arasinda Gegis

Bu kisimda bir graf tiiriinden bir kenar silerek kromatik polinomunu bildigimiz bir
bagka graf tiirlinii elde etmek suretiyle baglangigtaki grafin kromatik polinomunu elde
etmeye yarayan bir yonteme ornek verecegiz. Burada sadece C, devir grafindan
herhangi bir kenar silinerek geriye kalan P, patikasinin 6nceden bulunmus olan
kromatik polinomundan faydalanarak C, devir grafinin kromatik polinomunun

hesaplanmasini gosterecegiz. Benzer islemler diger graf tiirleri i¢in de yapilabilir.
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C, devir grafindan herhangi bir kenar silindiginde geriye P, patikasinin kaldig1 6nceki
boliimlerde gosterilmisti (Teorem 2.3.13) Bu boliimde silme islemi ardi ardina

yapildiginda olugsacak graflar arasinda bir kural tanimlanacaktir.

Cen(k) = (k-1)"+ (-1)".(k-1) (Teorem 2.3.13)
Cpn(k) = k.(k-1)"" (Teorem 2.3.5)

oldugu biliniyor. En kiiclik devir grafi olan Cs; ve Cs’ten herhangi bir kenar silinerek
elde edilen P; grafinin kromatik polinomlarinin oranlari ile islemlere baslanir ve bu

islemlere ¢ikarilan kenar sayilar1 her defasinda birer arttirilarak devam edilirse;

Lr_zik}z_-f:HL
Cpglity 1 [T
Coqfk) K2 skis ko
Cpatiy (ke 13¢ 0 fk o1p¢
Cosfk)  kF akfiek 4 & sk
Costky e w4 e o1y

Coglk) K™ sk!i10k? 10k1s Hﬁ:j ad ek 4
Crgii) (e 1i? i 1t

oranlari elde edilir. Bulunan bu oranlar genellestirilirse;

Contk] Crp (i) e 13t o
= -=1- 7 » nhciftise
Cpplh)  Cop-eli] [ R
Cenlk] Eenlkl it 131ty )
= = - =1+ —— . ntekise
Cpplh)  Cop-eli] [ R

sonuglarina varilir.

Bu sonuglardan hareketle,
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(k-1).(k-2) +1 = k*-3k+3
(k-1).( k*-3k+3) -1 = k’-4k*+6k-4
(k-1).( K*-4k*+6k-4) +1 = k*-5k>+10k*-10k+5

elde edilir. Bu denklemlerde;

k-2 = Ay(k)
k*-3k+3 = Ax(K)
K-4k*+6k-4 = A3(k)
k*-5k>+10k*-10k+5 = A4(k)

yazilirsa;

(k-1).A,(k) +1 = Ay(k)
(k-1). Aax(k) -1 = A;5(k)
(k-1). As(k) +1 = Ay(k)

bagmtilart olusacaktir. Bu gruplandirma genellestirilirse

(e —10.A,_ (k) + 1, ngiftisc

An(k) =h-1.|_. — 1A, (kY =1, ntekisa

elde edilir. Buradaki A, polinomlart A; polinomu tiirlinden yazilmak istenirse;

Ai(k) =k-2
As(k) = (k-1).A1(k) + 1
As(k) = (k-1)%.A1(k) + (k-1) — 1
Auk) = (k-1)* . A1(K) + (k-1)* = (k-1) + 1
As(k) = (k-D)*A (k) + (k-1)° — (k-1)* + (k-1) — 1
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islemlere bu sekilde devam edildiginde,

(=1L A e+ (e — 12 — (k=114 + -+ 1, iciftise

An(k) =Er:f..- — 1A R+ (e — 1) — [ — 175 + - — 1, ntek ise

formiili elde edilir.
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