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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

n-BOYUTLU OKLID UZAYINDA A-HIPERYUZEYLERININ BIiR
KARAKTERIZASYONU

Alim SUTVEREN

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu tezin amac1 Oklid uzaylarinda rotasyonel A-hiperyiizeylerini ve Monge yamasi ile
verilen A-hiperyiizeylerini karakterize etmektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
[k béliim giris boliimiidiir.
Ikinci béliimde sonraki béliim icin gerekli olan kuramsal temeller verilmistir.

Ucgiincii boliimde R™ deki hiperyiizeylerin kendine benzer ve A-hiperyiizeyi olmasi ile
ilgili su ana kadar yapilan hesaplamalar verilmis ve soliton olma kosullari irdelenmistir.

Dérdiincii béliim bulgulardan ibaret olup iki alt boliimden olugmaktadir. Ik olarak
R™*1 deki rotasyonel hiperyiizeyleri ikinci olarak ise R™*** deki Monge yamasi ile verilen
hiperyiizeyler ele alinmistir. Bu hiperyiizeylerin kendine benzer ve A-hiperyiizeyi olma
kosullar1 incelenmis bazi orijinal sonuglar elde edilmistir. Ayrica bu sonuglari
destekleyici baz1 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde diger boliimlerde elde edilen sonuglar tartisilmistir. Sonug ve Oneriler
dile getirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortalama egrilik akisi, Kendine benzer hiperyiizey, Rotasyonel
hiperylizey, Graf hiperyiizeyi, Soliton.

2020, vi+ 42 sayfa.



ABSTRACT
MSc Thesis

A CHARACTERIZATION OF A-HYPERSURFACES IN n-DIMENSIONAL
EUCLIDEAN SPACES

Alim SUTVEREN

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

The aim of this thesis is to characterize the rotational A-hypersurfaces in Euclidean spaces
and the A-hypersurfaces given by the Monge patch.

This thesis consists of 5 chapters.
The first section is the introduction.
Second chapter consist of some basic definitions which will be use in the other chapters.

In the third section, the calculations made so far regarding the hyper surfaces of R**? to
be soliton, self-similar and A-hypersurface are given.

The fourth section consists of the findings and consists of two sub-sections. First, the
rotational hypersurfaces with R™**1 are second, and the hypersurfaces given by the monge
patch in R**1 are discussed. The conditions for these hypersurfaces to be compact and
A-hypersurfaces were examined and some original results were obtained. In addition,
some examples supporting these results are given.

In the fifth section, the results obtained in other sections are discussed. The results and
suggestions are expressed.

Key Words: Mean curvature flow, self-similar hypersurface, Rotational hypersurface,
Graph hypersurface, Soliton.

2020, vi+42 pages.
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Uy Acik alt kiime

A(t) Agirlikli alan fonksiyoneli

V(t) Agirlikli hacim

w Agirlik fonksiyonu

dus Alan elemani

N Birim normal vektor

(9:)) Birinci temel form matrisi

(g¥) Birinci temel form matrisinin tersi
M, M Diferansiyellenebilir manifoldlar
X, Doéntistim

Vf f nin gradienti

<> I¢ carpim

h Ikinci Temel form

Lij, 9ij Ikinci temel form katsayilart

x [zometrik daldirma

A Laplas operatorii

L] Lie parantez operatorii

€, Lokal ¢at1 alani

\Y M nin Levi-Civita koneksiyonu
T'M M nin tanjant demeti

(M) M nin tanjant vektor alanlari uzay1
™M M nin tanjant vektor uzay1

y Meridyen egrisi

II. I Norm

xN Normal bilesen

H Ortalama egrilik

H Ortalama egrilik vektori

v R"*1 in Levi-Civita koneksiyonu
A Skaler

Ay Sekil operatorii

xT Teget bilesen

x(M) Tanjant vektor alanlart uzay:
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1. GIRIS

M, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olmak iizere x : M — R™*! bir izometrik
daldirma olsun. Bu daldirma altinda M ye R™*1 i¢ine daldirilan n-boyutlu hiperyiizey
adi1 verilir. M nin en 6nemli geometrik nesnelerinden biri x pozisyon vektoriidiir. Bu
vektor p € M noktasim o € R™*! referans noktasina baglayan x = 0p seklinde taniml

olan yer vektorii ya da yarigap vektoriidiir. M nin 6nemli invaryantlarindan biri de

ortalama egrilik vektdr alam H dir. Fizikte ortalama egrilik vektdr alani, hiperyiizey
lizerine uygulanan burulma alanidir. Malzeme biliminde yiizey gerilimi, yiizey stresi veya
ylizey serbest enerjisi i¢in kullanilir (Chen 2017).
E. Beltrami’nin iyi bilinen formiilii, pozisyon vektor alani x ile M nin ortalama egrilik
vektor alant H nin arasinda

Ax = —nH
bigiminde basit bir iligki saglar. Burada A, M nin indirgenmis metrige gore Laplasini
ifade etmektedir. Bu esitlikten M nin minimal (yani H= 0) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Ax = 0 olmasidir. Diger bir deyisle M nin harmonik olmasidir (Chen 1973).
M nin x pozisyon vektor alani,

x =xT +xN
bi¢iminde dogal bir ayrismaya sahiptir. Burada x” ve x¥, x in sirasiyla teget ve normal
bilesenleridir. B.Y. Chen, 2017 yilinda yapmus oldugu bir c¢alismada Oklid
altmanifoldlarimin konum vektorii alanlariyla iligkili diferansiyel geometride cesitli
konularin bir arastirmasini sunmustur.
Ortalama egrilik akisi, n-boyutlu M hiperyiizeyinin fonksiyonel alanin gradyant akisidur.
Analizin bakis agisindan, bu akis dogrusal olmayan bir parabolik denklem ile Giretilir. Her
ne kadar analizin siniflandirilmis sonuglar ortalama egrilik akisinin kisa stireli varligini
gosterse de uzun siireli davranigin anlagilmasi, aki boyunca ortaya ¢ikabilecek olasi
tekilliklerin kontrol edilmesini gerektiren zor bir sorundur. Ortalama egrilik akist,
hiperyiizeyinin varis uzayindaki alan fonksiyonelinin gradyant akisidir. Kendine-benzer
akilar, hiperyiizeyin seklini koruyan ortalama egrilik akisinin 6zel bir ¢6ziimii olarak

ortaya ¢ikar (Halldorsson 2013).



En 6nemli ortalama egrilik akisi, degisimin bir homoteti haline geldiginde elde edilen
kendine-benzer akidir. Bu tiir kendine-benzer hiperyiizeyin ortalama egrilik vektorii H
asagidaki dogrusal olmayan eliptik sistemi saglar;
H+axN = 0.

Burada xV vektorii x in normal bileseni ve A € R sabittir. Eger A bir pozitif sabitse,
hiperyiizey, ortalama egrilik akiSinin etkisi altinda degismeden kalan tek bir noktaya
sonsuz olarak kiigiiliir. Eger A bir negatif sabitse, hiperyiizey genisler fakat sekli ayni
kalir; Bu durumda, hiperylizey tikiz olmak zorunda degildir. Son olarak 1 =0
durumunda ise hiperyiizey akisin etkisi altinda degisime ugramaz. Bu durumda
hiperyiizey minimaldir (Halldorsson 2013). Ozel olarak 1 = 1 icin daralan kendine-
benzer, A = —1 igin genisleyen kendine-benzer aki s6z konusudur (Ecker ve Huisken

1989).

Bir M hiperyiizeyinin ortalama egrilik vektori H icin
o 1
<H' x) =—--
c

esitligi saglanirsa M ye homotetik soliton adi verilir. Burada c¢ sifirdan farkli sabittir.
Homotetik soliton ortalama egrilik akisinin kendine-benzer ¢oziimiidiir (Kim ve Pyo
2019).
Kendine-benzer hiperyiizeylerin bir genellemesini Chang ve Wei tarafindan tanimlamis
olup bunlara A —hiperyiizeyi ad1 verildi. Bu tiir hiperyiizeyler Oklid uzayinda agirlikl
hacim koruyucu ortalama egrilik akisini olarak ifade edilmistir. Chang ve Wei’ye gore
bir hiperyiizeyin A-hiperyiizeyi olmast igin

H+< x,N >= ,
esitliginin saglanmasidir. Burada H = ||ﬁ ||, M nin ortalama egriligi ve A bir reel sabittir.
Eger A = 0 ise M kendisi-biiziisendir (Cheng and Wei 2015).
Bu calismanim bulgular boliimii iki altbéliimden olusur. Birinci alt boliimde R™*?1 deki
rotasyonel hiperyiizeyler incelenmistir. Sirastyla R® deki rotasyonel yiizeyler ile bunlarm
genellemeleri olan R* ve R™*! deki rotasyonel hiperyiizeyler ele alinmustir. Ilk olarak
R3 deki rotasyonel yiizeylerin homotetik soliton ve A-yiizeyi olma kosullar1 elde
edilmistir. R® deki r-yarigapl kiirenin ¢ = 1 igin homotetik soliton oldugu gosterilmistir.
Bununla birlikte y = (au + b, d) meridyen egrisi lizerine kurulan silindirin ¢ = 1 igin

homotetik soliton oldugu sonucuna varilmistir.



Ayrica  R3 deki tiim kiire ve silindirlerin birer A-yiizeyi sartini sagladiklari konik
yiizeylerin ise bu sarti saglamadiklar1 sonucuna varilmistir. Bununla birlikte R* deki
rotasyonel hiperyiizeylerin homotetik soliton ve A-hiperyiizeyi olma kosullar1 ele
edilmistir. Benzer sekilde R* deki bi-rotasyonel hiperyiizeylerin kendine-biiziisen ve A-
hiperylizeyi olmasi igin gerek ve yeter kosullar elde edilmis olup Clifford konisinin
kendisi-biiziisen bir hiperyiizey oldugu ornegi verilmistir. Son olarak R™*! deki
rotasyonel hiperylizeylerin homotetik soliton ve A-hiperyiizeyi olma kosullar1 elde

edilmis ve bazi 6rnekler verilmistir.

Graf ylizeyleri, ya da basit olarak graflar modern diferansiyel geometrinin onemli
yiizeylerinden biridir. Analizde ise iki degiskenli bir fonksiyonun grafikleri olarak ifade
edilirler. Mimaride bu yiizeyler ¢at1 kaplama yiizeyleri olarak bilinir. Graflar parametrik
olarak Monge yamasiyla verilen ylizeylerdir. Bu yiizeyler ayrica bilgisayar destekli
geometrik tasarim i¢in Onemli bir yere sahiptir. Ayrica mimaride tasarim ve yiizey
modellemelerinde yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bulgular béliimiiniin ikinci alt bélimde R"™*!deki Monge yamas: ile verilen graf
hiperyiizeylerin A-hiperyiizey olmasi durumlari incelenmistir. Sirasiyla R3, R* ve
R"*1 deki Monge yamasi ile verilen hiperyiizeylerin A-hiperyiizey olmasi durumlari
incelenmistir. R3 deki graf yiizeylerin kendisi-biiziisen olma kosullari elde edilmistir.
Ayirica R3 deki 6teleme yiizeylerin A-hiperyiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
irdelenmistir. Benzer sekilde R* deki Aminov tipinde hiperyiizeylerin A-hiperyiizeyi

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmistir. Ornek olarak S(7,) x R? biciminde

2_
3r§r 1degeri icin bir A-hiperyiizeyi oldugu gdsterilmistir.
0

kiiresel hipersilindirin A =

Egerry = + \/% ise hiperyiizey kendisi-biiziisendir. Aslinda bu ylizey hiperylizey H = 5
0

sabit ortalama egriliklidir. Ayrica  R*deki Riemann carpimi olarak verilen
hiperylizeylerin kendisi-biiziisen ve A-hiperylizeyi olma kosullar1 incelenmistir. Son
olarak R™*!deki graf hiperyiizeylerin A-hiperyiizeyi olma kosullar1 elde edilmis ve
Cheng ve Wei’nin sonucu ile baglantili olarak bu hiperyiizeylerin diizlemin bir pargasi

olmas1 gerektigi sonucuna varilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boluimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, teoremler
ve tammlar verilmistir. Ozellikle diferansiyellenebilir doniisiimler, hiperyiizeyler ve
bunlarin birinci ve ikinci temel formlari, Gauss ve Weingarten esitlikleri, ortalama
egriligi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Agirlikli olarak (do Carmo 1976) ve (Chen

1973) ¢alismalarindan yararlanilmistir.

Tamm 2.1. M kiimesi ve U_ c R™ agik alt kiimesi i¢in x, : U, — M doniisiimlerinin bire
bir (injective) bir ailesi tanimlansin. Asagidaki sartlar saglanirsa M ye n-boyutlu
diferansiyellenebilir manifold ad1 verilir;

i) x,(U,)larin sonlu birlesimleri M kiimesini ortecektir.

i) x,U,)nx,U,)=W =0 sartim saglayan herhangi «, S ifti igin X '(W) ve X?(VV)

-1

kiimeleri R™ nin acik alt kiimeleridir. Bununla birlikte X,

o X, koordinat degisimi
fonksiyonlar1 tiirevlenebilirdir.

i) (U,,x,) ailesi (atlas1) i) ve ii) sartlartyla birlikte maksimaldir.

U,,x, )sifti (ya da x, doniisimi) pex, (U,)i¢gin M nin p noktasindaki bir
parametrizasyonu (ya da koordinat sistemi) olarak bilinir. Burada x,(U,) lara koordinat

komsulugu (ya da harita) adi verilir (do Carmo 1976).

Tamm 2.2.M ve M stirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar i¢in
X:M— M doniisiimii verilsin. Bu takdirde X(p) noktasinda tanimlanan
¢V cR" -» M parametrizasyonu icin X((p(U ))C dV) ve gloxop:U R » R™
doniistimii  diferansiyellenebilir olacak sekilde p noktasinda bir ¢@:U cR" - M

parametrizasyonu bulunabilirse x e diferansiyellenebilir déniisiim ad1 verilir (do Carmo
1976).

Tamim 2.3. M bir diferansiyellenebilir manifold olmak iizere
Vix(M)x x(M) = x(M); V(X,Y) =V, Y
bi¢iminde taniml1 V doéntisimi VX,Y,Z € y(M) ve f,g e D(M) i¢in asagidaki sartlart

saglar ise V ya M iizerinde bir afin koneksiyon denir (do Carmo 1976).



1) Vix,wZ =1V, +gV,Z dir.

2) Vi (Y +Z)=X(f)Y + fV,Y +V,Z dir.

Tamm 2.4. M diferansiyellenebilir manifold ve V da M nin bir afin koneksiyonu olsun.
a) VX,Y,Z € y(M) i¢inV,Y -V, Y =[X,Y] ise V simetriktir.
b) VX,Y,Z e (M) i¢in X <Y,Z >=<V,Y,Z>+<Y,V,Z> ise V Riemann metrigi

ile uyumludur denir. Bu iki sartlarin1 saglayan V afin konneksiyonuna M iizerinde bir

Levi-Civita koneksiyonu adi verilir (do Carmo 1976).

Tamm 2.5. M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 i¢in
x:M — M diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Herhangi p € M ve her v eT,M
tanjant vektorii i¢in bir y:(—g,&) >M egrisi y(0)=p, »(0)=p olacak sekilde

secilsin. Boylece [J=Xoy egrisi alindiginda dx,:T,M —)Tx(p)M doniistimi
dx, (v) = B'(0) bigiminde taniml1 olan lineer bir doniisiim olup y egrisi se¢iminden

bagimsizdir. Burada dx, déniisiimiine x in tirev déniisiimii olarak bilinir (Chen 1973).

Tanmm 2.6. M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 i¢in
X:M —>M doniisiimii verilsin. Eger x doniisiimii diferansiyellenebilir, drten ve X de
diferansiyellenebilir ise x doniisiimiine bir difeomorfizm adi verilir. Benzer sekilde
peM ve x(p)e M noktalarinin komsuluklar: sirasiyla U ve V olmak tizere bunlar

arasindaki X:U —V donilisimii bir difeomorfizm ise x doniisimiine bir lokal

difeomorfizm adi verilir (do Carmo 1976).

Tanmim 2.7. M ve M Riemann manifoldlar1 i¢in X: M — M bir difeomorfizm olsun.

Her pe M ve X,Y e T M tanjant vektorleri igin

< XY > =<dx, (X),dx, (Y) >

x(p)

sart1 saglanirsa x doniisiimiine bir izometri ad1 verilir (do Carmo 1976).

Tanim 2.8. M ve M sirastyla n ve m-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar1 i¢in

X:M —> M dontigiimii verilsin. Bu takdirde dx, :T,M —T, M doniisiimii her peM

(p)



injektif ise x e bir daldirma (immersion) ad1 verilir. Bununla birlikte Xx(M) alt uzay1 M

den indirgenen alt uzay topolojisi ile birlikte x daldirmasi x(M) c M iizerinde bir

homeomorfizm ise x e bir ggmme (embedding) ad1 verilir (do Carmo 1976).

Agiklama 2.9. Varis uzayi M =R™?! alinirsa M diferansiyellenebilir manifolda n-

boyutlu bir hiperyiizey adi verilir. Su andan itibaren aksi soylenmedikge M =R"*1

alinacaktir.

Tamm 2.10. M hiperyiizeyi X: M — R™*! izometrik daldirmasi ile verilsin. R**! de
Levi-Civita koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda v X., X, € x(M) lokal vektor

alanlar1 i¢in M hiperyiizeyinin R"*? dan indirgenmis Levi-Civita koneksiyonu V olmak

tizere M nin ikinci temel form dontistimii
h: 2(M)x 2(M) = 2" (M) ;h(X;, X )=V, X =V, X, (2.1)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.1) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 2. 11. M hiperyiizeyi X: M — R"*1 izometrik daldirmasi verilsin. M nin birim

normal vektorii N olmak tizere M nin sekil operatérii doniisiimii
A (M) 2(M) > 2(M); A X, ==V, N (2.2)
bigiminde tanimlanir. Burada A doniisimii N ya karsilik gelen sekil operatériidiir.

(2.2) esitligi Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Herhangi X;, X, T, (M) icin
<ANXi,Xj>:<h(Xi,Xj),N>,1§i,j£n, (2.3)
esitligi saglanir. M nin ortalama egrilik vektor alan

ﬁ:%ih(xi,xj) (2.4)

bigiminde tanimlanir. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik fonksiyonu H = Hﬁ” ile

hesaplanir. Eger H =0 ise M ye minimaldir denir (Chen 1973).



R* de @ = (xq, X3, X3,X4), E = (V1,Y2, Y3, Y4), ¥ = (21,22, 23, 24) bigiminde verilen

lineer bagimsiz vektorlerinin tigiine birden dik olan N vektorii

T ] kI
N=[x1 x % x
Yi Y2 Y3 Ya

Z1 Zp Z3 Zy
determinant1 yardimiyla hesaplanir. Burada {?,f, k, T} vektorleri R* iin standart bazidir.

Basitligin hatrina

Yi Yj .
Z; Zj|:yl’Zj—iji,1Sl,]S4

z); =
alinarak
N = {(X2(¥2)34 — X3(¥2) 24 + x4(¥2) 2337 + {=2x1(¥Z) 34 + X3(VZ) 14 — X4(¥2)13}]

+0,(¥2) 24 — X2 (¥2) 14 + X4 (V2) 12}k + (=%, (¥2) 23 + X2 (¥2) 13 — X3 (¥2) 12}]
elde edilir (Giiler ve ark. 2018).



3. MATERYAL ve YONTEM

n-boyutlu hiperyiizeyi x: M — R™?1 izometrik daldirma ile verilsin. Tiirevlenebilir
daldirmalarin bir ailesi x(p,t): M - R™*!, x(p,0) = x(p) biciminde tanimlansm. Bu

durumda M; = x(M™,t) hiperyiizeyinin x(p,t) noktasindaki ortalama egrilik vektorii
H(t) = H(p, t) olmak iizere

20D _ FH(p,1), x(p,0) = x(p) (3.1)

at
esitligi saglanirsa bu aileye ortalama egrilik akisi (MCF) adi verilir (Brakke 1978).

Ortalama egrilik akisi detayli olarak (Sigal 2014) ve (Schulze 2017) de calisilmustir.
Yiiksek mertebeden altmanifoldlar igin bakiniz (Cooper 2011) ve (Smoczyk 2012).
Bununla birlikte, tiim graflarin ortalama egrilik akisi1 (Ecker ve Huisken 1989) de analiz
edilmistir. Ortalama egrilik akisi ile ilgili detayl bilgi i¢cin (Montegazza 2011) ¢alismasi

incelenebilir.

Tamm. 3.1. x: M - R"*! izometrik daldirmas: ile verilen M hiperyiizeyinin ortalama
egrilik vektorii H ve M nin pozisyon vektoriiniin normal bileseni xV olmak iizere
H+axN=0 (3.2)
esitligi saglanirsa M hiperyiizeyi (3.1) denkleminin kendine-benzer (self similar) bir
¢oziimii olarak ifade edilir. Eger, A = 1 i¢in daralan kendine-benzer (kendisi-biiziisen),
A = —1 i¢in genisleyen kendine-benzer (kendisi-genisleyen) bir ¢oziimiidir (Ecker ve
Huisken 1989).

Diisiik indeksli ortalama egrilik akis1 ve otomatik biiziismenin siniflandirilmasi ve analizi
(Hussey 2012) de ele alinmistir. Kendisi-biiziisen tam yiizeyler i¢in bakiniz (Peng 2013).
Son zamanlarda kendine-benzer yiizeylerin ¢oziimleri (Etemoglu ve ark. 2013) de
incelenmistir. Kendisi-bliziisen ve simetriyi iceren kapali hiperyiizeyler ile ilgili bir
inceleme makalesi (Drugan ve ark 2018) dikkate degerdir. Ortalama egrilik akisinin
kendiliginden biiziilmesi ve singiilerlik ile ilgili sonuglar (Guo 2017) de goriilebilir.

M hiperylizeyinin ortalama egriligi H = ||ﬁ || ve birim normal vektérii N olsun. Bu
takdirde (3.2) esitliginin her iki tarafi Nileic carpilirsa

H+ X{N,x)=0 (3.3)

elde edilir. Ayrica A = 1 durumunda benzer bir tanim asagida verilmistir.



Tamm 3.2. x: M - R"*! izometrik daldirmasi ile verilen M hiperyiizeyinin ortalama
egriligi H = ||I7 || ve birim normal vektdrii N olmak iizere

H+(N,x)=0 (3.4)
esitligi saglanirsa M ye kendisi-biiziisen (Self shrinker) hiperyiizey ad1 verilir (Cheng ve
Wei 2015). Burada (, ), R™**1 nin standart i¢ carpimdir.

Kendisi-biiziisen hiperyiizeyler ortalama egrilik akisi ile ilgili ¢alismalarda oldukga
onemli bir yer teskil etmektedir. Bunlar egrilik akisinin verilen bir singiiler noktasindaki
miimkiin olan tiim kopmalar1 tanimlar (Cheng ve Wei 2015). n = 1 durumunda Abresch
ve Langer 1986 yilinda R? deki tiim tiirevlenebilir ve kapali kendisi-biiziisen egrilerin

cemberden ibaret oldugunu ispatlamislardir.

Tamm 3.3. Tiirevlenebilir daldirmalarin bir ailesi x(.,t):M - R"*1, x(.,0) = x(.)

biciminde tanimlansin.

6x(t)

= —a(t)N(t) + H(t), x(t) = x(.,t) (3.5
b1<;1m1nde tanimlanan ortalama egrilik akisina agirliklt hacmi koruyan ortalama egrilik

akisi denir. Burada

X
jH ) <N({t),N>e 2du

a(t)=* (3.6)

B

j< N(t),N>e ?du

ve H(t) = H(.,t) ve IV(t) sirasiyla My = x(M™, t) nin ortalama egrilik vektorii ve birim
normal vektorti, N ise M nin birim normal vektoriidir.

(3.5) esitligi ile verilen agirliklt hacmi koruyan ortalama egrilik akisi

LB

V(t) = j< X(t),N>e 2du (3.7)

seklinde tanimlanan agirlikli hacmi korur (Cheng ve Wei 2015). du hacim elamani olup

dx 0
= \/detg;j, gij = <a; a;) (3.8)

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte agirlikli alan fonksiyoneli

1’

At = [e 2 dy, (3.9)



biciminde tanimlanir. Burada du, fonksiyonu M nin x(.,t) yardimiyla indirgenen
metrige gore alan elemamidir. Boylece x(.,t):M — R™1, x(.,0) = x(.) biciminde
tanimlanan tiirevlenebilir daldirmalarin bir ailesi (varyasyonu) olmak iizere, her t i¢in
V(t) sabit oluyor ise x(.,t) ailesi x(.) in agwlikli hacmi koruyan bir ailesidir denir.
Agirlikli hacmi koruyan her bir x(.) ailesi agirlikli alan fonksiyoneli A(t) nin bir kritik
noktas1 olmasi igin gerek ve yerer sart

H+< x,N >= 4, (3.10)
esitliginin saglanmasidir. Burada H = ||I7 ||, M nin ortalama egriligi ve A bir reel sabittir.
(3.3) sart1 saglanirsa M ye A-hiperyiizeyi adi verilir. Eger A = 0 ise M kendisi-biiziisendir
(Cheng and Wei 2015). A-hiperyiizeylerin ile ilgili sonuglart (Ross 2015), (Shiho 2015),
(Lejdfors 2003), (Cheng 2016) ve (Cheng ve ark. 2014) da verilmistir.

Literatiirde asagidaki iyi bilinen ©rnekler (Cheng and Wei 2015) calismasinda

bulunabilir.

Ornek 3.4. n-boyutlu, r-yaricaph kiire S™(r) kiiresi R™** nin 1 = ; — r olacak sekilde

kompakt bir A-hiperyiizeyidir.

Ornek 3.5.1 < k <n—1igin S¥(r) x R* ¥ seklinde verilen n-boyutlu hipersilindiri

R™1 nin A = g — r olacak sekilde tam, kompakt olmayan bir A-hiperyiizeyidir.

Ornek 3.6. R™ n-boyutlu Oklid uzayr R™*! nin 1 = 0 olacak sekilde tam, kompakt
olmayan bir A-hiperyiizeyidir diger bir deyisle kendisi-biiziisendir.

Onerme 3.7. M c R™! sabit ortalama egrilikli bir hiperyiizey olsun. M bir A-
hiperyiizeyi ise bu taktirde M hiperyiizeyi +/n-yarigapli kiirenin bir parcasina

izometriktir.
A-hiperylizeylerin bir genellemesini asagida tanimda verilmistir.

Tamm. 3.8. x: M > R"*?! izometrik daldirmas: ile verilen M hiperyiizeyinin ortalama
egriligi H ve birim normal vektorii N olmak iizere

H+w<xN>=2, (3.11)
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sart1 saglanirsa M ye w agwrlik fonksiyonuna karsilik gelen bir A-hiperylizeyi ad1 verilir
(Li ve Chang 2015).

(3.11) esitliginde w = 0 alindiginda sabit egrilikli hiperylizeyler elde edilir. Fakat
w =sbt ve 1 = 0 durumunda M hiperyiizeyi kendisi-biiziisendir. Sonug olarak w = —%

ve 1 = 0 durumunda (Huisken, 1990) ¢alismasinda n > 2 igin negatif ortalama egrilige
sahip olmayan kompakt kendisi-biiziisen hiperyiizeylerin x(M) = S™(v/n) oldugunu

gostermistir. Yine ayni calismada asagidaki sonug ispatlanmistir.

Teorem 3.9. McR™*1, x: M - R™*1 izometrik daldirmasi ile verilen H > 0 ortalama

egrilikli bir hiperyiizey olsun. Eger M hiperyiizeyi

1 .
H—=<x,N>=0

2
sartin1 saglarsa bu takdirde M asagidakilerden birine esittir:
1) s™,
2) STMx R™,
3) yxR* 1L,

Burada y egrisi Abresch ve Langer tarafindan R? de yatan homotetik olarak kendisi-
biiziisen bir egri oldugu goésterilmistir. Bu egri R? de yatan homotetik olarak kendisi-
biiziisen bir egri olup asagidaki sekilde yorumlanabilir;
y egrisi
v(0) = (r(8)cosh,r(6)sind)
polar parametrelendirme ile verildiginde y nin egriligi
17

Kk =ce 2%

r2

dir. Boylece y kendine-biiziisen olup egrinin egriligi bilindiginden

1 1
y(0) = (f cos (Ce_5a2r2(9)> do + d,f sin (ce_fa2r2(9)> do + e)

bigiminde birim hizli parametrizasyona sahip olacaktir. Ayrica R? de y(x) = (x,y(x))

biciminde graf olarak tanimlanan egrinin kendine-biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Yax =1+ (yx)z

denkleminin saglanmasidir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii y = —In(cosx), |x| < g

Azrail Egrisi (Grim Reaper) dir.
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.15...T-T'§_'_""_ns—_ 1"
Sekil 3.1. Azrail Egrisi

M. Mcgonagle ve J. Rose 2014 yilinda yaptiklar1 ¢alismada R™*1 deki A-hiperyiizeyleri

agirlik fonksiyonu w = % alarak hesaplamalar yapmislardir. Yine ayn1 y1l Q.M. Chang

ve G. Wei w = —1 durumunu incelemislerdir. Bu ¢alismada agirlikli hacim koruyan

ortalama egrilik akisinin tam A-hiperyiizeyleri ile ilgili sonuglar elde etmislerdir.

Tamm 3.10. x: M > R™*! izometrik daldirmasi ile verilen M hiperyiizeyinin ortalama
egriligi H = ||ﬁ || ve birim normal vektdrii N olmak iizere

(H,x)=—= (3.12)
esitligi saglanirsa M ye homotetik soliton adi verilir. Burada c sifirdan farkli sabittir.

Homotetik soliton ortalama egrilik akisinin kendine-benzer ¢6ziimiidiir (Kim ve Pyo
2019).

Tanmim 3.11. Mc R, x: M - R™**! izometrik daldirmasi ile verilsin. M iizerindeki
tiirevlenebilir bir Z € T(M) vektor alan1 div(Z) = 0 ise Z e stkistirilamaz vektor alant
ad1 verilir (Chen ve Deshmukd 2014).

Asagidaki teoremin ispati i¢in bakiniz (Chen ve Deshmukd 2014).

Teorem 3.12. McR™?, x: M - R™! izometrik daldirmasi ile verilsin. x nin teget
bileseni x” nin sikistirilamaz olmasi igin gerek ve yeter kosul
(Hx) = -1 (3.13)

olmasidir.

Sonuc. 3.13. McR™1, x: M —» R"*! izometrik daldirmas: ile verilsin. x nin teget
bileseni x nin sikigtirllamaz ise bu takdirde M hiperyiizeyi ¢ = 1 oldugundan bir

solitondur.
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4. BULGULAR

4.1. R"*1 de Rotasyonel A-hiperyiizeyleri

Rotasyonel hiperyiizeyleri modern diferansiyel geometrinin 6nemli konularindan biridir.
Bu hiperyiizeyler R3de ozellikle bilgisayar destekli geometrik tasarim ve yiizey
modellemelerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu alt bolimde rotasyonel
hiperyiizeylerin A-hiperyiizey olmas1 durumlari incelenmistir. Sirasiyla R3, R* ve R°+1
deki rotasyonel hiperyiizeylerin A-hiperyiizey olmasi1 durumlari ile ilgili orijinal sonuglar

elde edilmis ve bu sonuglar1 destekleyici 6rnekler verilmistir.

4.1.1. R3 de Rotasyonel A-Yiizeyleri

R3 de
x(u,v) = (f(w), gw)cosv, g(u)sinv) (4.1)
regiiler yamasiyla verilen yiizey rotasyon yiizeyi olarak bilinir. Burada

y() = (f(w), g(w)

M nin meridyen egrisidir (Gray 1993). M nin ortonormal ¢at1 alani

I
1_(p6u
- 1 0x
e, =-—— 4.2
27 gov (4.2)

1
€3 = " (g9',—f'cosv,—f'sinv)
vektorleri tarafindan gerilir (Bulca ve ark. 2009). Burada
¢ ="+ (g")? (4.3)
M {izerinde reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Bununla birlikte x in ikinci kismi

tiirevleri yardimiyla M nin ikinci temel form katsayilari
. k

Lll =< Xyur €3 >= ;
L12 =< Xuv» é>3 >=0 (44)

N !
Loy =< Xy, €3 >= f7g

elde edilir. Burada
k — fllgl _ flgll (45)
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M iizerinde tiirevlenebilir fonksiyondur. Bununla birlikte M nin ikinci temel form
katsayilari
h(xy, %) = Ly1€3

h(xy, x,) = L1563

h(xy, x,) = L22§3 (4.6)
ve
3> 3\ — Xu  Xu | _ Lu oz
h(e,,é) =h (nxun'nxun) BIPTRE
X X Li, -
h(é,é)—h( v v ):—5 =0
v EANEAVARY A
S o\ Xy Xy _ hlewxy) _ Lﬁ =
h(e; ;) = h(nx,,n’nxun) STz g2 ® 4.7
esitlikleri karsilagtirilarak
L k
11 (,03
Ry, =hy; =0 (4.8)
fl
hy; = —
go

elde edilir. Boylece (4.8) yardimiyla M nin sekil operatorii matrisi
K

— 0
_ (h1a h12>_ @3
Ae3_<h21 hae)  \ o L (4-9)
ge

olarak bulunur. Buradan (4.9) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) pozisyon vektorii ile verilsin. M nin

ortalama egriligi

__ kg+f'e?
H =" (4.10)

dir. Burada k ve ¢ tiirevlenebilir fonksiyonlar olup sirasiyla (4.5) ve (4.3) de

tanimlanmaistir.
M nin minimal olmas1 durumunu iki asamali inceleyebiliriz:

1) f bileseni sabit olsun bu takdirde (4.5) esitliginden k = 0 dir. Bu yiizey diizlemin bir

parcasidir.
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2) f(u) = uolsun, bu durumda (4.5) ve (4.10) esitliklerinden
g"g—(g)=1
elde edilir. Bu denklemin asikar olmayan bir reel goziimii g = bcosh (%) dir. Boylece

meridyen egrisi catenary egrisidir ve rotasyonel yiizey de katenoiddir (Bkz. Sekil 4.1.).

Sekil 4.1 Catenary egrisi ve katenoid yiizeyi
(Kenmotsu 2003) ¢alismasinda asagidaki siniflandirma verilmistir.

Teorem 4.2. (Delaunay Teoremi) M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile

verilsin. M sabit egrilikli ise M bir kiire, bir katenoid ya da meridyen egrisi

_ s 1+bsin2Ht 1 7 -
y(s) = (fo e ———dt, V1 + b2 + 2bsm2Hs) (4.11)

olan bir yiizeydir. Burada b € R ve H > 0 sabittir.

Bununla birlikte, X pozisyon vektorii ile €5 iin i¢ ¢arpimindan

< x,83 >= % (4.12)

bulunur. Burada ¢ tiirevlenebilir fonksiyon olup sirasiyla (4.3) de tanmimlanmigtir.

Boylece asagidaki sonuglar elde edilir:

Teorem 4.3. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve yeter sart

clkg + f'9*)6 +2gp* =0 (4.13)
esitliginin saglanmasidir. Burada
§=fg9'=fg (4.14)

tiirevlenebilir fonksiyon olup ¢, k sirasiyla (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir.
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Ispat: (=): M c R3 rotasyonel yiizeyi bir homotetik soliton olsun. Bu takdirde
o 1
(H,x) = H{é3,x) = —

dir. Boylece (4.10) ve (4.12) esitlikleri yardimiyla
(kg +f'o)f9' —f'9) _ 1

2gp* c
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse (4.13) elde edilir.

(&): Asikar. o

Ornek 4.4. M c R3 rotasyonel yiizeyi r-yarigaph kiire olsun. Bu takdirde M yiizeyi ¢ =

1 i¢in bir homotetik solitondur.

Ornek 4.5. Meridyen egrisi y(u) = (au + b, d) dogrusu olsun. Bu yiizey bir silindir
belirtir (Sekil 4.2). Bu durumda ¢ = a, § = —ad, k = 0 bulunur. Béylece bu degerler
(4.13) denkleminde yerine yazilirsa ¢ = 2 elde edilir. Diger bir deyisle bu yiizey bir

homotetik solitondur.
(4.10) ve (4.12) ve (3.11) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.6. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile verilsin. M nin w
agirlik fonksiyonuna karsilik gelen bir A-yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

— ! 2 3
w = e/ g‘gijﬂgw (4.15)

olmalisidir.

Sonu¢ 4.7. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile verilsin. M nin w agirlik
fonksiyonu w = 0 olmasi durumunda

—(kg + f'9*) +20g9*> =0
dir. Boylece M rotasyonel yiizeyi sabit ortalama egrilikli bir A-ytizeyidir.

Sonug¢ 4.8. Meridyen egrisi y(s) = (s, g(s)) parametrizasyonu ile verilen rotasyonel
yiizey A sabit egrilikli ise
_1+0)*-4g"g
29(1+(g9)%)?3

dir.
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Onerme 4.9. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile verilsin. M nin A-
yiizeyi (yani, w = 1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

kg + *f' + 29?6 —2gp3 = (4.16)
esitliginin saglanmasidir. Burada ¢, k, § sirasiyla (4.3), (4.5) ve (4.14) esitliklerinde

tanimlanmustir.
Boylece A = 0 durumunda Onerme 4.9 un bir sonucu asagida verilmistir.

Sonu¢ 4.10. M c R3 rotasyonel yiizeyi (4.1) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
kendisi- biiziisen bir ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kg + @*f' + 299?65 =0 (4.17)

olmasidir.

Meridyen egrisini birim hizli olmasi durumunda Onerme 4.9 asagidaki sekilde

yorumlanabilir:

Sonu¢ 4.11. M c R3 meridyen egrisi birim hizl1 olan bir rotasyonel yiizey olsun. M nin
bir A-ylizeyi olmasi igin gerek ve yeter sart
gRA—-26—-k)=f"' (4.18)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.12. f(u) =au+b, g(u) = c olsun. Bu takdirde ¢ =a, § = —ac, k=0

a2
: ZZC elde edilir. Bu yiizey bir silindir belirtir ve ¢ = -_i-% degeri

c

bulunur. Boylece A =

icin kendisi-biizlisendir (Bkz. Sekil 4.2.).

Sekil 4.2. f(u) =3u+5, glu) = \/% parametrizasyonlu silindir
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Ornek 4.13. f(u) = a, g(u) = bu + c olsun. Bu takdirde A = a bulunur. Bu yiizey bir
diizlem belirtir ve a = 0 degeri i¢in kendisi-biiziisendir (Bkz. Sekil 4.3.).

Sekil 4.3. f(u) = 3, g(u) = 3u + 5 parametrizasyonlu diizlem

Ornek 4.14. f(u)=au+b, glu) =cu+d olsun. Bu takdirde (4.16) denklemi
saglanirsa
a+ 2(cu+ d)(bc — ad)

B 2(cu + d)Va? + c?
bulunur. Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur:
1) a = 0 ise Ornek 4.13 deki yiizey elde edilir.
2) ¢ = 0 ise Ornek 4.12 deki yiizey elde edilir.
3) a # 0 ve c # 0 ise M bir koni olup bu yiizey bir A — yiizeyi degildir (Bkz. Sekil 4.4.).

Sekil 4.4. f(u) = 3u, g(u) = 3u + 5 parametrizasyonlu koni

Tamm 4.15. y:1 € R — R? egrisi
y(u) = (r(u)cosu, r(u)sinu)

pozisyon vektorii ile verilsin. Bu egriye polar parametrelendirme ile verilmistir denir.
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M c R3 rotasyonel yiizeyinin meridyen egrisi polar parametrelendirmesiyle verilsin. Bu
taktirde (4.12) deki fonksiyonlar
k=r"r=20")2—r% @o=r2+ (@)% 6=12 (4.19)

bi¢cimine doniisiir. Boylece asagidaki sonuclar elde edilir.

Teorem 4.16. M c R3 rotasyonel yiizeyi polar parametrelendirme ile verilsin. M nin A-
yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
@*r'cosu + (2¢p*r? — 20@3 + k—¢@?)rsinu = 0 (4.20)

olmasidir. Burada ¢ ve k fonksiyonlari (4.3) ve (4.5) de verilmistir.

Sonu¢ 4.17. M c R3 rotasyonel yiizeyi polar parametrelendirme ile verilsin. M nin
kendisi-biiziisen olmasi igin gerek ve yeter sart
@*r'cosu + (2p*r? + k — ¢*)rsinu = 0 (4.21)

olmasidir.

Sonug¢ 4.18. M c R3 rotasyonel yiizeyi f (u) = rocosu, g(u) = rysinu; ry = sht. polar
parametrelendirme ile verilsin. M nin A-yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

A=rg—L (4.22)

To

olmasidir. Bununla birlikte r = 1 igin yiizey kendisi-biiziisendir.

Ispat. (4.19) denkleminde r(u) = 7, yazilirsa 27y3sinu(—1 + 142 — Ary) = 0 bulunur.
Bununla birlikte g(u) = rysinu fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan 12 — Ary — 1 =

0 bulunur. Buradan (4.22) elde edilir. Dolayisiyla yiizey bir A-hiperylizeydir. Eger M,
A+VAZ+4

1o > 0 yarigapl bir kiire ise bu takdirde ry = dir. Yani ry yarigapl kiire bir A —

ylizeyidir. Ayrica M Kendisi-biiziisen bir yiizey ise 1, = 1 olmalidir (Sekil 4.5). O

Sekil 4.5. r = 1 polar parametrizasyonlu kiire
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4.1.2. R* de Rotasyonel A-Hiperyiizeyleri

M c R* rotasyonel hiperyiizeyi,
x(s,u,v) = (f(s), g(s)sinu, g(s)cosusinv, g(s)cosucosv) (4.23)
regiiler koordinat yamasiyla verilsin. Burada y(s) = (f(s),g(s)) regiiler bir egridir

(Giiler ve ark. 2018). M nin tanjant uzay1

s 1o
€1= @ 0s
- 10x
e, = Ea (424)
R 1 o0x
63 - -
gcosu dv
ortonormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M nin birim normali
€, = %(g’, —f'sinu, —f'cosusinv, —f'cosucosv) (4.25)

olarak hesaplanir. Bununla birlikte x in ikinci kismi tiirevleri yardimiyla M nin ikinci

temel form katsayilari

. k
Lqq :<xss:e4):5

Lop = (X, &) =2 (4.26)
. f'gcos?u
L3z = (xpp, €4 ) :T

dir. Burada ¢ ve k fonksiyonlari (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir. Bununla birlikte

Gauss denklemi yardimiyla

h(ey, é;) = h(x_s 2 ) = %54

sl s/~ o
N Xu Xy \ _ h(xuwXw) _ Laz 4
h(e, &) = h(nxun’nxun) R (4.27)

h(é):;,é)g) — h( Xy Xy ) _ h(xpxy) _ L33 é>4

B EA g2cos2u  g2cos?u

elde edilir. Boylece M nin ikinci temel form katsayilari

L k
hig = _(;21 =03
L fr
hy, =2 =~— 4.28
22 gz ©g ( )
has = L33 fr
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elde edilir. Burada i # j i¢in h;; = 0 dir. M nin sekil operatdrii matrisi, (4.28) yardimiyla

k
= 0 0
fl
Ay =| 0 = 0 (4.29)
\0 o L
g

olarak bulunur. Buradan (4.29) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.19. M c R* rotasyonel yiizeyi (4.23) pozisyon vektorii ile verilsin. M nin
ortama egriligi

_ kg+2¢?%f’
H =~ (4.30)

dir. Burada ¢ ve k fonksiyonlari (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir.

Bununla birlikte

(x,8) =7 (4.31)
bulunur. Burada 6 fonksiyonu (4.14) de tanimlanmistir.

Teorem 4.20. M c R* rotasyonel yiizeyi (4.23) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve yeter sart
c(kg +2f'9?)6 +3gp* =0 (4.32)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.21. M c R* rotasyonel yiizeyi r-yarigapli hiperkiire olsun. Bu takdirde M yiizeyi

¢ = 1 i¢in bir homotetik solitondur.

Ornek 4.22. Meridyen egrisi y(u) = (au+ b, d) dogrusu olsun. Bu yiizey bir

hipersilindir belirtir . Bu durumda ¢ = a, § = —ad, k = 0 bulunur. Boylece bu degerler
(4.32) denkleminde yerine yazilirsa ¢ =§ elde edilir. Diger bir deyisle bu yiizey bir

homotetik solitondur.

Teorem 4.23. M c R* rotasyonel yiizeyi (4.23) parametrizasyonu ile verilsin. M nin -
hiperyiizeyi olmasi icin gerek ve yeter sart;
kg + 399?58 + 2¢%f' —3Agp3 =0 (4.33)

esitliginin saglanmasidir.
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Sonug 4.24. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.23) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
kendisi-biiziisen olmasi igin gerek ve yeter sart
3gp?8 + kg + 2¢0%f' =0 (4.34)

olmasidir.

Ornek 4.25. f(s) = coss ve g(s) = sins olsun. Bu takdirde (4.33) denkleminden 2 = 0
bulunur. Bu durumda hiperyiizey kendisi-biiziisen olup
x(s,u,v) = (coss, sinssinu, sinscosusinv, Sinscosucosv)

parametrizasyona sahip olan $3(1) hiperkiiresidir.

Ornek 4.26. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi f(s) =as+b ve g(s) =15 ve 15 # 0

_ 2
parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde (4.33) denkleminden A =23ﬂ bulunur.

To
Boylece elde edilen A-hiperyiizeyi
x(s,u,v) = (as + b, ry sinu, ry cOSUSinv, r,coSUCOSV)
parametrizasyona sahip olacaktir. Bu hiperyiizey S2(r;) X R dairesel hipersilindiridir.

Bununla birlikte bu hiperyiizeyin kendisi-biiziisen (yani A = 0) olmasi igin gerek ve yeter

kosul 72 = % olmasidir.

Ornek 4.27. f(s) = b ve g(s) = cs + d olsun. Bu taktirde (4.33) denkleminden A = b
elde edilir. Bu durumda hiperyiizey bir A-hiperyiizeydir. Boylece elde edilen A-
hiperyiizeyi

x(s,u,v) = (b, (cs + d)sinu, (c¢s + d)cosusinv, (cs + d)cosucosv)

parametrizasyona sahip bir hiperdiizlemdir.

Ornek 4.28. f(s) = as + b ve g(s) = cs + d olsun. Bdylece (4.33) denkleminden
1= 2a + 3(bc —ad)(cs + d)
3va? + c2(cs + d)
olur. Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur:
1) ¢ = 0 ise Ornek 4.26 deki yiizey elde edilir.
2) a = 0 ise Ornek 4.27 deki yiizey elde edilir.

3) a#0vec=#0 ise M bir konik hiperyiizey olup bu yiizey bir A — hiperyiizeyi
degildir.
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4.1.3. R* de Bi-Rotasyonel A-Hiperyiizeyleri

R* de
M: x(s,u,v) = (f(s)cosu, f(s)sinu, g(s)cosv, g(s)sinv) (4.35)
parametrizasyonu ile verilen hiperyiizeye bi-rotasyonel hiperyiizey ad1 verilir (Drugan ve

ark. 2018). M nin tanjant uzay1

Xs Xs
e, = = —
L7 sl —
Xu Xu
e, = =u 4.36
27 gl T f (4.36)
Xy Xy
Cp = = —
3 T el g

ortonormal vektdrleri tarafindan gerilir. Boylece M nin birim normali

€, = %(g’(s)cosu,g’(s)sinu, —f'(s)cosv, —f'(s)sinv) (4.37)
olarak hesaplanir. Burada ¢ fonksiyonu (4.3) de tanimlanmistir. ikinci kismi tiirevler
yardimiyla
. k
Ly = (Xs5 €4) :5
Loz = (X &) = 2 (4.38)
9f

L3z = (xvv: 54) =

elde edilir. Ayrica i # j i¢in L;; = 0 dir. Burada k fonksiyonu (4.5) da verilmistir.

Boylece (4.36) esitlikleri yardimiyla

h(ey, eq) = h(x_s L) = %54

sl Txsll) — @
hezer) = h(pg. ) = 5 = e (4.39)
h(es,es) = h (ni:n ’ ||Z||) ==
dir. Buradan
hyy = ;LZZ = % (4.40)

Ly f'
h’33 - 2 =
g ge

[ # j i¢in h;; = 0 dir. Boylece (4.40) yardimiyla M nin sekil operatdrii matrisi
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a=| 0 %0 (4.41)
\o o 5

olarak bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.29. M c R* bi-rotasyonel hiperyiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. Bu

taktirde M nin ortalama egriligi

_ kfg+o?u
== (4.42)

dir. Burada p reel degerli tiirevlenebilir fonksiyon olup
w=ff"-99 (4.43)

bigiminde tanimlanir.

Ornek 4.30. Meridyen egrisi 7 yarigaph bir cember olsun. Bu takdirde M bi-rotasyonel
hiperylizeyi
x(s,u,v) = (rcosscosu, rcosssinu, rsinscosv, rsinssinv) (4.44)

parametrizasyona sahip H = — 3% sabit egrilikli hiperkiiredir (Drugan ve ark. 2018).

Bununla birlikte

(x,8,) = % (4.45)

dir. Burada 9§ reel degerli fonksiyon olup (4.14) esitligi ile verilmistir.

Teorem 4.31. M c R* bi-rotasyonel yiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

homotetik soliton olmasi igin gerek ve yeter sart
c(kfg + pne?*)s +3fge* =0 (4.46)

esitliginin saglanmasidir.
(4.42) ve (4.45) esitlikleri (3.10) da yerine yazilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.32. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. M
nin A-hiperyiizeyi olmasi igin gerek ve yeter sart
kfg+@*(u+3fgs —3Afgp) =0 (4.47)
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esitliginin saglanmasidir. Burada, k, ¢, 8, ve u reel degerli fonksiyonlar olup sirasiyla
(4.5), (4.3), (4.14) ve (4.43) de tamimlanmustir.

Bu teoremin bir sonucu asagida verilmistir.

Sonuc 4.33. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.35) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

kendisi-biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kfg+@*(u+3fgs) =0 (4.48)

olmasidir.

Ornek 4.34. R* de
M: x(s,u,v) = (acosu, asinu, g(s)cosv, g(s)sinv) (4.49)

parametrizasyonu ile verilen bi-rotasyonel hiperyiizeyi i¢in

k=0,9=g"n=-99.6=ag (4.50)
dir. Boylece (4.42) ve (4.50) esitlikleri yardimiyla M nin ortalama egriligi
1
" 3a

olarak bulunur, bu da bize M hiperyiizeyinin sabit ortalama egrilikli oldugunu gésterir.
Bununla birlikte (4.50) esitlikleri (4.46) de yerine yazilirsa ¢ = 3 elde edilir. Béylece M
hiperyiizeyi bir homotetik solitondur. Benzer sekilde (4.50) esitlikleri (4.47) de yerine
yazilirsa

3a%2 -1

A== 3a

reel sabiti elde edilir. Boylece, M bir A-hiperyiizey olup a = ?% degeri i¢in kendisi-

bliziisendir.

Ornek 4.35. Meridyen egrisi f(s) = g(s) seklinde orijinden gecen bir dogru olsun. Bu
takdirde bi-rotasyonel hiperyiizeyi M

x(s,u,v) = f(s)(cosu, sinu, cosv, sinv) (4.51)

parametrizasyona sahip bir minimal yiizeydir. Ozel olarak y(s) = (s, s) alindiginda

M: x(s,u,v) = (scosu, ssinu, scosv, ssinv)
hiperyiizeyi elde edilir. Bu hiperyiizey kendisi-biiziisen olup minimal Clifford konisidir
(Drugan ve ark. 2018).
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4.1.4. R"*1 de Rotasyonel A-Hiperyiizeyleri

¥(s) = (£(s),9(s)) , s € (a, b) birim hizl1 bir egri ve S*~1(1) birim kiiresi

p=pty, o tno1) = (p1(ts, o) tno1), P2(tr, s tnt)s oo Pr(Ery s tnr)) (4.52)
parametrizasyonu ile verilsin. Bu takdirde y(s) egrisinin p etrafinda dondiiriilmesiyle
elde edilen R™*? deki rotasyonel hiperyiizeyi M,

x:(a,b)xS"t - R™ x(s,p) = (f(s), g(s)p) € R*** (4.53)
parametrizasyonu ile tanimlanir (do Carmo ve Dajczer 1993). y egrisi
H={(fg€eER:g>0}

yar1 diizleminde yatan bir egridir. Bdylece M nin ortonormal cat1 alan1

Y

1_<pas

- 1 dx .

== 2<i< :
€ gatj,Z_]_n (4.54)

- 1 14 4 ! !
ent1 =9 = P1=f'Pas s =f'Pn)
vektorleri tarafindan gerilir. Burada ¢ fonksiyonu (4.4) de tamimlanmistir. Boylece

(4.53) lin s ve t; ye gore ikinci mertebeden kismi tiirevlerinden

Xss = (f”(S), g"(s)p), Xij = (O, g(s)pii)i 2<isn-1 (455)
s 9%x %x a%p .. .. T
elde edilir. Burada x4 = S Xi T 5z Ve Py = mdlr. Boylece M nin ikinci temel form
katsayilar
k fr .
hiy =5 hy=,2<sisn—1 (4.56)

dir. Bununla birlikte i # j i¢in h;; = 0 dir. Boylece M nin sekil operatdrii matrisi (4.56)

yardimiyla
k
/? 0\
fr
0 — 0
Ag ., = o e | (4.57)
o . I

®g
olarak bulunur. Bu durumda (4.57) de elde edilen sekil operatorii bize (4.52)

parametrizasyonu ile verilen rotasyonel hiperyiizeyin en ¢ok iki farkli asli egriliklere
sahip oldugu sonucunu verir.

Buradan (4.57) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.36. M c R™*?! rotasyonel yiizeyi (4.53) pozisyon vektorii ile verilsin. M nin
ortama egriligi

_ kg+(n-1)p?f’
H ==t (4.58)

dir. Burada ¢ ve k fonksiyonlari (4.3) ve (4.5) esitliklerinde verilmistir.

Bununla birlikte

> 1)
(x,En41) =2 (459)

bulunur. Burada § fonksiyonu (4.14) de tanimlanmustir.

Teorem 4.37. M c R™*?! rotasyonel yiizeyi (4.53) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
homotetik soliton olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ctkg+ (n—1Df"9*)6 +nge* =0 (4.60)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.38. y(s) meridyen egrisi r-yarigapli gember olsun. Bu durumda ¢ = 1 igin bir

homotetik solitondur.

Ornek 4.39. Meridyen egrisi y(u) = (au+b, d) dogrusu olsun. Bu yiizey bir

hipersilindir belirtir. Bu durumda ¢ = a, § = —ad, k = 0 bulunur. Béylece bu degerler
(4.60) denkleminde yerine yazilirsa ¢ = nT_l elde edilir. Diger bir deyisle bu yiizey bir

homotetik solitondur.
Boylece (4.58) ve (4.59) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.40. M c R™*! rotasyonel yiizeyi (4.53) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
A-hiperyiizeyi olmasi icin gerek ve yeter sart
kg + nge?s + (n — D@?f —nlge3 =0 (4.61)

esitliginin saglanmasidir.

Sonug 4.41. M c R™*! rotasyonel hiperyiizeyi (4.53) parametrizasyonu ile verilsin. M
nin kendisi-biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kg + nge?s + (n— 1)@?f' =0 (4.62)

olmasidir.
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Ornek 4.42. f(s) = coss ve g(s) = sins olsun. Bu taktirde (4.61) denkleminden 2 = 0
bulunur. Bu durumda
x(s,ty, ty, .., th_1) = (€OSS, Sinspy, SINSp,, ... , Sinspy,) (4.63)

hiperyiizeyi S™(1) hiperkiiresi kendisi-bliziisedir.

Ornek 4.43. M c R™*! rotasyonel hiperyiizeyi f(s) = as + b ve g(s) =15 very # 0
parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde (4.61) denkleminden
_n—1-nn?

A=
nry

bulunur. Boylece elde edilen A-hiperyiizeyi

x(S,t1,ty, i, tneg) = (as + b, 19p1, ToP2s - »T0Pr)
parametrizasyona sahip olacaktir. Bu hiperyiizey S™ 1(ry) X R dairesel hipersilidiridir.
Bununla birlikte bu hiperyiizeyin kendisi-biiziisen (yani, A = 0) olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

n—1
T‘02=

n

olmasidir.

Ornek 4.44. f(s) = b ve g(s) = cs + d olsun. Bu taktirde (4.56) denkleminden A = b
elde edilir. Bu durumda hiperyiizey bir A-hiperylizeydir. Boylece elde edilen A-
hiperyiizeyi

x(s,ty,ty, o, tyneq) = (b, (cs + d)py, (cs + d)py, ... , (cs + d)py)
parametrizasyona sahip bir hiperdiiziemdir.

Ornek 4.45. f(s) = as + b ve g(s) = cs + d olsun. Bdylece (4.61) denkleminden
(n—1a+n(bc—ad)(cs+d)
nva? + c2(cs + d)
olur. Bdylece asagidaki durumlar s6z konusudur:
1) ¢ = 0 ise Ornek 4.43 deki yiizey elde edilir.
2) a = 0 ise Ornek 4.44 deki yiizey elde edilir.

1=

3) a# 0vec =0 ise M bir konik hiperyiizey olup bu yiizey bir A — hiperyiizeyi
degildir.
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4.2. R"*1 de Monge Yamasiyla Verilen A —Hiperyiizeyleri

Bu alt bolimde Monge yamasi ile verilen hiperyiizeylerin A-hiperyiizey olmasi durumlari
incelenmistir. Sirasiyla R3 ve R* deki Monge yamas ile verilen hiperyiizeylerin A-
hiperyiizey olmasi durumlari ile ilgili orijinal sonuglar elde edilmis ve bu sonuglari

destekleyici drnekler verilmistir.

4.2.1. R? de Monge Yamasiyla Verilen A -Yiizeyleri

R3 de
x(w,v) = (u,v,h(u,v)) (4.64)
parametrelendirilmesiyle verilen yiizey Monge yiizeyi olarak adlandirilir (Gray 1993).
M nin tanjant uzay1
%, = (1,0, hy (u, v))
x, = (0,1, h,(u,v))
vektorleri tarafindan gerilir. M nin birim normali

WXy L_p o —h, 1) (4.65)

5 ==
S ENE BT

vektorleri tarafindan gerilir. Burada
w =1+ (h)?+ (h,)? (4.66)

M {izerinde reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Bununla birlikte x in ikinci kismi

tirevleri yardimiyla M nin ikinci temel form katsayilar

N hyy
L11=<xuwN)= w
Y3 Ry
Ly = (xuv:N )= W (4-67)

Y3 Ryy
L3z = (xvv:N) = W

olarak bulunur. Buradan

L
hiy = gi
11
1
hiz = ;(Lu - %Ln) (4-68)

1 9122
hy, = ﬁ(ganz —2912L15 + g L11)

11

esitlikleri yardimiyla
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_ h—uu
7w+

w2 w2(1+(hy)?)

hu hV huv (hu hV)Z huu

_ @+
oo =05 hww — 2705 w3(1+(hy)?)

bulunur. Boylece (4.69) yardimiyla sekil operatorii matrisi

huu @ _ hu hTJ huu
_ w(L+(h)?) w2 WAL (h)?)
AéS - M _ hu hV huu (1+(hu)2) h _ 2 hu hV huv + (hu hV)z huu (4.70)
w2 WELH (h)?) 3w wi T Wi (h)?)

dir. Buradan (4.70) kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.46. M c R3 yiizeyi (4.64) pozisyon vektorii ile verilsin. M nin ortama egriligi

H = huu(1+(hv)z)+(1+(hu)2)hw_2huhvhuv

3 (4.71)
2(1+(hy)?+(hy)?)2
dir.
Bununla birlikte (4.64) ve (4.65) yardimiyla
(x’ 53 ) — —uhy—vhy+h , (4.72)
1+(hy)?+(hy)?)2
elde edilir.

Boylece (4.71), (4.72) ve (3.10) esitliklerinden asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.47. M c R3 yiizeyi (4.64) parametrizasyonu ile verilsin. M nin A-yiizeyi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2(—uhy=vhy+h)(1+(hy) %+ (hy)?) Hhyy (14 (hy) 2 ) +(1+(hy)? ) hyp—2hy hyhyy

3 =1 (4.73)
2(1+(hy)2+(hy)?)2

esitliginin saglanmasidir.

Sonuc 4.48. M c R3 yiizeyi (4.64) parametrizasyonu ile verilsin. M nin kendisi-biiziisen
olmasi icin gerek ve yeter sart

2(=uhy = vhy + (A + (h)? + (hy)?) + hyy (1 + (hy)?) + (1 + (h)Dhyy — 2Ry Ry by, = 0, (4.74)
olmasidir.

Tamm 4.49. Eger
h(uw,v) = f(u) + g(v) (4.75)
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almirsa M c R3 oteleme yiizeyi olarak bilinir (Gray 1993).
Boylece (4.75) esitligi (4.73) de yerine yazilirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 450. M c R3 yiizeyi (4.74) parametrizasyonu ile verilen bir oteleme yiizeyi

olsun. M nin A-yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

— — 2 2 2 2
2(-ufy v9v+f+g)(1+(fu) +(fv) )+fuu(31+(gv) )+(1+(fu) )fvv = (476)
2(1+(fu)?+(gv)?)2

olmasidir.

Sonug¢ 4.51. M c R3 yiizeyi (4.75) parametrizasyonu ile verilsin. M nin kendisi-biiziisen

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2(-ufy —vgy+f+ )1+ (fu)z + (fv)z) + fuu (1 + (gv)z) + 1+ (fu)z)fvv =0 (4.77)
halini alir.

Ornek 452. f(u)=au+b ve g(v)=cv+d olsun. (4.76) denkleminde yerine

yazarsak %ﬁﬂz= A elde edilir. Bu yiizey diizlemin bir pargasi olup bir 4 —

hiperylizeydir (Bkz. Sekil 4.6.).

Sekil 4.6. f(u) =3u+1 ve g(v) =3v + 4 parametrizasyonlu diizlem

Eger b = —d segilirse ylizey kendisi-biiziisendir. Bu durumda yiizey, x(u,v) =

(u, v, au + cv) seklindedir. Bu ise orijinden gecen diizlem belirtir.
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4.2.2. R* de Monge Yamasiyla Verilen A —Hiperyiizeyleri
M c R* hiperyiizeyi

x(s,u,v) = (s,u,r(s)cosv, r(s)sinv) (4.78)
parametrelendirilmesiyle verilsin. Bu ylizey Aminov tipinde hiperyiizeyi olarak

adlandirilacaktir. M nin ortonormal ¢at1 alani

Xs 1 , ..
“1= llxsll — 1+(rn)2 (1,0,7'cosv, r'sinv)
e, = =4 = (0,1,0,0) (4.79)
€3 = ”:7” = (0;0, —sinv, COSU)

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M nin birim normali

- 1 o .
€y = —m( r',0, cosv, sinv) (4.80)

olarak hesaplanir. ikinci kismu tiirevler yardimiyla

Ly =(Xss €4 ) = 11"

Loy = (xuw €4) =0 (4.81)
L3z = (xpy, €4) = -7

elde edilir. Ayrica i # j igin L;; = 0 dir. Bununla birlikte

Xs X 1 Lii =
h(es, e1) = h( = ) = 1ra)? h(xs, xs) = ———¢

lloesll” Ilxsll 1+(n2 4

_ 3 (% Xv) _ h(xpXy) _ L3z 5
h(es, e3) = h(7.7> =—2 — ;26

dir. Boylece (4.81) ve (4.82) esitlikleri kiyaslanirsa

_rrn
7 1402
-1
h33 = -

bulunur. i # j igin h;; = 0 dir. Buradan (4.83) yardimiyla sekil operatorii matrisi

rri

1+(rr)? 0
Ag,=| 0 0 O (4.84)
0o o0 =

T

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.53. M c R* hiperyiizeyi (4.78) parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde M
nin ortalama egriligi

_rir-1-(rn?

T 3r(1+()?2) (4'85)

olarak bulunur.

Sonug 4.54. M c R* hiperyiizeyi (4.78) parametrizasyonu ile verilsin. M nin minimal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

7'(s) = tan (ass_l) (4.86)

olmasidir.

Ispat. Maple komutunda
> ode = dif f(y(x),x,x) = x* — dif f(y(x),x)* = 1;

a2 d :
ode: = (Ey(x)>x2 — <ay(x)> =1

ile verilen diferansiyel denklemin agikar olmayan bir ¢éziimii

> dsolve(ode);
-1+ cqx
y(x) = f tan (T) dx +c,

olarak hesaplanir. Bu da bize istenilen sonucu verir. O

Bununla birlikte

—sr'+r
J1+(r"H)?2
dir. Boylece (4.85), (4.87) ve (3.10) eistlikleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

(x,N)=

(4.87)

Teorem 4.55. M3 c R* hiperyiizeyi (4.74) parametrizasyonu ile verilsin. M nin A-
hiperylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P =1 = ()2 + 3T+ (020 — s7) = 33r(1L+ (1)) = 0 (4.88)

olmasidr.
A = 0 olmast halinde Teorem 4.55 in bir sonucu asagidaki verilmistir.

Sonug¢ 4.56. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.78) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

kendisi-biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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r2r" —1—(")2+3ry1+(@")2(r—sr')=0 (4.89)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.57. r(s) = r, sifirdan farkli reel sabit olsun. Bu taktirde hiperyiizey S (rp) X
R? biciminde kiiresel hipersilindir belirtir ((Chen ve Deshmukh 2014), Ornek 5.1).

31r92-1

Bununla birlikte (4.88) denkleminden A = bulunur. Bu nedenle A-hiperyiizeydir.

To

Eger 1, = i% ise yilizey kendisi-blizlisendir. Aslinda bu hiperyiizey

H = — sabit ortalama egriliklidir.

To

4.2.3. R* de Riemann Carpmmyla Verilen A —Hiperyiizeyleri

M c R* yiizeyi
x(s,u,v) = (s,u,r(v)cosv,r(v)sinv) (4.90)
parametrelendirilmesiyle verilsin. M nin ortonormal ¢at1 alani

8, = "—” = (1,0,0,0)

Il

é>2 = Xy = (0,1,0,0) (491)
(B9

S _m Lo

€s = 125 = wiwy (00,7 cosv — rsinw, r'sinv + rcosv)

ortonormal vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M nin birim normali

é, = ﬁ (0,0, r'sinv + rcosv, rsinv — r'cosv) (4.92)

olarak hesaplanir (Ek 3). Burada

u() = r2 + ()? (4.93)
dir. Boylece ikinci mertebeden kismi tiirevler yardimiyla

Lig =(xs5,€4) =0

Ly, = (Xyu €4) =0 (4.94)

rr”—Z(r’)z—rz

L3z = (xmﬂ é)4 ) = w(®)

dir. Ayrica i # j igin L;; = 0 dir. Boylece

h(ey, é;) = h(x_s - ) = h(xs,xs5) = Li1€,

sl ” llxsll
h(E &) = h (2 T2) = hxw %) = Laoés (4.95)
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->'_> =h(x,, ’ x,,)zh(x],,x,,)= L3z
h(e;, €;) ool Tol) = 120) . w2 O

elde edilir. Buradan (4.94) ve (4.95) esitlikleri kiyaslanirsa

hll = 0
hyy =0 (4.96)
hys = rr”—Z(r')z—rz

u3)

bulunur. i # j i¢in h;; = 0 dur.

Buradan (4.96) yardimiyla sekil operatorii matrisi

0 0 0
(0 O 0
Aé4 - rr”—Z(r’)z—rZ (4.97)
0 0 ———"—
u)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.58. M c R* hiperyiizeyi (4.90) parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde M
nin ortalama egriligi

rr"—Z(r')z—rz

H = e (4.98)
dir.

Bununla birlikte

(x,8,) = 7 (4.99)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.59. M3 c R* hiperyiizeyi (4.90) parametrizasyonu ile verilsin. M nin A-
hiperylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
rr’ =22 —r?2 +3r2u? -3 =0 (4.100)

olmasidir.
A = 0 olmas1 halinde Teorem 4.59 un bir sonucu asagidaki verilmistir.

Sonug¢ 4.60. M c R* rotasyonel hiperyiizeyi (4.90) parametrizasyonu ile verilsin. M nin
kendisi-biiziisen olmasi i¢in gerek ve yeter sart

rr’ =22 —r?2+3r2ut =0 (4.101)
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esitliginin saglanmasidir.

Ornek 4.61. 7(s) = ry sifirdan farkli reel sabit olsun. Bu taktirde (4.100) denkleminden

31,2 — 1

1=
31,

bulunur. Bu durumda yiizey bir A-hiperyiizeydir. Eger r, = ise ylizey kendisi-

fls

3

biiziisendir. Bu hiperyiizey H = % sabit ortalama egriliklidir.
0

4.2.4. R**1 de Monge Yamasiyla Verilen A —Hiperyiizeyleri

M c R™*1 hiperyiizeyi

x(tl, tz, ey tn) = (tll tz, ey tn’f(tli tz, ey tn)) (4102)
parametrelendirilmesiyle verilen hiperyiizey graf olarak bilinir (Cheng ve Wei 2014).

R"*1 nin ortonormal baz {El, s En+1} olmak {izere M nin tanjant vektorleri

8 = Ei + f; (4.103)
seklinde tanimlanir. Burada
fi=Z1<is<n (4.104)

dir. Bylece M nin R™*? den indirgenmis metrigi
gij = (€, €;)) = 8;; + fif; (4.105)
dir. Burada (,) R"*! nin kanonik i¢ garprmidir. Bununla birlikte (gl-j) matrisinin tersi

(g¥) olmak iizere

fifj

gv =6 — TV (4.106)
Boylece (4.103) yardimiyla M nin birim normal vektor alani
énir = 7= (= DifiEi + Ena) (4.107)
olarak bulunur (Cheng ve Wei 2014). Burada

Vf=(f1, 0 fo)
dir. Bu durumda M nin ikinci temel form katsayilari
Li; = <%aftj; €ns1) = (fijgn+1f ns1) = 1+f||iéf||2 (4.108)

dir. Burada
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fiy =t
y atl‘at]’

dir.

Cheng ve Wei nin 2014 de hasapladiklar1 asagidaki sonug ile yorumlanabilir.

Teorem 4.62. M < R™*! hiperyiizeyi (4.102) parametrizasyonu ile verilsin. Bu taktirde
M nin ortalama egriligi
fij

1y _ij
H=-%:;9 N (4.109)
dir.
Bununla birlikte
> _ f-Xitifi
(x,€n41) = T (4.110)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.63. M c R"*! hiperyiizeyi (4.102) parametrizasyonu ile verilsin. M nin A-
hiperylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

fij U-Zitif) _
+IVFIIZ  J1+IVFI?

1 .
;Zi,j gy N (4.111)

olmasidir.
Cheng ve Wei 2014 yilinda (4.96) parametrizasyonu ile verilen hiperyiizeylerin A-

hiperylizey olma durumunu agagidaki sonugla vermislerdir.

Teorem 4.64. M c R™*! hiperyiizeyi (4.102) parametrizasyonu ile verilsin. Eger M bir
A-hiperylizeyi ise bu takdirde M hiperyiizeyi R" nin bir pargasidir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Ortalama egrilik akisi ve solitonlar fizigin 6nemli c¢alisma alanlarini olusturur. Bu
calismada hiperyiizeylerin ortalama egrilik akisi ile ilgili daha 6nceden ¢alismalar
incelenerek bu tiir hiperylizeylerin kendine-benzer ve A-hiperyiizeyi olmasi ile ilgili
ozellikler ele alinmugtir. Ozel olarak uygulama alanlar1 genis olan rotasyonel
hiperylizeyler ile Monge yamasi ile verilen hiperyiizleri ele alinmistir. Bu tiir
hiperyiizeylerin soliton olma &zellikleri ile kendine-benzer ve A-hiperyiizeyi olmasi ile
ilgili gerek ve yeter sartlar elde edilmistir. Elde edilen sonuglar1 destekleyici drnekler
verilmistir. Yapilan ¢alismay1 hiperyiizeylerin bir genellemesi olan altmanifoldlara da

uygulamak ileriki tarihlerde miimkiin olacagi kanisini tagimaktayiz.

38



KAYNAKLAR

Arslan, K., Siitveren, A., Bulca, B. 2020. Rotational A-hypersurfaces in Euclidean
Spaces,Preprint.

Abresch, U., Langer, J. 1986. The normalized curve shortening flow and homothetic
solutions, J. Differential Geom., 23: 175-196.

Brakke, K. A. 1978. The Motion of a Surface by Its Mean Curvature, Princeton
University Press, Princeton, 239 pp.

Bulca, B., Arslan, K., Bayram, B.K., Oztiirk, G., Ugail, H. 2009. Spherical product
surfaces in E3, International Conference on CyberWorlds, Bradford, UK.

Chen, B. Y. 1973. Geometry of Submanifols. Dekker, New York, 184 pp.

Chen, B.Y. 2017.Topics in Differential Geometry Associated with Position Vector Fields
on Euclidean Submanifolds, Arab J. Math. Sci., 23: 1-17.

Chen, B.Y. Deshmukd, S., 2014. Classification of Ricci solitons on Euclidean
hypersurfaces, Int. J. Math. 25(11): 1-22.

Cheng, Q.M. 2016. Geometry of A-hypersurfaces ot the weighted volume-preserving
mean curvature flow, Fukuaka University.

Cheng, Q.M., Ogata, S., Wei, G. 2014. Rigidity Theorems of XA
hypersurfaces, arXiv:1403.4123v3.

Cheng, Q.M., Wei, G. 2014. The Gauss Image of Hypersurfaces and a Bernstein Type
Problem, arXiv:1410.5302v1.

Cheng, Q.M., Wei, G. 2015. Compact Embedded A-Torus in Euclidean Spaces
arXiv:1512.04752v1.

Cooper, A.A. 2011. Mean Curvature Flow in Higher Codimension, Ph.D. Thesis,
Michigan State University, Graduate Program in Mathematics, USA.

Do Carmo, M. 1976. Riemannian Geometry, Boston, Basel Berllin, 300 pp.

Do Carmo M., Dajczer, M. 1993. Rotational hypersurfaces in spaces of constant
curvature, Trans. Amer. Math. Soc., 277 (1983), 685-709.

Drugan, G., Lee, H., Nguyen, X.H. 2018. A Survey of Closed Self-Shrinkers with
Symmetry, Results in Math. 32: 73-32.

Ecker K., Huisken, G. 1989. Mean Curvature Evolution of Entire Graphs, Annals of
Mathematics,130(3): 453-471.

Etemoglu, E., Arslan, K. Bulca, B. 2013. Self Similar Surfaces in Euclidean Spaces,
Selcuk J. Appl. Math. 14(1) 71-81.

39


https://www.researchgate.net/journal/0129-167X_International_Journal_of_Mathematics

Gray, A. 1993. Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces, CRS Press, Inc.
664 pp.

Guo, S. H. 2017. Self Shrinkers and Singularity Models of the Main Curvature Flow.
Ph.D. Thesis, The State University of New Jersey, Graduate Program in Mathematics,
USA.

Giiler, E, Hacisalihoglu, H. H., Kim, Y.H. 2018. The Gauss Map and the Third Laplace-
Beltrami Operator of the Rotational Hypersurface in 4-Space, Symmetry, 10: 1-11.

Halldorsson, P.H. 2013. Self-Similar Solutions to the Mean Curvature Flow in Euclidean
and Minkowski Space, Ph.D. Thesis, Masschusetts Institute of Technology, Department
of Mathematics, USA.

Hussey, C. 2012. Classification and Analysis of Low index Mean Curvature Flow Self-
shrinkers, Ph.D. Thesis, The Johns Hopkins University, Department of Mathematics,
USA.

Huisken, G. 1990. Asymptotic behavior for singularities of the mean curvature flow. J.
Differential Geom. 31: 285-299.

Kenmotsu, K. 2003, Surfaces with constant mean Curvature, American Mathematical
Society, 142 pp.

Kim, D., Pyo, J. 2019. Translating Solitons for the Inverse Mean Curvature Flow, Results
Math. 64: 1-28.

Lejdfors, C. J. 2003. Surfaces of Constant Mean Curvature, Msc Thesis, Lund
University, Centre for Mathematical Sciences, Sweden.

Li, X., Chang, X. 2015. Rigidity Theorems of the Space-like A-hypersuurfaces in the
Lorentzian Space R™?! arXiv:1511.02984v1.

Montegazza, C. 2011. Lecture Notes on Mean Curvature Flow, Birkhauser, 179 pp.

Peng, Y. 2013. Complete self-shrinkers of mean curvature flow, Ph.D. Thesis, Saga
University, Graduate School of Science and Engineering,Department of Science and
Advanced Technology, Japan.

Ross, J. 2015. Rigidity Results of Lambda-Hypersurfaces, Ph.D. Thesis, The Johns
Hopkins University, Department of Mathematics, USA.

Schulze, F. 2017. Introduction to Mean Curvature Flow,Lecture Notes, University
College London. 79 pp.

Shiho, O. 2015. A Global Pinching Theorem of Complete A-hypersurfaces,
arXiv:1504.00789v2.

Sigal, I. M. 2014. Lectures on Mean Curvature Flow and Stability, Lecture Notes, Dept
of Mathematics, Univ of Toronto, 81 pp.

40



Smoczyk, K. 2012. Mean Curvature Flow in Higher Codimension: Inttroduction and
Survey, Global Differential Geometry, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, 520 pp.

41



Ad1 Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi
Yabanci Dil

Egitim Durumu
Lise
Lisans
Yiiksek Lisans

Calistig1 Kurum/Kurumlar

fletisim (e-posta)

Akademik Caligsmalar

OZGECMIS

: Alim SUTVEREN
: ISTANBUL / 07.08.1995
: Ingilizce

: Osmangazi Lisesi / Bursa
: Bursa Uludag Universitesi
: Bursa Uludag Universitesi

: Ozel Sayisal Modiil Ozel Egitim Kursu (2015-2016)

Ozel Sayisal Modiil Ozel Egitim Kursu (2018-2019)

: 501811002@ogr.uludag.edu.tr

alimsutverenl@gmail.com

42


mailto:501811002@ogr.uludag.edu.tr
mailto:alimsutveren1@gmail.com

	img-112112603
	Cilt1
	img-112110844
	TEZ (Word)




