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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
ARDISIK KUVVET TOPLAMLARI VE BERNOULLI POLINOMLARI
Gamze SAVAS

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc¢. Dr. Gokhan SOYDAN

Bu galigmanin amact (x + 1)* + (z + 2)¥ + ... 4 (22)* = y" Diophant denkleminin
pozitif tamsay1 ¢oziimleri icin n’ye {ist sinirlar bulmak ve bu iist sinirlara bagl olarak
denklemin ¢oziimlerinin oldugu durumlar belirlemektir.

Tez li¢ boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde Bernoulli sayilar1 ve Bernoulli poli-
nomlar1 hakkinda temel bilgiler verilmistir. Ikinci boliimde ardigik kuvvet toplamlari ti-
pindeki Diophant denklemler ve bu denklemlerle ilgili literatiir bilgisi verilmistir. Ugiincii
bolimde ise (z + 1)* + (z + 2)* + ... + (22)* = y" Diophant denkleminde k ve z’e
bagli yapilan siniflandirmayla n i¢in sabit st sinirlar ile 2-sel ve 3-sel degerlendirme
fonksiyonlarina bagl iist sinirlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diophant denklem, ardisik kuvvet toplami, Bernoulli polinomu
2016, vii + 36 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis
CONSECUTIVE POWER SUMS AND BERNOULLI POLYNOMIALS
Gamze SAVAS

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Gokhan SOYDAN (Uludag University)

The aim of this work is to find upper bounds for n corresponding to positive integer
solutions of the Diophant equation (x+1)*+ (z+2)f+. ..+ (22)* = y™ and to determine
the cases in which this equation has solutions.

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, the fundamental notions are
given concerning Bernoulli numbers and Bernoulli polynomials. In the second chapter, the
Diophantine equations for sums of consecutive like powers and their literature are given.
In the third chapter, some fixed upper bounds and some upper bounds which depend on 2-
adic and 3-adic valuation functions for n are obtained according to the classification which
depends on k and z on the Diophantine equation (x + 1)* 4 (x + 2)F 4 ... + (22)* = y".

Key Words: Diophantine equation, consecutive power sum, Bernoulli polynomial
2016, vii + 36 pages.
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1 GiRIS VE ON BILGILER

1.1 Tarihsel Giris

Jacob Bernoulli (1654 — 1705)
1F ok 4k (1.1)

ardisik tamsay1 kuvvet toplamlari ile Bernoulli sayilart arasindaki iliskiyi, 1713’te yayinlanan
Ars Conjectandi (Bernoulli,1975) isimli kitabinda a¢iklamistir. Bernoulli (1.1)’deki ifa-
denin £ = 1’den 10’a kadar hesaplanisi ile ilgili

;i:n(n;l)’ Zizzn(n+1)(3(2n+1), Z@_gz(n(n—i-l)) a2

, : 2
=1 =1

formiillerini giinlimiizde Bernoulli sayilar1 olarak bilinen sayilarla daha genel olarak asagidaki

gibi formiilize etmistir:

n k ; k
k nh =i 1 E+1 ,
- B; = BnFti ) 1.3
2 (y) Jk+1—j( kz+1z< j > " -

i=1 3=0 §=0

-)(k—-2)...(k—75+1
Burada (k) binom katsayisi (k> = k(k — D)k ?' (k=j+1) ve Bj, 7’inci Ber-
J J J:

noulli sayisidir (yukaridaki ifadede By = 5 olarak alinmugtir).

Bernoulli 1’den 1000’ e kadar ardigik sayilarin onuncu kuvvetlerinin toplaminin sayisal
degerinin “91409924241424243424241924242500” oldugunu (1.3)’te ifade ettigi formiiller
yardimiyla 15 dakika gibi kisa bir siirede hesapladigini iddia etmistir.

Bernoulli By ve B; i¢in semboller kullanmamustir ve bazi Bs,, Bernoulli sayilari icin
A, B,C,D,...sembollerini asagidaki gibi kullanmistir (B; haricindeki Bs,, ., Bernoulli

sayilarinin sifir oldugunu ileride aciklayacagiz).

1 1 cc—1lc—2 cc—1lc—2c—3c—14

c+1 ~ . C EA c—1 B c—3 c—=5
cr1t Tt TR Tamy P T 2.3.4.5.6 Cn
cc—lc—2c—3c—4c—5c—6D 7
2.3.4.5.6.7.8

(Burada ¢ = k dir.)

Takakazu Seki (1642-1708), olimiinden sonra yayinlanan “Katsuyo Sanpo (hesap-
lama sanatinin esaslar1)” isimli kitabinda (1712) (Bernoulli’den 1 yil 6nce), kuvvet top-
lamlar1 formiillerini ve Bernoulli sayilarinin tanimlarini vermistir. Onun formiilleri ve

tanimlar1 Bernoullininkilerle tamamen aynidir.



Seki, Bernoulli sayilarimi1 By, By, Bs, ... seklinde, tek indislileri de Bs,,; seklinde
adlandirmasgtir.

Seki’nin Bernoulli sayilarini, Bernoulli’den bagimsiz buldugu pek bilinmemektedir.
Ama Seki’nin (Seki, 1974) bu konuyla ilgili caligmalar1 ve ingilizce cevirileri yayinlan-
mistir. Kuvvet toplamlarinin binom katsayilartyla verdigi formiilleri ve “Seki-Bernoulli
sayilar1” glinlimiizdeki notasyona uygun olarak verilisi Sekil 1.1. ve Sekil 1.2. de gosterilir
(Arakawa, Ibukiyama, Kaneko, 2014).
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Sekil 1.1. Seki, Katsuyou Sanpou’da kuvvet toplamlar1 formiiliiniin gosteriminde Cince
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karakterler kullanmadi ancak Sangi ya da sayma cubuklarin gosterimi kullanmigtir. Bu
tablo (1.3) denkleminin parantez i¢indeki formiiliiniin her bir bilesenini igerir: Alttaki
ceviride “kuvvet “olarak belirlenen say1, bu formiiliin 4’s1dir, binom katsayilar1 tablonun
sag tarafinda “Pascal iiggeni” icinde tabloda gosterilmektedir (D ceviride sol taraftadir.).

Bernoulli sayilar1 B;, sol tarafta verilmistir(Ingilizce ceviride sag taraftadir.) (1.3) denk-

k+1
k+1

“1 “carpimina karsilik gelir ve “payda” hesaplama sonundaki biitiin ifadeyle boliinmek

leminde eksik olan ( ) katsayisi, Pascal licgeninin her siitunun baginda iistii ¢izili olan

zorunda olan k£ + 1 sayisidir.

Of| | ==
o)
I el N
o ®
m&wr—twwH
| Qo] = | O |
= =
| x| | o O] Of w| By
L
| G| | O U S| Ut O B
DO| Cof Lo DD
| o —| | —| O O = P
DO Ot | O1f DO
o | || —| oo| Co| S| S| S| Co| Co| B
==
| 00| bho| bo| 0of Lo
©O| o|| | O O x| S| S| x| D O B
DN DN DN —
= O DN = O = DN | =
ool loc] OO N O O Ut O By
=00 B | | =2
e — D W[ O O W[ O O =
= O =] = Y O DN DN O O O | By
DN | | O | | DN
= = O N OO OO O N D
DO | | | Do O O O BRI | B| OF O| O bo| Py
JHEEEEEEEEEE
3|3 |3|3|3|3|3|3|3 |||
bt | et | | |t [ | | et |
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Sekil 1.2. Katsuyou Sanpou (Ingilizce gevirisi, orjinaline gore yansimasidir.)
a: Ustii ¢izili sayilar atilacak olanlardir.

b: Bu say1 ayn1 zamanda {istii ¢izili olmalidir.

c: Bu say1 2 olmalidir.

d: Bu say1 3 olmalidir.

e: Bu say1 924 olmalidur.



Ne Seki ne de Bernoulli (1.3)’iin nasil bulundugunu ayrintili olarak agiklamamustir.
Onlarin calismalarindan 6nce kuvvet toplamlari formiilleri ile ilgili bazi calismalar Johann

Faulhaber (1580 — 1635) tarafindan Academia Algebrae isimli dergide yaymlanmustir.

i* polinomunu ele alalim. Faulhaber ¢alismalarinda k tek iken , 6rnegin k = 1
i=1
. n(n+1)
k=3 k —
ve icin ;z 5
- 1)(2n + 1 -
de sz polinomunun n(n+1)@n+1) = ZF ile boliindiigiinii gostermistir. Ancak
i=1 6 i=1
Bernoulli sayilar ile kuvvet toplamlar1 arasindaki iliskiyi tespit edememistir. Faulhaber

n(n+1)\>
ve ( 5 ) esitliklerinin saglandigini, k cift iken

tarafindan bulunan bu sonuclar Jacobi (Jacobi,1834) tarafindan tekrar kesfedilmistir. Ber-
noulli sayilar1 hakkinda yapilan ¢alismalari iceren genis bir kaynakc¢aya Karl Dilcher’in

web sayfasindan bakilabilir (Dilcher).

1.2 Binom Katsayilari

Bu boliimde, boliim 1.3’te Bernoulli polinomlar: ve Bernoulli sayilarini tanimlayabilmek
icin gerekli olacak binom katsayilari ile kuvvet toplamlari arasindaki iligkiyi aciklayacagiz.

j sabit ve 0 < 7 < z olmak iizere

) - a0

seklinde bir fonksiyon tanimlansin.
r\ (xz+1 x (1.5)
i) \J+1) \j+1 '

elde edilir. Simdi x?’lar1 binom katsayilarinin bir birlesimi olarak ifade etmek istiyoruz.
Binom katsayilar1 « degiskeni tamsay1 olan, tamsay1 degerli polinomlardir. f(z) n. dere-

ceden “tamsay1 degerli” bir polinom olsun ve

fla) = Ao+ A, (f) +...+An(x) (1.6)

n

yazalim.



(1.6)’dan

f(0) = Ao
f(1) = Ag+ A

f(2) = Ao+A1(f)+A2

£(n) : A0+A1(Tf) +A2(Z) +...An1<

esitlikleri elde edilir.

(1.7)

Varsayima gore f(j)’ler tamsay1 oldugundan bu lineer denklem sistemi A;’lerin tek bir

sekilde ifade edilebilecegini ve tamsay1 olduklarini gosterir.

(1.6)’y1

o-ga) ()

ile degistirirsek

An+1:An+2:...:O

sonucu cikar.

Simdi bu diisiinceyi 6zel polinomlara, kuvvet toplamlarina uygulayalim.

A =0 (j > qigin)

oldugundan
2 :Zqu<x,), g=1,2,...
= N

ifadesinin sag tarafi sonlu bir toplamdir.

Eger

AOO = 1, AOj =0 (] >0 zgm)

(1.8)

(1.9

(1.10)

(1.11)

secersek (1.10)’da ¢ = 0 durumunu dahil etmis oluruz. Eger (1.10)’)da¢ > 1icinx = 0

alinirsa



(1.7)’den

Ap =0, (¢>0) (1.12)
elde edilir.

(1.10)’un her iki tarafinda 2’in kuvvetleri esit olmak zorundadir. Ozellikle j = ¢
durumunda

Ay =4 (1.13)

elde edilir. (1.9), (1.11)-(1.13) durumlar1 disindaki A,;’ler de pozitif tamsayilardir. Bu
Ag;’leri formiilize etmeden 6nce ilk olarak “cok terimli katsay1” tanimini verelim:

k
Tanim 1.2.1 by, by, ..., by negatif olmayan tamsayilari icin Zbi = n olsun. Cok terimli

=1
n B n!
bi,ba,....bi)  bilbo!... b

seklinde tanimlanir (Gerstein 2012).

katsayt

= 2 durumu binom katsayisidir:

n\ _ nl n! _(n
bhbg N bllbgl N b1'<n—b1)' N bl

Simdi “cok terimli teoremini” ifade edelim:

Teorem 1.2.2 Herhangi k ve n pozitif tamsayilart igin (b, bs, . .., by) k-lilart negatif ol-

mayan tamsayilar olmak iizere
k
(@1 422+ +z)" = Y (bl,bQ,T.L..,b)HQC?j
b1+ba+...4+bg=n
esitligi saglanir (Biggs 1989).

Ornek 1.2.3 (3a + 5b — 2¢ + d)7 polinomunun agiliminda ab*d’li terimin katsayisim

bulunuz.

Coziim
(3a + 5b — 2¢ + d)" agiliminda genel terim

(b17 b2,7b3, b4) (Ba)bl (5b)b2 (—20)b3 (d)b4

6



formunda olmalidir. a?b*d’li terimi elde etmek icin b, = 2, by = 4, b3 = 0, by = 1’e

ihtiyacimiz var. Buradan

(540 ) BaPEN@ = o) E(@

2,4,1 412111
= 105(5625)a’b*d
= 590625a°b*d
elde edilir.
Simdi A,;’leri formiilize edebiliriz.
(1.10) ile Teorem (1.2.2)’den
A a
qj:Zm, q:]_,Q,..., ll—f-lg—f—lqu

(1.14)
seklinde formiilize edilir.

Ornek 1.2.4 23 (1.10)’daki bagintiya gére

x x z T
= Ay (0> +A31(1> + Asy (2) + Ass <3)

—1 —1 - 9
= Azl + As1x + Asz% + A33x($ 3)'(3; )

seklinde bir agilima sahiptir. Bu esitligi saglayacak A,; degerleri (1.11)-(1.14) bagintilar

kullanilarak bulunur.

1.3 Bernoulli Polinomlar1 ve Bernoulli Sayilari

Bu bdliimde, bir dnceki béliimde A,;’ler hakkinda edindigimiz bilgilerle % larin toplam1
problemini iligkilendirerek Bernoulli polinomlarini ve Bernoulli sayilarini tanimlayacagiz.
[1k olarak (1.10)’u

_ r+1 T
xq_;oqu ((j+1> - (j+1)), ze’ (1.15)

seklinde tekrar yazalim. (1.15)’te 2’e M’ den N —1’e kadar deger verilip alt alta toplanirsa

NZ_IM_ZA”((J']XJ (1) (1o

n=M 320



bulunur. Simdi Bernoulli polinomlarini

B.(y) = TZAT_lvj (j Yy )+C’r, r=12,...

>0 +1

seklinde tanimlayalim (C). toplamsal sabit).
Bu durumda (1.16) denklemini

N-1 1
> 0t = ——(By1(N) = By (M))
n=M q + 1

seklinde (C).’den bagimsiz olarak) yazabiliriz. (1.17)’den
B.(0)=C,, r=1,2,...

B(1)=C,, r=2,3,...
Bl<1) == 1+Cr,

bagintilar1 bulunur (Son iki esitlik (1.11) ve (1.12) kullanilarak elde edilir.).
(1.17)’nin tanimindan (1.15)

29 = ——(Byr(0+1) = By (2))

seklinde yeniden ifade edilebilir.
(1.22)’nin tiirevinden

_ 1
gzt = w—1(3;+1($ +1) =B, (x), ¢=12,...

bulunur. Bu ifade (1.22) ile kargsilastirildiginda

Byfa +1) = Byla) = — (Bl + 1) = B 2)

veya
1 1
mBQH(l‘ +1) = By(z +1) = mBQH(ﬂC) — By(z)

elde edilir.

Bu denklem gosterir ki

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)



polinomunun periyodu 1’dir. Ancak periyodik bir polinom sadece sabit olabilir:

1
mB(lﬁ_l(Z‘) —Bq(x) :Kq, q = 1,27...

B,(x)’te olabilecek bir C; sabiti se¢ilir. Bu durumda K, = 0’dir. Buradan

1
elde edilir.
(1.11)ile (1.17)

Bi(z) =z +Cy

bagintisini verir.

Bu ifadenin integrali alinip (1.19) ve (1.23)’ten

BQ(ZE) 1’2 Cll’ CQ

TS TRR T}
ve benzer sekilde ardigik adimlarla

1 x? Oy z97! C,.i. = C
e A e SO o S 1.24
PR s I Y TR e TR TR (1.24)

elde edilir. C, sabitleri sirayla

1 Cy Cot
+ e D

0 =2 1.25
g 1(g—1) o 4 (1.25)

seklinde ifade edilir. Bu Cj icin bir tekrarlama bagmtisidir. Bu katsayilar “Bernoulli
sayilar1 ” olarak adlandirilir ve C; = B, seklinde gosterilir.

(1.25) ¢! ile carpildiginda

q q q
1 B By+ ... B,.1=0 > 2
F(Dee (Do (0B =0 a2

sonucu elde edilir ve bu esitlikten Bernoulli sayilart kolayca bulunabilir.

O halde Bernoulli sayilar1 tekrarlama bagintisi ile sdyle tanimlanabilir:

Tamm 1.3.1 (J. Bernoulli, 1713) By, B,, B, ... Bernoulli sayilarimin dizisi By = 1 ol-



mak iizere

1

= 1
(¢+1)B; = — (q;g )Bk (1.26)
k=0

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir.

g = 0’dan 11’e kadar olan B, sayilar1 asagidaki cizelgede verilmigtir.

q [0 1 |23 4 |5/6|7| 8 [9]10]11
By | 1| =5 12]0] =505 [0 =500

Cizelge 1.1. Bernoulli Sayilar

Bernoulli sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi verilir.

Teorem 1.3.2

verilsin. Bu durumda her q i¢in b, = B, dur.

Ispat. Yukaridaki esitlikte her iki taraf e’ — 1 ile carpilirsa

N N
NN
| q
el !
elde edilir. Burada 97! icin katsayilar esitliginden qq igin by = 1 olur ve
q
qg+1
b, =
> (13 o
k=0

elde edilir. Bu da (1.26)’daki gibi Bernoulli sayilarini tanimlar. By = by = 1 oldugundan
her ¢ i¢in B, = b, dur (Ireland ve Rosen, 1990) . m

Bernoulli ardigik tamsayilarin kuvvet toplamlari ile Bernoulli sayilar1 arasindaki iligkiyi

su teoremde ifade etmigtir:

Teorem 1.3.3 k pozitif tamsay: olmak tizere

Se(z) =17+ 28+ .+ (2 — 1)*
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polinomu verilsin. Bu durumda

k
(k+1Sk Z(k+1) k+1]

J=

esitligi saglantr.

ispat.
tk
Z T
esitliginde 7 = 0,1, ...,z — 1 yerine konulup alt alta toplanirsa
1+e' e+, . +el Z Sk(z (1.27)

bulunur. Sol taraf

xt ot o0 00
eet_llze _1:2 tj_; ' (1.28)

J=1

seklindedir.
(1.27) ve (1.28)’in sag tarafindaki t*’nin katsayilar esitlenir ve (k + 1)! ile ¢arpilirsa

istenen sonug elde edilir (Ireland ve Rosen 1990). m

Simdi Teorem 1.3.3’nin sonucu olarak Bernoulli polinomlarinm formiilize edebiliriz.

Tamm 1.3.4 Bernoulli polinomlart

q
By(x) =) (Z) Bzt (1.29)

k=0

seklinde tanmumlanir. Bu baginti (1.24)’iin her iki tarafi q! ile carpilarak elde edilir.

(1.29)’a gore ilk dort Bernoulli polinomu

B()(ZL’) = 1,
1
Bi(z) = x— 3
1
By(x) = 2 —ax+ 5’
3 1
Bs(r) = 2°— §x2 + 3%

11



tir.

Teorem 1.3.3 ve Tanim 1.3.4’den asagidaki onemli sonug verilebilir:

Sonuc¢ 1.3.5 £ > 1 icin

Sk(#) = 77 (Bra (@) — Bisa)

bagintisi gerceklenir.

Simdi Bernoulli polinomlart ile ilgili ileride kullacagimiz bazi 6zellikleri ifade edelim.

Onerme 1.3.6
(b) ng+1(0) == B2k+1(1) = B2k+1 = 0, l{? =S 1, 2, e (131)
(¢) Br(1 — z) = (=1)*By() (1.32)
(d) Bi(x) + By(z + %) = 27" B, (22) (1.33)
(e) (=1)*"'Bypya(z) >0, k=0,1,2,...,0<2z< E (1.34)

2
(Rademacher 1973), (Abramowitz ve Stegun 1965)

1.4 Bernoulli Polinomlariyla Appell Polinomlari Arasindaki Iliski

n € N U {0} i¢in P,(z) n. dereceden rasyonel katsayili bir polinom ve Py(z) sifirdan
farkl1 bir sabit olsun. 1880’de P.E. Appell tarafindan { P,,(x) },,>¢ polinom dizileri ilk defa

calisilmis ve asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanim 1.4.1 (P.E. Appell, 1880) Bir { P, (), } polinom dizisi eger Vn € N icin
P!(x) =nP,_1(x) (1.35)
bagmnisint saglryorsa “Appell dizisi”, P, (x) de “Appell polinomu” olarak adlandirilir.

Ozellikle Appell { P,(x)},, dizilerinin kiimesinin {c, } say1 dizileri kiimesine karsilik

geldigini fark etmis ve bu polinom dizilerinin temsilini

n

P,(x) = o+ (1

)an_1x+ (Z) Uno®?+. . +ogz™, n=0,1,...,a0#0 (1.36)

12



bagintisi ile verilmistir. Ayrica bu polinom dizilerini ifade etmek i¢in (1.35) bagintisini

saglayan alternatif bir genel metot vermistir.

Teorem 1.4.2 (P.E. Appell, 1880) «; (i = 0,1, ...) ler reel katsayilar olmak iizere

hn
a(h) = Z Fan
n=0 ’
kuvvet serisi verilsin.
o0 h"
hx __ v
a(h)eh® = ;An(x) w (1.37)

seklinde ifade edilen a(h) fonksiyonu A, (x) polinomunun(dizisinin) iirete¢ fonksiyonu-
dur.

(1.35)’1 veya denk olarak (1.35) ve (1.37)’yi saglayan yani Appell polinomlarinin(dizi-
lerinin) bilinen en iyi 6rnekleri B,,(x) Bernoulli Polinomlar1, £, (x) Euler polinomlari ve

H, (x) Hermite polinomlaridir. Bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

text o tn
——4= ZBH(:(;)E, (| t]< 2m) (1.38)

n=0 ’

2te™ = tn
a1 = 2B () (1.39)

n=0 ’

et > n
— = ZHn(x)E (1.40)

€2 n=0 :

ile verilir. (1.38)’deki esitlik x = 0 i¢in goz Oniine alinirsa Teorem 1.3.2°te ifade edilen

Bernoulli sayilarinin

t = _ "
el —1 Zo B”H
irete¢ fonksiyonuna karsilik gelir. Ayn esitlik x = 1 i¢in goz Oniine alinirsa da

t =t
1—e? :ZBHE

n=0

bagintisina kargilik gelir.
Simdi Tanim 1.4.1°in bir uygulamasi olarak ileride kullanacagimiz, iyi bilinen asagidaki

onermeyi verebiliriz.
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Onerme 1.4.3 n > 1 olmak iizere n’inci Bernoulli polinomunun tiirevi
B! (z) =nB,_1(x) (1.41)

bagntist ile bulunur.
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2 ARDISIK KUVVET TOPLAMLARI TiPINDEKI
DIOPHANT DENKLEMLER

2.1 Giris

Ardisik kuvvet toplamlari tipindeki Diophant denklemler hakkinda bilinen ilk calisma E.
Lucas’a (1842-1891) aittir. Lucas (1875)’1n klasik bir problemi

124224 422 =P 2.1)

denkleminin (z,y) = (1,1) ve (24, 70)’ten bagka ¢oziimiiniin olup olmadig: idi. Moret-
Blanc (1876) ve Lucas (1877) tarafindan varsayilan ¢oziimlerinin bazi hatalar icerdigini
1918’de G.N.Watson farketti ve (2.1) denkleminin (z,y) = (1,1) ve (24, 70)’ten bagka
¢Oziimii olmadigini ispatlayarak problemin ¢oziimiinii tamamlamis oldu.

k,x € Z* olmak iizere

Sp(x) = 1F42F .. ok (2.2)

seklinde tanimlansin. 1956°da J.J. Schiffer Lucas’in calistig1 denklemin daha geneli olan
n>2vek,n,r,y € Z" iken

Sp(z) =y" (2.3)

denklemini gozoniine aldi. Schiffer (1956) bu denklem iizerine kapsamli bir ¢alisma
yapti. Calismasinda bu denklemin sonlu ve sonsuz ¢oklukta tam say1 ¢oziime sahip oldugu
durumlar belirledi. Ayrica denklemin sonlu ¢oziimleri hakkinda da bir konjektiir verdi.
Simdi Schiffer’in ¢calismasi ve konjektiirii ile ilgili giintimiize kadar yapilan caligmalar

hakkinda baz1 bilgiler verelim.

2.2 Schiffer’in Denkleminin Coziimleri

(2.3) ilk olarak Schiffer tarafindan goz Oniine alindig: icin bu denklemi “Schéffer’in
denklemi” olarak adlandirtyoruz. Ardisik kuvvet toplamlar tipindeki denklemlerin Ber-
noulli polinomlart ile siki iligkisini birinci boliimde Sonug 1.3.5 ile ifade etmistik. Simdi

Sk(x) (2.2)’deki gibi tanimlanirsa yine Teorem 1.3.3 ve Tanim 1.3.4 kullanilarak

1
P2k k= k—H(Bk+1(x+1)—Bk+1) (2.4)
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bagintist elde edilir. Schiffer calismasinda bu bagintiy1 kullanmigtir. Tezin bu boliimiinde
ve liclincii boliimiinde bu baginti kullanilacagi i¢in onemlidir.

Simdi bu denklem ile ilgili sonuglara gegmeden 6nce denklem icin nemli bir argiiman
olan ve (2.4)’{in de bir sonucu olan S () polinomunun cebirsel yapist ile ilgili su yardimer
teoremi verelim:

Yardimci Teorem 2.2.1 (Schiiffer, 1956) S, (z) = @; k # 1 iken de asagidaki bagintilar
elde edilir:

o*(x + 1)* Ry ()
Cy ’
Sk(x) = (2.5)
z(r+1)(2z + 1)Ri(x)
Ch ’

k > 1vek tek ise

k > 2ve k cift ise.

(Cy > 0,Cy € Z ve Ry, tamsay katsaytli polinom)

Schiffer yukarida ifade ettigimiz yardimc1 teoremi ve burada detaylarin1 vermedigimiz
Sk(z) polinomlarinin diger cebirsel 6zelliklerini ve Diophant denklemler ile ilgili bazi1 bi-
linen sonuglar1 kullanarak (2.3) denklemi hakkinda 6nemli sonuglar vermistir. Simdi bu

sonuglardan bahsedelim.

Teorem 2.2.2 (Schiiffer, 1956) k£ > 1 sabit ve n > 2 olmak iizere (2.3) denklemi pozitif

tamsayilarda

(k,n) € {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2) } (2.6)

degerleri disinda sonlu coklukta coziime sahiptir. Ayrica (2.3) denklemi (2.6) degerleri

icin de sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir.

Schiiffer (1956), (2.6)’daki (k,n) degerleri i¢in tiim ¢oztimleri veren formiilleri ifade
etti. Ustelik diger durumlarda (yani sonlu tane ¢6ziime sahip oldugu durumlar) ¢oziimlerin
say1sinin sadece k’ya bagl bir sabit ile sinirlandirilabilecegini gosterdi. Schiffer ispatinda
(2.4)’teki esitligi kullandi. (z,y) = (1,1), (2.3) ’in “agikar ¢6ziimi” olup (k,n) =
(2,2) icin (x,y) = (24, 70) ise “asikar olmayan ¢oziimii”diir. Schiffer, (2.3) denkleminin

asagidaki durumlardan herbirinde sadece asikar ¢oziimlerinin var oldugunu ispatlayabildi.
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ke {1,3,5} n=4
k=3 n=3y
ke {4,6,8,9,10} n=2
k<11 n € {3,5}
kE<11, k#10 | n e {29,41,53,113,173,281,509,641}
Cizelge 2.1.

Ustelik Schiffer asagidaki ifadeyi konjektiir olarak verdi.

Konjektiir 2.2.3 (Schiiffer,1956) k& > 1 sabit ve n > 2 icin (k,n) degerleri (2.6) daki
kiimenin elemanlarindan farkli olmak iizere (2.3) denklemi sadece asikar olmayan bir

coziime sahiptir ve bu da (k,n,x,y) = (2,2,24,70) tir.

2.3 Schiffer’in Denklemi Hakkindaki Calismalar

Son 50 yilda Schiffer’in denkleminin ¢esitli genellemelerinin sonlu ¢éziime sahip oldugunu
ispatlama yoOniinde ¢alismalar yapildi. (Detayl bilgi i¢cin Brindza(1984), Brindza(1990),
Brindza ve Pintér(1996), Brindza ve Pintér(2000), Dilcher (1986), Gy6ry ve Pintér(2003),
Gyory ve ark. (1980), Kano(1990), Rakaczki (2012), Urbanowitcz(1988), Voorhoeve ve
ark. (1987) olmak iizere referanslarda belirtilen kaynaklar incelenebilir.) Bu ¢aligmalardan
hicbirinde konjektiir hakkinda bir ilerleme kaydedilmedigi icin bu ¢alismalarla ilgili de-
taylara deginmeyecegiz.

Konjektiir hakkinda ilk ilerleme 2003’te asagidaki sonug ile kaydedildi.

Teorem 2.3.1 (Jacobson, Pintér ve Walsh, 2003) n = 2 ve k < 58 olmak iizere k’ min
cift degerleri icin (2.3) denkleminin k = 2 durumunda agikar ¢oziimii haricindeki tek
coziimii (x,y) = (24, 70) tir.

Bu calismada yazarlar k ¢ift ve n = 2 iken (2.3)’ilin tiim tamsay1 ¢éziimlerini bul-
mak i¢in hesaplamaya dayali bir yaklagim kullandilar. (2.3) denkleminin tiim ¢dziimlerini
bulmak, n sabit olmadigindan daha zor bir problemdir.

2004’te Bennett ve ark. (2004) tarafindan, Schéffer’in konjektiirii £ < 11 ve keyfi n

icin tamamen dogrulandi ve asagidaki sonug verildi.

Teorem 2.3.2 (Bennett, Gyory ve Pintér, 2004) 1 < k < 11 icin ve (k,n) degerleri
(2.6)’daki kiimenin elemanlarindan farkli olmak iizere, k = 2 olmadikca (2.3) denkle-

minin sadece asikar ¢oziimii vardir. k = 2 durumunda ise bu denklemin ¢oziimii sadece

(n,z,y) = (2,24,70) tir
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11 y1l sonra Schiffer’in konjektiirii hakkinda yeni bir ilerleme kaydedildi. 2015°te
L.Hajdu tarafindan Schiffer’in konjektiirii i¢in olumlu bir cevap niteliginde bazi sonuglar

verilmistir.

Teorem 2.3.3 (Hajdu, 2015) = = 3,4 (mod 8) olsun. Bu durumda (2.3) denkleminin
k = 1yada k cift icin coziimii yoktur. Ustelik

Hy ={2}, Hy={5,7}, H3 ={2,7,9,14}, H, = {18,22}
ve
m1:5, m2:13, m3:17, m4:41
olmak iizere h; € H;(i = 1,2,3,4) iken v = h; (mod m;) kongriianslarindan biri

saglanmirsa (2.3) denkleminin sadece “bilinen ¢oziimleri” vardur.

m bir pozitif tamsay1 olmak iizere “v,(m) p-sel degerlendirme fonksiyonu 1’ nin asal
carpanlar1 ayrilisinda olusan p’nin iissii seklinde tanimlanir. Ornegin 12 = 223 oldugundan
v2(12) = 2, v3(12) = 1 dir.

Simdiki sonug ise (2.3) denkleminde 7 i¢in {ist sinirlar1 veren bagintilar ifade eder.

Bu bagintilar z’e veya x ve k’ya bagl v, ve v3 degerlendirme fonksiyonlari ile verilir.

Teorem 2.3.4 (Hajdu, 2015)

i) x=0,3 (mod 4) olsun. O zaman (2.3)’iin herhangi bir (k,n, x,y) ¢dziimii icin

< va(x(x+1))—1 , k=1 yadak ciftise
n
T | 2ue(z(x+1))—2 |, k>3vektekise

ii) x=0,8 (mod 9) olsun. O zaman (2.3)’iin herhangi bir ¢oziimii icin

vs(x(r + 1)) , k=1ise
n<q vi(z(x+1)2z+1))—1 , kciftise
v3(kz?(z +1)%) — 1 , k>3vektekise

dir.

Hajdu son olarak Teorem 2.3.4 (i)’ye karsilik gelen x degerleri i¢in (2.3) denkleminin
tiim ¢Ozlimiinii asagidaki sonug ile vermistir. Ciinkii ama¢ x = 24 i¢in “bilinen ¢6ziim”
(k,n,z,y) = (2,2,24,70)e ulagmaktir.
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Teorem 2.3.5 (Hajdu, 2015) = = 0,3 (mod 4) ve © < 25 olsun. O zaman (2.3) denk-

lemi sadece daha onceden bilinen ¢oziimlere sahiptir.

Hajdu Teorem 2.3.3 - 2.3.5’lerin ispatlar i¢in gerekli olan ve(Sk(z)) ve v3(Sk(x))

formiillerini asagidaki yardimci teoremlerle vermistir.

Yardimci Teorem 2.3.6 (Hajdu, 2015) z pozitif tamsayt olmak iizere

va(x(z+1))—1 , k=1 yadak ¢ift ise
2ua(x(x+ 1)) —2 , k> 3vektekise

va(Sk()) = {

ile verilir.

Yardimci Teorem 2.3.7 (Hajdu, 2015) x pozitif tamsayt olmak iizere

v3(z(x +1)) , k=1ise

os(Sp() = vs(z(x+1)2x + 1)) =1 , Ek¢iftise
0 , =1 (mod 3),k > 3ve k tek ise
v3(kz?(z +1)%) -1 , ©=0,2 (mod 3),k > 3vek tek ise

ile verilir.

Son zamanlarda Hajdu’nun ¢alismasindaki sonuglar Bérczes ve ark. (2016) tarafindan

yapilan bir ¢alismayla genisletilmistir. Bu yeni ¢alismada su sonuglar verilir.

Teorem 2.3.8 (Bérczes, Hajdu, Miyazaki ve Pink, 2016) = < 25 ve n > 3 olmak iizere

k,n, x,y pozitif tamsayilar icin (2.3) denkleminin tiim sonuglart
(k7 n? x? y) = (k7 n? 17 1)7 (37 47 87 6)

olarak verilir.

Bu teoremden de su sonug elde edilmistir:

Sonug 2.3.9 (Bérczes, Hajdu, Miyazaki ve Pink, 2016) x < 25 ven > 3 icin Schdiffer’in

konjektiirii dogrudur.
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3 (x+1)k+(x+2)%+... 4+ (2x)k = y* DIOPHANT
DENKLEMI UZERINE

Bu boliim, baslik denklemi hakkinda orijinal sonuglar icermektedir. Burada

Ti(z) = (z4+1) " +(24+2) +. . .+(22)" (3.1)
olmak tizere

Ti(z) =y" (3.2)

Diophant denkleminin tamsay1 ¢oziimleri ile ilgilenecegiz. Bu denklemi tamamen ¢6zmek
cok zor bir problemdir. Bu sebeple (3.2) denkleminin tamsay1 ¢oziimlerine yaklagsmak i¢in
atilacak ilk adim n’ye tist sinirlar bulmak, ikinci adim ise 2’ e iist stnir bulmaktir. Eger n ve
2 i¢in uygun st sinirlar bulunursa son adimda denklemin kismi ¢oziimleri elde edilebilir.
Bu calismada n’ye bagh st sinirlar elde edilmis olup iki adim olan z’e bagl iist
sinirlarin elde edilmesi bir sonraki hedefimizdir. Bu iist sinirlar yeni tanimlanacak vy (7% (z))

ve v3(Tk(x)) fonksiyonlari ile verilecektir.

3.1 Literatiirden Bazi1 Sonuclar

Simdi baglik denkleminden daha genel bir denklemi goz oniine alalim. &,/ € Z" olmak

lizere

Tia(7) = (x+ 1)+ (z+2)+. . 4+ (l2)" (3.3)
polinomu verilsin. Buna gore

Tii(z) =9y" (3.4)

denklemini ele alalim. (3.4) denklemi hakkinda ilk calisma 2013’te, Bai ve Zhang (2013)
tarafindan yapildi. Bu ¢aligmada (3.4) denkleminin £ = [ = 2 durumunu incelendi ve

asagidaki sonug verildi.

Teorem 3.1.1 (Bai-Zhang, 2013) n > 1 icin (3.4) denkleminin ¢oziimleri (x,y) = (0,0),
(x,y,n) = (1,F2,2), (2F5,2), (24, F182,2) yada 2 { nigin (x,y) = (—1,—1) dir

Son zamanlarda G. Soydan (Soydan 2015) tarafindan, (3.4) denklemi [ ¢ift iken ince-

lendi ve n > 2 ve k # 1, 3 olmak iizere x, y, k,n € Z* i¢in (3.4) denkleminin sonlu tane
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cOziime sahip oldugu, £ = 1, 3 iken de sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahip oldugu ispatlandi.

Teorem 3.1.2 (Soydan, 2015) k,l > 2 sabit tamsayilar olsun. x,y > 1 ve n > 2 iken
(3.4) denkleminin tamsayilardaki tiim ¢oziimleri C, k’ya bagl bir sabit olmak tizere n <

C seklinde iistten sinirlandirilabilir.

Teorem 3.1.3 (Soydan, 2015) k,I > 2 ve k # 3 olmak iizere sabit tamsayilar olsun.
x,y > 1, n > 2 vel cift iken (3.4) denkleminin tamsayilardaki tiim ¢coziimleri Cy, k ve
[’ye bagl bir sabit olmak iizere maks{x,y,n} < Cy seklinde sinirlandirabilir.

Yukarida ifade edilen iki sonu¢ geregi (3.2) denklemi sonlu ¢oklukta ¢dziime sa-
hip olduguna gore 7 icin iist sinirlar bulmaya haziriz. Simdi denklemimiz hakkinda ana

sonuglara ulasmamizda ihtiyacimiz olacak bazi yardimci teoremler verelim.

3.2 Yardimc Sonucglar

(3.2) denkleminin Bernoulli polinomlart ile iligkisi asagidaki yardimci teoremle ifade edi-

lir:

Yardimci Teorem 3.2.1

1
(z+ 1D (p4+2)F .+ (22)F = k—H(Bk+1(2x+1) —Bpii(x+1)) (3.5)
Ispat. (1.18) nin bir uygulamasi olup detayl1 bilgi icin Rademacher (1973) sayfa 3 — 4’e
bakilabilir. m

Yukarida verilen yardimer teoremin bir sonucu olarak 7 (x) polinomunun cebirsel
yapist hakkinda asagidaki yardimei teorem ifade edilir:
Yardimer Teorem 3.2.2 &k = 1 ise T1(z) = @ dir. Dy, pozitif tamsayr ve M(x)
tamsayt katsayili polinom olmak iizere

(1) k > 2vekgiftise Ti(x)= D%x(?x + 1) My (x)

(ii) k > 1ve ktekise  Tj(v) = p-2*(3x + 1) Mj()

tir.

. . 1
Ispat. (i) Ik olarak &k > 2 ¢ifticinxz = 0 ve z = —3 nin 7 (z) polinomunun kokleri
oldugunu ispatlayalim. (3.5)’ten

1
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olur. (1.31) kullanilarak (3.6)’ya gore = 0 ve x = —3 nin Ty(z)’ in kokleri oldugunu
gormek kolaydir.

: 1

Ikinci olarak x = 0 ve x = 5 nin 7y (x) polinomunun basit kokleri oldugunu goste-

relim. Bernoulli polinomunun bir Appell polinomu olmast sebebiyle (1.41)’den

%(Tk(@) — (k+1)(2By(2041)— By(a+1)) 37)
dd—;(Tk(ZL’)) — k(k+1) (4B (2041)— By (z-+1)) (3.8)

olur. & ¢ift ise (1.31)’den 7;(0) = 7;/(0) = 0 # T;(0) dir. Boylece © = 0, T)(x) in basit
kokiidiir. Benzer sekilde & ¢ift iken (1.30) ve (1.33) kullanilarak Tj,(—1) = 0 # T} (—1)
olup z = —3, Tj;(x)’in basit kokiidiir.

1
(73) Simdi k£ > 1 tek i¢in z = ~3 iin Ty (z) polinomunun kokii oldugunu ispatlayalim.

1
(1.32) kullanilarak (3.6)’ya gore x = —3 tin kok oldugu agiktir.
(1.32), (1.34), (3.5) ve (3.6) kullanilarak Tk(—%) = g2 T,é(—%) elde edilir. Boylece

1
k tek iken x = —3 T (z) polinomunun tek kath kokiidiir. (7)’deki duruma benzer sekilde
x = 0’in Ty(x) polinomunun c¢ift kath kok oldugu gosterilebilir. Boylece ispat tamam-

lanir. m

Simdi 60 yildan beri ¢oziilememis kuvvet toplamlar: tipindeki bir Diophant denklem

olan
Se(z) = (z +1)* (3.9)

”Erdés-Moser denklemi” (Moser-1953) ni ele alalim. Erdés ve Moser (3.9) denkleminin
sadece (z, k) = (2, 1) asikar ¢oziimiine sahip oldugunu konjektiir olarak ifade etmiglerdir.
Bu konjektiir "Erdds-Moser” konjektiirii olarak bilinir. Konjektiir tizerine ¢ok cesitli calig-
malar yapilmistir. Burada konjektiir hakkindaki ¢aligmalardan biri ile ilgili baz1 sonuglara
deginecegiz. (Konjektiir hakkindaki caligsmalar icin Macmillian ve Sondow (2012), Mo-
ree (1996), Moree (2013), Moree ve ark. (1994), Moser (1953) kaynaklara bakilabilir.)
Son zamanlarda J. Sondow ve E. Tsukerman (2014) “Erd6s-Moser denklemi” ile ilgili
caligmalarinda kuvvet toplamlarii bdliinebilme acisindan incelemis ve ana sonuglarimizi

ispatlamamizda faydali olacak bazi sonuglar vermislerdir.

Yardimci Teorem 3.2.3 [Sondow ve Tsukerman (2014), Lemma 1] p bir asal sayt d, q €
N, k € Z*, my € p?N ve my € Z* olsun. Bu durumda

Sk(qmi+ma) = qSp(ma)+Sk(ma)  (mod p?) (3.10)
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denkligi saglanir.

Yardimci Teorem 3.2.4 [Sondow ve Tsukerman (2014), Teorem 3] p tek asal ve k, m &€
7" olsun.

(1) d > 1tamsayrr € {0,1,...,p—1}ve 0 < g # r =m (mod p) olmak iizere

d_
m—qu—i—rpp—_l =qpt+rpT 4t p

0

seklinde ifade edilebilir.
(7i) m =0 (mod p) ise

(iv) m = 251 (mod p) ise
)
0 (modp?) , p—11tk

olur.

3.3 vy (Tk(x)) ve v3(Ty(x)) I¢in Formiiller

Hajdu, Schiffer’in konjektiiriinii dogrulamak icin (2.3) denkleminde n i¢in iist sinirlari,
tezin ikinci bolimiinde Yardimcei Teorem 2.3.6 ve 2.3.7°da tanimlanan vy (Sk(z)) ve v3(Sk(x))
bagintilar1 ile vermistir. Biz de ¢calismamizda (3.2) denkleminde n’ye iist sinirlar bulmak
icin vo (1) (2)) ve v3(Ty(z)) bagmtilarini tanimlayacagiz. Bu bagintilar yardimiyla denk-
lemimizin tamsay1 ¢6ziimleri hakkinda 6nemli sonuglar elde edecegiz. Simdi vo(7)(x))

ve v3(Tk(x)) bagintilarini ifade edelim.

Yardimer Teorem 3.3.1 ¢, k,t > 1veq =1 (mod 2) igin

t—1 , k=1yadakciftise
2t —2 , k> 3vektekise

va(Ti(2'q)) = {

olur.
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Ispat. Burada Macmillian ve Sondow (2012)’un ¢alismasindaki Lemma 1”in ispatin1 takip

edecegiz. t lizerinden tiimevarim yapalim.

esitligi kolaylikla elde edilebilir. Bu esitlik ¢alismamizda sik sik kullanilacaktir. (3.11)’den
Sk(2%q) ¢ift ve Sk(2q) tek oldugundan v,(T},(2¢)) = 0 dir ve bdylece ¢ = 1 i¢in ispat ta-
mamlanir. Ayrica z = 2'q ve Yardimei1 Teorem 3.2.2 ile k = 1 oldugunda tiim ¢ > 1 igin
saglanir. Simdi ¢ > 1 sabitleri i¢in (3.11) esitliginin dogru oldugunu varsayalim. m bir

pozitif tamsay1 olmak iizere Sy (2m) kuvvet toplamini

Su2m) =+ Y ((m = )+ ) = 2303 (g )t

J[;l = (3.12)
k e k k—21¢
=m" + 2 0; | Sai(m)
=0
seklinde yazabiliriz. (3.11)’de x = m alinirsa

olur. Simdi m = 2'q i¢in (3.13)’li goz Oniine alalim. Eger k£ > 2 cift ise Sx(2m) ve

Sk(m)’in toplamlarinin son terimini alalim. Bu durumda

k—2
Sk 2tq 2 k 9 9
Sk(2t+1Q) _ 2ktqk+2t 2E1 ) +22t+12: . gt(k—2 2)qk 2 SQi(QtQ)
=0
veE
k—2
_ — Sk 2t_1q — - k — — 25— —92 _
Sk(2tq) :2k(t l)qk+2t 1 (2t2 )+22t lz . 2(t 1)(k—2 2)qk 252i<2t lq)
1=0
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olur ve boylece

JS2'0) _ 529
ot-1 ot—2

Tk,’(2tq) — 2k(t—l)qk’(2k - 1) + 2t—l |:

k=2

. k —2i— —2i
+22t+1 Z (22) 2t(k 2 Z)qk 2 521(215(])
=0
k—2

2 k ) )
_22t71 2(t71)(k72172) k*QZS ; 2t71
; <21) ¢ " 5%(27 )
elde edilir. Tiimevarim hipoteziyle, kesir aslinda tek tamsayidir. k(t—1) > t—1 oldugundan
vo(Tk(2'q) =t — 1 olur.

Simdi £ > 3 tek durumunu goz 6niine alalim. Benzer gekilde

k=3
S (2t+1q) - thqk + 22tkq Sk‘—l(th) + 23t+1 i k 2t(k—2i—3)qk—2iS (th)
g 2t-1 £\ 2i 2
ve
3
il — Sk71(2t_1q — - k = —2— —9 —
Sk(th) — 2k(t l)qk+22t qu = )+23t QZ b, 2(t 1)(k—2 3)qk‘ 252i<2t lq)
=0

olur. Buradan

225y-1(2'q) B Sk-1(2"1q)

Tk(QtQ) _ 2k’(t—1)qk’(2k . 1) + 22t—2kq |:

ot—1 t—2
+23::+1 Z (QZ) 2t(k—21—3)qk—21512i(2tq)
i=0
= k . :
_93t=2 Z (2Z> 2(t71)(k72173)qk72152i(2t71q)
i=0

elde edilir. Tekrar tiimevarimla, kesirin tek tamsay1 oldugu goriiliir. k(k — 1) > 2(t — 2)

olup k ve ¢ tek oldugundan v, (7},(2'q) = 2t — 2 olur. Boylece ispat tamamlanir. ®

Yardimer Teorem 3.3.2 (i) x bir pozitif ¢ift tamsayi olsun. Bu durumda

vo(z) —1 , k=1yadak ciftise

va(Tk(z)) =
2(Tk(x)) {21}2($)—2 , k> 3vektekise

olur.
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(¢
vo(T(x)) = v2(3x + 1) — 1 dir.

i) x bir pozitif tek tamsayi olsun. Eger k = 1 ise (3.2)’nin herhangi (k,n, x, y) ¢oziimii icin
(T
Egerx = 1,5 (mod 8) ve k # 1 iken x # 1 (mod 32) ise bu durumda

( ve(Tx+1)—1 , =1 (mod 8)ve k =2 ise
vo((bzr +3)(Bx+1))—2 , =1 (mod 8)vek = 3 ise
vy(3x + 1) , =5 (mod 8),k>3vek tekise
1 , =5 (mod &),k >2vek ciftise
vo(Ti(z)) = 2 , =9 (mod 16),k > 4vek cift ise
3 , =9 (mod 16),k > 5vek tek ise
ya da
=17 (mod 32),k > 4vek ciftise
{ 4 , ©=17 (mod 32),k > 5ve k tek ise

olupx = 3,7 (mod 8) ise bu durumda (3.2)’nin herhangi (k,n, x,y) ¢oziimii icin vo(Ti(x)) =
0 elde edilir.

Ispat. (i) ilk olarak, eger k > 2 ¢ift ise 2= + 1 daima tek oldugundan,

o (22D i

dir. Burada ¢ tek ve ¢t > 1 olmak iizere x = 2'q yazarsak

<2tq(2t+1q +1)
vy | —————=

5 ) =027 g) =t -1

olur.

Ikinci olarak k& > 3 tek durumu goz 6niine aliirsa

s (@) = vy(2?) — 2

olup burada z = 2!q yazarsak
va((29)}) —2 = 1 (2%) —2 =2t — 2

olur.

Son olarak &£ = 1 durumunda

o (Z50) g
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olur. Burada z = 2'q igin
1(2lq) —1=t—1

olup ispat tamamlanur.

(#7) « bir pozitif tamsay1 olmak iizere £ = 1, 2, 3 igin sirastyla Sy (z) = x(m; b,

2
So(x) = w, S3(x) = (x(m;l)> oldugundan (3.11)’den z tek yada z = 1

(mod 8) igin ifade direkt saglanir.

kE > 3tek ve x = 5 (mod 8) durumu g6z Oniine alinirsa 3x + 1 = 0 (mod 8)

oldugundan d > 3 ve 2 { r olmak iizere 3z + 1 = 29 bicimindedir. Béylece

ve(3x+1) =d (3.14)
olur. x tek oldugundan T} (x) tek sayida terime sahiptir. (3.1)’de = = % yazilirsa
20r — 1 o Lkrod k d k d—1,\k
T 5 —(3) (2% 4+ 2)" + (2% +5)"+ ...+ (327 )"+ ... (3.15)

+(2%r — 5)F 4 (291 — 2)F]

elde edilir. Burada (327~!r)* agilimdaki orta terimdir. k£(d — 1) > d oldugundan (3.15)

denklemi 2¢ moduna gore diisiiniildiigiinde, Tk(%T’l) = 0 (mod 2%) elde edilir. Bu du-

rumda 2 { ¢ olmak iizere vy (Tj(257L)) = vy(2%) = d olur.
Simdi £ > 2 ¢ift ve x = 5 (mod 8) durumunu goz Oniine alalim. Burada iki durum

s6z konusudur. 11k olarak k > 4 cift olsun.

Qrx) ="+ @+ D+ (@ +2)F +.. + 2" —1)F (3.16)
polinomu ve

Ti(2) = Qu(z) — 2 + (22 — 1)* + (22)* (3.17)

esitliginden
Ti(x) = Qr(xz) (mod 8)

olup

V(T (7)) = v2(Qr()) (3.18)

elde edilir. Yardimer Teorem 3.3.2°un () durumuna gore ve(Qg(x)) = vo(x — 1) — 1
dir ve boylece istenen durum saglanir. Ikinci olarak & = 2 igin (3.11)’den vy(Tj(z)) =
vo(7z +1) — 1 =1olur.
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k> 5tek ve x =9 (mod 16) durumunu goz Sniine alalim. (3.17)’den
Ti(x) = Qr(x)+8 (mod 16) (3.19)

elde edilir. Yardimec1 Teorem 3.3.2 (i) ile vo(Qr(x)) = 2va(z — 1) — 2 bulunur. Boylece
v2(Qr(z)) =4 ve

Qu(z) =2, 21t (3.20)

olur. (3.19) ve (3.20)’den bu durumun ispat1 tamamlanir.

k> 4c¢iftvex =9 (mod 16) durumunu goz oniine alalim. (3.17)’den
Ti(x) = Q(z) (mod 16) (3.21)

elde edilir. Yardimci teorem 3.3.2 (¢) kullanilarak v (Q(z)) = ve(x — 1) — 1 sonucuna
ulagilir. Boylece (3.21) ile vo(Tk(x)) = v2(Qr(z)) = 2 olur.
k > 4¢ift ve x = 17 (mod 32) durumunu goz Oniine alalim. Burada iki durum s6z

konusudur. 1k olarak k = 4 oldugunda

Ty(z) = Qa(x) + 16  (mod 32) (3.22)
olur. Yardimct teorem 3.3.2 () yi kullanarak

Qu(x) =2°r, 247 (3.23)

olup v9(Q4(z)) = 3 sonucuna ulagilir.
(3.22) and (3.23) kullamlarak v,(7y(z)) = 3 elde edilir. Ikinci olarak k > 6 ¢ift duru-
munda ise (3.17)’den

Ti(z) = Qr(x) (mod 32)

elde edilir. Benzer sekilde vy (7% (z)) = 3 olur.
k > 5tek ve x = 17 (mod 32) durumunda (3.17) kullanilarak

Ti(x) = Q(z)+16 (mod 32) (3.24)

elde edilir. Yardimci Teorem 3.3.2 (i)’den v3(Qx(z)) = 6 olup (3.24) ile vo(T)(z)) = 4
bulunur.
x = 3 (mod 8) iken (3.17) kullanilarak sirasiyla

Ti(x) = Qr(xz) +2  (mod 8)

28



ya da
Ti(x) = Qr(x) (mod 8)

elde edilir. Her iki durumdada Yardimci Teorem 3.3.2°dan v (Qx(x)) = 0 olur.
x =7 (mod 8) iken (3.17) kullanilarak sirasiyla

Ti(x) = Qr(x) +6  (mod 8)

ya da
Ti(x) = Qu(x) +2  (mod 8)

elde edilir. Her iki durumda da Yardimeir Teorem 3.3.2°dan v2(Qg(x)) = 0 olur.
Boylece Yardimci Teoremin ispati tamamlanir. m

Yardimer Teorem 3.3.3 = =5 (mod 9) oldugunda k ¢ift olmasin. Bu durumda

v3(x) , k=1ise
vg(z) — 1 , =0 (mod 3),k > 2ve k ¢ift ise
v3(kx?) , =0 (mod 3),k > 3vek rek ise
v3(Ti(x)) = 9 w3(2?*(5r+3)) , =0 (mod 3)ve k = 3 ise
0 , =21 (mod 3),k > 3vek tek ise
0 , ©=2,8 (mod9),k>2vek ¢ift ise
( v32z+1)—1 , =1 (mod 3),k > 2ve k ¢ift ise

olur.

Ispat. k = 1 iken T} (z) = w olup bu durum direkt olarak saglanir.

k > 2¢iftve x = 0 (mod 3) iken (3.10)’daki baginti p = 3 i¢in g6z Oniine alinirsa
Sp(22) = 2Sk(2z)  (mod 3%) (3.25)
olur. (3.11), 3% moduna gére diisiiniildiigiinde (3.25) ile birlikte
Ti(z) = Sp(x) (mod 3% (3.26)

elde edilir. Yardimci Teorem 3.2.4 (i) ve (3.19)’u kullanarak Ty (z) = —3% !¢ (mod 3%)
bulunur ve boylece v3(T;(z)) = d — 1 elde edilir. Bu da istenen durumdur.
k > 3tek ve z = 0 (mod 3) olsun. k = 37k’ ve ¢ { 3 i¢in x = ¢3% olmak iizere

Yardimci Teorem 2.3.7°dan

v3(Sk(22)) = v3(Sk(x)) = v+2d—1 (3.27)
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olur. (3.11) ve (3.27)’yi kullanarak
Te(z) =0 (mod 3729

bulunur ve boylece
vs(Th()) = vs(ka?) = 7+ 2d

sonucuna ulagilir.

k = 3vex = 0 (mod 3) iken T3(x) = w tir. 3x + 1 = 1 (mod 3)
oldugundan, bu durumda istenen saglanir.

k> 3tek ve x = 1 (mod 3) oldugunda Yardimer Teorem 2.3.7°dan v3(Si(2x)) =
v3(kz?(z + 1)?) — 1 ve v3(Sk(z)) = 0 bulunur. (3.11)’den istenen durum saglanir.

k > 3tek ve z = 2 (mod 3) oldugunda Yardimci Teorem 2.3.7’dan benzer sekilde
(3.12) ile v3(Tk(x)) = O bulunur.

k > 2¢ift vez = 8 (mod 9) yada z = 2 (mod 9) oldugunda Yardimci Teorem
2.3.7 ve (3.11)’i kullanilarak sirastyla vs(Sg(2x)) = v3(2x(22 + 1)(4z + 1)) — 1 yada
v3(Sk(22)) = v3(z(x + 1)(22 4+ 1)) — 1 elde edilir.

Eger x = 8 (mod 9) ise bu durumda v3(S.(2x)) = 0 olur ve boylece v3(Ti(z)) =
v3(Sk(22)) elde edilir.

z =2 (mod 9) oldugunda v3(Sk(z)) = 0 olur ve boylece

v3(T(x)) = v3(Sk(z)) elde edilir.

Simdi & > 2 ¢ift ve x = 1 (mod 3) olsun. Yardimci Teorem 3.2.4 (iv)’e gore (3.12)
ile birlikte

T(z) = 3d1(—%) (mod 3)

elde edilir ve boylece v3(T)(z)) = d — 1 olur. Yardimci Teorem 3.2.4’ye gére
r=1(mod3),0 < q#r =2x (mod3)olupx = ¢3¢ + 7’3dT_1 yazilir. Boylece
2z + 1 = 3%(2¢ + 1) elde edilir. v3(2r + 1) — 1 = d — 1 olduBundan istenen saglanir.

Boylece ispat tamamlanir. m

3.4 Ana Sonuclar

Boliim 3.3’te vo (T (x)) ve v3(Tk(z)) bagintilar: elde edildi. Simdi bu bagintilar yardimiyla

(3.2) denkleminde n igin iist sinir bagintilarini verebiliriz.

Teorem 3.4.1 (i) z =0 (mod 4) olsun. Bu durumda (3.2) denkleminin (k,n, x,y) ¢oziimleri
icin
< { ve(x) —1 |, k=1yadak cift ise
T | 2ve(z) —2 , k>3vektekise
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olur.

(i) x = 1 (mod 4) ve k = 1 olsun. Bu durumda (3.2) denkleminin (k,n,x,y)
coziimleri icinn < vo(3x + 1) — 1 dir.

Varsayalim ki v = 1,5 (mod 8) ve k # 1 ile x # 1 (mod 32) olsun. Bu durumda
(3.2) denkleminin (k,n, x,y) ¢oziimleri i¢cin

;

ve(Tz+1)—1 , =1 (mod 8)vek =2ise
ve((bz +3)(Bx+1))—2 , =1 (mod 8)vek =3 ise
vo(3x + 1) , =5 (mod 8), k > 3 ve k tek ise
1 , =5 (mod8), k>2vek ¢ift ise
n < 2 , =9 (mod 16), k > 4 ve k ¢ift ise
3 , =9 (mod 16), k > 5 ve k tek ise
ya da
x =17 (mod 32), k > 4 ve k ¢ift ise
\ 4 , ©=17 (mod 32), k > 5 ve k tek ise

list sutmirlart verilir.
(7i1) = 0 (mod 3) ve k > 3 tek veya x = 0,1 (mod 3) ve k > 2 ¢ift olsun. Bu

durumda (3.2) denkleminin (k,n,x,y) ¢oziimleri icin

( v3(z) , =0 (mod 3)ve k=1ise
vg(z) — 1 , =0 (mod 3), k> 2vek ¢ift ise
n < vy(kx?) , =0 (mod 3), k> 3vek tekise
v3(x?(5x +3)) , =0 (mod 3)vek = 3 ise
[ v3(2z+1)—1 , =1 (mod 3), k> 2vek cift ise

iist sitmirlart verilir.

Uyar1 3.4.2 Teorem 3.4.1 (ii)’de v = 1 (mod 32) ve k # 1 durumu ile Teorem 3.4.1
(7i1)’de x = 5 (mod 9) ve k > 2 ¢ift durumu vy ve vs fonksiyonlari ile formiillestirilemez.
Dolayisiyla (3.2) denkleminde n iissii icin x’in vy ve v fonksiyonlart cinsinden bir iist

stnir bulunamaz.

Teorem 3.4.3 = = 1,4 (mod 8) olsun. Bu durumda k = 1 i¢in (3.2) denkleminin ¢oziimii yok-
tur. Eger v = 4,5 (mod 8) ise k > 2 ve k ¢ift icin (3.2) denkleminin ¢oziimii yoktur.

3.5 Ana Sonuclarm Ispatlar

Simdi ana sonuclar1 ispatlamaya haziriz. Ana sonuglarin ispatlarinda en onemli argiiman-

lar Yardimci Teorem 3.3.2 ve Yardimci Teorem 3.3.3 olacaktir.
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Teorem 3.4.1’in Ispati. (i) z = 0 (mod 4) oldugunda Yardimci Teorem 3.3.2’ye gore
vo(Ty(x)) > 0 dir, yani Ty(z) cifttir. Boylece (3.2) saglanirsa vo(y) > 0 olur ve bu

durumdaki teorem ifadesi saglanarak

ve(x) —1 , kiftise
2ua(x) —2 , ktekise

nva(y) = va(y") = va(Ti(x)) = {

elde edilir.
(i) x = 1,5 (mod 8) ve k # 1 iken z # 1 (mod 32) oldugunda Yardimci Teorem
3.3.2 (i1), vo(Tx(x)) > 0 olusunu gerektirir. Boylece (3.2)’den vy(y) > 0 bulunur ve

nvy(y) = va(y") = va(Ti(2))

elde edilir. Buradan

ve(Tx +1)—1 , =1 (mod 8)vek =2ise
vo((bz +3)(Bx+1))—2 , z=1 (mod 8)vek =3ise
v9(3x + 1) , ©=5 (mod8), k> 3vektekise
1 , =5 (mod 8), k > 2ve kgiftise
vo(Ty(z)) = 2 , =9 (mod 16), k > 4 ve k¢iftise
3 , =9 (mod 16), k > 5 ve k tek ise
ya da
x =17 (mod 32), k > 4 ve k gift ise
4 x =17 (mod 32), k > 5ve k tek ise

\ )

olur. Ve eger x = 1 (mod 4) ve k = 1 ise Yardimer Teorem 3.3.2 (i7) vo(Tk(x)) > 0
olusunu gerektirir. Boylece (3.2)’den vo(y) > 0 bulunur ve nvs(y) = va(y") = vo(Ti(x)) =
v9(3z + 1) — 1 elde edilir. Bu durumda da teorem ifadesi gerceklenir. Boylece (i7) nin
ispat1 tamamlanr.

(7i1) Varsayalim ki k& tek iken z = 0 (mod 3) veya k > 2 ¢iftiken x = 0,1 (mod 3)

olsun. Yardimci Teorem 3.3.3’dan v3(y) > 0 oldugu goriiliir ve

nvs(y) = vs(y") = vs(Ti(z))
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( v3(z) , k=1ise
v3(z) — 1 , =0 (mod9
v3(Ti(x)) = v3(kx?) , =0 (mod 3
v3(z?(5z+3)) , x=0 (mod 3

[ v32z+1)—1 , =4 (mod?9

k > 2 ve k cift ise
k > 3 ve k tek ise
ve k = 3ise

k > 2 ve k cift ise

),
),
)
),

elde edilir. Boylece Teorem 3.4.1’in ispati tamamlanir. ®

Teorem 3.4.3’iin Ispati. = 4 (mod 8) oldugunda vy (T} (7)) = va(z) — 1 = 1 dir.
Boylece k = 1 ya da k ¢ift oldugunda Teorem 3.4.1 (7)’den dolay1 n < 1 olur ve bu ise
imkansizdir.

z =5 (mod 8) oldugunda vy(T)(x)) = 1 dir. Boylece k > 2 ¢ift oldugunda Teorem
3.4.1 (i7)’den dolay1 n < 1 olur ve bu da imkansizdir.

x =1 (mod 8) iken vo(T(x)) = v2(3x+1) — 1 = 1 olur. Bdylece k = 1 ise Teorem

3.4.1 (4i)’den dolay1 n < 1 olur ve yine bu da imkansizdir. Boylece ispat tamamlanir. m
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