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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ARDIŞIK KUVVET TOPLAMLARI VE BERNOULLİ POLİNOMLARI

Gamze SAVAŞ

Uludağ Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Gökhan SOYDAN

Bu çalışmanın amacı (x+ 1)k + (x+ 2)k + . . .+ (2x)k = yn Diophant denkleminin
pozitif tamsayı çözümleri için n’ye üst sınırlar bulmak ve bu üst sınırlara bağlı olarak
denklemin çözümlerinin olduğu durumları belirlemektir.

Tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde Bernoulli sayıları ve Bernoulli poli-
nomları hakkında temel bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde ardışık kuvvet toplamları ti-
pindeki Diophant denklemler ve bu denklemlerle ilgili literatür bilgisi verilmiştir. Üçüncü
bölümde ise (x + 1)k + (x + 2)k + . . . + (2x)k = yn Diophant denkleminde k ve x’e
bağlı yapılan sınıflandırmayla n için sabit üst sınırlar ile 2-sel ve 3-sel değerlendirme
fonksiyonlarına bağlı üst sınırlar elde edilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Diophant denklem, ardışık kuvvet toplamı, Bernoulli polinomu
2016, vii + 36 sayfa.

i



ABSTRACT

MSc Thesis

CONSECUTIVE POWER SUMS AND BERNOULLI POLYNOMIALS

Gamze SAVAŞ

Uludağ University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Gökhan SOYDAN (Uludag University)

The aim of this work is to find upper bounds for n corresponding to positive integer
solutions of the Diophant equation (x+1)k+(x+2)k+ . . .+(2x)k = yn and to determine
the cases in which this equation has solutions.

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, the fundamental notions are
given concerning Bernoulli numbers and Bernoulli polynomials. In the second chapter, the
Diophantine equations for sums of consecutive like powers and their literature are given.
In the third chapter, some fixed upper bounds and some upper bounds which depend on 2-
adic and 3-adic valuation functions for n are obtained according to the classification which
depends on k and x on the Diophantine equation (x+1)k + (x+2)k + . . .+ (2x)k = yn.

Key Words: Diophantine equation, consecutive power sum, Bernoulli polynomial
2016, vii + 36 pages.
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İÇİNDEKİLER
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ÖZGEÇMİŞ 36

iv
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1 GiRİŞ VE ÖN BİLGİLER

1.1 Tarihsel Giriş

Jacob Bernoulli (1654− 1705)

1k+2k+. . .+nk (1.1)

ardışık tamsayı kuvvet toplamları ile Bernoulli sayıları arasındaki ilişkiyi, 1713’te yayınlanan
Ars Conjectandi (Bernoulli,1975) isimli kitabında açıklamıştır. Bernoulli (1.1)’deki ifa-
denin k = 1’den 10’a kadar hesaplanışı ile ilgili

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
,

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

n∑
i=1

i3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

, . . . . (1.2)

formüllerini günümüzde Bernoulli sayıları olarak bilinen sayılarla daha genel olarak aşağıdaki
gibi formülize etmiştir:

n∑
i=1

ik =
k∑
j=0

(
k

j

)
Bj

nk+1−j

k + 1− j

(
=

1

k + 1

k∑
j=0

(
k + 1

j

)
Bjn

k+1−j

)
. (1.3)

Burada
(
k

j

)
binom katsayısı

(
k

j

)
=
k(k − 1)(k − 2) . . . (k − j + 1)

j!
ve Bj , j’inci Ber-

noulli sayısıdır (yukarıdaki ifadede B1 =
1

2
olarak alınmıştır).

Bernoulli 1’den 1000’e kadar ardışık sayıların onuncu kuvvetlerinin toplamının sayısal
değerinin “91409924241424243424241924242500” olduğunu (1.3)’te ifade ettiği formüller
yardımıyla 15 dakika gibi kısa bir sürede hesapladığını iddia etmiştir.

Bernoulli B0 ve B1 için semboller kullanmamıştır ve bazı B2n Bernoulli sayıları için
A,B,C,D, . . . sembollerini aşağıdaki gibi kullanmıştır (B1 haricindeki B2n+1 Bernoulli
sayılarının sıfır olduğunu ileride açıklayacağız).

1

c+ 1
nc+1 +

1

2
nc +

c

2
Anc−1 +

cc− 1c− 2

2.3.4
Bnc−3 +

cc− 1c− 2c− 3c− 4

2.3.4.5.6
Cnc−5

+
cc− 1c− 2c− 3c− 4c− 5c− 6

2.3.4.5.6.7.8
Dnc−7 + . . .

(Burada c = k dır.)
Takakazu Seki (1642-1708), ölümünden sonra yayınlanan “Katsuyo Sanpo (hesap-

lama sanatının esasları)” isimli kitabında (1712) (Bernoulli’den 1 yıl önce), kuvvet top-
lamları formüllerini ve Bernoulli sayılarının tanımlarını vermiştir. Onun formülleri ve
tanımları Bernoullininkilerle tamamen aynıdır.
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Seki, Bernoulli sayılarını B0, B1, B2, . . . şeklinde, tek indislileri de B2n+1 şeklinde
adlandırmıştır.

Seki’nin Bernoulli sayılarını, Bernoulli’den bağımsız bulduğu pek bilinmemektedir.
Ama Seki’nin (Seki, 1974) bu konuyla ilgili çalışmaları ve ingilizce çevirileri yayınlan-
mıştır. Kuvvet toplamlarının binom katsayılarıyla verdiği formülleri ve “Seki-Bernoulli
sayıları” günümüzdeki notasyona uygun olarak verilişi Şekil 1.1. ve Şekil 1.2. de gösterilir
(Arakawa, Ibukiyama, Kaneko, 2014).

Şekil 1.1. Seki, Katsuyou Sanpou’da kuvvet toplamları formülünün gösteriminde Çince
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karakterler kullanmadı ancak Sangi ya da sayma çubukların gösterimi kullanmıştır. Bu
tablo (1.3) denkleminin parantez içindeki formülünün her bir bileşenini içerir: Alttaki
çeviride “kuvvet ”olarak belirlenen sayı, bu formülün k’sıdır, binom katsayıları tablonun
sağ tarafında “Pascal üçgeni” içinde tabloda gösterilmektedir (D çeviride sol taraftadır.).
Bernoulli sayıları Bj , sol tarafta verilmiştir(İngilizce çeviride sağ taraftadır.) (1.3) denk-
leminde eksik olan

(
k+1
k+1

)
katsayısı, Pascal üçgeninin her sütunun başında üstü çizili olan

“1 ”çarpımına karşılık gelir ve “payda” hesaplama sonundaki bütün ifadeyle bölünmek
zorunda olan k + 1 sayısıdır.

Şekil 1.2. Katsuyou Sanpou (İngilizce çevirisi, orjinaline göre yansımasıdır.)
a: Üstü çizili sayılar atılacak olanlardır.
b: Bu sayı aynı zamanda üstü çizili olmalıdır.
c: Bu sayı 2 olmalıdır.
d: Bu sayı 3 olmalıdır.
e: Bu sayı 924 olmalıdır.

3



Ne Seki ne de Bernoulli (1.3)’ün nasıl bulunduğunu ayrıntılı olarak açıklamamıştır.
Onların çalışmalarından önce kuvvet toplamları formülleri ile ilgili bazı çalışmalar Johann
Faulhaber (1580− 1635) tarafından Academia Algebrae isimli dergide yayınlanmıştır.

n∑
i=1

ik polinomunu ele alalım. Faulhaber çalışmalarında k tek iken , örneğin k = 1

ve k = 3 için
n∑
i=1

ik =
n(n+ 1)

2
ve
(
n(n+ 1)

2

)2

eşitliklerinin sağlandığını, k çift iken

de
n∑
i=1

ik polinomunun
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

n∑
i=1

i2 ile bölündüğünü göstermiştir. Ancak

Bernoulli sayıları ile kuvvet toplamları arasındaki ilişkiyi tespit edememiştir. Faulhaber
tarafından bulunan bu sonuçlar Jacobi (Jacobi,1834) tarafından tekrar keşfedilmiştir. Ber-
noulli sayıları hakkında yapılan çalışmaları içeren geniş bir kaynakçaya Karl Dilcher’in
web sayfasından bakılabilir (Dilcher).

1.2 Binom Katsayıları

Bu bölümde, bölüm 1.3’te Bernoulli polinomları ve Bernoulli sayılarını tanımlayabilmek
için gerekli olacak binom katsayıları ile kuvvet toplamları arasındaki ilişkiyi açıklayacağız.

j sabit ve 0 ≤ j ≤ x olmak üzere(
x

j

)
=
x(x− 1) . . . (x− j + 1)

1.2 . . . j
(1.4)

şeklinde bir fonksiyon tanımlansın.(
x

j

)
=

(
x+ 1

j + 1

)
−
(

x

j + 1

)
(1.5)

eşitliği kullanılarak
N−1∑
n=M

(
n

j

)
=

(
N

j + 1

)
−
(

M

j + 1

)
elde edilir. Şimdi xq’ları binom katsayılarının bir birleşimi olarak ifade etmek istiyoruz.
Binom katsayıları x değişkeni tamsayı olan, tamsayı değerli polinomlardır. f(x) n. dere-
ceden “tamsayı değerli” bir polinom olsun ve

f(x) = A0 + A1

(
x

1

)
+ . . .+ An

(
x

n

)
(1.6)

yazalım.
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(1.6)’dan

f(0) = A0

f(1) = A0 + A1

f(2) = A0 + A1

(
2

1

)
+ A2

...

f(n) = A0 + A1

(
n

1

)
+ A2

(
n

2

)
+ . . . An−1

(
n

n− 1

)
+ An (1.7)

eşitlikleri elde edilir.
Varsayıma göre f(j)’ler tamsayı olduğundan bu lineer denklem sistemi Aj’lerin tek bir
şekilde ifade edilebileceğini ve tamsayı olduklarını gösterir.
(1.6)’yı

f(x) =
∑
j≥0

Aj

(
x

j

)
,

(
x

0

)
= 1 (1.8)

ile değiştirirsek

An+1 = An+2 = . . . = 0

sonucu çıkar.
Şimdi bu düşünceyi özel polinomlara, kuvvet toplamlarına uygulayalım.

Aqj = 0 (j > q için) (1.9)

olduğundan

xq =
∑
j≥0

Aqj

(
x

j

)
, q = 1, 2, . . . (1.10)

ifadesinin sağ tarafı sonlu bir toplamdır.
Eğer

A00 = 1, A0j = 0 (j > 0 için) (1.11)

seçersek (1.10)’da q = 0 durumunu dahil etmiş oluruz. Eğer (1.10)’da q ≥ 1 için x = 0

alınırsa
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(1.7)’den

Aq0 = 0, (q > 0) (1.12)

elde edilir.
(1.10)’un her iki tarafında x’in kuvvetleri eşit olmak zorundadır. Özellikle j = q

durumunda

Aqq = q! (1.13)

elde edilir. (1.9), (1.11)-(1.13) durumları dışındaki Aqj’ler de pozitif tamsayılardır. Bu
Aqj’leri formülize etmeden önce ilk olarak “çok terimli katsayı” tanımını verelim:

Tanım 1.2.1 b1, b2, . . . , bk negatif olmayan tamsayıları için
k∑
i=1

bi = n olsun. Çok terimli

katsayı (
n

b1, b2, . . . , bk

)
=

n!

b1!b2! . . . bk!

şeklinde tanımlanır (Gerstein 2012).

k = 2 durumu binom katsayısıdır:(
n

b1, b2

)
=

n!

b1!b2!
=

n!

b1!(n− b1)!
=

(
n

b1

)

Şimdi “çok terimli teoremini” ifade edelim:

Teorem 1.2.2 Herhangi k ve n pozitif tamsayıları için (b1, b2, . . . , bk) k-lıları negatif ol-

mayan tamsayılar olmak üzere

(x1 + x2 + . . .+ xk)
n =

∑
b1+b2+...+bk=n

(
n

b1, b2, . . . , bk

) k∏
j=1

x
bj
j

eşitliği sağlanır (Biggs 1989).

Örnek 1.2.3 (3a + 5b − 2c + d)7 polinomunun açılımında a2b4d’li terimin katsayısını

bulunuz.

Çözüm
(3a+ 5b− 2c+ d)7 açılımında genel terim(

7

b1, b2, b3, b4

)
(3a)b1(5b)b2(−2c)b3(d)b4

6



formunda olmalıdır. a2b4d’li terimi elde etmek için b1 = 2, b2 = 4, b3 = 0, b4 = 1’e
ihtiyacımız var. Buradan(

7

2, 4, 1

)
(3a)2(5b)4(d)1 =

7

4!2!1!
(9a2)(625b4)(d)

= 105(5625)a2b4d

= 590625a2b4d

elde edilir.
Şimdi Aqj’leri formülize edebiliriz.

(1.10) ile Teorem (1.2.2)’den

Aqj =
∑
lk>0

q!

l1!l2! . . . lj!
, q = 1, 2, . . . , l1 + l2 + . . . lj = q

(1.14)
şeklinde formülize edilir.

Örnek 1.2.4 x3 (1.10)’daki bağıntıya göre

x3 = A30

(
x

0

)
+ A31

(
x

1

)
+ A32

(
x

2

)
+ A33

(
x

3

)
= A301 + A31x+ A32

x(x− 1)

2
+ A33

x(x− 1)(x− 2)

3!

şeklinde bir açılıma sahiptir. Bu eşitliği sağlayacakAqj değerleri (1.11)-(1.14) bağıntıları

kullanılarak bulunur.

1.3 Bernoulli Polinomları ve Bernoulli Sayıları

Bu bölümde, bir önceki bölümde Aqj’ler hakkında edindiğimiz bilgilerle nq’ların toplamı
problemini ilişkilendirerek Bernoulli polinomlarını ve Bernoulli sayılarını tanımlayacağız.
İlk olarak (1.10)’u

xq =
∑
j≥0

Aqj

((
x+ 1

j + 1

)
−
(

x

j + 1

))
, x ∈ Z (1.15)

şeklinde tekrar yazalım. (1.15)’te x’eM ’denN−1’e kadar değer verilip alt alta toplanırsa

N−1∑
n=M

nq =
∑
j≥0

Aqj

((
N

j + 1

)
−
(

M

j + 1

))
(1.16)
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bulunur. Şimdi Bernoulli polinomlarını

Br(y) = r
∑
j≥0

Ar−1,j

(
y

j + 1

)
+Cr, r = 1, 2, . . . (1.17)

şeklinde tanımlayalım (Cr toplamsal sabit).
Bu durumda (1.16) denklemini

N−1∑
n=M

nq =
1

q + 1
(Bq+1(N)−Bq+1(M)) (1.18)

şeklinde (Cr’den bağımsız olarak) yazabiliriz. (1.17)’den

Br(0) = Cr, r = 1, 2, . . . (1.19)

Br(1) = Cr, r = 2, 3, . . . (1.20)

B1(1) = 1+Cr, (1.21)

bağıntıları bulunur (Son iki eşitlik (1.11) ve (1.12) kullanılarak elde edilir.).
(1.17)’nin tanımından (1.15)

xq =
1

q + 1
(Bq+1(x+1)−Bq+1(x)) (1.22)

şeklinde yeniden ifade edilebilir.
(1.22)’nin türevinden

qxq−1 =
1

q + 1
(B′q+1(x+ 1)−B′q+1(x)), q = 1, 2, . . .

bulunur. Bu ifade (1.22) ile karşılaştırıldığında

Bq(x+ 1)−Bq(x) =
1

q + 1
(B′q+1(x+ 1)−B′q+1(x))

veya
1

q + 1
B′q+1(x+ 1)−Bq(x+ 1) =

1

q + 1
B′q+1(x)−Bq(x)

elde edilir.
Bu denklem gösterir ki

1

q + 1
B′q+1(x)−Bq(x), q = 1, 2, . . .

8



polinomunun periyodu 1’dir. Ancak periyodik bir polinom sadece sabit olabilir:

1

q + 1
B′q+1(x)−Bq(x) = Kq, q = 1, 2, . . .

Bq(x)’te olabilecek bir Cq sabiti seçilir. Bu durumda Kq = 0’dır. Buradan

1

q + 1
B′q+1(x) = Bq(x) (1.23)

elde edilir.
(1.11) ile (1.17)

B1(x) = x+ C1

bağıntısını verir.
Bu ifadenin integrali alınıp (1.19) ve (1.23)’ten

B2(x)

2!
=
x2

2!
+
C1x

1!
+
C2

2!

ve benzer şekilde ardışık adımlarla

1

q!
Bq(x) =

xq

q!
+
C1

1!

xq−1

(q − 1)!
+. . .+

Cq−1
(q − 1)!

x

1!
+
Cq
q!

(1.24)

elde edilir. Cq sabitleri sırayla

1

q!
+

C1

1!(q − 1)!
+ . . .+

Cq−1
(q − 1)!1!

= 0, q > 2 (1.25)

şeklinde ifade edilir. Bu Cq için bir tekrarlama bağıntısıdır. Bu katsayılar “Bernoulli
sayıları ” olarak adlandırılır ve Cq = Bq şeklinde gösterilir.
(1.25) q! ile çarpıldığında

1 +

(
q

1

)
B1 +

(
q

2

)
B2 + . . .+

(
q

q − 1

)
Bq−1 = 0, q ≥ 2

sonucu elde edilir ve bu eşitlikten Bernoulli sayıları kolayca bulunabilir.
O halde Bernoulli sayıları tekrarlama bağıntısı ile şöyle tanımlanabilir:

Tanım 1.3.1 (J. Bernoulli, 1713) B0, B1, B2, . . . Bernoulli sayılarının dizisi B0 = 1 ol-
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mak üzere

(q + 1)Bq = −
q−1∑
k=0

(
q + 1

k

)
Bk (1.26)

tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır.

q = 0’dan 11’e kadar olan Bq sayıları aşağıdaki çizelgede verilmiştir.

q 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Bq 1 −1
2

1
6

0 − 1
30

0 1
42

0 − 1
30

0 5
66

0

Çizelge 1.1. Bernoulli Sayıları

Bernoulli sayıları için üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibi verilir.

Teorem 1.3.2
t

et − 1
=
∞∑
q=0

bq
tq

q!

verilsin. Bu durumda her q için bq = Bq’dur.

İspat. Yukarıdaki eşitlikte her iki taraf et − 1 ile çarpılırsa

t =
∞∑
n=1

tn

n!

∞∑
q=0

bq
tq

q!

elde edilir. Burada tq+1 için katsayılar eşitliğinden q0 için b0 = 1 olur ve

q∑
k=0

(
q + 1

k

)
bk = 0

elde edilir. Bu da (1.26)’daki gibi Bernoulli sayılarını tanımlar. B0 = b0 = 1 olduğundan
her q için Bq = bq dur (Ireland ve Rosen, 1990) .

Bernoulli ardışık tamsayıların kuvvet toplamları ile Bernoulli sayıları arasındaki ilişkiyi
şu teoremde ifade etmiştir:

Teorem 1.3.3 k pozitif tamsayı olmak üzere

Sk(x) = 1k + 2k + . . .+ (x− 1)k

10



polinomu verilsin. Bu durumda

(k + 1)Sk(x) =
k∑
j=0

(
k + 1

j

)
Bjx

k+1−j

eşitliği sağlanır.

İspat.

ejt =
∞∑
k=0

jk
tk

k!

eşitliğinde j = 0, 1, . . . , x− 1 yerine konulup alt alta toplanırsa

1+et+e2t+. . .+e(x−1)t =
∞∑
k=0

Sk(x)
tk

k!
(1.27)

bulunur. Sol taraf

ext − 1

et − 1
=
ext − 1

t

t

et − 1
=
∞∑
j=1

xj
tj−1

j!

∞∑
i=0

Bi
ti

i!
(1.28)

şeklindedir.
(1.27) ve (1.28)’in sağ tarafındaki tk’nın katsayıları eşitlenir ve (k + 1)! ile çarpılırsa

istenen sonuç elde edilir (Ireland ve Rosen 1990).

Şimdi Teorem 1.3.3’nın sonucu olarak Bernoulli polinomlarını formülize edebiliriz.

Tanım 1.3.4 Bernoulli polinomları

Bq(x) =

q∑
k=0

(
q

k

)
Bkx

q−k (1.29)

şeklinde tanımlanır. Bu bağıntı (1.24)’ün her iki tarafı q! ile çarpılarak elde edilir.

(1.29)’a göre ilk dört Bernoulli polinomu

B0(x) = 1,

B1(x) = x− 1

2
,

B2(x) = x2 − x+ 1

6
,

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

11



tir.
Teorem 1.3.3 ve Tanım 1.3.4’den aşağıdaki önemli sonuç verilebilir:

Sonuç 1.3.5 k ≥ 1 için

Sk(x) =
1

k + 1
(Bk+1(x)−Bk+1)

bağıntısı gerçeklenir.

Şimdi Bernoulli polinomları ile ilgili ileride kullacağımız bazı özellikleri ifade edelim.

Önerme 1.3.6

(a) Bk(0) = Bk(1) = Bk, k = 2, 3, . . . (1.30)

(b) B2k+1(0) = B2k+1(1) = B2k+1 = 0, k = 1, 2, . . . (1.31)

(c) Bk(1− x) = (−1)kBk(x) (1.32)

(d) Bk(x) +Bk(x+
1

2
) = 21−kBk(2x) (1.33)

(e) (−1)k+1B2k+1(x) > 0, k = 0, 1, 2, . . . , 0 < x <
1

2
(1.34)

(Rademacher 1973), (Abramowitz ve Stegun 1965)

1.4 Bernoulli Polinomlarıyla Appell Polinomları Arasındaki İlişki

n ∈ N ∪ {0} için Pn(x) n. dereceden rasyonel katsayılı bir polinom ve P0(x) sıfırdan
farklı bir sabit olsun. 1880’de P.E. Appell tarafından {Pn(x)}n≥0 polinom dizileri ilk defa
çalışılmış ve aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 1.4.1 (P.E. Appell, 1880) Bir {Pn(x)n≥0} polinom dizisi eğer ∀n ∈ N için

P ′n(x) = nPn−1(x) (1.35)

bağıntısını sağlıyorsa “Appell dizisi”,Pn(x) de “Appell polinomu” olarak adlandırılır.

Özellikle Appell {Pn(x)}n dizilerinin kümesinin {αn} sayı dizileri kümesine karşılık
geldiğini fark etmiş ve bu polinom dizilerinin temsilini

Pn(x) = αn+

(
n

1

)
αn−1x+

(
n

2

)
αn−2x

2+. . .+α0x
n, n = 0, 1, . . . , α0 6= 0 (1.36)
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bağıntısı ile verilmiştir. Ayrıca bu polinom dizilerini ifade etmek için (1.35) bağıntısını
sağlayan alternatif bir genel metot vermiştir.

Teorem 1.4.2 (P.E. Appell, 1880) αi (i = 0, 1, . . .)’ler reel katsayılar olmak üzere

a(h) =
∞∑
n=0

hn

n!
αn

kuvvet serisi verilsin.

a(h)ehx =
∞∑
n=0

An(x)
hn

n!
(1.37)

şeklinde ifade edilen a(h) fonksiyonu An(x) polinomunun(dizisinin) üreteç fonksiyonu-

dur.

(1.35)’i veya denk olarak (1.35) ve (1.37)’yi sağlayan yani Appell polinomlarının(dizi-
lerinin) bilinen en iyi örnekleri Bn(x) Bernoulli Polinomları, En(x) Euler polinomları ve
Hn(x) Hermite polinomlarıdır. Bu polinomların üreteç fonksiyonları sırasıyla

text

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
, (| t |≤ 2π) (1.38)

2text

et + 1
=

∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
, (| t |≤ π) (1.39)

ext

e
t2

2

=
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
(1.40)

ile verilir. (1.38)’deki eşitlik x = 0 için göz önüne alınırsa Teorem 1.3.2’te ifade edilen
Bernoulli sayılarının

t

et − 1
=
∞∑
n=0

Bn
tn

n!

üreteç fonksiyonuna karşılık gelir. Aynı eşitlik x = 1 için göz önüne alınırsa da

t

1− e−t
=
∞∑
n=0

Bn
tn

n!

bağıntısına karşılık gelir.
Şimdi Tanım 1.4.1’in bir uygulaması olarak ileride kullanacağımız, iyi bilinen aşağıdaki
önermeyi verebiliriz.
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Önerme 1.4.3 n ≥ 1 olmak üzere n’inci Bernoulli polinomunun türevi

B′n(x) = nBn−1(x) (1.41)

bağıntısı ile bulunur.
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2 ARDIŞIK KUVVET TOPLAMLARI TİPİNDEKİ
DİOPHANT DENKLEMLER

2.1 Giriş

Ardışık kuvvet toplamları tipindeki Diophant denklemler hakkında bilinen ilk çalışma É.
Lucas’a (1842-1891) aittir. Lucas (1875)’ın klasik bir problemi

12+22+ . . .+x2 = y2 (2.1)

denkleminin (x, y) = (1, 1) ve (24, 70)’ten başka çözümünün olup olmadığı idi. Moret-
Blanc (1876) ve Lucas (1877) tarafından varsayılan çözümlerinin bazı hatalar içerdiğini
1918’de G.N.Watson farketti ve (2.1) denkleminin (x, y) = (1, 1) ve (24, 70)’ten başka
çözümü olmadığını ispatlayarak problemin çözümünü tamamlamış oldu.

k, x ∈ Z+ olmak üzere

Sk(x) = 1k+2k+· · ·+xk (2.2)

şeklinde tanımlansın. 1956’da J.J. Schäffer Lucas’ın çalıştığı denklemin daha geneli olan
n ≥ 2 ve k, n, x, y ∈ Z+ iken

Sk(x) = yn (2.3)

denklemini gözönüne aldı. Schäffer (1956) bu denklem üzerine kapsamlı bir çalışma
yaptı. Çalışmasında bu denklemin sonlu ve sonsuz çoklukta tam sayı çözüme sahip olduğu
durumları belirledi. Ayrıca denklemin sonlu çözümleri hakkında da bir konjektür verdi.
Şimdi Schäffer’ın çalışması ve konjektürü ile ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar
hakkında bazı bilgiler verelim.

2.2 Schäffer’ın Denkleminin Çözümleri

(2.3) ilk olarak Schäffer tarafından göz önüne alındığı için bu denklemi “Schäffer’in
denklemi” olarak adlandırıyoruz. Ardışık kuvvet toplamları tipindeki denklemlerin Ber-
noulli polinomları ile sıkı ilişkisini birinci bölümde Sonuç 1.3.5 ile ifade etmiştik. Şimdi
Sk(x) (2.2)’deki gibi tanımlanırsa yine Teorem 1.3.3 ve Tanım 1.3.4 kullanılarak

1k+2k+. . .+xk =
1

k + 1
(Bk+1(x+1)−Bk+1) (2.4)

15



bağıntısı elde edilir. Schäffer çalışmasında bu bağıntıyı kullanmıştır. Tezin bu bölümünde
ve üçüncü bölümünde bu bağıntı kullanılacağı için önemlidir.

Şimdi bu denklem ile ilgili sonuçlara geçmeden önce denklem için önemli bir argüman
olan ve (2.4)’ün de bir sonucu olan Sk(x) polinomunun cebirsel yapısı ile ilgili şu yardımcı
teoremi verelim:

Yardımcı Teorem 2.2.1 (Schäffer, 1956) S1(x) = x(x+1)
2 ; k 6= 1 iken de aşağıdaki bağıntılar

elde edilir:

Sk(x) =


x2(x+ 1)2Rk(x)

Ck
, k > 1 ve k tek ise

x(x+ 1)(2x+ 1)Rk(x)

Ck
, k ≥ 2 ve k çift ise.

(2.5)

(Ck > 0, Ck ∈ Z ve Rk, tamsayı katsayılı polinom)

Schäffer yukarıda ifade ettiğimiz yardımcı teoremi ve burada detaylarını vermediğimiz
Sk(x) polinomlarının diğer cebirsel özelliklerini ve Diophant denklemler ile ilgili bazı bi-
linen sonuçları kullanarak (2.3) denklemi hakkında önemli sonuçlar vermiştir. Şimdi bu
sonuçlardan bahsedelim.

Teorem 2.2.2 (Schäffer, 1956) k ≥ 1 sabit ve n ≥ 2 olmak üzere (2.3) denklemi pozitif

tamsayılarda

(k, n) ∈ {(1, 2), (3, 2), (3, 4), (5, 2)} (2.6)

değerleri dışında sonlu çoklukta çözüme sahiptir. Ayrıca (2.3) denklemi (2.6) değerleri

için de sonsuz çoklukta çözüme sahiptir.

Schäffer (1956), (2.6)’daki (k, n) değerleri için tüm çözümleri veren formülleri ifade
etti. Üstelik diğer durumlarda (yani sonlu tane çözüme sahip olduğu durumlar) çözümlerin
sayısının sadece k’ya bağlı bir sabit ile sınırlandırılabileceğini gösterdi. Schäffer ispatında
(2.4)’teki eşitliği kullandı. (x, y) = (1, 1), (2.3) ’ün “aşikar çözümü” olup (k, n) =

(2, 2) için (x, y) = (24, 70) ise “aşikar olmayan çözümü”dür. Schäffer, (2.3) denkleminin
aşağıdaki durumlardan herbirinde sadece aşikar çözümlerinin var olduğunu ispatlayabildi.
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k ∈ {1, 3, 5} n = 4

k = 3 n = 8

k ∈ {4, 6, 8, 9, 10} n = 2

k ≤ 11 n ∈ {3, 5}
k ≤ 11, k 6= 10 n ∈ {29, 41, 53, 113, 173, 281, 509, 641}

Çizelge 2.1.

Üstelik Schäffer aşağıdaki ifadeyi konjektür olarak verdi.

Konjektür 2.2.3 (Schäffer,1956) k ≥ 1 sabit ve n ≥ 2 için (k, n) değerleri (2.6)’daki

kümenin elemanlarından farklı olmak üzere (2.3) denklemi sadece aşikar olmayan bir

çözüme sahiptir ve bu da (k, n, x, y) = (2, 2, 24, 70) tir.

2.3 Schäffer’ın Denklemi Hakkındaki Çalışmalar

Son 50 yılda Schäffer’ın denkleminin çeşitli genellemelerinin sonlu çözüme sahip olduğunu
ispatlama yönünde çalışmalar yapıldı. (Detaylı bilgi için Brindza(1984), Brindza(1990),
Brindza ve Pintér(1996), Brindza ve Pintér(2000), Dilcher (1986), Győry ve Pintér(2003),
Győry ve ark. (1980), Kano(1990), Rakaczki (2012), Urbanowitcz(1988), Voorhoeve ve
ark. (1987) olmak üzere referanslarda belirtilen kaynaklar incelenebilir.) Bu çalışmalardan
hiçbirinde konjektür hakkında bir ilerleme kaydedilmediği için bu çalışmalarla ilgili de-
taylara değinmeyeceğiz.

Konjektür hakkında ilk ilerleme 2003’te aşağıdaki sonuç ile kaydedildi.

Teorem 2.3.1 (Jacobson, Pintér ve Walsh, 2003) n = 2 ve k ≤ 58 olmak üzere k’ nın

çift değerleri için (2.3) denkleminin k = 2 durumunda aşikar çözümü haricindeki tek

çözümü (x, y) = (24, 70) tir.

Bu çalışmada yazarlar k çift ve n = 2 iken (2.3)’ün tüm tamsayı çözümlerini bul-
mak için hesaplamaya dayalı bir yaklaşım kullandılar. (2.3) denkleminin tüm çözümlerini
bulmak, n sabit olmadığından daha zor bir problemdir.

2004’te Bennett ve ark. (2004) tarafından, Schäffer’ın konjektürü k ≤ 11 ve keyfi n
için tamamen doğrulandı ve aşağıdaki sonuç verildi.

Teorem 2.3.2 (Bennett, Győry ve Pintér, 2004) 1 ≤ k ≤ 11 için ve (k, n) değerleri

(2.6)’daki kümenin elemanlarından farklı olmak üzere, k = 2 olmadıkça (2.3) denkle-

minin sadece aşikar çözümü vardır. k = 2 durumunda ise bu denklemin çözümü sadece

(n, x, y) = (2, 24, 70) tir.
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11 yıl sonra Schäffer’ın konjektürü hakkında yeni bir ilerleme kaydedildi. 2015’te
L.Hajdu tarafından Schäffer’ın konjektürü için olumlu bir cevap niteliğinde bazı sonuçlar
verilmiştir.

Teorem 2.3.3 (Hajdu, 2015) x ≡ 3, 4 (mod 8) olsun. Bu durumda (2.3) denkleminin

k = 1 ya da k çift için çözümü yoktur. Üstelik

H1 = {2}, H2 = {5, 7}, H3 = {2, 7, 9, 14}, H4 = {18, 22}

ve

m1 = 5, m2 = 13, m3 = 17, m4 = 41

olmak üzere hi ∈ Hi(i = 1, 2, 3, 4) iken x ≡ hi (mod mi) kongrüanslarından biri

sağlanırsa (2.3) denkleminin sadece “bilinen çözümleri” vardır.

m bir pozitif tamsayı olmak üzere “vp(m) p-sel değerlendirme fonksiyonu m’nin asal
çarpanları ayrılışında oluşan p’nin üssü şeklinde tanımlanır. Örneğin 12 = 223 olduğundan
v2(12) = 2, v3(12) = 1 dir.

Şimdiki sonuç ise (2.3) denkleminde n için üst sınırları veren bağıntıları ifade eder.
Bu bağıntılar x’e veya x ve k’ya bağlı v2 ve v3 değerlendirme fonksiyonları ile verilir.

Teorem 2.3.4 (Hajdu, 2015)

i) x ≡ 0, 3 (mod 4) olsun. O zaman (2.3)’ün herhangi bir (k, n, x, y) çözümü için

n ≤

{
υ2(x(x+ 1))− 1 , k = 1 ya da k çift ise

2υ2(x(x+ 1))− 2 , k ≥ 3 ve k tek ise

ii) x ≡ 0, 8 (mod 9) olsun. O zaman (2.3)’ün herhangi bir çözümü için

n ≤


υ3(x(x+ 1)) , k = 1 ise

υ3(x(x+ 1)(2x+ 1))− 1 , k çift ise

υ3(kx
2(x+ 1)2)− 1 , k ≥ 3 ve k tek ise

dir.

Hajdu son olarak Teorem 2.3.4 (i)’ye karşılık gelen x değerleri için (2.3) denkleminin
tüm çözümünü aşağıdaki sonuç ile vermiştir. Çünkü amaç x = 24 için “bilinen çözüm”
(k, n, x, y) = (2, 2, 24, 70)’e ulaşmaktır.
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Teorem 2.3.5 (Hajdu, 2015) x ≡ 0, 3 (mod 4) ve x < 25 olsun. O zaman (2.3) denk-

lemi sadece daha önceden bilinen çözümlere sahiptir.

Hajdu Teorem 2.3.3 - 2.3.5’lerin ispatları için gerekli olan v2(Sk(x)) ve v3(Sk(x))
formüllerini aşağıdaki yardımcı teoremlerle vermiştir.

Yardımcı Teorem 2.3.6 (Hajdu, 2015) x pozitif tamsayı olmak üzere

v2(Sk(x)) =

{
υ2(x(x+ 1))− 1 , k = 1 ya da k çift ise

2υ2(x(x+ 1))− 2 , k ≥ 3 ve k tek ise

ile verilir.

Yardımcı Teorem 2.3.7 (Hajdu, 2015) x pozitif tamsayı olmak üzere

v3(Sk(x)) =


υ3(x(x+ 1)) , k = 1 ise

υ3(x(x+ 1)(2x+ 1))− 1 , k çift ise

0 , x ≡ 1 (mod 3), k ≥ 3 ve k tek ise

υ3(kx
2(x+ 1)2)− 1 , x ≡ 0, 2 (mod 3), k ≥ 3 ve k tek ise

ile verilir.

Son zamanlarda Hajdu’nun çalışmasındaki sonuçlar Bérczes ve ark. (2016) tarafından
yapılan bir çalışmayla genişletilmiştir. Bu yeni çalışmada şu sonuçlar verilir.

Teorem 2.3.8 (Bérczes, Hajdu, Miyazaki ve Pink, 2016) x < 25 ve n ≥ 3 olmak üzere

k, n, x, y pozitif tamsayıları için (2.3) denkleminin tüm sonuçları

(k, n, x, y) = (k, n, 1, 1), (3, 4, 8, 6)

olarak verilir.

Bu teoremden de şu sonuç elde edilmiştir:

Sonuç 2.3.9 (Bérczes, Hajdu, Miyazaki ve Pink, 2016) x < 25 ve n ≥ 3 için Schäffer’ın

konjektürü doğrudur.
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3 (x + 1)k + (x + 2)k + . . . + (2x)k = yn DIOPHANT
DENKLEMİ ÜZERİNE

Bu bölüm, başlık denklemi hakkında orijinal sonuçlar içermektedir. Burada

Tk(x) = (x+1)k+(x+2)k+. . .+(2x)k (3.1)

olmak üzere

Tk(x) = yn (3.2)

Diophant denkleminin tamsayı çözümleri ile ilgileneceğiz. Bu denklemi tamamen çözmek
çok zor bir problemdir. Bu sebeple (3.2) denkleminin tamsayı çözümlerine yaklaşmak için
atılacak ilk adım n’ye üst sınırlar bulmak, ikinci adım ise x’e üst sınır bulmaktır. Eğer n ve
x için uygun üst sınırlar bulunursa son adımda denklemin kısmi çözümleri elde edilebilir.

Bu çalışmada n’ye bağlı üst sınırlar elde edilmiş olup iki adım olan x’e bağlı üst
sınırların elde edilmesi bir sonraki hedefimizdir. Bu üst sınırlar yeni tanımlanacak v2(Tk(x))
ve v3(Tk(x)) fonksiyonları ile verilecektir.

3.1 Literatürden Bazı Sonuçlar

Şimdi başlık denkleminden daha genel bir denklemi göz önüne alalım. k, l ∈ Z+ olmak
üzere

Tk,l(x) = (x+1)k+(x+2)k+. . .+(lx)k (3.3)

polinomu verilsin. Buna göre

Tk,l(x) = yn (3.4)

denklemini ele alalım. (3.4) denklemi hakkında ilk çalışma 2013’te, Bai ve Zhang (2013)
tarafından yapıldı. Bu çalışmada (3.4) denkleminin k = l = 2 durumunu incelendi ve
aşağıdaki sonuç verildi.

Teorem 3.1.1 (Bai-Zhang, 2013) n > 1 için (3.4) denkleminin çözümleri (x, y) = (0, 0),

(x, y, n) = (1,∓2, 2), (2∓ 5, 2), (24,∓182, 2) ya da 2 - n için (x, y) = (−1,−1) dir.

Son zamanlarda G. Soydan (Soydan 2015) tarafından, (3.4) denklemi l çift iken ince-
lendi ve n ≥ 2 ve k 6= 1, 3 olmak üzere x, y, k, n ∈ Z+ için (3.4) denkleminin sonlu tane
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çözüme sahip olduğu, k = 1, 3 iken de sonsuz çoklukta çözüme sahip olduğu ispatlandı.

Teorem 3.1.2 (Soydan, 2015) k, l ≥ 2 sabit tamsayılar olsun. x, y ≥ 1 ve n ≥ 2 iken

(3.4) denkleminin tamsayılardaki tüm çözümleri C1, k’ya bağlı bir sabit olmak üzere n <

C1 şeklinde üstten sınırlandırılabilir.

Teorem 3.1.3 (Soydan, 2015) k, l ≥ 2 ve k 6= 3 olmak üzere sabit tamsayılar olsun.

x, y ≥ 1, n ≥ 2 ve l çift iken (3.4) denkleminin tamsayılardaki tüm çözümleri C2, k ve

l’ye bağlı bir sabit olmak üzere maks{x, y, n} < C2 şeklinde sınırlandırabilir.

Yukarıda ifade edilen iki sonuç gereği (3.2) denklemi sonlu çoklukta çözüme sa-
hip olduğuna göre n için üst sınırlar bulmaya hazırız. Şimdi denklemimiz hakkında ana
sonuçlara ulaşmamızda ihtiyacımız olacak bazı yardımcı teoremler verelim.

3.2 Yardımcı Sonuçlar

(3.2) denkleminin Bernoulli polinomları ile ilişkisi aşağıdaki yardımcı teoremle ifade edi-
lir:

Yardımcı Teorem 3.2.1

(x+1)k+(x+2)k+. . .+(2x)k =
1

k + 1
(Bk+1(2x+1)−Bk+1(x+1)) (3.5)

İspat. (1.18)’nin bir uygulaması olup detaylı bilgi için Rademacher (1973) sayfa 3− 4’e
bakılabilir.

Yukarıda verilen yardımcı teoremin bir sonucu olarak Tk(x) polinomunun cebirsel
yapısı hakkında aşağıdaki yardımcı teorem ifade edilir:

Yardımcı Teorem 3.2.2 k = 1 ise T1(x) = x(x+1)
2

dir. Dk pozitif tamsayı ve Mk(x)

tamsayı katsayılı polinom olmak üzere

(i) k ≥ 2 ve k çift ise Tk(x) =
1
Dk
x(2x+ 1)Mk(x)

(ii) k > 1 ve k tek ise Tk(x) =
1
Dk
x2(3x+ 1)Mk(x)

tir.

İspat. (i) İlk olarak k ≥ 2 çift için x = 0 ve x = −1

2
nin Tk(x) polinomunun kökleri

olduğunu ispatlayalım. (3.5)’ten

Tk(x) =
1

k + 1
(Bk+1(2x+1)−Bk+1(x+1)) (3.6)
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olur. (1.31) kullanılarak (3.6)’ya göre x = 0 ve x = −1
2

nin Tk(x)’ in kökleri olduğunu
görmek kolaydır.

İkinci olarak x = 0 ve x = −1

2
nin Tk(x) polinomunun basit kökleri olduğunu göste-

relim. Bernoulli polinomunun bir Appell polinomu olması sebebiyle (1.41)’den

d

dx
(Tk(x)) = (k+1)(2Bk(2x+1)−Bk(x+1)) (3.7)

d2

dx2
(Tk(x)) = k(k+1)(4Bk−1(2x+1)−Bk−1(x+1)) (3.8)

olur. k çift ise (1.31)’den Tk(0) = T ′′k (0) = 0 6= T ′k(0) dır. Böylece x = 0, Tk(x) in basit
köküdür. Benzer şekilde k çift iken (1.30) ve (1.33) kullanılarak Tk(−1

2
) = 0 6= T ′k(−1

2
)

olup x = −1
2
, Tk(x)’in basit köküdür.

(ii) Şimdi k > 1 tek için x = −1

3
ün Tk(x) polinomunun kökü olduğunu ispatlayalım.

(1.32) kullanılarak (3.6)’ya göre x = −1

3
ün kök olduğu açıktır.

(1.32), (1.34), (3.5) ve (3.6) kullanılarak Tk(−1
3
) = 0 6= T ′k(−1

3
) elde edilir. Böylece

k tek iken x = −1

3
, Tk(x) polinomunun tek katlı köküdür. (i)’deki duruma benzer şekilde

x = 0’ın Tk(x) polinomunun çift katlı kök olduğu gösterilebilir. Böylece ispat tamam-
lanır.

Şimdi 60 yıldan beri çözülememiş kuvvet toplamları tipindeki bir Diophant denklem
olan

Sk(x) = (x+ 1)k (3.9)

”Erdős-Moser denklemi” (Moser-1953) ni ele alalım. Erdős ve Moser (3.9) denkleminin
sadece (x, k) = (2, 1) aşikar çözümüne sahip olduğunu konjektür olarak ifade etmişlerdir.
Bu konjektür ”Erdős-Moser” konjektürü olarak bilinir. Konjektür üzerine çok çeşitli çalış-
malar yapılmıştır. Burada konjektür hakkındaki çalışmalardan biri ile ilgili bazı sonuçlara
değineceğiz. (Konjektür hakkındaki çalışmalar için Macmillian ve Sondow (2012), Mo-
ree (1996), Moree (2013), Moree ve ark. (1994), Moser (1953) kaynaklara bakılabilir.)
Son zamanlarda J. Sondow ve E. Tsukerman (2014) ”Erdős-Moser denklemi” ile ilgili
çalışmalarında kuvvet toplamlarını bölünebilme açısından incelemiş ve ana sonuçlarımızı
ispatlamamızda faydalı olacak bazı sonuçlar vermişlerdir.

Yardımcı Teorem 3.2.3 [Sondow ve Tsukerman (2014), Lemma 1] p bir asal sayı d, q ∈
N, k ∈ Z+, m1 ∈ pdN ve m2 ∈ Z+ olsun. Bu durumda

Sk(qm1+m2) ≡ qSk(m1)+Sk(m2) (mod pd) (3.10)
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denkliği sağlanır.

Yardımcı Teorem 3.2.4 [Sondow ve Tsukerman (2014), Teorem 3] p tek asal ve k,m ∈
Z+ olsun.

(i) d ≥ 1 tamsayı r ∈ {0, 1, . . . , p− 1} ve 0 ≤ q 6≡ r ≡ m (mod p) olmak üzere

m = qpd + r
pd − 1

p− 1
= qpd + rpd−1 + rpd−2 + . . .+ rp0

şeklinde ifade edilebilir.

(ii)m ≡ 0 (mod p) ise

Sk(m) ≡

{
−pd−1 (mod pd) , p− 1 | k

0 (mod pd) , p− 1 - k

(iii)m ≡ −1 (mod p) ise

Sk(m) ≡

{
−pd−1(q + 1) (mod pd) , p− 1 | k

0 (mod pd) , p− 1 - k

(iv)m ≡ p−1
2

(mod p) ise

Sk(m) ≡

{
−pd−1(q + 1

2
) (mod pd) , p− 1 | k
0 (mod pd) , p− 1 - k

olur.

3.3 v2(Tk(x)) ve v3(Tk(x)) İçin Formüller

Hajdu, Schäffer’ın konjektürünü doğrulamak için (2.3) denkleminde n için üst sınırları,
tezin ikinci bölümünde Yardımcı Teorem 2.3.6 ve 2.3.7’da tanımlanan v2(Sk(x)) ve v3(Sk(x))
bağıntıları ile vermiştir. Biz de çalışmamızda (3.2) denkleminde n’ye üst sınırlar bulmak
için v2(Tk(x)) ve v3(Tk(x)) bağıntılarını tanımlayacağız. Bu bağıntılar yardımıyla denk-
lemimizin tamsayı çözümleri hakkında önemli sonuçlar elde edeceğiz. Şimdi v2(Tk(x))
ve v3(Tk(x)) bağıntılarını ifade edelim.

Yardımcı Teorem 3.3.1 q, k, t ≥ 1 ve q ≡ 1 (mod 2) için

v2(Tk(2
tq)) =

{
t− 1 , k = 1 ya da k çift ise

2t− 2 , k ≥ 3 ve k tek ise

olur.
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İspat. Burada Macmillian ve Sondow (2012)’un çalışmasındaki Lemma 1’in ispatını takip
edeceğiz. t üzerinden tümevarım yapalım.

Tk(x) = Sk(2x)−Sk(x) (3.11)

eşitliği kolaylıkla elde edilebilir. Bu eşitlik çalışmamızda sık sık kullanılacaktır. (3.11)’den
Sk(2

2q) çift ve Sk(2q) tek olduğundan v2(Tk(2q)) = 0 dır ve böylece t = 1 için ispat ta-
mamlanır. Ayrıca x = 2tq ve Yardımcı Teorem 3.2.2 ile k = 1 olduğunda tüm t ≥ 1 için
sağlanır. Şimdi t ≥ 1 sabitleri için (3.11) eşitliğinin doğru olduğunu varsayalım. m bir
pozitif tamsayı olmak üzere Sk(2m) kuvvet toplamını

Sk(2m) = mk +
m∑
j=1

((m− j)k + (m+ j)k) =mk + 2
m∑
j=1

[ k
2
]∑

i=0

(
k

2i

)
mk−2ij2i

=mk + 2

[ k
2
]∑

i=0

(
k

2i

)
mk−2iS2i(m)

(3.12)

şeklinde yazabiliriz. (3.11)’de x = m alınırsa

Tk(m) = Sk(2m)−Sk(m) (3.13)

olur. Şimdi m = 2tq için (3.13)’ü göz önüne alalım. Eğer k ≥ 2 çift ise Sk(2m) ve
Sk(m)’in toplamlarının son terimini alalım. Bu durumda

Sk(2
t+1q) = 2ktqk + 2t

Sk(2
tq)

2t−1
+ 22t+1

k−2
2∑
i=0

(
k

2i

)
2t(k−2i−2)qk−2iS2i(2

tq)

ve

Sk(2
tq) = 2k(t−1)qk + 2t−1

Sk(2
t−1q)

2t−2
+ 22t−1

k−2
2∑
i=0

(
k

2i

)
2(t−1)(k−2i−2)qk−2iS2i(2

t−1q)
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olur ve böylece

Tk(2
tq) = 2k(t−1)qk(2k − 1) + 2t−1

[
2
Sk(2

tq)

2t−1
− Sk(2

t−1q)

2t−2

]

+22t+1

k−2
2∑
i=0

(
k

2i

)
2t(k−2i−2)qk−2iS2i(2

tq)

−22t−1
k−2
2∑
i=0

(
k

2i

)
2(t−1)(k−2i−2)qk−2iS2i(2

t−1q)

elde edilir. Tümevarım hipoteziyle, kesir aslında tek tamsayıdır. k(t−1) > t−1 olduğundan
v2(Tk(2

tq) = t− 1 olur.
Şimdi k ≥ 3 tek durumunu göz önüne alalım. Benzer şekilde

Sk(2
t+1q) = 2tkqk + 22tkq

Sk−1(2
tq)

2t−1
+ 23t+1

k−3
2∑
i=0

(
k

2i

)
2t(k−2i−3)qk−2iS2i(2

tq)

ve

Sk(2
tq) = 2k(t−1)qk + 22t−2kq

Sk−1(2
t−1q)

2t−2
+ 23t−2

k−3
2∑
i=0

(
k

2i

)
2(t−1)(k−2i−3)qk−2iS2i(2

t−1q)

olur. Buradan

Tk(2
tq) = 2k(t−1)qk(2k − 1) + 22t−2kq

[
22Sk−1(2

tq)

2t−1
− Sk−1(2

t−1q)

2t−2

]

+23t+1

k−3
2∑
i=0

(
k

2i

)
2t(k−2i−3)qk−2iS2i(2

tq)

−23t−2
k−3
2∑
i=0

(
k

2i

)
2(t−1)(k−2i−3)qk−2iS2i(2

t−1q)

elde edilir. Tekrar tümevarımla, kesirin tek tamsayı olduğu görülür. k(k − 1) > 2(t − 2)

olup k ve q tek olduğundan v2(Tk(2tq) = 2t− 2 olur. Böylece ispat tamamlanır.

Yardımcı Teorem 3.3.2 (i) x bir pozitif çift tamsayı olsun. Bu durumda

v2(Tk(x)) =

{
v2(x)− 1 , k = 1 ya da k çift ise

2v2(x)− 2 , k ≥ 3 ve k tek ise

olur.
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(ii) x bir pozitif tek tamsayı olsun. Eğer k = 1 ise (3.2)’nin herhangi (k, n, x, y) çözümü için

v2(Tk(x)) = v2(3x+ 1)− 1 dir.

Eğer x ≡ 1, 5 (mod 8) ve k 6= 1 iken x 6≡ 1 (mod 32) ise bu durumda

v2(Tk(x)) =



v2(7x+ 1)− 1 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 2 ise

v2((5x+ 3)(3x+ 1))− 2 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 3 ise

v2(3x+ 1) , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 3 ve k tek ise

1 , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 2 ve k çift ise

2 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 4 ve k çift ise

3 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 5 ve k tek ise

ya da

x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 4 ve k çift ise

4 , x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 5 ve k tek ise

olup x ≡ 3, 7 (mod 8) ise bu durumda (3.2)’nin herhangi (k, n, x, y) çözümü için v2(Tk(x)) =

0 elde edilir.

İspat. (i) İlk olarak, eğer k ≥ 2 çift ise 2x+ 1 daima tek olduğundan,

v2

(
x(2x+ 1)

2

)
= v2(x)− 1

dir. Burada q tek ve t ≥ 1 olmak üzere x = 2tq yazarsak

v2

(
2tq(2t+1q + 1)

2

)
= v2(2

t−1q) = t− 1

olur.
İkinci olarak k ≥ 3 tek durumu göz önüne alınırsa

v2

(
x2(3x+ 1)

4

)
= v2(x

2)− 2

olup burada x = 2tq yazarsak

v2((2
tq)2)− 2 = v2(2

2t)− 2 = 2t− 2

olur.
Son olarak k = 1 durumunda

v2

(
x(3x+ 1)

2

)
= v2(x)− 1
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olur. Burada x = 2tq için
v2(2

tq)− 1 = t− 1

olup ispat tamamlanır.
(ii) x bir pozitif tamsayı olmak üzere k = 1, 2, 3 için sırasıyla S1(x) = x(x+1)

2
,

S2(x) = x(x+1)(2x+1)
6

, S3(x) =
(
x(x+1)

2

)2
olduğundan (3.11)’den x tek ya da x ≡ 1

(mod 8) için ifade direkt sağlanır.
k ≥ 3 tek ve x ≡ 5 (mod 8) durumu göz önüne alınırsa 3x + 1 ≡ 0 (mod 8)

olduğundan d ≥ 3 ve 2 - r olmak üzere 3x+ 1 = 2dr biçimindedir. Böylece

v2(3x+1) = d (3.14)

olur. x tek olduğundan Tk(x) tek sayıda terime sahiptir. (3.1)’de x = 2dr−1
3

yazılırsa

Tk

(
2dr − 1

3

)
= (

1

3
)k[(2dr + 2)k + (2dr + 5)k + . . .+ (32d−1r)k + . . . (3.15)

+(2d+1r − 5)k + (2d+1r − 2)k]

elde edilir. Burada (32d−1r)k açılımdaki orta terimdir. k(d − 1) > d olduğundan (3.15)
denklemi 2d moduna göre düşünüldüğünde, Tk(2

dr−1
3

) ≡ 0 (mod 2d) elde edilir. Bu du-
rumda 2 - t olmak üzere v2(Tk(2

dr−1
3

)) = v2(2
dt) = d olur.

Şimdi k ≥ 2 çift ve x ≡ 5 (mod 8) durumunu göz önüne alalım. Burada iki durum
söz konusudur. İlk olarak k ≥ 4 çift olsun.

Qk(x) = xk+(x+1)k+(x+2)k+ . . .+2k(x−1)k (3.16)

polinomu ve

Tk(x) = Qk(x)− xk + (2x− 1)k + (2x)k (3.17)

eşitliğinden
Tk(x) ≡ Qk(x) (mod 8)

olup

v2(Tk(x)) = v2(Qk(x)) (3.18)

elde edilir. Yardımcı Teorem 3.3.2’un (i) durumuna göre v2(Qk(x)) = v2(x − 1) − 1

dir ve böylece istenen durum sağlanır. İkinci olarak k = 2 için (3.11)’den v2(Tk(x)) =

v2(7x+ 1)− 1 = 1 olur.
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k ≥ 5 tek ve x ≡ 9 (mod 16) durumunu göz önüne alalım. (3.17)’den

Tk(x) ≡ Qk(x)+8 (mod 16) (3.19)

elde edilir. Yardımcı Teorem 3.3.2 (i) ile v2(Qk(x)) = 2v2(x − 1) − 2 bulunur. Böylece
v2(Qk(x)) = 4 ve

Qk(x) = 24t, 2 - t (3.20)

olur. (3.19) ve (3.20)’den bu durumun ispatı tamamlanır.
k ≥ 4 çift ve x ≡ 9 (mod 16) durumunu göz önüne alalım. (3.17)’den

Tk(x) ≡ Qk(x) (mod 16) (3.21)

elde edilir. Yardımcı teorem 3.3.2 (i) kullanılarak v2(Qk(x)) = v2(x − 1) − 1 sonucuna
ulaşılır. Böylece (3.21) ile v2(Tk(x)) = v2(Qk(x)) = 2 olur.

k ≥ 4 çift ve x ≡ 17 (mod 32) durumunu göz önüne alalım. Burada iki durum söz
konusudur. İlk olarak k = 4 olduğunda

T4(x) ≡ Q4(x) + 16 (mod 32) (3.22)

olur. Yardımcı teorem 3.3.2 (i) yi kullanarak

Q4(x) = 23r, 2 - r (3.23)

olup v2(Q4(x)) = 3 sonucuna ulaşılır.
(3.22) and (3.23) kullanılarak v2(T4(x)) = 3 elde edilir. İkinci olarak k ≥ 6 çift duru-
munda ise (3.17)’den

Tk(x) ≡ Qk(x) (mod 32)

elde edilir. Benzer şekilde v2(Tk(x)) = 3 olur.
k ≥ 5 tek ve x ≡ 17 (mod 32) durumunda (3.17) kullanılarak

Tk(x) ≡ Qk(x)+16 (mod 32) (3.24)

elde edilir. Yardımcı Teorem 3.3.2 (i)’den v2(Qk(x)) = 6 olup (3.24) ile v2(Tk(x)) = 4

bulunur.
x ≡ 3 (mod 8) iken (3.17) kullanılarak sırasıyla

Tk(x) ≡ Qk(x) + 2 (mod 8)
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ya da
Tk(x) ≡ Qk(x) (mod 8)

elde edilir. Her iki durumdada Yardımcı Teorem 3.3.2’dan v2(Qk(x)) = 0 olur.
x ≡ 7 (mod 8) iken (3.17) kullanılarak sırasıyla

Tk(x) ≡ Qk(x) + 6 (mod 8)

ya da
Tk(x) ≡ Qk(x) + 2 (mod 8)

elde edilir. Her iki durumda da Yardımcı Teorem 3.3.2’dan v2(Qk(x)) = 0 olur.
Böylece Yardımcı Teoremin ispatı tamamlanır.

Yardımcı Teorem 3.3.3 x ≡ 5 (mod 9) olduğunda k çift olmasın. Bu durumda

v3(Tk(x)) =



v3(x) , k = 1 ise

v3(x)− 1 , x ≡ 0 (mod 3), k ≥ 2 ve k çift ise

v3(kx
2) , x ≡ 0 (mod 3), k > 3 ve k tek ise

v3(x
2(5x+ 3)) , x ≡ 0 (mod 3) ve k = 3 ise

0 , x ≡ ±1 (mod 3), k ≥ 3 ve k tek ise

0 , x ≡ 2, 8 (mod 9), k ≥ 2 ve k çift ise

v3(2x+ 1)− 1 , x ≡ 1 (mod 3), k ≥ 2 ve k çift ise

olur.

İspat. k = 1 iken T1(x) =
x(3x+1)

2
olup bu durum direkt olarak sağlanır.

k ≥ 2 çift ve x ≡ 0 (mod 3) iken (3.10)’daki bağıntı p = 3 için göz önüne alınırsa

Sk(2x) ≡ 2Sk(x) (mod 3d) (3.25)

olur. (3.11), 3d moduna göre düşünüldüğünde (3.25) ile birlikte

Tk(x) ≡ Sk(x) (mod 3d) (3.26)

elde edilir. Yardımcı Teorem 3.2.4 (ii) ve (3.19)’u kullanarak Tk(x) ≡ −3d−1q (mod 3d)

bulunur ve böylece v3(Tk(x)) = d− 1 elde edilir. Bu da istenen durumdur.
k > 3 tek ve x ≡ 0 (mod 3) olsun. k = 3γk′ ve q - 3 için x = q3d olmak üzere

Yardımcı Teorem 2.3.7’dan

v3(Sk(2x)) = v3(Sk(x)) = γ+2d−1 (3.27)
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olur. (3.11) ve (3.27)’yi kullanarak

Tk(x) ≡ 0 (mod 3γ+2d)

bulunur ve böylece
v3(Tk(x)) = v3(kx

2) = γ + 2d

sonucuna ulaşılır.
k = 3 ve x ≡ 0 (mod 3) iken T3(x) = x2(5x+3)(3x+1)

4
tür. 3x + 1 ≡ 1 (mod 3)

olduğundan, bu durumda istenen sağlanır.
k ≥ 3 tek ve x ≡ 1 (mod 3) olduğunda Yardımcı Teorem 2.3.7’dan v3(Sk(2x)) =

v3(kx
2(x+ 1)2)− 1 ve v3(Sk(x)) = 0 bulunur. (3.11)’den istenen durum sağlanır.

k ≥ 3 tek ve x ≡ 2 (mod 3) olduğunda Yardımcı Teorem 2.3.7’dan benzer şekilde
(3.12) ile v3(Tk(x)) = 0 bulunur.

k ≥ 2 çift ve x ≡ 8 (mod 9) ya da x ≡ 2 (mod 9) olduğunda Yardımcı Teorem
2.3.7 ve (3.11)’i kullanılarak sırasıyla v3(Sk(2x)) = v3(2x(2x + 1)(4x + 1)) − 1 ya da
v3(Sk(2x)) = v3(x(x+ 1)(2x+ 1))− 1 elde edilir.
Eğer x ≡ 8 (mod 9) ise bu durumda v3(Sk(2x)) = 0 olur ve böylece v3(Tk(x)) =

v3(Sk(2x)) elde edilir.
x ≡ 2 (mod 9) olduğunda v3(Sk(x)) = 0 olur ve böylece
v3(Tk(x)) = v3(Sk(x)) elde edilir.

Şimdi k ≥ 2 çift ve x ≡ 1 (mod 3) olsun. Yardımcı Teorem 3.2.4 (iv)’e göre (3.12)
ile birlikte

Tk(x) ≡ 3d−1(−1

2
) (mod 3d)

elde edilir ve böylece v3(Tk(x)) = d− 1 olur. Yardımcı Teorem 3.2.4’ye göre
r ≡ 1 (mod 3), 0 ≤ q 6≡ r ≡ x (mod 3) olup x = q3d + r 3

d−1
2

yazılır. Böylece
2x + 1 = 3d(2q + 1) elde edilir. v3(2x + 1) − 1 = d − 1 olduğundan istenen sağlanır.
Böylece ispat tamamlanır.

3.4 Ana Sonuçlar

Bölüm 3.3’te v2(Tk(x)) ve v3(Tk(x)) bağıntıları elde edildi. Şimdi bu bağıntılar yardımıyla
(3.2) denkleminde n için üst sınır bağıntılarını verebiliriz.

Teorem 3.4.1 (i) x ≡ 0 (mod 4) olsun. Bu durumda (3.2) denkleminin (k, n, x, y) çözümleri

için

n ≤

{
v2(x)− 1 , k = 1 ya da k çift ise

2v2(x)− 2 , k ≥ 3 ve k tek ise
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olur.

(ii) x ≡ 1 (mod 4) ve k = 1 olsun. Bu durumda (3.2) denkleminin (k, n, x, y)

çözümleri için n ≤ v2(3x+ 1)− 1 dir.

Varsayalım ki x ≡ 1, 5 (mod 8) ve k 6= 1 ile x 6≡ 1 (mod 32) olsun. Bu durumda

(3.2) denkleminin (k, n, x, y) çözümleri için

n ≤



v2(7x+ 1)− 1 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 2 ise

v2((5x+ 3)(3x+ 1))− 2 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 3 ise

v2(3x+ 1) , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 3 ve k tek ise

1 , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 2 ve k çift ise

2 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 4 ve k çift ise

3 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 5 ve k tek ise

ya da

x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 4 ve k çift ise

4 , x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 5 ve k tek ise

üst sınırları verilir.

(iii) x ≡ 0 (mod 3) ve k ≥ 3 tek veya x ≡ 0, 1 (mod 3) ve k ≥ 2 çift olsun. Bu

durumda (3.2) denkleminin (k, n, x, y) çözümleri için

n ≤



v3(x) , x ≡ 0 (mod 3) ve k = 1 ise

v3(x)− 1 , x ≡ 0 (mod 3), k ≥ 2 ve k çift ise

v3(kx
2) , x ≡ 0 (mod 3), k > 3 ve k tek ise

v3(x
2(5x+ 3)) , x ≡ 0 (mod 3) ve k = 3 ise

v3(2x+ 1)− 1 , x ≡ 1 (mod 3), k ≥ 2 ve k çift ise

üst sınırları verilir.

Uyarı 3.4.2 Teorem 3.4.1 (ii)’de x ≡ 1 (mod 32) ve k 6= 1 durumu ile Teorem 3.4.1

(iii)’de x ≡ 5 (mod 9) ve k ≥ 2 çift durumu v2 ve v3 fonksiyonları ile formülleştirilemez.

Dolayısıyla (3.2) denkleminde n üssü için x’in v2 ve v3 fonksiyonları cinsinden bir üst

sınır bulunamaz.

Teorem 3.4.3 x ≡ 1, 4 (mod 8) olsun. Bu durumda k = 1 için (3.2) denkleminin çözümü yok-

tur. Eğer x ≡ 4, 5 (mod 8) ise k ≥ 2 ve k çift için (3.2) denkleminin çözümü yoktur.

3.5 Ana Sonuçların İspatları

Şimdi ana sonuçları ispatlamaya hazırız. Ana sonuçların ispatlarında en önemli argüman-
lar Yardımcı Teorem 3.3.2 ve Yardımcı Teorem 3.3.3 olacaktır.
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Teorem 3.4.1’in İspatı. (i) x ≡ 0 (mod 4) olduğunda Yardımcı Teorem 3.3.2’ye göre
v2(Tk(x)) > 0 dır, yani Tk(x) çifttir. Böylece (3.2) sağlanırsa v2(y) > 0 olur ve bu
durumdaki teorem ifadesi sağlanarak

nv2(y) = v2(y
n) = v2(Tk(x)) =

{
v2(x)− 1 , k çift ise
2v2(x)− 2 , k tek ise

elde edilir.
(ii) x ≡ 1, 5 (mod 8) ve k 6= 1 iken x 6≡ 1 (mod 32) olduğunda Yardımcı Teorem

3.3.2 (ii), v2(Tk(x)) > 0 oluşunu gerektirir. Böylece (3.2)’den v2(y) > 0 bulunur ve

nv2(y) = v2(y
n) = v2(Tk(x))

elde edilir. Buradan

v2(Tk(x)) =



v2(7x+ 1)− 1 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 2 ise
v2((5x+ 3)(3x+ 1))− 2 , x ≡ 1 (mod 8) ve k = 3 ise

v2(3x+ 1) , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 3 ve k tek ise
1 , x ≡ 5 (mod 8), k ≥ 2 ve k çift ise
2 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 4 ve k çift ise
3 , x ≡ 9 (mod 16), k ≥ 5 ve k tek ise

ya da
x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 4 ve k çift ise

4 , x ≡ 17 (mod 32), k ≥ 5 ve k tek ise

olur. Ve eğer x ≡ 1 (mod 4) ve k = 1 ise Yardımcı Teorem 3.3.2 (ii) v2(Tk(x)) > 0

oluşunu gerektirir. Böylece (3.2)’den v2(y) > 0 bulunur ve nv2(y) = v2(y
n) = v2(Tk(x)) =

v2(3x + 1) − 1 elde edilir. Bu durumda da teorem ifadesi gerçeklenir. Böylece (ii)’nin
ispatı tamamlanır.

(iii) Varsayalım ki k tek iken x ≡ 0 (mod 3) veya k ≥ 2 çift iken x ≡ 0, 1 (mod 3)

olsun. Yardımcı Teorem 3.3.3’dan v3(y) > 0 olduğu görülür ve

nv3(y) = v3(y
n) = v3(Tk(x))
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v3(Tk(x)) =



v3(x) , k = 1 ise
v3(x)− 1 , x ≡ 0 (mod 9), k ≥ 2 ve k çift ise
v3(kx

2) , x ≡ 0 (mod 3), k > 3 ve k tek ise
v3(x

2(5x+ 3)) , x ≡ 0 (mod 3) ve k = 3 ise
v3(2x+ 1)− 1 , x ≡ 4 (mod 9), k ≥ 2 ve k çift ise

elde edilir. Böylece Teorem 3.4.1’in ispatı tamamlanır.

Teorem 3.4.3’ün İspatı. x ≡ 4 (mod 8) olduğunda v2(Tk(x)) = v2(x) − 1 = 1 dir.
Böylece k = 1 ya da k çift olduğunda Teorem 3.4.1 (i)’den dolayı n ≤ 1 olur ve bu ise
imkansızdır.

x ≡ 5 (mod 8) olduğunda v2(Tk(x)) = 1 dir. Böylece k ≥ 2 çift olduğunda Teorem
3.4.1 (ii)’den dolayı n ≤ 1 olur ve bu da imkansızdır.

x ≡ 1 (mod 8) iken v2(Tk(x)) = v2(3x+1)− 1 = 1 olur. Böylece k = 1 ise Teorem
3.4.1 (ii)’den dolayı n ≤ 1 olur ve yine bu da imkansızdır. Böylece ispat tamamlanır.
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