CES FONKSIYONU

Dr. Hasan ASKAN

A. GIRiS

Fonksiyon, Cobb - Douglas fonksiyonundan sonra Marshallian
tipteki liretim fonksiyonlarindaki en ¢nemli gelismeyi olusturur.
Bu gelisim, Cobb-Douglas fonksiyonunun genellestirilmesi ile sag-
lanmustir. Fonksiyonun ikame elastikiyetinin degeri sabittir. Fa-
kat bir elma kosuluyla simirlandirilmistir. Fonksiyona ilk defa 1954
yilinda Dickinson’in yazdig1 makaledeki dipnotta rastlanmigtir (1).
Fakat Nerlove’in (2). Belirttigi gibi fonksiyon, 1956 yilinda Swan
ve Solow tarafindan kullanmilmasina karsin genis kabul edilebilir-
ligini Arrow, Chenery, Minhas ve Solow’un birlikte yazdiklari ma-
kaleye borc¢ludur.

Bu fonksiyonda, Cobb-Douglas fonksiyonunun elde edilmesin-
de oldugu gibi, isglicli payinin gozlenmesi sonucunda elde edil-
mistir. Kisi basina iiretimin iicret seviyesinin degisen orani olarak
gozlenmesi (1) deki esitliin farkh olarak yazilmasim gerektirmis-

(1) HD, Dickinson, «A Note on Dynamic Economics», Review of Econo-
mic Studies, C, XX, (1954) s. 182 '

(2) M. Nerlove., «Recent Empirical Studies of the CES and Related Produc-
tion Functions», The Theory and Empirical Analysis of Production, der.
M. Brown, Studies in Income and Wealt C. XXXI, 1. B,, New York, Na-
tional Burean of Economie Research, 1967, s. 158
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il =
(L = aQ (1)

tir (2). Aciktir ki A 1 birden biiyiik olmasi, kisi bagina tretimi ic-

i Oy
g=a® @)

ret haddinin artan bir fonksiyonu olarak belirler. « ve A paramet-
releri, (2) nin logaritmik sekli olan (3) den tahmin edilebilirler.

_Q. = + L
1n(L) 1no Aln(P) (3)

Sayet A in tahmin edilen degeri, anlamli sekilde birden farkliyken
bir olarak simirlandirilsa, mantiksizlik yapilmis olur. Simdi, (2) de-
ki esitligi veren fonksiyonun geriye gidilerek bulunmasina sira
gelir. Bilindigi tizere, herhangi bir fonksiyonda toplam iiretim se-
viyesindeki degisiklik, igglicii ve kapital faktorlerinin iiretimleri
toplamina esittir. Kisaca matematiksel olarak da, (4) de gorildiigi
iizere yazilir. Olcege sabit verimlerin varligi da, dQ/Q, dK/K ve

— 9% 9 (4)
dQ = 5K dax +-a—% dL

dL/L nin birbirlerine esitliklerinin gerektirdiginden (4) deki
esitlik, (5) de goriildiigii tzere yazilir. Karini maksimize etmeyi

_ 90 Q
Q=g K+ L (5)

amaclayan firmanin tam rekabet kosullarinda, isgiiciiniin iicretini
s 5 L o s

( ?) marjinal verimlilifine esitliyecegi hatirlanirsa, iiretim mik-
tari veren esitlik tekrar (6) da goriilldiigii iizere yazilir.

oy
o=42 + ()L (6)



Esiclikten elde edilen (-—g—) nin esiti (3) de yerine konuldu-

gunda (7) veya (8) de goriilen esitlik elde edilir. Dolayisiyle, (8)

ln(%) = 1na-+x1n(%-§ %%) )
K 9
%"“(%'Ea_g) (8)

den (9) daki egitlige varilir. Esitlikte a—ll 3 yerine a, 1/A—1 yerine

-1/AQ,1/x _9 _ K 3Q
o ﬂ‘f) Tk ke

=X 30 9
L

)
de p konuldugunda esitligin basit olarak ifade edilmesi saglamr

s1ts (@) /AL

;v o K 30 10
21-a) () = ¢ 3 (19)

(10). Isglicii miktar: sabit tutuldugunda (L), esitlik tekrar yaz-
0Q =1 oK

K 11
@) (1-aD®) X oy
L

Iir (11). Esitlikte, (12) de gorildigi tizere diizenlenip entegrali

20 , ato/D)Ptao _ = ok (12)
0 1-a(o/L)°

L. = X
alindiginda (1/e) 1ng nin entegralin sabiti oldugu, (13) de gérii-

L = = 1
£ 1n0 - & 1n(1-a(0/B)P =L 1nk - = 1n8 ()
P
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len sonug elde edilir. Esitligin anti logaritmasi alindifinda da (14)
de goriilen esitlik elde edilir. 8, entegralin sabitinden elde edildi-
ginden @ ve K dan bagimsiz olmasina karsin, iggiiciiniin bir fonk-

Q . K o =p KP
= i ; Q" =(1-a(Q/L)" ——
(1-a(o/D)17P  l/Tp ° o Rl
: p
L/ gk . o g 4 §-e
K Lp Q-p Q-D
SRS el (14)

siyonu olabilecegi hala dusiiniilebilinir. Esitligin L ye gore kismi
_ tiirevi alinarak, g8 ile L arasindaki iligki belirlenebilir. (L, L ile K
da K ile degistirilerek, (3) deki esitlifin gerceklesmesi i¢cin g nin

S 1/L.~ -p=l :

2R i o g%(e /TPy —peL 30 k)

alaca@1 deger bulunacaktir.) Esitlifin alinan tiirevi (15), goruldi-

gu lzere ancak%‘_ (,BI/L K —f) sifir oldugunda Q/L = (2%_))L
)

seklindeki egitligi verir. Dolayisiyle ﬁl/ b st den de bagimsiz

oldugu goriiliir. Kapital ve {iiretim miktarindan da bagimsiz

oldugu goriildiigiinde, g Lk yerine bir sabit, v« konuldugunda, (14)
CES fonksiyonunun temel seklini verir. Fonksiyon, dlcege gore sa-
bit verimler, tam rekabet kogullarinda firmanin k&rini maksimi-

ze etmeyi dmagllyacagl varsayimlari ve orijinal Q/L = mw)t iz-
lenimi sonucunda zorunlu olarak elde edilir.

QP =y P+arP
Fonksiyonun esuriin egrilerinin sekilleri arastiriimaga basla-

madan once, dagilim ve verimlilik parametrelerinin ayrilmasinda
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da kullanilmasi zorunlu olacak ACMS (3) tarafindan kullanilan
yaklagim, temel sekilden elde edilmelidir. Fonksiyonun temel gek-

li, (16) da gorildiigu lzere yazilip, (1-+a) yerine v —® konulursa,
Q ~° icin yeni bir esitlik elde edilir (17). Nihayet us? yerine de

= ™ a -pP
g = (u+a)<731§37 K p-+73fr37 L") (16)

e = R
& konularak, kullanilan yaklasim (18) de goriildigi iizere elde
edilmis bulunur.

QP =Y_p (l—lYpK-p * (l‘UA'Yp)L-‘p) anmn

0 = A(ERTR +a=n 1P THe (18)

Fonksiyonun esiiriin egrilerinin sekilleri, liretim miktar1 sa-
bit tutularak arastiriir. Fonksiyonun toplam tiirevi (19) sifira
esitlendiginde dK/dL, nin esiti (20) de goériildii§i iizere kolayca
elde edilir.

- -p, - . -p=1
G i P (1 sy 1 PO AR PR Lo gk TP dk
=(1/p)=ky Cpssin PO var
(19)

+{=1/p6 (6K "H1~5)L7F)

= e e——

dan 3 L

(20)

Esitlik, goriildiigi lizere esiiriin egrisinin efimini faktoérlerin
birlesim oranlarinin bir fonksiyonu olarak belirler, ¢ eksi bir oldu-
gunda, dK/dL —(1—38),/ 8 degerini alir. Egitinin gerek pay1 ve ge-
rekse paydasi sabit oldugundan, esiiriin egrisi bir dogrudur. ¢ nin
degeri eksi birle, sifir arasinda bulundugunda, kapital isgiicii ora-
m arttifinda MTIH,, nin degeri artacagindan esiiriin egrisi oriji-
ne digbiikeydir ve gerek isgiicli ve gerekse kapital eksenlerini ke-

(3) K.J. Arrow, H.B. Chenery, B.S, Minhas ve R.N, Solow, «Capital and La-
bor Substitution and Economic Efficiency», Review of Economics and.
Statistics, C. XLIII, (1961), s, 230
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ser. p sifir oldugunda, isgiicli ve kapital eksenleri egliriin egrileri-
nin asimptotlar: olurlar. ¢ sifir degeri aldiginda, A da bir olacagin-
dan bu egiiriin egrileri, Cobb-Douglas tretim fonksiyonunun esii-
riin egrileridir. Fakat ¢ sifir oldugunda, CES fonksiyonunun Cobb-
Douglas fonksiyonuna donecegi acik degildir. o sifir oldugunda
(21) da goriildiigi tizere yazilan fonksiyonun sol ve sag yani bire

o P = a_p(ﬁx—p-l-(l-tS)L—p) (21)

esit olur. Problemden, I’'Hopital kuralindan yajrarlanarak kacinila-
bilinir. Fonksiyonun tiirevi alindiktan sonra parametrenin aldig:
deger yerine konulur. Bulunan esitligin (22), entegrali alindigin-

507 17Plag = —yTPeor™ (1TP gk TP (1-5) 17 (1HP) gy

o E T L SN T
Iy S o Ere AN (1)

a0 _ dK- ., . oy dhL

eSS it =8 (22)

da logaritmik olarak yazilmig bulunan esitlik, (23) de goruldugn
Uzere elde edilir. Esitlikte goriilen In A, integralin sabitini olus-

turur. Esitligin antilogaritmas: aindiginda Q — AR® 1. (179 py.

lunur. CES fonksiyonu elde edilirken, Olgege gore sabit verimler
varsaylldigindan, elde edilen Cobb-Douglas fonksiyonu da dlcege
gore sabit verimlere sahiptir. ¢ nin degeri sifirdan biiyiik olmasmn-
da da sik sik yapilan yanlighgin aksine isgiicii ve kapital eksenle-
ri, eglirtin egrilerinin asimtotlan degillerdir. Esturiin egrilerinin
asimptotlar: eksenlerle cakismaz. (4) Esiiriin egrilerinin (24) ve

(4) T. Supel ve S. Garson, «A Note an the Asymptotes of the CES Produc-
tion Function in the Case where 1», Revi i

, Revie d

Statistics, C. LII, (1970), s. 337 Sl Gt dy
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Q) Py (135) L'O}‘“lfp

*{3' T (24)
o Q. =p (=0l orpy=1/p

{—1—5‘)- (=) R K (23)
/0 g3 e

K = 9_6-:{-—— r 3 UyRee 7 (1 §) (26)

r1 veren egitlikler elde edilir (26), ¢ degerinin sonsuza yaklastigin-
da da, faktorlerin birlesim oranlarinin zorunlu olarak sabit kaldi-
&1 duruma yaklasilir. Egrinin egimi, kapital - isglicli oraninin bir-
den kiiclik olusunda sifir birden biiyiik olusunda sonsuz ve bir ol-
dugunda da — (1—3) /8 olacaktir. Dolayisiyle CES fonksiyonu, ¢ de-
gerlerinin eksi birle sonsuz arasinda bulundugu bitiin egurun eg-
rilerini kapsar.

B. FONKSIYONUN VERIMLILIK, DAGILIM ve IKAME
PARAMETRELERI

Fonksiyonun goriildigii lizere, iic parametresi varsa da bun-
larin iktisadi anlamdaki manalar ilk bakista anlagilamaz. Fakat
onceden bilinmelidir ki, bu fonksiyonun da ikame elastikiyeti pa-
rametresi vardir. Dolayisiyle ilk olarak bu parametrelerden hangi-
sinin, ikame elastikiyeti parametresini temsil ettigi bulunmalidir.
Fonksiyonda, kapital ve isglicliniin marjinal verimlilikleri, sirasiy-
le (27) ve (28) de goriildiigi lizere bulunur. Esitlikler, faktorlerin
kullanim ve iiretim miktarlarinin bir fonksiyonudur ve degerleri,
biitiin terimleri pozitif oldugundan da pozitif miktarda faktor kul-
lanimlarinda pozitiflerdir. Faktorlerin kullanim miktarlari, sifir-

30 _ <P (Qyltp 27
5 8y (K) (27)

O R hk =D O T (28

2= 1-0y" @) )
dan sonsuza artarken, marjinal verimliliklerinin degeri de mono-
tonik olarak azalirlar. Gercekten de, Euler teoreminden (29) ve
(30) da esitleri yazilmis bulunulan fonksiyonun ikinei kismi tii-
revlerin de yararlanilirsa, sonuc elde edilir. Marjinal verimlilikle-
rin esitlerinden, kapitalin isglicii i¢in olan marjinal teknik ikame
haddi (—dK/dL), fonksiyonun toplam tiirevinden de elde edilen
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seklinde kolayca bulunur (31). s nin esitinin kapital-isgiicli ora-

2
30 - (1+p)sy™? (@ P XR2X) 0, (@9)
oK . K
2 - L) -0
E__%_ = (1+p) (1-8)Y p(%) (L(")Q/2 19, (30)
oL

nma (x) gore tiirevi alindifinda, bulunan eg,itlik_ (32“) tersine cev-
rilip, s—x orani ile carpilirsa, bilindigi tzere bulunacak sonug ta-

L 1=8, K. (pH1) 31
s (=) )
nimindan 6tiirii ikame elastikiyetinin parametresi olacakur (33).
Sonuc ikame elastikiyetinin degerini gercekten sabit ve 1/(1+4¢)

38y B0 2
%%= (p+1) (=) ) (32)

olarak verdiginden, degeri fonksiyonun ¢ parametresi tarafindan
tek bir deger belirlenir. Kisaca ikame elastikiyeti, marjinal teknik
ikame haddini veren egitlikte kapital . isgiicii oranmnin isstinin

1-8, K, (p+1)
(_—6 ) (L) ;
=TT 69

OJ‘Q-
W%
%l
I
©
H
|

1-6, ,K,p ,K
(p+1) (—6_) (E) ('E)

tersidir. Ikame elastikiyeti parametresinin neden s nin esitinde yer
aldif1 da kolayca anlagilabilinir. Tkame elastikiyetinin degeri bii-
yik oldugunda, faktérler birbirinin yerlerine kolayca ikame edi-
lebilirler. s nin degeri ise, digerleri sabitken faktorlerin birbirleri-
nin yerlerine kolay ikame edilmelerine karsin kolay ikame edile-
memelerinde isglicli miktarindaki bir birim azalmanin daha fazla
miktarda kapital gerektirecegini verir. Birbirlerinin yerlerine ko-
lay ika_me edilebilen faktérler ekonomik agidan birbirlerine ben-
zerler. Ikame elastikiyetinin, kiiglik bir deger almas: ise faktérlerin
birbirlerine benzemediklerini gosterir Ve degerinin biiyiik olma-

sina karsin, s degerindeki artma kapitalin verimliliginin azalmaya
daha hizl1 baslamasina neden olur.
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p yerine ( it dheglrat 1) konuldugunda goriilecegi {izere ikame
S

elastikiyeti A ya esit olacagindan dogrudan dogruya (3) den yarar-
lanarak tahmin edilebilir. Degeri bir oldugunda, A nin da degeri bir
olur ve iiretim iligkilerinin sekli Cobb-Douglas ile ifade edilinir.
Burada siras1 gelmigken, CES fonksiyonunun ilave bir 6zelli-
ginden de soz edilmelidir. Faktorlerden birinin miktar: sabit kal-
diginda, digerinin miktar1 simirsiz olarak artmaga basgladiginda
fonksiyon asimptotik davranig icine girer. Asagida goriilecegi iize-
re bu sonug, butliiniyle ikame elastikiyetinin alacagi degere bag-
hdir. Kapitalin miktar1 sabit kalirken, isgliclinlin kullamim mikta-
rinin sonsuza dogru arttirildigini varsayalim. Fonksiyonun limi-
tinin degeri ¢ yerine ikame elastikiyeti cinsinden esiti yazildigin-
da (34), ikame elastikiyetinin alacag1 degere baglidir. Degerinin
birden biiylik olmas: halinde, (35) den gorildiigt lizere iiretimin

lim Q = 1imY{5K(0-l)/o+(l_6)L(c-l)/c}c/(‘c—l)
Lo Lo :

(34)
- miktarnn sonsuz olacagindan herhangi bir asimptotun varligi soz

———

lim Q = Limy{éx (9"1)/0 (1-6)1.(9-1)/0y0/(0-1)

Lo Lo

—
(35)
konusu olmaz. Ote yandan ikame elastikiyeti degerinin birden
kiiclik olmasi halinde, limit i¢in belirli bir deger elde edilir. (34)
deki esitligin tisleri negatif olacagindan, (36) da goriilen sonug

lim Q0 = 1lim

L= o 8 4 (1-8) y0/(1l=0)
{K(l-c)/c i K(l—c)ﬁ}

(36)
elde edilir. Bu sonuclarin arkasindaki ekonomik neden aciktir.
ikame elastikiyetinin birden biiyiik olmasi demek, faktorlerin tek-
nolojik acidan birbirlerine benzemesi demektir. Teknoloji miktari
sinirsiz olarak arttirilan faktoriin, miktar: sabit kalan faktoriin
yerine kolayca ikame edilmesine olanak verir. Dolayisiyle her iki
faktoriin de miktar: sinirsiz olarak artmis olacagindan, iiretimine
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katildiklar1 malin miktar1 da sinirsiz olarak artar. Ote yandan de-
gerinin birden kiiciikliigii, faktorlerin teknolojik a¢idan nispi ola-
rak birbirlerine benzememeleri demektir. Miktar: arttirilan fakto-
riin, miktar1 sabit kalan faktor yerine ikamesi zordur. Faktorler-
den birinin miktar1 simmirsiz olarak arttirilsa bile iiretilen mal

miktar, miktar: sabit kalan iiretim faktorii tarafindan teknik aci-
dan siirlandirilir.

Marjinal verimliliklerinin davraniglar:1 da, toplam {iretimin
davranisiyla uyum icindedir. Ikame elastikiyetinin degeri birden
bliyiik oldugunda, isglicliniin kullanim miktar: sonsuza yaklagti-
ginda isgiicliniin marjinal verimliliginin limiti i¢in (37) de gorii-

i me s v THI S e s (T WSTH

1,00 I3 Ll/G

n

1im v (1-6)06 &) (97110 4 5 _gyy T/ 007D)

L+

o/ (o=-1)

Y (1-6)
(37)

len sonug elde edilir. Bulunan sonug pozitif oldugundan, kapitalir.
kullanim miktar1 sabitken isgliciniin kullanim miktarinin smir-
s1z olarak arttirilmasi, isgliciiniin marjinal verimliliginin sifira
yaklagmasina neden olmaz. Aksine marjinal verimliliginin degeri,
asimptotik olarak belirli pozitif bir limite yaklasacagindan top-
lam tretimin miktar1 da sinirsiz olarak artar. Ote yandan ikame
elastikiyetinin degerinin birden kig¢iikliigii, isgiiciiniin kullanim
miktarinin sinirsiz olarak arttirlldifinda marjinal verimliliginin
sifira yaklasmasina neden olur. Isgiiciiniin kullanim miktar: son-

; e
suza yaklagirken { (K/L) Ao ¢ da sonsuza yaklasacagindan,
bu sonug¢ limit analizinden derhal elde edilir (38).

| S

Fonksiyonun dagiim ve verimlilik parametrelerinin ayrila-
bilinmeleri i¢in, yukarida belirtildigi tizere ACMS yaklagsimindan
yararlanilir. Fonksiyonun v parametresindeki artma iiretim mik-
tarinda da orantili bir artmaya neden olur. Dolayisiyle Cobb-Doug-
las fonksiyonunun A parametresi ile es anlamlidir ve verimlilik
parametresi olarak adlandirilir.
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1im = lim v (1-8) {8 (§) (0-1)/0 4 (1.8)}

I+ L

2l

Low (5K (0-1)/0 4 (1_g))1/ (1-9)

(38)

=0
Fonksiyonun § parametresi ile faktorlerin paylari arasindaki
iliski de bulunabilir. (Parametre, faktor yogunlugu parametresi
-olarak da adlandirilabilinir. Marjinal teknik ikame haddi esitin-
den goriilecegi lizere, verilen o ve s degerlerinde biiylik § degerle-
ri, kapital-isgiicli oraninin artmasina neden olur. Dolayisiyle bii-
yuk 8 degerleri, her iiretim noktasinda daha kapital yogun teknik-
lerin kullanilmasini gerektirirler.) Tam rekabet kosullarinda, mar-
jinal teknik ikame haddi w—r oranina esitlenmek istendiginden,
(39) daki esitlik yazilir. Egitlik isgiliclinlin liretimdeki paymin ka-
pitalinkine orani olarak diizenlendiginde de, (40) elde edilir. Ha-
tirlanacag: lizere, Cobb-Douglas fonksiyonunda faktorlerin payla-

K, ptl

Woerany =0

AR (T) (f) (39)
Ml sl =6 K. D

== &S E (40)

r1 orani sabit ve a/(l—a) ya esit idi. Dolayisiyle fonksiyonlarin
dagilim parametreleri, birbirlerinin aynisi degildir. Bununla bir-
likte CES fonksiyonunda da, ikame elastikiyetinin ve faktorlerin
birlesim oranlarinin verilen degerlerinde, iiretimin faktdrler ara-
sindaki dagilimi1 § parametresi tarafindan belirlenir.

CES fonksiyonunda da, fonksiyonun dogrusal homojen ol-
masli halinde, {iretim faktorleri fiatlar1 sabit kaldiginda toplam
maliyetin yalmz iiretim miktarinin bir fonksiyonu oldugu gosteri-
lebilinir. K* ve L* maliyetleri minimize eden tretim faktorleri
oraninda, @ birim tiiretim icin gereken kapital ve isgiicii miktarim
belirlerse, gelisim yolunun tanimindan (41), K* y1 veren esitlik
(42) de goriildigi iizere yazilir. Bulunan esiti fonksiyonda yerine
(48) de goriildiikleri iizere yazilabilineceginden, toplam maliyeti
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konuldugunda fonksiyon 43 de goriildiigii lizere yazilir. Fonksiyon
L* ters cozildiigiinde bulunan sonuc (44), (42) de yerine konul-
dugunda K* y1 veren esitlik (45) de goriildiigi lizere elde edilir. Q
birim iiretiminde toplam maliyeti (rK* 4+wL*), dolayisiyle (46) da
goruldigi lizere yazilir. Egitligin sag yanindaki ilk parantezin ici
(42), ikinci parantezin ici de (48) de goriilduikleri lizere yazilabili-

neceginden, toplam maliyeti

Ko ailad 8 gy

(=) = () — (41)
¥ _0l=8 e e dent T 42
K i) T ey (42)

veren esitlik (49) da goriildugi lzere daha basitce yazilir.

0 = y{s(5)io (E) 1oL (9-1) /04 ¥ (0-1) fo}0/ (0-1)
P R S R0 5
L= S{8(=5%) 79 ) 17% (16 9/ (1-0)
K*"—= 1=6

= o

(559 @ T (358 179 (5 104 (1 gy 39/ (1-0)

e il —
TM“‘_ = {(T 0 (1-0) 0+W}{6(1 G 1- G(r)l 0+(1_6)}U/(l_0).

r (5527 (&) O

1-8,0/(1-0) 1-8,-0 w 0, 10/ (1-0)
) frl=7) G .+w}

1-8 o/(l o){ ( (w)o+w 1/(k~a) Q

e S ey = Y
Toplam maliyet fretim miktarmn dogrusal bir fonksiyonu
oldugundan da, verilen sabit faktor fiatlarinda marjinal ve ortala-
ma maliyetler birbirlerine esit olup, maliyetlerin elastikiyetleri de
ayni degere sahiptirler. Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu ile ara-
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sindaki temel fark, yalnizea fonksiyonun o« ya sahip olmasindan-
dir. Fonksiyonun biitiin terimlerinin pozitif olmas1 (50) deki egit- .
sizliklerin yazilmasina olanak verir. Ilk esitsizlik, maliyetlerle ve-
rimlilik parametresi arasindaki beklenen ters orantil iligkiyi gos-

aT™ I
= <Oy 0 (50)

terir. Ikinci esitsizlik ise, ikame elastikiyetinin biiylik degerinin
digerleri sabitken maliyet seviyesinin digiik diizeyde olusmasina
olanak verecegini gosterir.

C. FONKSIiYONUN TAHMINi

Fonksiyonun v, 8 ve p parametreleri, dogrusal regresyon ana-
lizinden yararlanip tahmin edilemedikleri gibi degiskenlerin loga-
ritmalar1 alinarak da fonksiyon dogrusallagtirilamaz. Parametre-
lerin tahminleri icin, iki farkli yontemden yararlanilir.

1. Parametrelerin tahminlerinin sirasiyla yapilmasi:
Bu yontemle p nin tahmininden baglanarak sirasiyla & ve r
parametreleri tahmin edilir.

a) p parametresinin tahmini : ’

Fonksiyonun iggiicine gore kismi tiirevi alindifinda, bulunan
sonuc (28) iicrete esitlendiginde (31) de goruldiigl lizere dogru-
sallastirilabilinir. Ucretin esitinden (—eln v+ 1n (1—3)) ve (1—p)
nin tahminleri elde edilir. Ilkinde ¢, ¥ ve 8§ parametreleri birbirle-
rinden ayrilmazlarken, (1—e¢) den e parametresi kolayca bulunur.

Ky=(1-p) _ ,1=-8.,r
(-L-) == (T)W

Q

1n = —plny 4+ 1In (1—38) + (14¢) 1In (T) (51)

P
b) & parametresinin tahmini :

Simdi de fonksiyonun kapitale gore kismi tiirevi alinip, bulu-
nan sonu¢ (27) kapitalin tcretine esitlenir. Ucretlere esitlenen
kismi tiirevler esitleriyle birlikte birbirlerine boéliindiigiinde bilin-
digi tizere, marjinal teknik ikame haddi, w—r oram esitlii elde
edilir. p,, K—L ve w—r oranlar1 bilindiginden esitlikten yararlanil-
diginda, (1—38) /s adi regresyon analizinden yararlanilarak bulunur.
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¢) vy parametresinin tahmini :

Nihayet ¢ ve § parametreleriyle @, K ve L nin degerleri bilin-
diginden fonksiyona doniiliip, v parametresi dogrudan dogruya
regresyon analizinden yararlanarak tahmin edilir.

2. Parametrelerin Diger Tahmin Yontemi:

Y, 8 ve p parametreleri sayet w, r, K, Q ve L nin degerleri bili-
nirse, faktorlerin marjinal verimliliklerinin tcretlerine egitleyen
esitlikler logaritmik hale donistiirillerek tahmin edilebilirler.

Bu yontem bize ayni zamanda, gercekten (K/Q) niin issliniin
(L/Q) niin ussi ile ayni olup olmadigimi kontrol etme olanagim
verir. Bu Dhrymes (5) tarafindan yapilmis ve {islerin birbirlerin-
den farkli olduklar1 bulunmustur. Dhrymes tarafindan tahmin
edilen iki esitlie (52) ve (53) ve = nin asir1 kari belirttigi, faktor-
lerin toplam gelirlerinin ilave toplam degere esitligini gerektiren
muhasebe esitligine (54) sahip oldufgumuzu varsayalim. Son esitli-

gin her iki yanin1 malin fiatina bélerek terimlerini gercek degerlere
cevirirsek, muhasebe esitligi yeniden (55) de goriuldigi tizere yazi-

-;- = ¢ (%) 9 ; (53)

ir. (52) ve (53) deki esitleri yerlerine konulup ve denge halinde de
m+wL+rK = Op (54)

n nin sifir olacag: hatirlandiginda, (55) den (56) da goriilen esitlik
elde edilir. Beklendigi tizere bu esitlik, Olcege gire sabit verimleri

L eh 1t 2w = 55
= (P)L (p)K Q (55)

temsil eder ve b, d ye esit oldufunda CES fonksiyonuna dontuigir.

(5) PJ. Dhrymes, «Some Extensicus adn Tests for the CES Class of Pro(

duction Functions», Review of Economics and Statistics, C. XLVII,
(1965) s. 357 - 366
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Fonksiyon (52) ve (53) de yazilmis bulunan deneysel esitliklerden
elde edilmis bulunup, faktoér paylar: toplamimin iiretilen ilave dege-

1-b 1-4 ;i
i+ =9 (56)
Q. Q

re esitliinin gerceklesmesi icin mantiken zorunlu kosuldur. Fonk-
siyon ikame elastikiyetlerinin sabit kaldig1 fonksiyonlar sinifindan
degildir ve sayet (52) ve (53) deki esitlikler kabul edilirse CES iire-
tim fonksiyonu hipotezi reddedilmelidir. Fonksiyonun, tam rekabet
kosullarinin yoklugunda gecerli olan CES tipindeki bir fonksiyon
oldugu da sOylenemez. Ciinkii, elde edilisinde goriildiigii iizere piya-
sa kosullar ile ilgili herhangi bir varsayum yapilmadi. Ayrica fonk-
siyonun isgliciine gore alinan kismi tiirevi, (52) deki egitlikle be-
lirtilen iliskiyi de vermez. Dolayisiyle, ACMS nin elde edilmesinin
dayandig: tam rekabet kosullarinin varlhigi varsayiminda reddeail-
melidir.

Sayet CES tipi {iretim fonksiyonu {izerinde israr edilecekse,
(52) veya (53) deki esitliklerden birinden vazgecilmelidir. Dhry-
mes (53) deki esitlikten vazgecip, tam rekabet kosullarinin yok-
lugunda (52) deki esitlige dayanan CES fonksiyonu elde etmistir.
Elde ettigi fonksiyonun basit bir 6rnegi alinarak, baz ilgi cekici
sonuclar belirtilebilinir. Sayet yalniz isgiicli piyasasinda tam re-
kabet kosullar1 gecerli degillerse isgiiclinlin marjinal maliyetinin
ucret haddine esitligi yerine daha karigik bir fonksiyonla karsila-
sihir. Toplam maliyetin esitinden (wL + rK), isglicliniin marjinal
maliyeti (57) de goruldigiu flizere elde edilir. Parantez icindeki

g;f L ifadesi, isglicii kullanim miktarina gore iicretin elastiki-
w

yetidir. (Isgiicii arz egrisinin elastikiyetinin tersi) Kisaca. e, ile

a

" 9TM _ ow
PR 7t
i (57)
= w(¥W L
w(aLw+1)

gosterilinirse, (57) deki esitlik tekrar kisa olarak ifade edilebilir
(58) . Ote yanda kar makzimizasyonu, 9TM/3L nin 3Q/oL ye esit-

™
_gn =wie el (58)
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ligini gerektirdiginden (59) daki esitlik yazilir. Toplama kosulu
ve Olcege gore sabit verimlerin varliginin neden oldugu (60) daki

3% = Wle t1) (59)

esitlikte yerine konuldugunda, elde edilen esitlik (61), w yi vere-
cek sekilde (62) de goriildiigii lizere diizenlenebilir. Esitlikten bu-

S 0
Q=== K +32L (60)

lunan w nin egiti, (3) de yerine konuldugunda, (63) de goriilen

b ToR g 1)1,
Q = ST i (61)

wL
esitlik elde edilir. Dolayisiyle de (64) de gorilen esitlige varlir.

e QR K 1 (62)
L oK L (e + 1)
‘ : ol Moy ol |
1n(%) = lna + lln(f 3 L} ( EE,L g | ) (63}
g el DO (.g. ,a-..g. E))‘
L (EWL T 1YA: L K L
y1/X Q) 1/ =82 20K
( ( ) WL +.1) L 9K L
l/)\ R/ X=L e R A0 64
) A0 L) e €0
s B , erine 1/A—1 ine d
L (e . +1) v a, (1/A—1) yerine de
Bu esitlik, (3] wL e konuldugunda, (65) de
b [ £ K a
a(z -1 = TR -—g (65)
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goriilen esitlik yazilir, Dikkat edildiginde gortliir ki, bu esitlik
CES fonksiyonunun elde edilmesinde yararlanilan, esitligin (15)
aynisidir. Ve yukarida bulunan CES fonksiyonunun temel sekli,

gene elde edilir. Bununla birlikte simdi a, (— Ly1A e+D

yerine yazilmistir. Fonksiyon, (66) da goruldugu lizere bu yeni
sekliyle yazilinca da, tiretim fonksiyonlar ile ilgili iki sorunun var-

0P =P (= LM e Lanyu® (66)

lig1 ortaya cikar. a parametresi yalnmz isgiicii ve iiretim arasindaki
fiziksel iligkilerin degil piyasa kosullarinin da bir fonksiyonudur.
Isgiiciiniin arz egrisinin elastikiyeti degistiginde fonksiyonun para-
metresinin degeri de degisecektir. Dolayisiyle bu anlamda kullani-
lan tretim fonksiyonu, alisilagelen anlamda kullanilmamaktadir.
Diger bir sorun da, yalniz a parametresinin tahmin edilebilrligin-

den dogar. Fakat parametrenin tahmini (_L) 1/A ve (emw+1) bo-

o
limlerinin ayr ayri tahmin edilebilinmesine olanak vermez. Bu
identification probleminin tipik bir ornegidir (6). Kisaca iretim
fonksiyonunun fiziksel ozellikleri, parametrelerin tahminlerinden
bulunamaz.

Dhrymes, bunu gerceklestirmege calismistir. Cross-section’a
ait bilgilerden yararlanmis ve Ornekte, firmanin karsilasacagl is-
glicii arzinin elastikiyetinin, isglici kullanim miktarinin toplam
isgiicli arzina orani degistikce degisecegini varsaymistir. Gercek-
ten de toplam isgiicli oranimin %50 sini kullanan firmanin karsi-
lastig1 elastikiyet, yalmiz toplam isgiiciiniin % 5 ini kullanan fir-
manin karsilastig: elastikiyetten farkhidir. Bu ayr: aksaklik indek-
sinden yararlanildiginda, fonksiyon tekrar (67) de goriildigii iize-

QP =uk P ()M e (i1 (0 170 e

-re yazilir. Fonksiyonda, XC,, .. ye esit ve C; de diizenlenen aksak-

i1k indeksidir. Fonksiyonun parametreleri sirasiyla u, (_1_) 1/;‘{
o

dir ve ( _1._) 1/ l X sifirdan anlamh gekilde farkliysa tam reka-
oL

bet kosullarinin gerceklesmedigi sonucuna varilir.

(6) R.J. Wonnacott ve T.H. Wonnacott, Econometrics, 1. B, New York,
John Witey and Sons, Inc,, 1970, s. 80



D. TEKNOLOJIK iLERLEME

Teknolojik ilerleme fonksiyona iki yoldan sokulabilinir. Fonk-
siyonun parametrelerinden yalniz v ve § teknolojik ilerlemeden et-
kilenir. ¢ parametresi, goriildiigii tizere fonksiyonun ikame elasti-
kiyetini belirler ve tanimdan otiirii sabit kalr.

1. Teknolojik ilerlemenin, v ve 3 parametrelerini etkiledigi
sekilde diisiiniilmesi.

Zaman boyunca v parametresinde olusan degisim, verilen fak-
tor miktarlariyla tretilen mal miktarini etkiler. Fakat verilen
faktor fiatlarinda, faktorlerin birlesim oranlari bu degisimden et-
kilenmez. Marjinal teknik ikame haddini, faktorlerin {icretleri ora-
nina esgitleyen (39) deki esitlik hatirlandifinda, faktorlerin birle-
sim oranlarinin v parametresindeki degismelerden etkilenmiyecegi
derhal goriiliir. Dolayisiyle v parametresindeki degismelerle ifade
edilen teknolojik ilerlemeler, Hicks anlaminda yansizdirlar. Ve
tretim faktorlerinin nispi paylarini, yalniz ikame elastikiyetinin
degeri ve faktdrlerin arzlarindaki nispi degismenin yonii etkiler.
Kapital-isglicii oraninda olusan artma, ikame elastikiyetinin de-
gerinin birden kiiclik veya biiylik olusuna gore, lUretimde isgiicii-
nin nispi paymin artmasina veya azalmasina neden olur.

Ote yanda § parametresindeki degismelerin, faktorlerin birle-
sim oranlarn tlizerinde etkileri vardir (39) da yazih esitlikten go-
riilecegi lizere, » nin degerinin eksi birden biiyiik olusunda, § para-
metresinin degerinin artmasi isgilicii-kapital oraninin azalmasina
neden olacagindan, isgiicii miktarmi arttirier teknolojik ilerleme
ile karsilasilmis bulunulur. Parametrenin degerindeki azalma ise,
aksine kapital miktarini arttirici teknolojik ilerlemeye neden olur.

Bu fonksiyonda, Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun aksine
yanli teknolojik ilerlemelerin iiretimi nasil etkiliyecekleri énceden
bilinebilinir. 8 parametresinin deferi arttiginda, kapital faktorii
miktarindaki artma, igglicii faktoriinin miktarindaki artmadan
biiyiikse, tretim miktar1 artacaktir. Fakat isgiicti faktorii mikta
rindaki artmanin hizi, kapital faktorii miktarindaki artma hizin-
dan daha biiylikse, parametredeki degisim ve biiylime hizlar:1 mik-
tarlagtirlmadan teknolojik ilerlemenin tretim seviyesi uzer1ndek1
etkisi ile ilgili birsey stylenemez.
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2. Teknolojik ilerlemenin faktérlerin verimliliklerini
etkilemesi seklinde diisiiniilmesi.

Uretim faktorleri verimlilikleri birimiyle 6lciildiigiinde fonk-
siyon (68) de goruldigl lizere yazlir. Fonksiyonda, K ve L sira-
siyla e™ K ve e™L yerlerine yazilmiglardir. Sayet faktorlerin ve-

QP =y PL6R P+ (1-6)E70) i

rimlilikleri zaman boyunca ayni oranda artiyorsa, fonksiyon (69)
da gorildiigi lizere yazilir. Dolayisiyle faktorlerin verimliliklerin-
deki ayn1 oranda deZismeler, ¥ parametresindeki degisimle ifade
edilirler (v = ve™). Yukarida gorildigi tizere, v parametresindeki

g0 = Y_p{ Ge*mtpK_p+ (1-8) eﬁmtpL;p}

QP = ¥y PP LK TP+ (1-6)L7°)

0 = ye™ sk P+ (1-6)17°)"1/P (69)

degisimle ifade edilebilen teknolojik ilerlemeler, Hicks anlaminda
yansiz teknolojik ilerlemelerdir.

Son zamanlarda, istatistiksel testlere uygun model sagladigin-
dan, teknolojik ilerlemelerin biitiiniiyle faktdér miktarlarimi artti-
ricl1 modeli genis bir kabul edilebilirlige kavusmustur. Biitiiniiyle
faktor miktarlarini arttirica teknolojik ilerleme ile, genel CES
fonksiyonu (70) de goriildiigi lizere yazilir. Teknolojik ilerlemenin

Q={AMK) ™ + BHL) —° L 1k (70)

yanlhilifini veren (71) de yazilmis bulunan esitlikten (7) teknolo-
jik ilerlemenin yanhliginin yonii arastirilabilinir. Tkame elastiki-

e i_) (dAgdt _dBP{dt) (1)

yetinin degerinin birden kiiclik oldugunda sayet dA/dt, dB/dt den
biiyiikse veya degerinin birden biiyiik olusunda, sayet dB/dt, dA/dt

(7) C.E. Ferguson, The Neoclassical Theory of Production and Distribution,
1.B., London, The Cambridge University Press, 1969, s. 244
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den biiyiikse, isgiicii kullanan teknolojik ilerleme ile karsilasilir.
Ciimlede uygun degisiklikler yapildiginda, kapital kullanan tek- -
nolojik ilerleme varlig: icin gerekli kosullar elde edilir.

Isgiiciiniin nispi payindaki degismeyi de, (72) de goriilen esit-
lik verir (8). Parantez ici, kapital - isgiici oranindaki degisimin
do/dt _ dn/dt , dr/dt, _,dB/dt . dL/dt

o & K K e g L 2

(72)

efektif gross haddi olarak diigliniilebilinir. Bu haddin pozitif oldu-
gu varsayilirsa, ikame elastikiyeti degerinin birden kiicik veya
biiylik olusuna gore, isglicii nispi payindaki degisim haddi pozitif
veya negatif olur.

W L&
(1-a) (1 =) {(

Harrod anlaminda yansizlikla, bu modele kolayca sokulabilir.
Uzawa’nin (9) gosterdigi gibi, Harrod anlaminda yansizlik icin,
(73) de yazlan kosullar gerceklesmis bulunmalidir. Ve bu kosul-

dA/dt dB/dt :
Y >0y B >0 (73)

lar gerceklestirildiginde, fonksiyon (74) de gorildigi iizere yazi-

Q7P = Y P{ek P+ (1-8) (Le™T) TP} (74)

Iir. Fonksiyon, ikame elastikiyetinin degeri bir oldugunda, Hicks
ve Harrod anlamindaki yansizliklarin kogullarini bir arada saglar.
Fonksiyonda, teknolojik ilerlemenin yanhhgim ve isgiiciiniin nis-
pi payindaki degisim haddini, sirasiyla (75) ve (76) da goriilen

= em(1 -1
R e m ] (75)

dayae . il Tl dx/dt.
esitlikler verir. Esitliklerden, —em nin sifirdan biiyiik veya kiiciik
oluguna gore, teknolojik ilerlemenin Hicks anlaminda kapital ve-

(8) 1Ibid, s. 244
(9) H. Uzawa, «Neutral Inventions and the Stability of Growth Equilib-
rium», Review of Economic Studies, C. XXVIII, (1961), s 112
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ya isglicii kullanan tipde oldugu bulunur. Ayrica esitlikten, sayet
isgiicli miktarindaki biiyiime haddi, kapital-isgiicii oranmmn bii-
yiilme haddinden biiyiikse, isgiicii nispi payinin biiyiime haddinin
pozitifligi ile ikame elastikiyeti degerinin birden biiyiik olmasinin,
birbirleriyle bagdasacag1 goriiliir.

Harrod anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemenin tam ters
simetrigi olan Solow anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi ve-
ren lretim fonksiyonunda, (77) de gorildigu lzere yazilir.

0P = v Pes(Re™E) TP+ (i-6)L P} (77)

Cobb-Douglas iiretim fonksiyonundan farkh olarak, teknolojik
ilerlemenin her ii¢c sekli de deneysel olarak birbirlerinden ayirde-
dilebilirler. Ciinkii, cebirsel ifadeleri birbirlerinden farklidir. Bu
farkhlik fonksiyonun parametrelerinin tahminine engel olustur-
maz. Ornek olarak Hicks anlamindaki yansiz teknolojik ilerleme
aliirsa, QK,L nin degerleri bilindiginden —1/¢ ve §' parametrele-
rinin tahmininin, faktdrlerin marjinal verimliliklerini iicretlerine
esitleyen esitliklerden saglanabilinecegi goriiliir. Fonksiyon (78)
de goriildiigii tizere yazilabilindiginden, (79) daki logaritmik esit-

g = ye"t(x) (78)

lik elde edilir. t degerine sahip olundugundan, esitlikten v ve m
parametrelerinin ayr ayrn tahminleri elde edilinir.

1nQ = lny +mt+ 1nx (79)

Harrod anlaminda yansiz teknolojik ilerlemeyi veren fonksi-
yondan da parametrelerin tahminleri kolayca elde edilir. Fonksi-
yonun isgiicline gore alinan kismi tiirevi (80), (81) de goriildiigii

gibi dogrusallagtirildifinda, esitlikten ¢ ve m parametrelerinin ay-
r1 olarak tahminleri elde edilebilir. (¢+1) den p parametresinin, t

9. Lt =pmt L.~ (p 1)
1-¢ R
3L, To¥ Did=6)e (5

(80)
7 Ly
Th (5) = = Iny +1n(1l-§)=~pmt~-(p+l)1ln (aJ (81)
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nin katsayisindan da e degeri bilineceginden m nin tahminleri el-
de edilir. Esitligin sagindaki iki terim tek bir sabiti olusturdukla-
rindan, parcalar: birbirlerinden ayirdedilemez.

Solow anlamindaki yansiz teknolojik ilerlemeyi veren fonksi-
yonun da parametreleri, Harrod anlamindaki yansiz teknolojik
ilerlemeyi veren fonksiyondan parametrelerin elde edilmesi gibi
elde edilir. Yalmz {icretle (L/Q) arasindaki iligskinin yerini, kapi-
talin lcreti ile (K/Q) arasindaki iligki alir.

E. FONKSIYONDA OLCEGE GORE VERIMLER

v ile olcege gore verimlilik parametresi belirtilirse, fonksiyo-
nun daha az kisitlanan sekli (82) de géruldugii lizere yazilir. Fonk
siyonun ikame elastikiyetinin esiti gene 1/(14¢) dur. Fakat artik
Olcege verimler bire esit degildir. Fonksiyon, (83) de gorildigu

Q=y{6K P+(1-5)L" P} V/P (82)
o P/V = y'p/"{ax'p-k(l-an.‘p} (83)

- /V -0 -

= 0 p 47 -0/V K 3 L_
-?re dQ 0 =Y p{8 < dr + (1-8) T aL )

(84)
gibi yazilabilineceginden, (84) de yazilan esitlik elde edilir. Olce
ge gore

verimlerin aragtiriimasi, (dL/L) nin (dK/K) ya esitligini ge-
rektirdiginden sirasiyla (85) ve (86) da goriilen esitlikler elde edi-
lir. Dolayisiyle, kapital ve isgiicliniin kullanilmasindaki %10 luk

ag 9~ °/V E 3 3
_Qg g = = QKE Y IV sk P+(148)L7P) (85)

bir artma, Gretim seviyesinde %10. v miktarinda bir artmaya ne-
den olur. v parametresi degerinin, birden kii¢iik veya biiyiik olu-

a0 _ , dK (86)
0 VX

sunda, Olgege gore azalan veya artan verimlerle karsilagilir. Dege-
rinin bir olusunda, Olcege gore verimler sabit kalacagindan fonk-
siyon orijinal sekline doniisiir.
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Fakat bu parametre, kullanilan kapital ve iggiicii faktoruniin
gercek miktar: bilinmeden, tiretim miktarindaki degismenin ne
kadarhk kismimin, iiretim olceginin sagladig1 tasarruflardan ya-
rarlanmaya ait oldugunu dogru olarak gostermez. Verilen bir tek-
noloji, olcege gore yiiksek verimlere-neden oluyorsa, firmamn kul-
landig1 lretim faktorlerinin miktar1 sifira yaklasik oldugunda,
teknolojinin bu oOlgekte kullanmilmasinin neden oldugu kazanclar
mutlak anlaminda kiiciliktiirler. v parametresindeki degisikliklere,
teknolojik ilerlemelerin neden oldugu yaklasik olarak sdylenebili-
nir. Fakat iretim oOlcegindeki degisikliklerinde parametrelerde
degisikliklere neden olahbilecegi aciktir.

Burada belirtilmelidir ki, Cobb-Douglas iiretim fonksiyonun-
da oOlcege gore verimlilik parametresine sahiptir. Tekrar I'Hopital
kurali uygulandiginda elde edilen esitlikte (87), ¢ nin degeri sifir

o /v
totloiabdeh, Vi i L_ (87)
0 - {5 dK + (1-6) T dL}
oldugunda, (88) de goriilen e§1t11k bulunur. Esitligin entegrali

a0 _ .., dK dar 88
AV K+(1<5) 7 (88)

alindiginda, In A nin entegralin sabiti oldugu logaritmik esitlik

89

1nQ = §vinK + (1-6)v1lnL + 1nA (69)

elde edilir (89). Ve bu esitligin antilogaritmasi alindiginda, (90)

da gorillen fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyonda, olcege gore ve-
1—

RBE A (90)
rimleri faktor iislerinin toplami verdiginden, v dlcege gore verim-
ler parametresidir. Boylece Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun
Olcege goére verimlilik parametresi, CES fonksiyonundan elde edil-
mis bulunmaktadir.

F. SONUC

Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunda, @, K ve L degiskenleri
indeks sayilarina indirgenerek, A sabit oraninin doguracagi boyut
problemlerinin bazilarindan Kkacinilabilinirdi. Bu CES fonksiyo-
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nunda yapilamaz. Degiskenlerin simdiki degerle degerlendirildigi
fonksiyon, basglangic dénemi degerleriyle degiskenlerinin degerlen-
dirildigi fonksiyona bdliinmesi, degigskenlerinin indeks sayilarina
indirgendigi fonksiyonu vermez. Kisaca y verimlilik parametresinin
degeri, p veya Q, K ve L nin birimlerinden bagimsiz kilinamaz.
Toplama problemi ile ilgili yukarida soylenenler bu fonksiyon igin
de tekrarlanabilir.

CES fonksiyonu, faktorlerin gerek birbirlerinin yerlerine ika-
me edilebilirlifine ve gerekse birbirlerinin tamamlayicisi olabilir-
ligine olanak verdiginden, yalniz uzun-donem arastirmalarinda
kullanmilmasi gibi bir kisitlamaga gidilmesine gerek birakmaz. Fa-
kat belirtilmelidir ki, fonksiyonun parametrelerinin tahminlerin-
de, sayet dogrusal regresyon teknikleri kullaniliyorsa, yapilmasi
gereken faktorlerin marjinal maliyetlerinin marjinal verimlilikle-
rinin kiymetlerine esit oldugu varsayiminin, faktorler birbirleri-
nin tamamlayicilart olduklarinda, nasil gerceklestirildigini anla-
mak giictiir. Sayet bir birim kapitalin kullanilmasi, dort birim is-
glcliniin kullanilmasin gerektiriyorsa, dérdiincii birimin marjinal
verimliliginin kiymeti, {iretim faaliyeti sonunda elde edilen iireti-
min kiymeti, iretim faaliyeti sonunda elde edilen {iretimin toplam
olur. Dolayisiyle, faktorlerin marjinal gelirleri, marjinal maliyetle-
rine esitlenirse, faktorlerin birbirlerinin tamamlayicilan olabilme
olasilifinin olmadigl varsayilmalidir.

Yukarida sdylendigi tizere, verimlilik parametresi iki kuvvetin
etkisini kapsar. Olcege gore verimler, verilen teknoloji seviyesinde
olcegin arttirilmast nedeni ile olusmus olabilecegi gibi, dlcek sabit
kaldiginda teknolojik ilerleme de liretim miktarinda bir artmaya
neden olabilir. Bu iki etkide, dolayisiyle homojenlik parametresi
ni etkileyebilir. Deneysel uygulamalarda, etkinlikleri sonuclarimir
birbirlerinden ayrilabilinmesi olanak icinde olmayabilir.

Diger bir giicliik ise, fonksiyonun n faktore genellegtirilmesin
de rastlanan gucliktiir. Asagida Ozetlenen Uzawa'nin (10) genel-
lestirilmesi basarill olmasina karsin, ikame elastikiyeti degerinin
sabitligi cercevesinde kaldigindan tam bir genellestirme degildir.

= ~R o P
Q=v{6;%) %+ 6% P+, +5nxno}-l/p (91)

(10) H. Uzawa «Production Functions with Constant Elasticity of Substitu-
tion», The Review of Economic Studies, C. XXIX, (1962), s. 291-299



Al T G X, ile lretim faktorleri belirlenirse, ilk genellegtiril-
me, fonksiyon (91) de gorildigi tizere yazildiginda gerceklesir.
Gorildiigi tlizere fonksiyon dogrusal homojendir ve biitlin faktor-
ler icin azalan verimleri kapsar.' Ve herhangi iki faktor arasinda-
ki ikame elastikiyeti degerinin diger faktor ciftleri arasindaki
ikame elastikiyeti degerine esit oldugu varsayilir. Bu ¢ok kisitla-
ylcit varsayimi, Uzawa ikinci genellestirmesinde terkeder. Dort
faktori kullanan bir liretim faaliyetini diisiinelim. Faktorlerden
X, Ve X,, o kadar bir kolaylikla, X; ve X, de oy kadar bir kolaylikla
birbirlerinin yerine ikame edilsinler. x, ve x; faktorlerinin kismi ika.-
me elastikiyeti o3 nin, x; ve x, faktorlerinin kismi ikame elastiki-
yeti o4 nin ve gene o ve ox nin degerleri bir olsun. Bu kosullar
gergeklestiren fonksiyon (92) de goruldiigii lizere yazilir. Fonksi-

=P =p ~a./p i
Q=p(6,x, 124 12 132 P +o =
1% Sk ) (8% 34 g o 34 oV By i
(92)
yonda ey ve §; ler 6nceden oldugu gibi sabittirler (93). « lar toplami-
nin da bir olarak secilmesi, lcege gore sabit verimlerin varhigini ga-

rantiler. Fonksiyonun anlami, x; ve X,, X; ve X, lin ortak kismi ikame

=--=2 , oy, =--22 @
: 12 934

elastikiyetleri farkli olan iki seti olusturmasi ve iki farkli sete ait
degigkenler arasindaki kismi ikame elastikiyetleri degerlerinin birle
sinirlandirilmis olmasidir. Fonksiyon, Olcege gore verimlerin sabit
ve faktorlerin verimliliklerinin azalmakta olmasi ozelligine sahip-
tir. Fonksiyonun olgege gore verimlerin sabitligi- 6zelligi, kolayca
istenildiginde terkedilebilir. Degisik setlere ait degiskenler arasin-
daki, kismi ikame elastikiyeti degerinin birle sinirlandiriimasi,
fonksiyon igin bir giligliigii olustursa da, simdiye kadar bulunan en
genel sabit elastikiyetli iretim fonksiyonudur. Fonksiyonun para-
metreleri de kolayca tahmin edilebilir. f,, f,, f;, f; liretim fonksiyo-
nunun faktorlere gére sirasiyla kismi tiirevlerini ve p,, p;, ps; ve ps
de faktorlerin fiatlarmi belirtirse, (94) de yazilan egitlikler elde
edilir. Onceden hangi degiskenlerin, hangi setlere ait olduklar: bi-
linmediginden, (94) deki biitiin esitlikler tahmin edilmelidir. Esit-
liklerden bir tanesi alinarak incelenebilir, ikinci satirdaki ikinei
esitlik alindiginda (95) de goriilen esitlik yazilabilir. Bu esitlik lo-
garitmik esitlige cevrildiginde de, parametrelerin tahminleri elde

P12 P34
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£ P, " £ Py ' 4 Py
£y dipgirs Bl TRy
il ; :
o g
f4 Py

edilir. Sayet ox nin tahmini birden farkhi bulunursa, faktorlerin
ayni sete ait oldugu sonucuna varilir. Simdi de f,/f; = p,/p; tah-

(___)( 4 1 /024 = —Eg (95)
2 : Py

min edilir. Elde edllen ox nin tahmini ¢» nin tahminine egit bu-
lunursa, %, X; ve X, ile belirtilen faktorlerin aym sete ait olduklan
sonucuna varilir. Bu yolla setler saptandiktan sonra, 3 ve o para-
metreleri tahmin edilir. Bu tahminler fonksiyonda yerlerine ko-
nulduktan sonra, fonksiyon logaritmik olarak yazilirsa, ¢ ve o pa-
rametrelerinin tahminleri de elde edilir. -

Nihayet fonksiyonun ikame elastikiyeti degerinin, faktorle-
rin birlesim oranlarindan etkilenip etkilenmediklerinin bilinmedi-
ginin belirtilmesi gerekir. Fakat bu gli¢cliige, biitiiniiyle genel bir
fonksiyon bulununcaya kadar katlanilmahdir. Eldeki veriler ve
istatistik teknikleriyle, genel bir fonksiyonun tahmin edilmesinin
olanaksiz olmasi ve genel fonksiyonlarin, Neo-klasik kosullar: bii-
tiniyle saglayamamalar sabit elastikiyetli iiretim fonksiyonunun
kullanilmasina devam edilmesini zorunlu kilar.
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