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A. GİRİŞ 

Fonksiyon, Cobb - Douglas f_onksiyonundan sonra Marshallian 
tipteki üretim fonksiyonlanndaki en önemli gelişmeyi oluşturur. 

Bu gelişim, Cobb-Douglas fonksiyonunun genelleştirilmesi ile sağ· 
lanmışt'ır. Fonksiyonun ikame elastikiyetinin değeri sabittir. Fa
kat bir elma koşuluyla sınırlandırılmıştır. Fonksiyona ilk defa 1954 
yılında Dickinson'ın yazdığı makaledeki dipnotta rastlanmıştır (1). 
Fakat Nerlove'ın (2). Belirttiği gibi fonksiyon, 1956 yılmda Swan 
ve Solow tarafından kullanılmasına karşın geniş kabul edilebilir
liğin{ Arrow, Chenery, Minhas ve Solow'un birlikte yazdıkları ma
kaleye borçludur. 

Bu fonksiyonda, Cobb-Douglas fonksiyonunun elde edilmesin
de olduğu gibi, işgücü payının _gözlenmesi sonucunda elde edil
miştir. Kişi başına üretimin ücret seviyesinin değişen oranı olarak 
gözlenmesi (1) deki eşitliğin farklı olarak yazılmasını gerektirmiş-

( 1) H.D. Dickinson, «A Note on Dynamic Economicsıı, Review oj Econo-
mic Studies, C. XX, (1954) s. 182 ' 

(2) M. Nerlove., «Recent Empirical Studies of .the CES and Related Produc
tion Functionsıı, The Theory and Empirical Analysis oj Production, der. 
M. Brown, Studies in Ineome and Wealt C. XXXI. ı . B., New York, Na
-tional Burean of Economie Research, 1967, s . 158 
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(~)L = aQ p (1) 

tir (2). Açıktır ki .A ın birden büyük olması, kişi başına üretimi üc-

(2) 

ret haddinin artan bir fonksiyonu olarak belirler. a. ve J... paramet
releri,- (2) nin logaritmik şekli -oıan (3) aerr tahmin edilebilirler. 

ın (QL) = lna + ;\.ln (~) p (3) 

Şayet A. in tahmin edilen değeri, anlamlı şekilde birden farklıyken 
- bir olarak sınırlandırılsa, mantıksızlık yapılmış olur. Şimdi, (2) de· 

ki eşitliği veren fonksiyonun geriye gidilerek bulunmasına sıra 
gelir. Bilindiği üzere, herhangi bir fonksiyohda toplam üretim se
viyesindeki değişiklik, işgücü ve kapital faktörlerinin üretimleri 
toplamına eşittir. Kısaca matematiksel olarak da, ( 4) de görüldüğü 
üzere yazılır. Ölçeğe sabit verimlerin varlığı da, dQ/ Q, dK/ K ve 

dQ = ~~ dK + ~ dL 
(4} 

dL/L nin birbirlerine eşitliklerinin gerektirdiğinden ( 4) deki 
eşitlik, (5) de görüldüğü üzere yazılır. Kannı maksimize etmeyi 

(5) 

amaçlayan firmanın tam rekabet koşullarında, işgücünün ücretini 

'( ; ) marjinal verimliliğine eşitHyeceği hatırlanırsa, üretim mik

tarını veren eşitlik tekrar (6) da görüldüğü üzere yazılır. 

(6) 

358 



Eşii:.likten elde edilen ( ; ) nin eşiti (3) de yerine konuldu

ğunda (7) veya (8} de görülen eşitlik elde edilir. Dolayısiyle, (8) 

Q Q K ôQ) ln(r;) = lna + !.ln(r;- L ôK (7) 

o_ a<Q _ ~ ao> 
L - L L ôK (8) 

den (9) daki eşitliğe varılır. Eşitlikte a.-
1/J.. yerine a, 1/).-1 yerine 

(9) 

de p konulduğunda eşitliğin basit olarak ifade edilmesi sağlanır 

Q Q K ôQ 
L(l-a) (L)) = L ôK 

(10) 

t10). İşgücü miktarı sabit tutulduğunda (L) , eşitlik tekrar yazı-

ôQ = L ôK 
K (ll) 

lır (ll) . Eşitlikte; (12) de görüldüğü üzere düzenlenip entegrali 

E = ao + a (Q/L) p-laQ = E aK (12) 

Q l-a(0/E)P K 

alındığında (1 /P) 1n,B nın entegralin sabiti olduğu, (13) de görü-

L - p -E lnQ - ln ( 1-a (Q/L) = L lnK 
p 

ı - lnS p (13) 
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ıen sonuç elde edilir. Eşitliğin anti logaritması alındığında da (14) 
de görülen eşitlik elde edilir. {3 , ent egralin sabitinden elde edildi
ğinden Q ve K dan bağımsız olmasına karşın, işgücünün bir fonk-

Q K 

{1- a (Q/L ) l/p 
= 

8 ı/Lp 
; 

8 ı;E Qp 
+ a 

Qp 

Kp 
=ı ; S

l/L K- p 
-- + a = ı 

Q 

Lp Q 
-p 

-p = 8 ı;E K-p + a L- p {14) 

siyonu olabileceği hala düşünülebilinir. Eşitliğin L ye göre kısmi 
türevi alınarak, f3 ile L arasındaki ilişki belirlenebilir. {L, L ile K 
da K ile değiştirilerek, (3) deki eşitliğin gerçekleşmesi için f3 nın 

alacağı değer bulunacaktır.) Eşitliğin alınan türevi {15), görüldü

ğü üzere ancak .2.._ {{31/ L K - P) sıfır olduğunda Q/ L = ( aQ ) X 
aL aL 

şeklindeki eşitliği verir. Dolayısiyle 131/ L nin L den de bağımsız 
olduğu görülür. Kapital ve üretim mik tanndan da bağımsız 

olduğu görüldüğünde, f3 1/ L yerine bir sabit, ll konulduğunda, (14) 
CES fonksiyonunun temel şeklini verir. Fonksiyon, ölçeğe göre sa
bit verimler, tam rekabet koşullannda firmanın karını maksimi-

ze etmeyi amaçlıyacağı varsayımlan ve orijinal QJL = OJW ,\ iz· 
lenimi sonucunda zorunlu olarak elde edilir. 

- p o 

Fonksiyonun eşürün eğrilerinin şekilleri araştırılınağa başla
madan önce, dağılım ve verimlilik parametrelerinin ayrılmasında 
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da kullanılması zorunlu olacak ACMS (3) taı:afından kullanılan 

yaklaşım, temel 'şekilden elde edilmelidir. Fonksiyonun temel şek-

li, . (16) da görüldüğü üzere yazılıp, (ı.t+a) yerine y-P konulursa, 

Q -P için yeni bir eşitlik elde edilir (1 7). Nihayet ı.ı-8 P yerine de 

- p a -p 
Q-p = ( ıı+a) ( {ıı; a) K + {ıı + a) L ) (16) 

-~·- - ... -~ 
8 konularak, kullanılan yaklaşım (18) de görüldüğü üzere elde 
edilmiş bulunur. 

0-p =y-p(ııypK-p + (1-ıı·y p )L-p) 
' 

(17) 

(18) 

Fonksiyonun eşürün eğrilerinin şekilleri, üretim miktan sa
bit tutularak araştırılır. Fonksiyonun toplam türevi (19) sıfıra 

eşitlendiğinde dK/ dL, nin eşiti (20) de görüldüğü üzere kolayca 
elde edilir. 

(1/ )-·ı - p -1 
Q = {-1/py (ôK- p+(ı-ô)L-p)- p .- p6 K } dK 

+ {-ı/ p ô ( 6 K- p~ ı-o ) L- p ) - (ı/ p) -ı . - p (1- 6 ) L-p -ı } dL 

(1.9) 
dK _ 
dL--

(ı-ô) 
ô 

(~) p+ı 
L (20) 

Eşitlik, görüldüğü üzere eşürün eğrisinin eğimini faktörlerin 
birleşim oranlannın bir fonksiyonu olarak belirler, P eksi bir oldu· 
ğunda, dKfdL -(1-8) / 8 değerini alır. Eşitinin .gerek payı ve ge
rekse paydası sabit olduğundan, eşürün eğrisi bir doğrudur. p nın 

değeri eksi birle, sıfır arasında bulunduğunda, kapital işgücü ora
nı arttığında MTİHkı nin değeri artacağından eşürün eğrisi oriji
ne dışbükeydir ve gerek işgücü ve gerekse kapital eksenlerini ke-

(3) K..J. Arrow. H.B. Chenery, B .S. Minhas ve R.N. Solow, «Capital and La. 
bor Substitution and E conomic Efficiency», Review ot Economics and. 
Statistics, C. XLIII, 0961), s. 230 
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ser. p sıfır olduğunda, işgücü ve kapital eksenleri eşürün eğrileri
nin asimptotları olurlar. p sıfır değeri aldığında, .A da bir olacağın
dan bu eşürün eğrileri, Cobb-Douglas üretim fonksiyonunun eşü
rün eğrileridir. Fakat p sıfır olduğunda, CES fonksiyonunun Cobb
Douglas fonksiyonuna döneceği açık değildir. P sıfır olduğunda 

(21) da görüldüğü üzere yazılan fonksiyonun sol ve sağ yanı bire 

(21) 

~ 

eşit olur. Problemden, l 'Hopital kuralından yararlanarak kaçınıla-

bilinir. Fonksiyonun türevi alındıktan sonra parametrenin aldığı 
değer yerine konulur. Bulunan eşitliğin (22) , entegrali alındığın-

dQ Y- Pc; dK + y - p <l- o) dL 
Q(l-p) 

= 
K(l+p) L(l+p ) 

dQ 
0 dK + (1 - c; > dL 

Q K L (22) 

da logaritmik olarak yazılmış bulunan eşitlik, (23) de görüldüğü 
üzere elde edilir. Eşitlikte görülen ln A, integralin sabitini oluş-

turur. Eşitliğin antilogaritması alındığında Q = AKS L (1-S) bu-

ln · Q = ô ın K +(1-ô)ln L +ın A 
(23) 

lunur. CES fonksiyonu elde edilirken, ölçeğe ' göre sabit verimler 
varsayıldığından, elde edilen Cobb-Douglas fonksiyonu da ölçeğe 
göre sabit verimlere sahiptir. P nın değeri sıfırdan büyük olmasın
da da sık sık yapılan yanlışlığın aksine işgücü ve kapital eksenle
ri, eşürün eğrilerinin asimtotlar,ı değillerdir. Eşürün eğrilerinin 
asimptotıarı eksenlerle çakışmaz. {4) Eşürün eğrilerinin (24) ve 

(4) T . Supel ve S. Garson, «A Note an the Asymptotes of tıhe CES Produc· 
tion Function in the Case where cr < ııı, Review of Economics and 
Statistics, C. LII, (1970), s. 337 
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K= {i (g)-p- (1-ô ) - p ·· 1 /P 
o L } 

(24) y 

L -{ ı (Q)-p- <ı- o> K- p } -1/p 
(1-ô) y o (25) 

K = Qôl/P L = g (1-6 )1/P 
(26) 

y y 
. 1 

rı veren eşitlikler elde edilir (26), p değerinin son~uza yaklaştığın-

da da, faktörlerin birleşim oranlannın zorunlu olarak sabit kaldı
ğı duruma yaklaşılır. Eğrinin eğimi, kapital - işgücü oranının bir
den küçük oluşunda sıfır birden büyük oluşunda SOJ:?.SUZ ve bir ol
duğunda da - (1-8) /8 olacaktır. Dolayısiyle CES fonksiyonu, P de
ğerlerinin eksi birle sonsuz arasında bulunduğu bütün eşürün eğ

rilerini kapsar. 

B. FONKSiYONUN VERİMLİLİK, DA(HLIM ve iKAME 
PARAMETRELERİ 

Fonksiyonun görüldüğü üzere, üç parametresi varsa da bun
ların iktisadi anlamdaki manalan ilk bakışta anlaşılamaz. Fakat 
önceden bilinmelidir ki, bu fonksiyonun da ikame elastikiyeti pa
rametresi vardır. Dolayısiyle ilk olarak bu parametrelerden hangi
sinin, ikame elastikiyeti parametresini temsil ettiği bulunmalıdır. 
Fonksiyonda, kapital ve işgücünün marjina l verimlilikleri, sırasiy
le (27) ve (28) de görüldüğü üzere bulunur. Eşitlikler, faktörlerin 
kullanım ve üretim miktarlarının bir fonksiyonudur ve değerleri, 

bütün terimleri pozitif olduğundan da pozitif miktarda faktör kul
lanımlarında p·ozitiflerdir. Faktörlerin kullanım miktarları, sıfır-

(27) 

(28) 

dan sonsuza artarken, marjinal verimliliklerinin değeri de mono
tonik olarak azalırlar. Gerçekten de, Euler teoreminden (29) ve 
(30) da eşitleri yazılmış bulunulan fonksiyonun ikinci kısmi tü
revlerin de yararlanılırsa, sonuç elde edilir. Marjinal verimlilikle
rin eşitlerinden, kapitalin işgücü için olan marjinal teknik ikame 
haddi ( -dKj dL), fonksiyonun toplam türevinden de elde edilen 
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şeklinde kolayca bulunur (31). s nin eşitinin kapital-işgücü ora-

cı+p)6y-p<~>p<K(aQ/~)-Q> 
K 

(29) 

(30) 

nma (x) göre türevi alındığında, bulunan eşitlik (32) tersine çev
rilip, s-x oranı ne çarpılırsa, bilindiği üzere bulunacak sonuç ta-

s = (1-ô) (K) (p+l) 
6 L 

(31) 

mınından ötürü ikame elastikiyetinin parametresi olacaktır (33). 
Sonuç ikame elastikiyethun değerini gerçekten sabit ve 1/(1+.P) 

d ı-ô (I< ) p (32) di = (p+l) <-r) L 

olarak verdiğinden, değeri fonksiyonun P parametresi tarafından 
tek bir değer belirlen!r. Kısaca _ikame elastikiyeti, marjinal teknik 
ikame haddini veren eşitlikte kapital _ işgücü oranının üssünün 

dx ~ = P = 
ds x 

(1-6) (!5.) (p+1) 
Ô L 

(p+1) (1~ 6 ) ( ~)p(~) 
= ı 

(p-1) (33) 

tersidir. ikame elastikiyeti parametresinin neden s nin eşitinde yer 
aldığı da kolayca anlaşılabilinir. ikame elasÜkiyetinin değeri bü
yük olduğunda, faktörler birbirinin yerlerine kolayca ikame edi
lebilirler. s nin değeri ise, diğerleri sabitken faktörlerin birbirleri
nin yerlerine kolay ikame edilmelerine karşın kolay ikame edile
memelerinde işgücü miktarındaki bir birim azalmanın daha fazla 
miktarda kapital gerektireceğini verir. Birbirlerinin yerlerine ko
lay ikame edilebilen faktörler ekonomik açıdan birbirlerine ben
zerler. ikame elastikiyetinin, küçük bir değer alması ise faktörlerin 
birbirlerine benzemediklerini gösterir Ve değerinin büyük olma
sına karşın, s de~rindeki artma kapitalin verimliliğinin azalmaya 
daha hızlı başlamasına neden olur. 
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p yerine ( _ı_ - 1) konulduğunda görüleceği üzere ikame 
. ). 

elastikiyeti .Aya eşit olacağından doğrudan doğruya (3) den yarar
lanarak tahmin edilebilir. Değeri bir olduğunda, 1. nın da değeri bir 
olur ve üretim ilişkilerinin şekli Cobb-Douglas ile ifade edilinir. 

Burada sırası gelmişken, CES fonksiyonunun il~ve bir özelli
ğinden de söz edilmelidir. Faktörlerden birinin miktarı sabit kal
dığında, diğerinin miktan sınırsız olarak artmağa başladığında 
fonksiy~m asimptotik davranış içine girer. Aşağıda görüleceği üze
re bu sonuç, bütünüyle ikame elastikiyetinin alacağı değere bağ
lıdır. Kapitalin miktan sabit kalırken, işgücünün kullanım mikta· 
rının sonsuza doğru arttırıldığını varsayalım. Fonksiyonun timi
tinin değeri P yerine ikame elastikiyeti cinsinden eşiti yazıldığın
da (34), ikame elastikiyetinin alacağı değere bağlıdır. Değerinin 
birden büyük olması halinde, (35) .den görüldüğü üzere üretimin 

1 im Q = . ı imy { ô K (cr-ı ) 1 cr+ (1-ô ) i, (cr-ı ) 1 cr } cr 1 Ca- ı ) 
L+oo L+oo · 

(34) 
:niktan sonsuz olacağından herhangi bir asimptotun varlığı söz 

ıim Q = Limy{ôK(cr-ı)/cr + cı-ô)L(cr-ı)jcr } cr/(cr-ı) 
L+oo L+oo 

(35) 
konusu olmaz. öte yandan ikame elastikiyeti değerinin birden 
küçük olması halinde, tirnit için belirli bir değer elde edilir. (34) 
deki eşitliğin üsleri negatif ·olacağından, (36) da görülen sonuç 

liın Q = liın 
L- L-+«> 

Y . -=r~Sa/(a-ı>ıc 
ô -+ (1-ô) }a/(l-o) -

K(l-a ) / o K(l-a)/a 
(3Q) 

elde edilir. Bu sonuçların arkasındaki ekonomik neden açıktır. 
ikame elastikiyetinin birden büyük olması demek, faktörlerin tek· 
nolojik açıdan birbirlerin~ benzemesi demektir. Teknoloji miktarı 
sınırsız olarak arttırılan faktörün, miktan sabit kalan faktörün 
yerine kolayca ikame edilmesine olanak verir. Dolayısiyle her iki 
faktörün de miktarı sınırsız olarak artmış olacağından, üretimine 
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katıldıkları malın miktarı da sınırsız olarak artar. öte yandan de
ğerinin birden küçüklüğü, faktörlerin teknolojik açıdan nispi ola
rak birbirlerine benzernemeleri demektir. Miktarı arttırılan faktö
rün, miktarı sabit kalan faktör yerine ikamesi zordur. Faktörler
den birinin miktarı sınırsız olarak arttiırılsa bile üretilen mal 
miktarı, miktarı sabit kalan üretim faktörü tarafından teknik açı

dan sımrlandirılır. 

Marjinal verimliliklerinin davramşları da, toplam üretimin 
davramşıyla uyum içindedir. İkame elastikiyetinin değeri birden 
büyük olduğunda, işgücünün kullamını miktarı sonsuza yaklaştı
ğında işgücünün marjinal verimliliğinin limiti için (37) de görü-

firn ....9. = lirn 
L-+oo L L ... oo 

= 1 i rn 
L-+oo 

y( 1- ô){ö K( cr - 1 )'jcr + (1 - Ô) L (O - l) /0} l / (0 -1 ) 

Ll/cr 

y( 1 -ö){aı!5.> ıo - 1)/o + 11 _ 6 ) } 1 /(o - 1 ) 
L 

= y (ı- o ı of <o - 1 > 

(37) 

len sonuç elde edilir. Bulunan sonuç pozitif olduğundan, kapitalir. 
kullanım miktarı sabitken işgücünün kullanim miktarının sınır
sız olarak arttırılması, işgücünün marjinal verimliliğinin sıfıra 

yaklaşmasına neden olmaz. Aksine marjinal verimliliğinin değeri, 
asimptotik olarak belirli pozitif bir limite yaklaşacağından top
lam üretimin miktarı da sınırsız olarak artar. öte yandan ikame 
elastikiyetinin değerinin birden küçüklüğü, işgücünün kullanım 
miktarının sınırsız olarak arttırıldığında m a.rjinal verimliliğinin 
sıfıra yaklaşmasına neden olur. İşgücünün kullanım miktarı son-

J (1 - u) /u suza yaklaşırken 1 (K/ L) r da sonsuza yaklaşacağından, 
bu sonuç limit analizinden uerhal elde edilir (38),. 

Fonksiyonun dağılım ve verimlilik parametrelerinin ayrıla
bilinmeleri için, yukarıda belirtildiği üzere ACMS yaklaşımından 
yararlamlır. Fonksiyonun ı parametresindeki artma üretim mik
tarında da orantılı bir artmaya neden olur. Dolayısiyle Cobb-Doug
las fonksiyonunun A parametresi ile eş anlamlıdır ve verimlilik 
paramet resi olara~ adlandırılır. 
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1irn 
L-+<ıo 

1im 
L-+<ıo 

= lim 
L-+<ıo 

= o 

y( 1-ô) {ô(~) (cr-1)/cr + (1- ô) } 1/(cr-1) 
L 

y(1-ô) 

{ô (K) (cr-1)/cr + (1 -ô) }1/(1-cr) 
L 

(38) 

Fonksiyonun ll parametresi ile faktörlerin payları arasındaki 
ilişki de bulunabilir. (Parametre, faktör yoğunluğu parametresi 
olarak da adlandırılabilinir. Marjinal teknik ikame haddi eşitin
den görüleceği üzere, verilen u ve s değerlerinde büyük ll değerle
ri, kapital-işgücü oranının artmasına neden olur. Dolayısiyle bü
yük ll değerleri, her üretim noktasında daha kapital yoğun teknik
lerin kullanılmasını gerektirirler.) Tam rekabet koşullarında, mar
jinal teknik ikame haddi w-r oranına eşitlenmek istendiğinden, 
(39) daki eşitlik yazılır. Eşitlik işgücünün üretimdeki payının ka
pitalinkine oranı olarak düzenlendiğinde de, (40) elde edilir. ~
tırlanacağı üzere, Cobb-Douglas fonksiyonunda faktörlerin payla-

w = (1- o )(.!S_) p+l 
r eS L 

WL 
rK 

(39) 

(40) 

rı oranı sabit ve a./ (1 - a.) ya eşit idi. Dolayısiyle fonksiyonların 

dağılım parametreleri, birbirlerinin aynısı değildir. Bununla bir
likte CES fonksiyonunda da, ikame elastikiyetinin ve faktörlerin 
birleşim oranlannın verilen değerlerinde, üretimin faktörler ara
sındaki dağılımı ll parametresi tarafından belirlenir. 

CES fonksiyonunda da, fo~siyonun doğrusal homojen ol-
, ması halinde, üretim faktörleri fiatları sabit kaldığında toplam 

maliyetin yalnız üretim miktarının bir fonksiyonu olduğu gösteti
lebilinir. K* ve L*, maliyetleri minimize e<:{en üretim faktörleri 
oranında, Q birim üretim için gereken kapital ve işgücü miktarını 
belirlerse, gelişim yolunun tanımından ( 41), K* yı veren eşitlik 
(42) de görüldüğü üzere yazılır. Bulunan eşiti fonksiyenda yerine 
(48) de görüldükleri üzere yazılabilineceğinden, toplam maliyeti 
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konulduğunda fonksiyon 43 de görüldüğü üzere yazılır. Fonksiyon 
L* ters çözüldüğünde bulunan sonuç (44), (42) de yerine konul
duğunda K* yı veren eşitlik (45) de görüldüğü üzere elde edilir. Q 
birim üretiminde toplam maliyeti (rK*+wL*), dolayısiyle (46) da 
görüldüğü üzere yazılır. Eşitliğin sağ yanındaki il~ parantezin içi 
(42), ikinci parantezin içi de (48) de görüldükleri üzere yazılabili
neceğinden, toplam maliyeti 

. (~) -(1-.o) - ( 1-8 ) 
L 8 

r 
w (41) 

(42) 

veren eşitlik ( 49) da görüldüğü üzere daha basitçe yazılır. 

Q = y{ô(l?-)'l-cr(~)l-crL*(cr-l)/cr+L*(cr-1)/cr } cr/{cr-l) (43) 

x* == ~ (~~ö) -o(~) -cr { ô (l~ô) ı-o(~) ı-o+ (l-o)} o/ (1-cr) 

™.~- ·{ ( l~ô) -or (l-o) w o +w}{ ı5 (l~ ô ) 1-o (; ) ı-o+ (l-ô ) } o/ (1-; ). 

r(l-ô)-cr(~)cr+w 
ô r 

1-ö cr/(1-cr){ (1-ô)-o(w)cr+w} cr/(1-cr-) <-w> r -ô- r 

Toplam maliyet üretim miktannın doğrusal bir fonksiyonu 
olduğundan da, verilen sabit faktör fiatıarında marjinal ve ortala
ma maliyetler birbirlerine eşit olup, maliyetierin elastikiyetleri de 
aym değ~re sahiptirler. Cobb-Douglas üretim fonksiyonu ile ara· 
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(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 



~;ındaki temel fark, yalnızca fonksiyonun u ya sahip olmasından
dır. Fonksiyonun bütün terimlerinin pozitif olması (50) deki eşit- _ 
siziikierin yazılmasına olanak verir. llk eşitsizlik, maliyetıerle ve
rimlilik parametresi arasındaki beklenen ters orantılı ilişkiyi gös-. ' 

dTM <O dTM < 0 
dy ' dcr 

(50) 

terir. İkinci eşitsizlik ise, ikame elastikiyetinin büyük değerinin 
diğerleri sabitken maliyet seviyesinin düşük .düzeyde oluşmasına 
olanak vereceğini gösterir. 

C. FONKSiYONUN TAHMİNİ 
Fonksiyonun y, ô ve p parametreleri, doğrusal regresyon ana

lizinden yararlanıp tahmin edilemedikleri gibi değişkenierin loga
ritmalan alınarak da fonksiyon doğrusallaştınlamaz. Parametre
lerin tahminleri için, iki farklı yöntemden yararlanılır. 

1. Parametrelerin tahminlerinin sırasıyla yapılması: 
Bu yöntemle P nın tahmininden başlanarak sırasıyla ô -ve y 

parametreleri tahmin edilir. 

a) p parametresinin tahmini : 
Fonksiyonun işgücüne göre kısmi türevi alındığında, bulunan 

sonuç (28) ücrete eşitıendiğinde (3ı) de görüldüğü üzere doğru
sallaştırılabilinir. ücretin eşitinden ( -ııın Y+ ın (ı-ô)) ve (ı-ıı) 
nin tahminleri elde edilir. İlkinde P, y ve ô parametreleri birbirle
rinde!1 ayrılmazlarken, (ı-ıı) den P parametresi kolayca bulunur. 

<!>-<1-p) = <1-ô>E 
L · ô w 

ın; = -ııınr +ın (ı-ô) + (l+ıı) ı? ( ~) (51) 

b) ô parametresinin tahmini : 

Şimdi de fonksiyonun kapitale göre kısmi türevi alınıp, buıu.: 

nan sonuç (27) kapitalin ücretine eşitlenir. ücretiere eşitlenen 
kısmi türevler eşitleriyle birlikte birbirlerine bölündüğünde bilin
diği üzere, marjinal teknik ikame haddi, w-r oranı eşitliği elde 
edilir. P, K-L ve w-r oranları bilindiğinden eşitlikten yararlanıl
dığında, (ı-ô) jô adi regresyon analizinden yararlanılarak bulunur. 
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c) y parametresinin talunini : 
Nihayet p ve 8 parametreleriyle Q, K ve L nin değerleri bilin

diğiriden fonksiyona dönülüp, y parametresi doğrudan doğruya 

regresyon analizinden yararlanarak tahmin edilir. 

2. Parametrelerin Diğer Tahmin Yöntemi: 

Y, 8 ve p parametreleri şayet w, r, K, Q ve L nin değerleri bili
nirse, faktörlerin marjinal verimliliklerinin Ücretlerine eşitleyen 
eşitlikler logaritmik hale dönüştürülerek tahmin edilebilirler. 

Bu yöntem bize aynı zamanda, gerçekten (K/ Q) nün üssünün 
(L/Q) nün üssü ile aynı olup olmadığım kontrol etme olanağını 
verir. Bu Dhrymes (5) tarafından yapılmış ve üslerin birbirlerin
den farklı oldukları bulunmuştur. Dhrymes tarafından tahmin 
edilen iki eşitliğe (52) ve (53) ve re nin aşırı karı ·~elirttiği, faktör
lerin toplam gelirlerinin ilave toplam değere eşitliğini gerektiren 
muhasebe eşitliğine (54) sahip olduğumuzu varsayalım. Son eşitli· 

ğin her iki yanını malın fiatına bölerek terimlerinL.gerçek değerlere 
çevirirsek, muhasebe eşitliği yeniden (55) de görüldüğü üzere yazı-

(53) 

lır. (52) ve (53) deki eşitleri yerlerine konulup ve denge halinde de 

7T + wL + rK = Qp (54) 

re nin sıfır olacağı hatırlandığında, (55) den (56) da görülen eşitlik 
elde edilir. Beklendiği üzere bu eşitlik, ölçeğe göre sabit verimleri 

(55) 

temsil eder ve b, d ye eşit olduğunda CES fonksiyonuna dönüşür. 

(5) P .J. Dhrymes, «Some Extensicus adn Tests for the CES Class of Pro( 
duct ion Functions», ReView of E conomics and Statistics, C. XLVII, 
(1965) s. 357 - 366 
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Fonksiyon (52) ve (53) de yazılmış bulunan deneysel eşitliklerden 
elde edilmiş bulunup, faktör payları toplamının üretilen ilave değe-

Ll-b Kl-d 
a --=b + c = Q 

Q Q-d 
(56) 

re eşitliğinin gerçekleşmesi için mantıken zorunlu koşuldur. Fonk
siyon ikame elastikiyetıerinin sabit kaldığı fonksiyonlar sınıfından 
değildir ve şayet (52) ve (53) deki eşitlikler kabul edilirse CES üre
tim fonksiyonu hipotezi reddedilmelidir. Fonksiyonun, tam rekabet 
koşullarının yokluğunda geçerli olan CES tipindeki bir fonksiyon 
olduğu da söylenemez. Çünkü, elde edilişinde görüldüğü üzere piya
sa koşulları ile ilgili herhangi bir varsayım yapılmadı. Ayrıca fonk
siyonun işgücüne göre alınan kısmi türevi, (52) deki eşitlikle be
.lirtilen ilişkiyi de vermez. Dolayısiyle, ACMS nin elde edilmesinin 
dayandığı tam rekabet koşullarımn varlığı varsayımında reddeail- · 
melidir. 

Şayet CES tipi üretim fonksiyonu üzerinde israr edilecekse, 
(52) veya (53) deki eşitliklerden birinden vazgeçilmelidir. Dhry
mes (53) deki eşitlikten vazgeçip, tam rekabet koşullarının yok
luğunda (52) deki eşitliğe dayanan CES fonksiyonu elde etmiştir. 
Elde ettiği fonksiyonun basit bir örneği alınarak, bazı ilgi çekici 
.sonuçlar belirtilebili."lir. Şayet yalnız işgücü piyasasında tam re
kabet koşulları geçerli değillerse işgücünün marjinal maliyetinin 
ücret haddine eşitliği yerine daha karışık bir fonksiyonla karşıla
şılır. Toplam maliyetin eşitinden (wL + r;K), işgücünün marjinal 
maliyeti (57) de görüldüğü üzere elde edilir. Parantez içindeki 

aw ~ ifadesi, işgücü kullanım miktarına göre ücretin elastiki
aL rw 

yetidir. (İşgücü arz eğrisinin elastikiyetinin tersi) Kısaca. €wl ile 

· aTM 
ar = aw 

ôL L +w 

= w·(aw L + l) aL w 

(57) 

gösterilinirse, (57) deki eşitlik tekrar kısa olarak ifade edilebilir 
(58). Öte yanda kar :rİıakzimizasyonu, aTM/aL nin aQjaL ye eşit-

() TM ar =w(e:WL + l) (58) 
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liğini gerektirdiğinden (59) daki eşitlik yazılır. Toplama koşulu 
· ve ölçeğe göre sabit verimlerin varlığının neden olduğu (60) daki 

ao = w ( E: + ı > 
aL wL (59) 

eşitlikte yerine ·konulduğunda, ·elde edilen eşitlik (61) , w yi vere
cek şekilde (62) de görüldüğü ü zere düzenlenebilir. Eşitlikten bu-

(60) 

lunan w nin eşiti, (3) de yerine konulduğunda, (63) de görülen 

Q = aQ K + w <s . + ı) L oK wL 
. (6ı) 

eşitlik elde edilir . Dolayısiyle de (64) de görülen eşitliğe varılır. 

W= ( .S.... - oQ K ) · __ ı __ 
L oK L (EWL + ı) 

(62) 

· ı n (~) = lria. + ). ln (~ ao K ) < l 
EWL + 1 ()K L 

) (63) 

Q = a. (Q aq !> A L (EWL + 1) A L C1 K L 

--- ----- -

Bu eşitlik, (~) l /X ( E:WL + 1). yeıine a , (ı /A.- ı) yerine de 
P konulduğunda, (65) de 

(65) 
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görülen eşitlik yazılır. Dikkat edildiğinde görülür ki, bu eşitlik 
CES fonksiyonunun elde edilmesinde yararlanılan, eşitliğin (ı5) 

aynısıdır. Ve yukarıda bulunan CES fonksiyonunun temel şekli, 

gene elde edilir. Bununla birlikte şimdi a, ( _!_) ıj).. (~L + ı) 
. a 

yerine yazılmıştır. Fonksiyon, (66) da görüldüğü üzere bu yeni 
şekliyle yazılınca da, üretim fonksiyonları ile ilgili iki sorunun var-

Q-p =ı ı K-p (!} 1/ A(E +1)L- p ~6) 
,.... a wL 

lığı ortaya çıkar. a parametresi yalnız işgücü ve üretim arasındaki 
fiziksel ilişkilerin değil piyasa koşullarının da bir fonksiyonudur. 
işgücünün arz eğrisinin elastikiyeti değiştiğinde fonksiyonun para
metresinin değeri de değişecektir. Dolayısiyle bu anlamda kullanı
lan üretim fonksiyonu, alışılagelen anlamda kullanılmamaktadır. 
Diğer bir sorun da, yalnız a parametresinin tahmin edUebiirliğin-

den doğar. Fakat parametrenin tahmini (_ı_) ıjl. ve (sLw+ı) bö-
a. 

lümlerinin ayn ayrı tahmin edilebilinmesine olanak vermez. Bu 
identification probleminin tipik bir örneğidir (6). Kısaca üretim 
fonksiy"onunun fiziksel özellikleri, parametrelerin tahminlerinden 
bulunamaz. 

Dhrymes, bunu gerçekleştirrneğe çalışmıştır. Cross-section'a 
ait bilgilerden yararianmış ve örnekte, firmanın karşılaşacağı iş
gücü arzının elastikiyetinin, işgücü kullanım miktannın toplam 
işgücü arzına oranı değiştikçe değişeceğini varsaymıştır. Gerçek
ten de toplam işgücü oranının %50 sini kullanan firmanın karşı
laştığı elastikiyet, . yalnız toplam işgücünün % 5 ini kullanan fir
manın karşılaştığı elastikiyetten farklıdır. Bu ayrı aksaklık indek
sinden yararlanıldığında, fonksiyon tekrar (67) de görüldüğü üze-

Q-p= ı.ıK-p (~) :t //.Tı- p+ (~) 1/'-Q (C
1

L - p) · (67) 

-re yazılır. Fonksiyonda, XCı. ewL ye eşit ve c, de düzenlenen aksak

lık indeksidir. Fonksiyonun parametreleri sırasıyla JJ., ( _!_) ı;A. 
a X 

dir ve ( _ı_. ) ı;~ X sıfırdan anlamlı şekilde farklıysa tam reka· 
a 

bet koşullarının gerçekleşmediği sonucuna varılır. 

(6) R.J. Wonnacott ve T.H. Wonnacott, Econometrics, ı . B .. New, York, 
John Witey and Sons, Ine., 1970, s. 80 



D. TEKNOLOJiK İLERLEME 

Teknolojik ilerleme fonksiyona iki yoldan sokulabilinir. Fonk
siyonun parametrelerinden yalnız y ve 8 teknolojik ilerlemeden et
kilenir. p parametresi, görüldüğü üzere fonksiyonun ikame elasti
kiyetini belirler ve tanımdan ötürü sabit kalır. 

1. Teknolojik ilerlemenin, y ve 8 parametrelerini etkilediği 
şekilde düşünülmesi. 

Zaman boyunca y parametresinde oluşan değişim, verilen fak
tör miktarlarıyla üretilen mal miktarını etkiler. Fakat verilen 
faktör Hatlarında, faktörlerin birleşim oranları bu değişimden et
kilenmez. Marjinal teknik ikame haddini, faktörlerin ücretleri ora
nına eşitıeyen (39) deki eşitlik hatırlandığında, faktörlerin birle
şim oranlarının y parametresindeki değişmelerden etkilenmiyeceği 
derhal görülür. Dolayısiyle y parametresindeki değişmelerle ifade 
edilen teknolojik ilerlemeler, Hicks anlamında yansızdırlar. Ve 
üretim faktörlerinin nispi paylarını, yalnız ikame elastikiyetinin 
değeri ve faktörlerin arzlarındaki nispi değişmenin yönü etkiler. 
Kapital-işgücü oranında oluşan artma, ikame elastikiyetinin de
ğerinin birden küçük veya büyük oluşuna göre, üretimde işgücü

nün nispi payının artmasına veya azalmasına neden olur. 

öte yanda 8 parametresindeki değişmelerin, faktörlerin birle
şim oranları üzerinde etkileri vardır (39) da yazılı eşitlikten gö
rüleceği üzere, P nın değerinin eksi birden büyük oluşunda, 8 para· 
metresinin değerinin artması işgücü-kapital oranının azalmasına 

neden olacağından, işgücü miktarını arttırıcı teknolojik ilerleme 
ile karşıtaşılmış bulunulur. Parametrenin değerindeki azalma ise, 
aksine kapital miktarını arttırıcı teknolojik ilerlemeye neden olur. 

:; 1 Bu fonksiyonda, Cobb-Douglas üretim fonksiyonunun aksine 
yanlı teknolojik ileriemelerin üretimi nasıl etkiliyecekleri önceden 
bilinebilinir. & parametresinin değeri arttığında, kapital faktörü 
miktarındaki artma, işgücü faktörünün miktarındaki artmadan 
büyükse, üretim miktarı artacaktır. Fakat işgücü faktörü mikta 
rındaki artmanın hızı, kapital faktörü miktarındaki artma hızın

dan daha büyükse, parametredeki değişim ve büyüme hızları mik
tarlaştınlmadan teknolojik ilerlemenin üretim seviyesi üzerindeki 
etkisi ile ilgili birşey söylenemez. 1 
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2. Teknolojik ~rlemenin faktörlerin verimliliklerini 
etkilernesi şeklinde düşünülmesi. 

üretim faktörleri verimlilikleri birimiyle ölçüldüğünde fonk
siyon (68) de görüldüğü üzere yazılır. Fonksiyonda, K ve L sıra
sıyla em' K ve em'L yerlerine yazılmışlardır. Şayet faktörlerin ve-

(68) 

rimiilikleri zaman boyunca aynı oranda artıyorsa, fonksiyon (69) 
da görüldüğü üzere yazılır. Dolayısiyle faktörlerin verimliliklerin
deki aynı oranda değişmeler, Y parametresindeki değişimle ifade 
edilirler (Y = yem'). Yukarıda görüldüğü üzere, y parametresindeki 

-p 
Q 

- p Q . 

(69) 

değişimle ifade edilebilen teknolojik ilerlemeler, Hicks anlamında 
yansız teknolojik ilerlemelerdir. 

Son zamanlarda, istatistiksel testıere uygun model sağladığın
dan, teknolojik ileriemelerin bütünüyle faktör miktarlarını artt~
rıcı modeli geniş bir kabul edilebilirliğe kavuşmuştur. Bütünüyle 
faktör miktarlarını arttırıcı teknolojik ilerleme ile, genel CES 
fonksiyonu (70) de görüldüğü üzere yazılır. Teknolojik ilerlemenin 

Q = ~ (A(t)K) -ll + (B(t)L) -p } - 1/P (70) 

yanlılığını veren (71) de yazılmış bulunan eşitlikten (7) teknolo
jik ilerlemenin yanlılığının yönü araştırılabilinir. tkame elaStiki-

y = (1 _ _ 1_ ) (dA/dt _dB/dt) 
u A B (71) 

yetinin değerinin birden küçük olduğunda şayet dA/dt; dB/dt den 
büyükseveya değeriniri birden büyük oluşunda, şayet dB/ dt, dAjdt 

(7 ) C.E . Ferguson, The Neoclassical Theory ot Production and Distribution, 
l .B., London, The Cambridge University Press, 1969, s. 244 
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den büyükse, işgücü kullanan teknolojik ilerleme ile karşıla,şılır. 
Cümlede uygun değişiklikler yapıldığında, kapital kullanan tek- · 
nolojik ilerleme varlığı için gerekli koşullar elde edilir. · 

işgücünün nispi payındaki değişmeyi de, (72) de görülen eşit
lik verir (8). Parantez içi, kapital - işgücü oranındaki değişimin 

dcx/dt = _ (1-cx) (l _ !) { (dA/dt +dK/ d t)_ (dB/dt + dL/dt)} 
Cl Cl A K B L 

(72) 

efektif gross haddi olarak düşünülebilinir. Bu haddin pozitif oldu
ğu varsayılırsa, ikame elastikiyeti değerinin birden küçük veya 
büyük oluşuna göre, işgücü nispi payındaki değişim haddi pozit if 
veya negatif olur. 

Harrod anlamında yansızlıkla, bu modele kolayca sokulabilir. 
Uzawa'nın (9) gösterdiği gibi, Harrod anlamında yansızlık için, 
(73) de yazılan koşullar gerçekleşmiş bulunmalıdır. Ve bu koşul· 

dA~dt > O , dB,dt > O (73) 

lar gerçekleştirildiğinde, fonksiyon (74) de görüldüğü ü zere yazı-

lır. Fonksiyon, ikame elastikiyetinin değeri bir olduğunda, Hicks 
ve Harrod anlamındaki yansızlıkların koşullannı bir arada sağlar. 
Fonksiyonda, teknolojik ilerlemenin yanlılığını ve işgücünün nis
pi payındaki · değişim haddini, sırasıyla (75) ve (76) da görülen 

Y = - m(l- 1 ) o (75) 

da/dt == _n-a) (l _1:_) (dx/d t _m) 
a · a x (76) 

eşitlikler verir. Eşitliklerden, - .Pm nin sıfırdan büyük veya küçük 
oluşuna göre, teknolojik ilerlemenin Hicks anlamında kapit al ve-

(8) Ibid ., s·. 244 
(9) H . Uzawa. «Neutral Inven tions and tnıe Stability of Growth Equilib

riumıı . Review oj Economic Studies." C. XXVIII, (1961> , s. 112 
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ya işgücü kullanan tipde olduğu bulunur. Ayrıca eşitlikten, şayet 
işgücü miktanndaki büyüme haddi, kapital-işgücü oranının bü
yüme haddinden büyükse, işgücü nispi payının büyüme haddinin 
pozitifliği ile ikame elastikiyeti değerinin birden büyük olmasının, 
birbirleriyle bağdaşacağı görülür. 

Harrod anlamındaki yansız teknolojik ilerlemenin tam ters 
simetriği olan Solow anlamındaki yansız teknolojik ilerlemeyi ve
ren üretim fonksiyonunda, (77) de görüldüğü üzere yazılır. 

Q-p= y-p { ô (Kemt)-~+(l-ô)L-p} .' (77) 

Cobb-İ>ouglas üretim fonksiyonundan farklı olarak, teknolojik 
ilerlemenin her üç şekli de deneysel olarak birbirlerinden ayırde
dilebilirler. Çünkü, cebirsel ifadeleri birbirlerinden farklıdır. Bu 
farklılik fonksiyonun parametrelerinin tahminine engel oluştur
maz. örnek olarak Hicks anlamındaki yansız teknolojik ilerleme 
alınırsa, Q,K,L nin değerleri bilindiğinden -1/ P ve 8' parametrele
rinin tahmininin, faktörlerin marjinal verimliİiklerini ücretlerine 
eşitleyen eşitliklerden sağlanabilineceği görülür. Fonksiyon (78) 
de görüldüğü üzere yazılabilindiğinden, (79) daki logantmik eşit-

mt ) Q = ye (x (78) 

lik elde . edilir. t değerine sahip olunduğundan, eşitlikten y ve m 
parametrelerinin ayrı ayrı tahminleri elde edilinir. 

lnQ = ı ny + mt + 1 nx (79) 

Han-od anlamında yansız teknolojik ilerlemeyi veren fonksi
yondan da parametrelerin tahminleri kolayca elde edilir. Fonksi- · 
yonun işgücüne göre alınan kısmi türevi (80) , (81) de· görüldüğü 
gibi doğrusallaştınldığında, eşitlikten P ve m parametrelerinin ay
rı olarak tahminleri elde edilebilir. (P+ 1) den P parametresinin, t 

()Q = 
aL 

w 
ln(p) = 

(80) 

L lny + ln(l- ô)- pmt- (p+l) ln(0) (81) 
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nin katsayısından daP değeri bilineceğinden m nin tahminleri el
de edilir. Eşitliğin sağındaki iki terim tek bir sabiti oluşturdukla
rından, parçaları birbirlerinden ayırdedilemez. 

Solow anlamındaki yansız teknolojik ilerlemeyi veren fonksi
yonun da parametreleri, Harrod anlamındaki yansız teknolojik 
ilerlemeyi veren fonksiyondan parametrelerin elde edilmesi gibi 
elde edilir. Yalnız ücretıe· (L/Q) arasındaki ilişkinin yerini, kapi
talin ücreti ile (K/Q) arasındaki ilişki alır. 

E. FONKSİYONDA . ÖLÇEGE GÖRE VERİMLER 
v ile ölçeğe g;öre verimlilik parametresi belirtilirse, fonksiyo

nun daha az kısıtıanan şekli (82) de görüldüğü üzere yazılır. Fonk 
siyon un ikame elastikiyetinin eşiti gene 1/ (1 + P) dur. Fakat artık 
ölçeğe verimler bire eşit değildir. Fonksiyon, (83) de görüldüğü 

Q=y{ôK-p+(l-ô)L-p}-v/p (82) 

Q-p/V = y-p/v{ôK-p.f.(l-ô)L-p} (~3) 

(84) 
gibi yazılabilinec.eğinden, (84) de yazılan eşitlik elde edilir. Olçe 
ğe göre 

verimlerin araştırılması, (dL/ L) nin (dK/ K) ya eşitliğini ge
rektirdiğinden s~rasıyla (85) ve (86) da görülen eşitlikler elde edi
lir. Dolayısiyle, kapital ve işgücünün kullanılmasındaki %10 luk 

dQ Q-p/ v 
Q V 

dK -p/v - p - p = }( Y { ôK +(l+ô )L } (85) 

bir artma, üretim seviyesinde %10. v miktarında bir artmaya ne
den olur. V parametresi ~eğerinin, birden kÜÇÜk veya büyük olu-

dQ dK 
- =v-Q K 

(86) 

şunda, ölçeğe göre azalan veya artan verirnlerle karşılaşılır. Değe
rinin bir oluşunda, ölçeğe göre verimler sabit .kalacağından fonk
siyon orijinal şekline dönüşür. 
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Fakat bu parametre, kullanılan kapital ve işgücü faktörünün 
gerçek miktarı bilinmeden, üretim miktarındaki değişmenin ne 
kadarlık kısmının, üretim ölçeğinin sağladığı tasarruflardan ya
rarlanmaya ait olduğunu doğru olarak göstermez. Verilen bir tek
noloji, ölçeğe göre yüksek verimlere-neden oluyorsa, firmanın kul
landığı üretim faktörlerinin miktarı sıfıra yaklaşık olduğunda, 

teknolojinin bu ölçekte kullanılmasının neden olduğu kazançlar 
mutlak anlamında küçüktürler. v parametresindeki değişikliklere, 
teknolojik ileriemelerin neden olduğu yaklaşık olarak söylenebili
nir. Fakat üretim ölçeğindeki değişikliklerinde parametrelerde 
değişikliklere neden olabileceği açıktır. 

Burada belirtilmelidir ki, Cobb-Douglas üretim fon&siyonun
da ölçeğe göre verimlilik parametresine sahiptir. Tekrar l'Hopital 
kuralı uygulandığında elde edilen eşitlikte (87), P nın değeri sıfır 

- p -p 
y -p/v{ô~ dK+ (1-ô ) ~ dL } 

K L 
(87) 

olduğunda, (88) de görülen eşitlik bulunur. Eşitliğin entegrali 

dQ dK dL 
-= ôv - + (l-ô)v-
Q K L 

(88) 

alındığında, ın A nın entegralin sabiti olduğu logaritmik eşitlik 

l nQ = ôvlnK + ( 1 -6 ) vlnL + lnA 
(89) 

elde edilir (89). Ve bu eşitliğin antilogaritması alındığında, (90) 
da görülen fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyonda, ölçeğe göre ve-

Q = AK 8v L (1-S)v (90) 

rimleri faktör üslerinin toplamı verdiğinden, v ölçeğe göre verim
ler parametresidir. Böylece Cobb-Douglas _üretim fonksiyonunun 
ölçeğe göre verimlilik parametresi, CES fonksiyonundan elde edil
miş bulunmaktadır. 

F. SONUÇ 

Cobb-Douglas üretim fonksiyonunda, Q, K ve L değişkenleri 
indeks sayılarına indirgenerek, A sabit oranının dağuracağı boyut 
problemlerinin bazılarından kaçınılabilinirdi. Bu CES fonksiyo-
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nunda yapılamaz. Değişkenierin ŞİIIl:diki değerle değerlendirildiği 
fonksiyon, başlangıç dönemi değerleriyle değişkenlerinin değerlen
dirildiği fonksiyona bölünmesi, değişkenlerinin indeks sayılarına 
indirgendiği fonksiyonu vermez. Kısaca 'Y verimlilik para~etresinin 
değeri, ~ veya Q, K ve L nin birimlerinden bağımsız kılınamaz. 

Toplama problemi ile ilgili yukarıda söylenenler bu fo11ksiyon için 
de tekrarlanabilir. 

CES fonksiyonu, faktörlerin gerek birbirlerinin yerlerine ika
me edilebilirliğine ve gerekse birbirlerinin tamamlayıcısı olabilir
liğine olanak verdiğinden, yalnız uzun-dönem araştırmalarında 
kullanılması gibi bir kısıtlamağa gidilmesine gerek bırakmaz. Fa
kat belirtilmelidir ki, fonksiyonun parametrelerinin tahminlerin
de, şayet doğrusal regresyon teknikleri kullamlıyorsa, yapılması 

gereken faktörlerin marjinal maliyetlerinin marjinal verimlilikle
rinin kıymetlerine eşit olduğu varsayımının, faktörler birbirleri
nin tamamlayıcılan olduklarında, nasıl gerçekleştirildiğini anla
mak güçtür. Şayet bir birim kapitalin kullamlması, dört birim iş· 

gücünün kullamlmasını gerekt iriyorsa, dördüncü birimin marjinal 
verimliliğinin kıymeti, üretim fa aliyeti sonunda elde edilen üreti
min kıymeti, üretim faaliyeti sonunda elde edilen üretimin toplam 
miktarıdır. Beşinci birim işgücünün marjinal verimliliği se, sıfır 
olur. Dolayısiyle, faktörlerin marjinal gelirleri, marjinal maliyetle
rine eşitlenirse, faktörlerin birbirlerinin tamamlayıcılan olabilme 
olasılığının olmadığı varsayılmalıdır. 

Yukanda söylendiği üzere, verimlilik parametresi iki kuvvetin 
etkisini kapsçır. Ölçeğe göre verimler, verilen teknoloji seviyesinde 
ölçeğin arttırılması nedeni ile oluşmuş olabileceği gibi, ölçek sabit 
kaldığında teknolojik ilerleme de üretim miktarında bir artmaya 
n eden olabilir. Bu iki etkide, dolayısiyle h omojenlik parametresi· 
ni et kileyebilir. Deneysel uygulamalarda, etkinlikleri sonuçlarınır 
birbirlerinden ayrılabiiinmesi olanak içinde olmayabilir. 

Diğer bir güçlük ise, fonksiyonun n faktöre genelleştirilmesirı 
de rastlanan güçlüktür. Aşağıda özetıenen Uzawa'nın (10) genel
ieştirilmesi · başarılı olmasına karşın, ikame elast ikiyeti değerinin 
sabitliği çerçevesinde kaldığından tam bir genelleştirme değildir. 

(91) 

(10) H . Uzawa «Production Functions with Con stant Elasticity of Substitu· 
tion», The Revie~ of Econ omiC Studies, C. XXIX, (1962) , s. 291·299 



Xı. ~ •....... :. X11 ile üretim faktörleri belirlenirse, ilk genelleştiril
me, fonksiyon (91) de görüldüğü üzere yazıldığında gerçekleşir. 
Görüldüğü üzere fonksiyon doğrusal homojendir ve bütün faktör
ler için azalan verimleri kapsar. · Ve herhangi iki faktör arasında
ki ikame elastikiyeti değerinin diğer faktör çiftleri arasındaki 
ikame elastikiyeti değerine eşit olduğu varsayılır. Bu çok kısıtla
yıcı varsayımı, Vzawa ikinci genelleştirmesinde terkeder. Dört 
faktörü kullanan bir üretim faaliyetini düşünelim. Faktörlerden 
.Xı ve x2, O'J2 kadar bir kolaylı~la, X3 ve Xı de u 34 kadar bir kolaylıkla 
birbirlerinin yerine ikame edilsinler. x1 ve x3 faktörlerinin kısmi ika
me elastikiyeti u13 nın, X 1 ve Xı faktörlerinin kısmi ikame elastiki
yeti u 14 nin ve gene 0'23 ve uı.ı nin değerleri bir olsun. Bu koşullan 
gerçekleştiren fonksiyon (92) de görül_düğü üzere yazılır. Fonksi-

-pl2 -p -cı / p 
Q•p(ôlxl +ö x 12) 1 12( - p 34 -p34 - cx2/p34 

2 2 6 3x3 + 6 4x4 ) 
(92) 

yonda ~k ve ~2 ler önceden olduğu gibi sabittirler (93). a. lar toplamı
nın da bir olarak seçilmesi, ölçeğe göre sabit verimlerin varlığını ga" 
rantiler. Fonksiyonun anlamı, x1 ve Xı, x3 ve Xı ün ortak kısmi ikame 

ı p = -(1·--) 
12 (]12 

, p = - (1- ı, 
34 (] 34 

(93) 

elastikiyetıeri farklı olan iki seti oluşturması ve iki farklı sete ait 
değişkenler arasındaki kısmi ikame elastikiyetleri değerlerinin birle 
sınırlandınlmış olmasıdır. Fonksiyon, ölçeğe göre verimlerin sabit 
ve faktörlerin verimliliklerinin azalmakta olması özelliğine sahip
tir. Fonksiyonun Ölçeğe göre verimlerin sabitıiği· özelliği, kolayca 
istenildiğinde terkedilebilir. Değişik setiere ait değişkenler arasın
daki, kısmi ikame elastikiyeti değerinin birle sınırlandırılması, 

fonksiyon için bir güçlüğü oluştursa da, şimdiye kadar bulunan en 
genel sabit elastikiyetli' üretim fonksiyonudur. Fonksiyonun para
metreleri de kolayca tahmin edilebilir. fı. f2, f3, f4 üretim fonksiyo
nunun faktörlere göre sırasıyla kısmi türevlerini ve p1, Pı, PJ ve p4 

de faktörlerin fiatlarını belirtirse, (94) de yazılan eşitlikler elde 
edilir. önceden hangi değişkenlerin, hangi setiere ait oldukları bi
linmediğinden, (94) deki bütün eşitlikler tahmin edilmelidir. Eşit
liklerden bir tanesi alınarak incelenebilir. ikinci satırdaki ikinci 
eşitlik almdığında (95) de görülen eşitlik yazılabilir. Bu eşitlik lo
gaıitmik eşitliğe çevıildiğinde de, parametrelerin tahminleri elde 
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fı Pı fı Pı fı 
= 

Pı 
= 

~ -ı; 
= 1 --r; p4 Pı p3 

f2 Pı f2 
= 

Pı 
= 

~ f3 p3 
, 

·p4 
(94) 

f3 - p3 ---
f4 p4 

edilir. Şayet <T.z4 nin tahmini birden farklı bulunursa, faktörlerin 
aynı sete ait olduğu sonucuna varılır. Şimdi de fı/fJ 1>2/ PJ tah-

(95) 

min edilir. Elde edilen <T23 nin tahmini <T24 nın tahminine eşit bu· 
lunursa, ~. x3 ve~ ile belirtilen faktörlerin aynı sete ait olduklan 
sonucuna varılır. Bu yolla setler saptandıktan sonra, ~ ve u para· 
metreleri tahmin edilir. Bu tahminler fonksiyanda yerlerine ko
nulduktan sonra, fonksiyon logaritmik olarak yazılırsa, p ve a pa
rametrelerinin tahminleri de elde edilir. · 

Nihayet fonksiyonun ikame elastikiyeti değerinin, faktörle
rin birleşim oranlanndan etkilenip etkilenmediklerinin biiinmedi
ğinin belirtilmesi gerekir. Fakat bu güçlüğe, bütünüyle genel bir 
fonksiyon bulununcaya kadar katıanılmalıdır. Eldeki veriler ve 
istatistik teknikleriyle, genel bir fonksiyonun tahmin edilmesinin 
olanaksız olması ve genel fonksiyonların, Necrklasik koşullan bü
tünüyle sağlayamamalan sabit elastikiyetli üretim fonksiyonunun 
kullanılmasına devam edilmesini zorunlu kılar. 
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