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ÖZET 

 

         Bu çalışmada Riemanniann manifoldlar,Riemannian çarpım manifoldları, bu 

manifoldlar üzerindeki invaryant ve yarı invaryant alt manifoldlar ve eğrilikleri ele 

alınmıştır. 

            Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 

            Birinci bölüm giriş bölümüdür. 

            İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan tanım ve kavramlar 

verilmiştir. 

            Üçüncü bölümde Riemannian çarpım manifoldları ve bazı örnekler verildi. 

            Dördüncü  bölümde Riemannian çarpım manifoldların invaryant 

altmanifoldlarının düşey ve yatay distribüsyonları ile Riemannian çarpım manifoldların 

invaryant altmanifoldlarının lokal simetrik ve gerçel uzay formunda olmaları ele 

alınmıştır.  

            Beşinci bölüm lokal Riemannian manifold olunması için Riemann Çarpım  

manifoldlarının yarı invaryant altmanifold olması için gerek ve yeter şartlar 

verildi.Ayrıca bu manifoldların integrallenebilir distribüsyonlar, total umbilik yarı 

invaryant altmanifold gibi temel özellikleri ele alınmıştır.   

            Altıncı bölüm Riemann çarpım manifoldların Riemannian eğrilik tensorlerini ve 

Riemannian Chrisstoffel eğrilik tensorlerini ele almıştır.   
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ABSTRACT 

 

           In this thesis we consider Riemannian manifolds, Riemannian product 

manifolds,on the manifolds so invariant and semi invariant submanifolds and 

curvatures. 

           This study consists of six chapters. 

           The first chapter is introduction. 

           In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in 

other chapters are given. 

           In the third chapter, some examples of Riemanniann product manifolds are 

given. 

           In the fourth chapter, the vertical and horizontal distributions of an invariant 

submanifold of a Riemannian product manifold and on an invariant submanifold of a 

Riemannian product manifold to be a locally symmetric  and real space form are 

investigated. 

          In the fifth chapter, necessary and sufficient conditions are given on a semi-

invariant submanifold of a Riemann product manifold to be a locally Riemannian 

manifold.As well fundamental properties of these submanifolds are investigated such as 

integrability of distributions, totally umbilical semi-invariant submanifold. 

        In the sixth chapter, the Riemannian curvature tensor and the Riemannian-

Christoffel curvature tensor of a product Riemannian manifold are given.   
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SİMGELER DİZİNİ 

 

,M M                Manifold 

M1 ×  M2              Çarpım manifoldu 

,g g                   Metrik tensör 

C∞                     Diferansiyellenebilme 

( )Mχ                M nin teğet vektör alanlarının uzayı 

( , )C M∞         M den R ye diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi 

D ve D⊥             Distribüsyonlar 

∇                       M üzerinde afin koneksiyon 

∇                      M  üzerinde afin koneksiyon 

∇                       Van-der Waerden –Bortolotti koneksiyonu 

[ ],                  Lie parantez operatörü 

g                      ( )Mχ  üzerinde iç çarpım fonksiyonu 

h                        İkinci temel form 

f                       İmmersiyon 

Aξ                      Şekil operatörü 

NM                    M nin normal demeti 

PT M                  p noktasında teğet uzay 

T M⊥                 p noktasında normal uzay 

γ                        eğri 

H α=             Ortalama eğrilik 

H                      Ortalama eğrilik vektörü 

K                        Kesitsel eğrilik 

S                         Ricci eğrilik 

C                        Weyl konformal eğrilik operatörü 



 v

M(c)                   Sabit kesitsel eğrilik 

( )iπ ∗                   Kanonik izdüşüm 

∂                       Kısmi türev 
k
i jΓ                    Christoffel Sembolü 

1T ,                 Düşey ve yatay  distribüsyonlar 2T

S1,S2                  Ortogonal projeksiyon dönüşümleri 

f1 ,f2                   İmmersiyonlar 

,                     Norm 

R                       M nin eğrilik tensörü 

R                      M  nin eğrilik tensörü 

T2                        Tor yüzeyi 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar verilmiştir. 

 
Tanım 2. 1: M  n- boyutlu diferansiyellenebilir (C∞ sınıfından) bir manifold olsun. M 

üzerindeki C∞  vektör alanlarının uzayı ( )Mχ  ve M den R ye C  fonksiyonlarının 

uzayı  olmak üzere, M üzerinde  

∞

( , )C M IR∞

          : ( ) ( ) ( , )g M M C M Rχ χ ∞× →

şeklinde bir metrik tanımlı ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g ye Riemann 

metriği (veya metrik tensör) adı verilir.(Chen 1973). 

Tanım 2. 2: M    C manifold ve ∞ M  üzerinde tanımlı ( )Mχ ;  tipinde vektör 

alanları uzayı olmak üzere  

C∞

: ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) X

M M M
X Y X Y Y

χ χ χ∇ × →
→∇ =∇

 

dönüşümü  , ( , )f g C M R∞∀ ∈ ve , , ( )X Y Z Mχ∀ ∈ vektör alanları için  

 i) fX gY X YZ f Z g Z+∇ = ∇ + ∇  

ii) ( ) ( )X XfY f Y X f Y∇ = ∇ +  

iii)  ( )X XY Z Y Z∇ + = ∇ +∇X

özelliklerini sağlarsa ∇ ya M üzerinde bir Afin koneksiyon adı verilir  (Hacısalihoğlu 

1980). 

Tanım 2. 3: (M,g)  bir Riemann manifold, ∇ , M   üzerinde tanımlı bir afin koneksiyon 

olsun. O zaman ∀ için                                                                                                    

i) 

∈

[ ],X YY X X Y∇ −∇ =   (sıfır torsiyon) 

, , ( )X Y Z Mχ

ii) ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇ (Koneksiyonun metrikle bağdaşma özeliği) 

şartları sağlanıyorsa   ya ∇ M  üzerinde sıfır torsionlu Riemann koneksiyonu yada Levi-

Civita koneksiyonu adı verilir (Chen 1973 ve Hacısalihoğlu 1980). Bu koneksiyon 

kısaca M deki Riemann Koneksiyonu olarak adlandırılır. 
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Tanım 2. 4: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak üzere, 

          
2: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

lineer

X

M M M
X Y X Y

χ χ χ−∇ × ⎯⎯⎯→
→∇ =∇ Y

)

  

biçiminde tanımlanan  operatörü M nin bir U bölgesi üzerinde tanımlı olup ∇

, (X Y Uχ∀ ∈  türevlenebilir (yani  C∞  sınıfından) vektör alanı çiftine U üzerinde XY∇  

biçiminde üçüncü bir  C  vektör alanı karşılık getirir. Böylece aşağıdaki özelliler 

sağlandığında  ∇  ya  Lineer Koneksiyon (veya kovaryant türev)adı 

verilir(Hacısalihoğlu 1980);  

∞

i) X Y X YZ Z Z+∇ = ∇ +∇  

ii)  ; ( ,fX XY f Y f C M IR∞∇ = ∇ ∈ )

X

.

iii)  ( )X XY Z Y Z∇ + = ∇ +∇

iv) ( ) ( )X XfY f Y X f Y∇ = ∇ +  

 

 Tanım 2. 5: ,M N sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifold  

dönüşümünün 

:f M N→

C∞ ( ( ))Pboy f T M q∗ = ise nin f p M∈ noktasındaki rankı    olup 

ile gösterilir.  Eğer  

q

( )rank f q= boyM rankf= ise ye immersiyon (daldırma)  f

M yede  nin immersed altmanifoldu denir.     N

f immersiyonu 1-1 ise ye imbeding (gömme)  M yede N nin gömülen                  

altmanifoldu yada sadece altmanifoldu denir. (Chen 1973). 

f

 

Tanım 2. 6: (M,g) ve (N, g ) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar ve 

ye bir immersiyon olsun.:f M N→ , PX Y T M∀ ∈  için  

                                             (( ) , ( ) ) ( , )p pg f X f Y g X Y∗ ∗ =                                          (2.1) 

ise  f ’ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon)adı verilir. (Chen 1973). 
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Tanım 2. 7: U  üzerinde  M⊂ k
i jΓ   fonksiyonları  

( ) . ( )k
i i j

i ky y
∂ ∂

∇ = Γ
∂ ∂∑   

olmak üzere katsayılarına k
i jΓ ∇  nın koneksiyon katsayıları(yada Christoffel 

sembolleri) adı verilir. 

Tanım 2. 8: ( M ,g) bir Riemannian manifold ve üzerindeki Riemannian konneksiyon 

koneksiyonu ∇ olsun. 

[ ],

: ( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) ( , ) X Y Y X X Y

R M M M M
X Y Z R X Y Z Z Z Z

χ χ χ χ× × →
→ =∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

ile tanımlanan R,M üzerinde (1,3)- tensör alanıdır ve bu tensör alanı M nin Riemann 

eğrilik tensörü olarak adlandırılır.(Chen 1973)  

 
Teorem 2. 1:  ( M ,g) bir Riemannian manifold ve eğrilik tensör alanı R olsun. Bu 

durumda , , ,Y Z W∀ için ( )X Mχ∈

i) ( , ) ( , )R X Y R Y X= − , 

ii) ( , ) ( , ) ( , ) 0R X Y Z R Y Z X R Z Y X+ + = , 

iii) g(R(X,Y)Z,W)=-g(R(X,Y)W,Z), 

iv) g(R(X,Y)Z,W)= g(R(Z,W)X,Y). 

 

İspat: (Chen 1973). 

 

Tanım 2. 9: ( M ,g) bir Riemannian manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki boyutlu 

alt uzayıπ  olmak üzere  V,W∈π  tanjant vektörleri için  Q fonksiyonu; 

Q(V,W)=g(V,V)g(W,W)-g(V,W)2

biçiminde tanımlansın. Q(V,W) ≠ 0 olmak üzere; 

                                    ( ( , ) , )( , )
( , )

g R V W W VK V W
Q V W

=                               (2.2)                 

olup buna π  nin kesitsel eğriliği denir ve K(π  ) ile gösterilir(Chen 1973). 
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Tanım 2. 10: M, m boyutlu Riemann manifold olsun. ( m 〉 2 ). M de ∀ X,Y,Z ( )Mχ∈   

ortonormal vektör alanları olmak üzere K(X,Y,Z,X)=0  ise K, M nin Riemann-

Christoffel eğrilik tensörü iken M sabit kesitsel eğriliklidir.  için 

M, c sabit eğriliğine sahip ise M nin Riemann-Christoffel eğrilik tensörü 

, , , ( )X Y Z W Mχ∀ ∈

{ }( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )K X Y Z W c g Z Y g X W g Z X g Y W= −  

eşitliği ile gösterilir(Chen 1973). 

 

 Tanım 2. 11: ( M ,g)  n-boyutlu bir Riemannian manifoldu ve { }1 2, ,..., ne e e ,lokal 

vektör alanları olsunlar. 

: ( ) ( )S M M Rχ χ× →  

                           
1

( , ) ( , ) ( ( , ) , )
n

i
i

iX Y S X Y g R e X Y e
=

→ =∑                        (2.3)   

 

şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü adı 

verilir (Chen 1973).   

 

Tanım 2. 12: ( M ,g)  n-boyutlu bir Riemannian manifoldu olsun.Eğer S=λg ise M ye 

Einstein manifold denir. Burada λ, M üzeinde diferensiyellenebilir bir 

fonksiyondur.(Besse 1987). 

 

Tanım 2. 13: (M,g) bir Riemann manifold olsun.M üzerinde bir vektör alanı ξ ve bir r-

form ω olmak üzere V2,............,Vr ∈ TpM (r ≥ 1) vektörleri için M üzerinde  

                        2 2( )( )( ,........., ) ( ( ), ,........., )rC p V V p V Vξ rω ω ξ=                      (2.4) 

biçiminde tanımlanan Cξω  ( r – 1 ) formuna ω nun ξ ile kontraksiyonu adı verilir(Long 

1995). 

 

Tanım 2. 14: Her bir 1 2 3 4, , , ( )X X X X Mχ∈  için (M,g) nin Weyl konformal eğrilik 

operatörü      

: ( ) ( ) ( ) ( )C M M M Mχ χ χ χ× × →   
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    1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1 2
1( , ) ( , ) ( )

2 1
C X X X R X X X X X X SX SX X

n n
ρ⎛ ⎞= + Λ − Λ + Λ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

3X

)

   

(2.5)  
ve Weyl konformal eğrilik tensörü  

: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ,C M M M M C M Rχ χ χ χ ∞× × × →  

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( ( , ) , )C X X X X g C X X X X=  

şeklinde tanımlanır. Bununla beraber n ≥ 4 için eğer C=0 ise M ye konformal flat dir 

denir. Eğer n=3 ise M için her zaman C=0 dır(Chen 1973). 

 

 
2 ( , )M

U UV V g U∇ = ∇ − V  

          2

2
( , )M

U MV g U V= ∇ −

ve 
n d

M
+  sırasıyla n ve n+d boyutlu Riemann manifoldları olmak üzere nM , 

n d
M

+
 nin 

alt manifoldu ve de ∇
n d

M
+

 deki Riemannian konneksiyon olsun. nM  bir p 

noktasındaki tanjant uzayı Tp
nM  ve normal uzayı (Tp

nM )⊥ olmak üzere 

Tp(
n d

M
+ )=Tp

nM ⊕(Tp
nM )⊥

dir. Böylece , ( )nX Y Mχ∀ ∈ için 

tan( ) ( )

( )
X X

XX

Y Y nor Y

Y nor Y

∇ = ∇ + ∇

= ∇ + ∇

X
 

eşitliği elde edilir. Ayrıca ∇ nın nM  üzerinde indirgenmiş metriğe göre bir Riemann 

konneksiyonu olduğu gösterilebilinir. (O’Neill 1983). 

 

Önerme 2. 1:   bir altmanifold ve g ile de sırasıyla M ve üzerinde tanımlı 

metrikler olsun. Böylece h(X,Y) 

n dnM M
+

⊆
nM  üzerinde bir normal vektör alanı olmak üzere  

h : ( ) ( ) ( )M M Mχ χ χ ⊥× →

                                             ( , )X Y       →  = ( , )h X Y XY∇ -  XY∇                           (2.6) 

biçiminde gösterilen h  ikinci temel form olup 2- lineer ve simetriktir. 
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İspat:(Chen1973). 

 

 Tanım 2. 15: bir altmanifold ve 
n dnM M
+

⊆ ∇  da ; M  de kovaryant türev olsun. 

Böylece her , ( )X Y Mχ∀ ∈ ve her p için ( )X p pY T M∇ ∈  ve  ikinci 

temel form olmak üzere, 

( , )ph X Y T M⊥∈ p

)Y                                                                                      (2.7) ( ) ( ) ( ,X p X p pY Y h X∇ = ∇ +

şeklinde Gauss denklemi elde edilir(Chen 1973) 

 

Tanım 2. 16: 1 1 1 2 2 2( , ) (( ) , ( ) ) (( ) , ( ) )g X Y g X Y g X Yπ π π π∗ ∗ ∗ ∗= + bir altmanifold olmak 

üzere M ye normal bir birim normal vektör alanı  ξ   olsun. Böylece Xξ∇  nın teğet 

bileşeni A Xξ  ve  normal bileşeni XD ξ  olmak üzere,her p M∈  için;    

                                           ( ) ( ) ( )X p pA X Dξ X pξ ξ∇ = − +                                             (2.8) 

                                    

biçiminde Weingarten denklemi denir. Burada Aξ   ya şekil operatörü,  

: ( ) ( )

( ) tan( )X

A M M

X A X
ξ

ξ

χ χ

ξ

→

→ = − ∇
 

D ye de nM  nin normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir(Chen 1973). 

 

Teorem 2. 2: A Xξ  , ξ  ve X üzerinde 2-lineerdir. 

 

İspat: (Chen 1973). 

 

Teorem 2. 3:  , ( )∀ ∈ ,  , ∇   ;  M  de Riemann koneksiyon  ,  ∇ ; 

M  de Riemann koneksiyon  ,  g  ; M  nin Riemann metriği  , g  ;  M    nin 

X Y Mχ ( )Mξ χ ⊥∈

Riemann metriği olmak üzere  ( , ) 0g X ξ = ise 

                                    ( ( , ), ) ( , )g h X Y g Y A Xξξ =                                   (2.9) 

eşitliği ile gösterilir. 

 

İspat: (Chen 1973). 
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Tanım 2. 17: ∇  Vander  Waerden  Bortolotti koneksiyonu 

: ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( , , ) ( )( , )
( , ) ( , ) ( , )

X

X X

h M M M M

X Y Z h X Y Z h Y Z
D h Y Z h Y Z h Y Z

χ χ χ χ ⊥∇ × × →

→ ∇ = ∇
= − ∇ − ∇X

(2.1

0) 

şeklinde tanımlanır(Chen 1984). 

 

Önerme 2. 2: , , , ( )X Y Z W Mχ∀ ∈  , , (Mξ η χ )⊥∀ ∈  ve∇  , R  nin M  üzerinde Levi-

Civita koneksiyonu ve ,∇ R   nin M  üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere   

( ( , ) , ) ( ( , ) , ) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))g R X Y Z W g R X Y Z W g h X W h Y Z g h X Z h Y W= + −     (2.11) 

eşitliği elde edilir. 

 

İspat: (Chen 1984). 

 

Önerme 2. 3: , , , ( )X Y Z W Mχ∀ ∈  , , ( )Mξ η χ
⊥

∀ ∈  ve∇  , R  nin M  üzerinde Levi-

Civita koneksiyonu ve ,∇ R   nin M  üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak üzerinde 

( , )R X Y Z  nin normali ( ( , ) )R X Y Z ⊥  olarak tanımlanırsa Codazzi denklemi olarak 

adlandırılan aşağıdaki eşitlik elde edilir.   

               ( ( , ) ) ( ( , ) , ) ( )( , ) ( )( , )X YR X Y Z g R X Y Z h Y Z h X Zη⊥ = = ∇ − ∇                     (2.12)                   

şeklinde tanımlanır. 

 

İspat: (Chen 1984). 

 

Tanım 2. 18: , , ( )X Y Z TM∀ ∈Γ  için ( )( , ) ( )( , )X Yh Y Z h X Z∇ = ∇  eşitliğinden 

( ( , ) ) 0R X Y Z ⊥ =  (3.7)    oluyorsa M  manifolduna  eğrilik invaryant altmanifoldu  adı 

verilir. Burada R⊥  ise   normal koneksiyonuna  göre  Riemann eğrilik tensörüdür.  D

Diğer bir şekilde   ise 0R⊥ = M  ye flat normal koneksiyon adı verilir. M  nin normal 

koneksiyonunun flat olması için gerek ve yeter şart M  nin şekil operatörünün 

köşegenleştirilebilir olması gereklidir. 
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Tüm hiperyüzeyler için 0R⊥ = olduğu açıktır(Chen 1984). 

  
 Önerme 2. 4: , , , ( )X Y Z W Mχ∀ ∈ ve , ( )Mξ η χ ⊥∀ ∈  olmak üzere ( , )R X Y Z nin 

normali ( ( , ) )R X Y Z ⊥ olarak  tanımlanırsa  Ricci denklemi: 

                   ( ( , ) , ) ( ( , ) , ) ( , , )g R X Y g R X Y g A A X Yξ ηξ η ξ η
⊥

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦                            (2.13)                   

şeklinde tanımlanır. 

 

İspat: (Chen 1984). 

 

Tanım 2. 19:  nin  n boyutlu altmanifoldu  N M  olsun.  

                                                   1 ( , )n i iH h e= e∑                                                      (2.14)                   

Biçiminde tanımlanan H vektör alanına  M  nin ortalama eğrilik vektör alanı denir. 

H  ortalama eğrilik vektörünün normu  H ya da  M  nin ortalama  eğriliği adı verilir 

(Chen 1973). 

 

Tanım 2. 20: Ortalama eğrilik vektörü  0H =    ise  M  manifoldu minimaldir (Chen 

1973). 

 

Tanım 2. 21: izometrik immersiyonu total geodezik   ⇔   :f M M→ 0h =

 (Chen 1973). 

                               

Tanım 2. 22: Riemann manifoldunun bir alt manifoldu  ( , )N g ( , )M g olsun. 

, ( )X Y Mχ∀ ∈ olmak üzere  

                                                  ( , ) ( , )h X Y g X Y H=                                                 (2.15) 

       

eşitliği sağlanıyorsa  M  ye total umbilik   altmanifold  adı  verilir(Chen 1973). 

              

Tanım 2. 23: Riemann manifoldunun bir alt manifoldu  ( , )N g ( , )M g olsun. 

, ( )X Y Mχ∀ ∈ olmak üzere  

                                              ( ( , ), ) ( , )g h X Y H g X Yλ=                                            (2.16) 
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olacak biçimde  M  üzerinde bir   λ   fonksiyonu var ise  M   ye  pseudo-umbilik 

altmanifold  denir.(Chen 1973).  
 

 M nin r- boyutlu bir S disitribüsyonu denildiğinde M nin her p noktasına TpM nin r-

boyutlu bir alt tanjant uzayı karşılık getirilmesi anlaşılacaktır.( Yano and Kon 1984). 

  

Tanım 2.24: M ‘nin r-boyutlu distribüsyonu S olsun.Eğer S nin tanım bölgesindeki her  

p noktasının   r  boyutlu bir Sp altuzayının baz vektörleri X1 ,X2,...,Xr olmak üzere bu 

komşuluktaki her q noktası için Sq  X1(q) ,X2(q),...,Xr(q) tarafından geriliyor ise S 

diferensiyellenebilirdir denir. (Yano and Kon 1984). 

 

Tanım 2.21: (M,g) n boyutlu bir Riemann manifold, S bir distribüsyon olmak üzere 

eğer ∀ X,Y ∈S için [ ],X Y S∈  ise S  involutivedir denir.(Yano and Kon 1984). 

 

Teorem.2.5:(Frobenius teoremi) Bir distribüsyon integrallenebilirdir ancak veya ancak 

distribüsyon involutivedir. 

 

3. RİEMANNİAN ÇARPIM MANİFOLDLARI 

     
Bu bölümde Riemann manifoldların çarpım manifoldları tanıtılmıştır. 

 

(M1,g1), (M2,g2) Riemann manifoldları ve M, M1 ×  M2 nin çarpım manifoldu ve.i=1,2 

için ( ) :i iM Mπ ∗ →  kanonik izdüşümü göstersin. 

 

Tanım 3. 1 : , ( )X Y Mχ∀ ∈  için M üzerinde  

1 1 1 2 2 2( , ) (( ) , ( ) ) (( ) , ( ) )g X Y g X Y g X Yπ π π π∗ ∗ ∗ ∗= +  

şeklinde tanımlı g Riemann metriği ile belli (M,g) 2-lisine (M1,g1) ve(M2,g2) nin 

Riemann çarpım manifoldu denir(O’Neill1983) 

 

Not:Bundan böyle g1 ve g2 , M1 ve M2 nin Riemann metrik tensör alanı olmak üzere  
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11 1 1 1(( ) , ( ) ) ( , )g X Y g X Yπ π∗ ∗ =  

2 2 2 2(( ) , ( ) ) ( , )g X Y g X Y2π π∗ ∗ =  

eşitliklerinin geçerli olduğuna dikkat ediniz. 

 

Örnek 3. 1:(Tor yüzeyi) R4 deki 

( , ) ( cos , sin , cos , sin )x a a b b
a a b b
θ θ ϕθ ϕ =

ϕ  

parametrelendirilmesi ile verilen tor yüzeyi T2 ile gösterilip, 

          2
1 1:f S R→                                  ,            2

2 2:f S R→  

        1( ) ( cos , sin )f x a a
a a
θ θθ → =                      2 ( ) ( cos , sin )f x b b

b b
ϕ ϕθ → =  

immersiyonları yardımıyla aşağıdaki çarpım immersiyonu elde edilir. 
2 2

1 2 1 2: 4f f f S S R R R= × × → × =  

1 2( , ) ( , ) ( ( ), ( ))f f fθ ϕ θ ϕ θ→ = θ  

                            ( cos , sin , cos , sin )a a b b
a a b b
θ θ ϕ

=
ϕ  

Bu immersiyon R4 de  bir Tor yüzeyi gösterir. 

 

Önerme 3. 1:M= M1  M× 2 bir katlı çarpım olsun. 1, ( )  ,U V  ise  o 

zaman, 

X Y Mχ∈ 2, ( )Mχ∈

1

i)  1M
X XY Y∇ = ∇

ii)  0X VV X∇ =∇ =

iii)  2M
U UV V∇ = ∇

dir. 

 

İspat: (O’Neill.B 1983). 

 

Teorem 3. 1: 1 ( , ) 1 2( ) : ( )p qT M M TMπ ∗ × →  

                    2 ( , ) 1 2( ) : ( )p qT M M TM 2π ∗ × →    

projeksiyon dönüşümleri olsun. 
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  1) 1 2( ) ( )π π∗ ∗+ = Ι

2

 

2) 2 2
1 1 2( ) ( ) , ( ) ( )π π π π∗ ∗ ∗= = ∗  

3) 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0π π π π∗ ∗ ∗ ∗= =

2 )

                                                                               

(3.14)  

özellikleri sağlanır (O’Neill1983). 

 

İspat:      1 1, ( ,u TM u u u∈ =

1) 1 2 1 2(( ) ( ) )( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u uπ π π π∗ ∗ ∗ ∗+ = +  

           1 1 2 2 1 2( ) ( , ) ( ) ( , )u u u uπ π∗ ∗= +  

            1 2( ,0) (0, )u u= +

            1 2( , )u u=

           ( )I u=  

1 2(( ) ( ) )( ) ( )u I uπ π∗ ∗⇒ + =  

1 2( ) ( ) Iπ π∗ ∗⇒ + =  

 

2) 2
1 1( ) ( ) ( )1π π π∗ ∗= ∗  

       1 1 1 2( ) (( ) ( , ))u uπ π∗ ∗=  

       1( ) ( )uπ ∗=  

       1( ) ( ,0)uπ ∗=  

2
1 1( ) ( )π π∗ ∗⇒ =  

 

3) 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) (( ) ( , ))u uπ π π π∗ ∗ ∗ ∗=  

            1 2( ) ( )uπ ∗=  

           1 2( ) (0, )uπ ∗=  

            0=

         

1 2( ) ( ) ( ) 0( )u uπ π∗ ∗⇒ =  

1 2(( ) ( ) ) 0π π∗ ∗⇒ = .□ 
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1Teorem 3.2: 1 ( , ) 1 2( ) : ( )p qT M M TMπ ∗ × →  

                       2 ( , ) 1 2( ) : ( )p qT M M TM 2π ∗ × →  

projeksiyon dönüşümleri olsun.  

 1 2( ) ( )π π∗ ∗+ = Ι 2olduğunu göstermiştik. 1( ) ( )F π π∗ ∗= −  olmak üzere 2F = Ι dır. 

(X.Senlin ve N.Yilong 2000). 

 

İspat: 

1 2( ) ( )F π π∗ ∗= −  

2
1 2 1 2 1(( ) ( ) ) (( ) ( ) ) ( ) ( )F 2Fπ π π π π π∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − = − ∗                                                                 

1 1 1 2 2 1 2 2(( ) ( ) ) (( ) ( ) ) (( ) ( ) ) (( ) ( ) )π π π π π π π π∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − + ∗  

2 2
1 2( ) ( )π π∗ ∗= +  

1 2( ) ( )π π∗ ∗= + = Ι .□ 

 

Önerme 3.2:  1 2 1 1 2 2 1 2( , ), ( , ), ( , ); , ( )M M g M g M g X Y T M M× ∀ ∈ ×

)

olmak üzere F 

simetriktir. Yani 

                                             ( , ) ( ,g FX Y g X FY=                                          (3.15) 

dir. (X.Senlin ve N.Yilong 2000). 

 

İspat: 

1 2( , ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))g FX Y g FX Y g FX Yπ π σ σ∗ ∗ ∗ ∗= +  

1 2( ( )( ), ( )) ( ( )( ), ( ))g X Y g Xπ π σ π σ π σ σ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + − Y  

1 1( ( ), ( )) ( ( )( ), ( ))g X Y g X Yπ π π σ π∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + −  

2 2( ( ), ( )) ( ( ), (g X Y g Xσ π σ σ σ σ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ + − ))Y  

1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))g X Y g X Yπ π σ σ∗ ∗ ∗ ∗= −  

1 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))g X Y g X Yπ π σ σ∗ ∗ ∗ ∗= + −

Y

 

(( )( ), ( )( ))g Xπ σ π σ∗ ∗ ∗ ∗= + −  

( ( ), ( ))g X F Y= Ι  
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( , ( )).g X F Y= □ 

 
 Sonuç 3.1: 1 2 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , )M M g M g M g× , 1 2, ( )X Y T M M∈ × olmak üzere     

                                                ( , ) ( ,g FX FY g X Y )=                                                 (3.16)           

dir. (X.Senlin ve N.Yilong 2000). 

                                               

İspat: Burada nin simetrikliğinden yararlanacağız. F
2( , ) ( ,g FX FY g F X Y= )

)

 

( , )g X Y= Ι  

( , )g X Y= .□ 

 

Sonuç 3.2: 1 2( ) 0; , (X F Y X Y T M M∇ = ∈ ×  (X.Senlin ve N.Yilong 2000).        

 
 
 
 
 

4. RİEMANNİAN ÇARPIM MANİFOLDLARININ    
İNVARYANT ALTMANİFOLDLARI 
 

        Bu bölümde  Riemann çarpım manifoldlarının invaryant altmanifoldlarının yatay 

ve düşey distribisyonları tanılacaktır. Riemannian çarpım manifoldlarının invaryant 

altmanifoldlarının lokal simetrik olması için gerek ve yeter şartlar verilecektir 

    

        1 2 1 2( , ) ( , )M g M M g g= × ×  Riemann çarpım manifoldu olsun.N,M nin m-boyutlu 

altmanifoldu olsun. X ∈ ( )Nχ vektör alanı için  ve fX Xω sırasıyla in teğet ve 

normal bileşenleri olmak üzere; 

FX

                                                             FX fX Xω= +                                                (4.1) 

dır. V ∈ ( )Nχ ⊥ nin normal vektörü olsun.  ve  sırasıyla nin teğet ve normal 

bileşenleri olmak üzere; 

BV CV FV

                                                             FV BV CV= +                                                (4.2) 
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dir.Bu ifadelerden yararlanarak ( )X Nχ∈ ve ( )V Nχ ⊥∈ için  
                             2f X X B X fω ω, 0X C Xω= − + =

0

,                             

(4.3)  

ve 

                                     2 ,C V V BV fBV BCVω= − + =

)

,                                         (4.4) 

daha fazlası , (X Y Nχ∀ ∈ için  

                    ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( ,g fX Y g X fY g X Y g fX fY g X Y )ω ω= = +                       (4.5)   

denklemleri elde edilir. 

 

Tanım 4. 1: Eğer  için ise N ye M=x N∀ ∈ ( )x xF T N T N⊂ 1 2M M× çarpım 

manifoldunun  invaryant altmanifoldu denir. (Yano ve ark.1984) 

Eğer N, M nin invaryant alt manifoldu ise (4.1) denω  özdeş olarak sıfır olur. 

(4.3) ve (4.5) denklemleri. 
2f = Ι , ( , ) ( ,g fX fY g X Y )=  

formuna indirgenir.  

1 2M M M= × Riemann çarpım manifoldunun bir invaryant altmanifoldu N ise 2f = Ι  

eitliğinden 

{ }1 ( )T X TN fX X= ∈Γ =  

ve  

{ }2 ( )T X TN fX X= ∈Γ = −  

yatay ve düşey distribüsyonlarını böylecede 1TN T T2= ⊕  parçalanışını elde etmiş 

oluruz. 

T1 ve T2 ye karşılık gelen integral manifoldları bu bölümde sırasıyla N1 ve N2 ile 

göstereceğiz(Atçeken ve Keleş 2004) 

 

Örnek 4. 1: 3 3M R R= ×  (i=1,2) için 3R ün standart metrik tensörü  ile 

tanımlı Riemann çarpım manifoldu olsun. M nin bir altmanifoldu N olmak üzere 

1g g g= × 2

( ){ }6
1 2 3 4 5 6 3 2 1 5 4, , , , , sin , cosN x x x x x x R x x x x x= ∈ = + =  

eşitliği ile gösterilsin. 
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1                   3
1 1:f N R M→ =           ,          3

2 2: 2f N R M→ =      

                  1 2 1 2 2 1( , ) ( , , sin )x x x x x→ + x         4 6 4 4 6( , ) ( ,cos , )x x x x x→  

immersiyonları yardımıyla aşağıdaki immersiyonu tanımlayalım: 
3 3

1 2 1 2 1 2: 6f f f N N N M M R R R= × = × → × = × =  

1 2 4 6 1 2 2 1 4 4 6( , , , ) ( , , sin , , cos , )x x x x x x x x x x x→ +  

1 1
1 1

(1,0,cos ,0,0,0) cosf x x
3x x x

∂ ∂
= = +

∂ ∂
∂
∂

 

2 2

(0,1,1,0,0,0)f

3x x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

∂
+
∂

 

4 4
4 4

(0,0,0,1, sin ,0) sinf x x
5x x x

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
∂
∂

 

6 6

(0,0,0,0,0,1)f
x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

Böylece , 

1 1 2 3 4 4
1 3 2 3 4 5

( ) cos , , sin ,N Span U x U U x U
x x x x x x

χ
6x

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = − =

∂
⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 

elde edilir. 

Düşey ve yatay distribisyonlar sırasıyla { } { }1 1 2 2 3, , ,T Span U U T Span U U= = 4 dir. 

Normal uzay ise  

1 1 2 4
1 2 3 4 5

( ) cos , sin .N Span V x V x
x x x x x

χ ⊥ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + − = +⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 

1 2( ) ( ) Iπ π∗ ∗+ =   ,  1 2( ) ( ) Fπ π∗ ∗− =  olmak üzere 

1 1
1 3

( ) ( ) cos ( )F u F x F
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

       1 2 1 1 2
1 3

(( ) ( ) ) cos (( ) ( ) )x
x x

π π π π∗ ∗ ∗ ∗

∂ ∂
= − + −

∂ ∂
 

       1 2 1 1 1 2
1 1 3

( ) ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ) cos ( ) (x x
3

)
x x x

π π π π∗ ∗ ∗ ∗

∂ ∂ ∂
= − + −

x
∂

∂ ∂ ∂ ∂
 

       1 1
1 3

cos x u
x x
∂ ∂

= + =
∂ ∂
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Benzer şekilde , 2 2( )F u u= 3 3( )F u u= − , 4( )F u u4= −    olduğu gösterilebilir. 

Böylece ( )Nχ baz vektörler F altında olur.Düşey ve yatay distribisyonla sırasıyla 

{ } { }1 1 2 2 3, , ,T Span U U T Span U U= = 4

2

dir (Atçeken ve Keleş 2004). 
 

 

Önerme 4. 1: N, 1M M M= ×   nin invaryant altmanifoldu ise F nin simetrikliğinden 

 için x N∈ ( )x xF T N T N⊥ ⊥⊂  dir. 

 

İspat: F nin simetrikliği yani (3.15) denkleminden elde edilebilir(X.Senlin ve N.Yilong 

2000). □ 

  

Önerme 4. 2: N, 1 2M M M= ×   nin invaryant altmanifoldu ve  için Levi-Civita ∇ ve ∇  

sırasıyla N ve M nin Levi-Civita konneksiyonu olsunlar. Bu durumda  

, ( )X Y Nχ∀ ∈ için 

x xFY F Y∇ = ∇  

( , ) ( , )x xfY h X fY F Y Fh X Y∇ + = ∇ +  

( , ) ( , )x xfY h X fY f Y Fh X Y∇ + = ∇ +  

                                           ( ) 0, ( , ) ( , )x f Y Fh X Y h X fY∇ = =                                     (4.6) 

dır (Atçeken ve Keleş 2004). 

 

İspat: F nin paralelliğinden yani 

( ) 0X X XF Y FY F Y∇ = ⇒∇ − ∇ = 0  

X XFY F Y⇒∇ = ∇  
elde edilir. 

N,M nin invaryant altmanifoldu olduğundan  ( )Y Nχ∈  ise ( ) ( )F Y Nχ∈  olacaktır. 

 ( , )X XFY FY h X FY∇ =∇ +

         ( , )X fY h X fY= ∇ + (1) 

 

( ) ( ( ,X XF Y F Y h X Y∇ = ∇ + ))  
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             ( , )XF Y Fh X Y= ∇ +

           ( , )Xf Y Fh X Y= ∇ + (2) 
 

(1) ve (2) eşitliklerinden  

( ) 0X X XfY f Y f Y∇ = ∇ ⇒ ∇ = ( , ) ( , )Fh X Y h X fY, =  

eşitlikleri elde edilir.□ 

 

Teorem 4. 1: N , 1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu 

olsun. O zaman N1 ve N2 ,N nin total geodezik altmanifoldları olur .Dahası N1 ve N2 

sırasıyla M1 ve M2 nin altmanifoldları olurlar(Atçeken ve Keleş 2004). 

 

İspat: 1( )X Nχ∀ ∈ , ( )Z Nχ∀ ∈ için (4.6) nolu denklemden   

                                             Z Z Zf X fX X∇ =∇ = ∇                                                    (4.7) 

yani 1Zf X T∇ ∈  elde edilir. 

Böylece  distribisyonu pareleldir.Aynı yolla  distribisyonununda parelel olduğu 

gösterilebilir. 

1T 2T

1, ( )X Y Nχ∀ ∈  için 

[ ] [ ], ( ) ,X Y X Y X Yf X Y f Y X fY fX Y X X Y= ∇ −∇ =∇ −∇ =∇ −∇ = . 

dir. Buradan  

Böylelikle   düşey distribisyonun involutive olduğu elde edilir..Benzer yolla   ninde 

yatay distribisyonunda  involutive olduğu kolaylıkla elde edilebilir. Bu ise  

1T 2T

1T  ve T2  integrallenebilir olması demektir.  

N den N1  ‘e indirgenmiş konneksiyonu 1∇  ile gösterilim.  
1

1( , )X X X Xf Y fY fY h X fY∇ = ∇ = ∇ + = ∇ Y

))

 

        1
1( , )XY h X Y= ∇ −

           1
1( ( ,Xf Y h X Y= ∇ +  

            1
1( ( ,X ))f Y h X Y= ∇ +  

         1
1( , )XY h X Y= ∇ −

eşitliklerden   
1

1( , )XY h X Y∇ + =  1
1( , )XY h X Y∇ −
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12 ( , ) 0h X Y = 1( , ) 0h X Y⇒ =  

dır. N1,N nin total geodeziğidir. Benzer  şekilde  N2 ‘ninde  N ‘de total geodezik 

olduğu gösterilebilir. Böylece N bir lokal Riemann çarpım manifoldudur.  

{ }1 2( ( ))pV X T M M FX X= ∈Γ × =  

ve  

{ }1 2( ( ))qV X T M M FX X= ∈Γ × = −  

distribisyonlarını tanımlayalım. 
2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) 0Iπ π π π π π π π π π∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = + = = =  ifadesinden  

1( )X Tχ∀ ∈ için 

1
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

X I F X X FX X fX Xπ ∗ = + = + = + =  

ve 
1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

QX I F X X FX X fX= − = − = − = 0  

 

dir. Böylece ( )X Nχ∀ ∈  için ( )pX Vχ∈  dir.Aynı yolla 2( )Y Tχ∀ ∈ için ( )qY Vχ∈  

olduğu gösterilebilir.  ve   distribisyonlarının integral manifoldları sırası ile pV qV 1M  ve 

2M  dir.Ayrıca  ve ,1N 2N 1M  ve 2M nin altmanifoldlarıdırlar.□ 

 

Teorem 4. 2: 1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu N 

olsun .R ve K sırası ile Riemann Eğrilik tensörü ve Riemann Christoffel tensörü olmak 

üzere   fonksiyonu f , , , ( )X Y Z W Nχ∀ ∈   için; 

i) ( , ) ( , )R X Y fZ fR X Y Z=  

ii) ( , ) ( , )R fX fY R X Y=  

iii) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )K fX fY fZ fW K fX fY Z W K X Y fZ fW K X Y Z W= = =  

iv) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )K X fY fZ W K X fY Z fW K fX Y fZ W= =  

eşitlikleri sağlanır(Atçeken ve Keleş 2004). 

 

İspat: (3.17) ve (4.6) denklemlerinden  
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i) [ ],( , ) X Y Y X X YR X Y fZ fZ fZ fZ= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

   [ ],X Y Y X X Yf Z f Z f= ∇ ∇ −∇ ∇ − ∇ Z  
 
  

  [ ],( )X Y Y X X Yf Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

  ( , )fR X Y Z=  

dir. 

ii) K Riemann eğrilik tensörünün özelliklerinden  

( ( , ) , ) ( , , , ) ( ( , ) , )g R fX fY Z W K Z W fX fY g R Z W fX fY= =  

( ( , ) , ) ( ( , ) , )g fR Z W X fY g R Z W X Y= =  

( ( , ) , )g R X Y Z W=  

dir. Böylece ( , ) ( , )R fX fY R X Y= ifadesini tanımlayabiliriz. 

iii)  ( , , , ) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )K fX fY fZ fW g R fX fY fZ fW g fR fX fY Z fW= = ±

        ( ( , ) , ) ( , , , )g R fX fY Z W K fX fY Z W= =
        ( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R Z W fX fY g fR Z W X fY= =
        ( ( , ) , ) ( , , , )g R Z W X Y K X Y Z W= =

       . ( ( , ) , ) ( , , , )g R X Y fZ fW K X Y fZ fW= =
 

iv) K Riemann eğrilik tensörünün özelliklerinden  

( , , , ) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )K X fY fZ W g R X fY fZ W g R X fY Z W= =  

( ( , ) , ) ( , , , )g R Z fY Z fW K X fY Z fW= =  

( ( , ) , ) ( ( , ) , )g fR fY X Z W g R fY X fZ W= − = −  

( ( , ) , ) ( ( , ) , )g fR fY X Z W g R fY X fZ W= − = −  

( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R fZ W fY X g R fZ W Y fX= − = −  

( , , , )K fX Y fZ W=  

dir. □ 
 

Teorem 4. 3: 1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu N 

ise N  karışık geodezik altmanifolddur(Atçeken ve Keleş 2004). 
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İspat: ; N nin ikinci temel formu olmak üzere h 1( )X Tχ∀ ∈  ve  2( )Y Tχ∀ ∈  için 

 eşitliği gösterilebilir. (3.17) ve (4.6) denklemlerinden ( , ) 0h X Y = , ( )X Y Nχ∀ ∈ için  

( , ) ( , )h fX fY h X Y=  

ve   
( , ) ( , )h X fY Fh X Y=  

 eşitliklerine sahip oluruz. Böylece  1( )X Tχ∀ ∈ ve 2( )Y Tχ∀ ∈  için  

( , ) ( , )h X Y h X Y= −  

eşitliğinden  sonucuna ulaşılmışolunur.□ ( , ) 0h X Y =

 

Tanım 4. 2: T1 ve T2  ortogonal tamamlayıcı iki distribisyon olsun.  ile 

gösterilsin. Bunun yanı sıra

1TN T T= ⊕ 2

1( )Tχ  ve 2( )Tχ için 

1 1
1 ( ) : ( ) (
2

S I f TN T= + Γ → Γ )  

ve  

2 2
1 ( ) : ( ) (
2

S I f TN T= − Γ → Γ )  

ifadeleri ( )Nχ  nin ortogonal projeksiyon dönüşümleridir. Buradan 
2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2, , , 0,S S I S S S S S S S S f S S+ = = = = = = − .  

eşitliklerini tanımlayabiliriz. Dahası fazlası , , ( )X Y Z TN∀ ∈Γ  için  
 

                                                                (4.8) 
1 2 1 21 ( ) 1 1 1Y S S Y S Y S YS X S X S X S X+∇ = ∇ = ∇ +∇

ve  

                                                        (4.9) 1 2

1 1 2 2

( ) 1 2

1 2 1

( )Y S S Y

S Y S Y S Y S Y

X S S X

S X S X S X S X
+∇ = ∇ + =

= ∇ +∇ +∇ +∇ 2

 

dir.  nin total geodezik altmanifoldları  ve  integral manifoldları ,∇  Levi-Civita  

koneksiyonu ve 

N 1N 2N

, , ( )X Y Z Nχ∀ ∈ için  
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)
2 2

2

1 2 2 1 2 2 1

2 1

( , ) ( ) ( ,

0 ( , ) 0
S Y S Y

S Y

g S X S Z S Yg S X S Z g S Z S X

g S Z S X

∇ = + − ∇

= − ∇ =
 

dir. Böylece 
2 1 1( )S Y S X T∇ ∈Γ  için  

                                     
2 21 1 1( )S Y S YS S X S X∇ = ∇                                    (4.10)               

ve  

                                  
22 1( )S YS S X 0∇ =                                     (4.11) 

eşitlikleri gösterilmiş olunur.Aynı yolla  , , ( )X Y Nχ∀ ∈ için  

                                                    
11 2( )S YS S X 0∇ =                                                      (4.12) 

ve  
                                                

1 12 2 2( )S Y S YS S X S X∇ = ∇                                              (4.13) 

eşitliklerine ulaşılmış olunur.(4.9),(4.10) ve (4.12) den  

1 1 2 21 1 1 1 2 1 1 1 2( )Y S Y S Y S Y S YS X S S X S S X S S X S S∇ = ∇ + ∇ + ∇ + ∇ X

1

 

                                        
1 21S Y S YS X S X= ∇ +∇                                           (4.14) 

dir. , , ( )X Y Nχ∀ ∈  için   (4.7) ve(4.13) den  

1 2

1 2 1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( ) ( )

0

Y Y Y

Y S Y S Y

S Y S Y S Y S Y

S X S X S X
S X S X S X

S X S X S X S X

∇ = ∇ − ∇
= ∇ −∇ −∇

= ∇ +∇ −∇ −∇

=
1

 

dır.Böylece X  veY  keyfi vektör alanları için 1 0S∇ = sonucuna ulaşılır.Aynı sebepten 

dolayı  eşitliği elde edilir. 2 0S∇ =

Şimdi R ile N nin Riemann eğrilik tensörünü tanımlayalım. , , ( )X Y Nχ∀ ∈ için  

1 1( , ) ( , ) ( )1R X Y S Z S R X Y Z T= ∈Γ  

ve 

2 2( , ) ( , ) ( )2R X Y S Z S R X Y Z T= ∈Γ  

dir. Böylece  Teorem4.3 den  
                                                  1 2( , )R S X S Y 0=                                                        (4.15) 

N için X tanjant vektörü olmak  üzere 1 2S X S X+  ifadesi ile gösterilebilir. Böylece  
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1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )R X Y R S X S Y R S X S Y= +  

eşitliği elde edilmiş olunur. , , ( )X Y Z Nχ∀ ∈ için I.Bianchi eşitliği ve (4.15) den  
 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )R X Y Z R S X S Y Z R S X S Y Z= +  

1 1 1 1 1 2( , ) ( , )R S X S Y S Z R S X S Y S Z= +  

2 2 1 2 2 2( , ) ( , )R S X S Y S Z R S X S Y S Z+ +  

1 1 1 2 1 1( , ) ( , )R S X S Y S Z R S Z S X S Y= −  

1 2 1 1 2 2( , ) ( , )R S Y S Z S X R S Z S X S Y− −  

2 1 2 2 2 2( , ) ( , )R S Y S Z S X R S X S Y S Z− +  

1 1 1 2 1 1( , ) ( , )R S X S Y S Z R S X S Y S Z= −  

dir. 

1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , )R S X S Y S Z R S X S Y S Z=  

ve 

2 2 2 2 2 2 2( , ) ( , )R S X S Y S Z R S X S Y S Z=  

eşitliklerinden 1R  ve 2R nin ve integral manifoldlarının Riemann eğrilik tensörleri 

olduğu kolaylıkla görülebilir ve buradan 

1N 2N

1 2 1 2 1 2 1 2, , ( )X X X Y Y Y Z Z Z T Tχ= + = + = + ∈ ⊕  için  

                                          1 1 1 1 2 2 2( , , ) ( , ) ( , ) 2R X Y Z R X Y Z R X Y Z= +                          (4.16) 

sonucuna ulaşılınır(Atçeken ve Keleş 2004). 
 

Önerme 4. 3:  1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu  

olsun.  ve integral manifoldlarının düşey ve yatay distribisyonları sırası ile  ve 

 olsun. düzlemsel manifolddur gerek ve yeter şart  ve  de düzlemsel 

manifolddurlar(Atçeken, Keleş 2004). 

N

1N 2N 1T

2T N 1N 2N

 

İspat: ,X Y∀  ve Z ;  de  ortonormal vektör alanları olmak üzere  (4.16) dan N 1R = 2R =0 

ise R =0 dır.Böylelikle  

                             1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( , , , ) ( , , , ) 0K X Y Z X K X Y Z X= =                                     (4.17) 
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Sonuç olarak  ve  sabit kesitsel eğriliklidirler.(4.17) eşitliğinden de  1N 2N N

 
 

1 2 1 2
1 1( ), (
2 2

)X X X Y Y Y= + = +  ve 1 2
1 ( )
2

Z Z Z= +  

ortonormal vektör alanları için   

 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0
4 4

K X Y Z X K X Y Z X K X Y Z X= + =  

ifadesinden nin sabit kesitsel eğrilikli olduğu söylenebilir.□ N
. 

Teorem 4. 4: 1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu ne 

negatif nede pozitiftir(Atçeken, Keleş 2004).  

 

İspat: 1 2M M M= ×  Riemann çarpım manifoldunun invaryant altmanifoldu N ve  sabit 

kesitsel eğriliğini  alalım. M(c) nin Riemann eğrilik tensörü ifadesi ve  0c ≠

, , , ( )X Y Z W Nχ∀ ∈ için  

                  { }( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )K X Y Z W c g Y Z g X W g X Z g Y W= −                          (4.18) 

dir. Teorem 4.2. nin iii) şıkkından  
                              ( , , , ) ( , , , )K fX fY fZ fW K fX fY Z W=                                         (4.19) 

eşitliğindeki 1 1( )Z Z Tχ= ∈  ve 2 ( )W W T2χ= ∈  ifadelerinden  

1 2 1 2( , , , ) ( , , ,K fX fY Z W K fX fY Z W )= −  

eşitliğini elde ederiz. Böylece  

1 2( , , , ) 0K fX fY Z W =  

(4.18) ve (4.19) eşitliklerinden  

{ }1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0c g fY Z g fX W g fX Z g fY W− =  

dır.  için  0c ≠

1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )g fY Z g fX W g fX Z g fY W2=  

1T  ve ortogonal distribisyonları için  2T
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1)1 2 2( , ) ( ,Z g fX W W g fX Z=  

eşitlikleri sağlanır.□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.RİEMANN ÇARPIM MANİFOLDUNUN YARI-

İNVARYANT ALTMANİFOLDU 

Tanım 5. 1:  M   bir Riemann çarpım manifoldunun  bir altmanifoldu M  olsun. 

, ( )TM D D F D D⊥= ⊕ = ve  ( )F D TM⊥ ⊥⊂ olacak şekilde M ,   ve şeklinde iki 

distribüsyonlarına sahip ise 

D D⊥

M  ye M   nin yarı invaryant alt manifoldu denir.  

  

( )TM F D V⊥ ⊥= ⊕ ifadesinde  V  ,  TM ⊥ deki   ( )F D⊥  in ortogonal tamamlayıcısı  

olarak tanımlanır.(4.1) denkleminden   

1( )fX F Xπ ∗=  ve 2( )wX F Xπ ∗=  

eşitlikleri gösterilebilir( Şahin ve Atçeken 2003). 

 

Tanım5. 2:  ve  in distribüsyonları D D⊥ p ve  olmak üzere için bir  yarı- 

invaryant altmanifold   invaryant alt manifold,

q 0q =

0p = için   bir   yarı-invaryant 

altmanifold   anti-invaryant altmanifolddur(Şahin ve Atçeken 2003).   
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3Örnek 5. 1: 3M R R= ×  (i=1,2) için 3R ün standart metrik tensörü  ile 

tanımlı Riemann çarpım manifoldu olsun. M nin bir altmanifoldu N olmak üzere 

1g g g= × 2

( ){ }2
1 2 3 4 5 6 1 6 3 4 2 5

1, , , , , ( ) ,2N x x x x x x x x x x x x= = + + =

1

 

eşitliği ile gösterilsin. 
3

1 1:f N R M→ =           ,          3
2 2: 2f N R M→ =  

             2
3 4 6 3 4 5 3

1( , ) ( ( ) , , )2x x x x x x x→ + +       5 6 4 5 6( , ) ( , , )x x x x x→  

immersiyonları yardımıyla aşağıdaki immersiyonu tanımlayalım. 
3 3

1 2 1 2 1 2: 6f f f N N N M M R R R= × = × → × = × =
2

3 4 5 6 6 3 4 5 3 4 5 6
1( , , , ) ( ( , ) , , , , , )2x x x x x x x x x x x x→ +  

             

3 4 3 4
3 1

( ,0,1,0,0,0) ( )f x x x x
3x x x

∂ ∂
= + = + +

∂ ∂
∂
∂

 

3 4 3 4
4 1

( ,0,0,1,0,0) ( )f x x x x
4x x x

∂ ∂
= + = + +

∂ ∂
∂
∂

 

5 2

(0,1,0,0,1,0)f

5x x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

∂
+
∂

 

6 1

(1,0,0,0,0,1)f

6x x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

∂
+
∂

 

Böylece, 

1 3 4 2 1 4 3 4
1 3 1 4 2 5 1 6

( ) ( ) , ( ) , ,N Span U x x U x x U U
x x x x x x x

χ
x

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + = + + = + = +

∂
⎨ ⎬

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭
 
 

1 2( ) ( ) Iπ π∗ ∗+ =   ,  1 2( ) ( ) Fπ π∗ ∗− =  olmak üzere 

1 3 4
1 3

( ) ( ) ( ) ( )F u x x F F
x x
∂ ∂

= + +
∂ ∂

 

        3 4 1 2 1 2
1 3

( )(( ) ( ) ) (( ) ( ) )x x
x x

π π π π∗ ∗ ∗ ∗

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
 

        3 4 1 2 1 2
1 1 3

( )(( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )x x
3x x x

π π π π∗ ∗ ∗ ∗

∂ ∂ ∂
= + − + −

∂ ∂ ∂ x
∂
∂
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        3 4
1 3

( ) ( ) ( ) 1x x F F u
x x
∂ ∂

= + + =
∂ ∂

 

 Benzer şekilde , 2 2( )F u u= 3 3( )F u u= − , 4( )F u u4= −  olduğu gösterilebilir. 

N nin M de invaryant altmanifold olduğu kolayca gösterilebilir. Düşey ve yatay 

distribisyonlar sırasıyla { } { }1 1 2 2 3, , ,T Span U U T Span U U= = 4 dir. 

Dahası normal uzay ise  
{ }1 1 3 4 3 3 4 4 6 2 2( ) ( ) ( ) ,N Span x X X x X X x x x xχ ξ ξ⊥ = = ∂ ∂ + + ∂ ∂ + + ∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ − ∂ ∂ 5

 
şeklinde gösterilir(Şahin ve Atçeken 2003).  

 
                                          

 

 

Tanım 5. 3: M ; M  Riemann çarpım  manifoldunun yarı invaryant alt manifoldu olsun. 

( )X Dχ∈  ve   için eğer ( )Y Dχ ⊥∈ ( , ) 0h X Y =  ise M  ye karışık geodezik yarı 

invaryant alt manifold denir(Şahin veAtçeken 2003). 

 

Teorem 5. 1: M bir Riemann çarpım  manifoldu  ve  M  ; M    nin  yarı- invaryant  alt  

manifoldu olsun. , ( )Z W Dχ ⊥∀ ∈ için  

                                                     FZ FWA W A Z= −                                                        (5.1)                 

dır(Şahin ve Atçeken 2003). 

 

İspat: ( ), , ( ) ( ) , ( )X M Z W D FZ M FW Mχ χ χ χ⊥ ⊥ ⊥∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈ ∈  için 

(2.7) ,(2,8) ,(3.17) ve (4.1) denklemlerinden yararlanarak 

( ) , ( )F D D F D TM⊥ ⊥= ⊂  

( )TM F D V⊥ ⊥= +  

,D TM D TM⊥ ⊂ ⊂  

ifadelerini tanımlamıştık. 
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0

))

( ) 0X X XF Z FZ F Z∇ = ⇒∇ − ∇ =  

( )X XFZ F Z⇒∇ = ∇  

( ( ,FZ X X
T N

A X D FZ F Z h X Z⇒ − + = ∇ +  

( ) ( ( ,FZ X X

NT N T

A X D FZ F Z F h X Z⇒ − + = ∇ + ))  ifadesini W  ile iç çarpımını alalım. 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ),FZ X X
DN

g A X W g D FZ W g F Z W g Fh X Z W
⊥

⇒ − + = ∇ + )

)

)

)

)

.

( , ) ( , ) ( ( , ),FZ Xg A X W g F Z W g Fh X Z W⇒ − = ∇ +  , F simetrik olduğundan 

( , ) ( , ) ( ( , ), )FZ X
TMTM

g A X W g Z FW g h X Z FW
⊥

⇒ − = ∇ +  

( , ) ( ( , ),FZg A X W g h X Z FW⇒− =  

  ( , ) ( ,FZ FWg A X W g A Z X⇒ − =

( , ) ( ,FZ FWg A W X g A Z X⇒ − =  

 □ FZ FWA W A Z⇒ =

 

Lemma 5. 1: M ; M   Riemann çarpım manifoldunun yarı invariant alt manifoldu 

olsun. .∀ ( )X Dχ∈ ve  ( )Vξ χ∈  için 

                                                      FA FX A Zξ ξ=                                                         (5.2) 

dır(Şahin ve Atçeken 2003). 

 

İspat: ∀ ( ), ( )X D Y Mχ χ∈ ∈ ve ( )Vξ χ∈  ve∇    Levi- Civita  koneksiyonu için 

 (3.17) denklemi yardımıyla 

( )X F Y∇ = 0  

( ) ( )X X XF Y FY F Y⇒ ∇ =∇ − ∇ = 0  

( )X XFY F Y⇒∇ = ∇  

( , ) ( ( , ))X XFY h X FY F Y h X Y⇒∇ + = ∇ +  

 ifadesinin her iki tarafınında  ( )W Vχ∈  ile iç çarpımı alındığı taktirde ; 
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0 0

  ( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( ( , ), )X Xg FY W g h X FY W g F Y W g Fh X Y W∇ + = ∇ +

( ( , ), ) ( ( , ), )g h X FY W g Fh X Y W=   
                                                ( , ) ( , ) h X FY Fh X Y=                                                  (5.3) 

eşitliği elde edilir. 
 
 
( )X F ξ∇ = 0  

( ) ( )X X XF F Fξ ξ ξ⇒ ∇ = ∇ − ∇ = 0  

( )X XF Fξ ξ⇒∇ = ∇  

( )F Y YA Y D F F A Y Dξ ξξ ξ⇒ − + = − +  

F Y YA Y D F FA Y FDξ ξξ ξ⇒ − + = − +  

eşitliğinin X ile iç çarpımını alalım. 

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Y Yg A Y X g D F X g FA Y X g FD Xξ ξξ ξ− + = − + )  

( , ) ( ,Fg A Y X g FA Y Xξ ξ= )  

( , ) ( ,Fg A Y X g A Y FXξ ξ= )  

( , ) ( ( , ),g A Y X g h FX YF )ξξ =  

(5.3) denkleminden 

( ( , ), ) ( ( , ), )g Fh X Y g h FX Yξ ξ=  

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Z Zg A Z W g D F W g FA Z W g FD Wξ ξξ ξ− + = − + )  

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Z Zg A Z W g D F W g A Z FW g D FWξ ξξ ξ− + = − + )  

( , ) ( ,Fg A Z W g D FWξ ξξ= )  

( ( , ), ) ( ( , ), )g h X Y F g h FX Yξ ξ=  

( , ) ( ,Fg A X Y g A FX Yξ ξ= )  

FA X A FXξ ξ=  

dir.□ 

 



29 

 

Teorem 5. 2: M  Riemann çarpım manifoldu ve M  ; M  nin yarı-invariant alt 

manifoldu olsun. , ( )Z W Dχ ⊥∀ ∈ için; 

                                                                                         

(5.4) 

( )Z WD FZ Dχ ⊥− ∈D FW

 dir (Şahin ve Atçeken 2003). 

 

İspat: (3.17) eşitliğinden  

( )X F Y 0∇ =  

X XFY F Y∇ = ∇  

( , ) ( , )X XFY h X FY F Y Fh X Y∇ + = ∇ +  

( )X F ξ 0∇ =  

X XF Fξ ξ∇ = ∇  

( )F Z ZA Z D F F A Z Dξ ξξ ξ− + = − +  

F Z ZA Z D F FA Z FDξ ξξ ξ− + = − +  

eşitliğinin her iki tarafınında W ile iç çarpımını aldığımız taktirde; 

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Z Zg A Z W g D F W g FA Z W g FD Wξ ξξ ξ− + = − + )  

eşitliği elde edilmiş olunur. 

( )

( , ) 0
VN

g FWξ
Γ

=  

ifadesinin türevi alındığı taktirde   

( , ) ( , )Z Zg D FW g D FW 0ξ ξ+ =  

( , ) ( ,Z Zg D FW g D FW )ξ ξ= −  

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Z Zg A Z W g D F W g FA Z W g FD Wξ ξξ ξ− + = − + )  

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ,F Z Zg A Z W g D F W g A Z FW g D FWξ ξξ ξ− + = − + )  

( , ) ( ,F Zg A Z W g D FWξ ξ− = )  

                                      ( , ) ( ,Fg A Z W g D FWξ ξ= )Z                                (5.5) 

Eşitliğinde Z  ile W  nin yerlerini değiştirilerek  
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( , ) ( ,F Wg A W Z g D FZξ ξ= )  

elde edilen denklemin (5.5) ile farkını aldığımız taktirde  
 

( ,Z Wg D FW D FZ ξ ) 0− =  

denklemi elde edilir. Böylece 

( )Z WD FW D FZ FD⊥− ∈Γ  

dır.□ 

 

Teorem 5. 3: M , M   Riemann çarpım manifoldunun yarı invaryant altmanifoldu 

olmak üzere; 

D   integrallenebilirdir. ⇔  ( ) ( ) ( , ) ( ) .X D ve W D için h X W V dirχ χ χ⊥∀ ∈ ∈ ∈    (5.6)    

(Şahin ve Atçeken 2003). 

    

İspat: (3.2), (3.17)  ve (5.1) denklemleri yardımıyla  

[ ], 2 FZ Z WF Z W A W FW FZ⊥ ⊥= +∇ −∇  

eşitliği elde edilebilir. 

 

[ ], 2 FZ Z WF Z W A W FW FZ⊥ ⊥= +∇ −∇  

[ ]
( )

, 2 FZ Z W
T D

F Z W A W D FW D FZ
⊥Γ

= + −  

                                          [ ], ( Z WF Z W F W Z= ∇ −∇ )  

      ( ) (Z WF W F Z= ∇ − ∇ )  

                                                          Z WFW FZ=∇ −∇  

                                                          FW Z FZ WA Z D FW A W D FZ= − + + −  

                                                          2 (FZ FW FZ )A W D Z D W D⊥= + − ∈Γ   

 

Böylece  (5.1), (3.16)    ifadelerinden yararlanarak 

[ ]( , , ) 2 ( , )FZg F Z W X g A W X=  

[ ] [ ]
( ) ( )( )

0

( , , ) 2 ( ( , ) , ) ; , ( )
D F DV

g Z W FX g h X W FZ Z W D
⊥

⊥

Γ Γ

= ∈Γ  
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Böylece  

( , ) ( )h X W V∈Γ  

 dir.□ 

 

Teorem 5. 4: M ; M  Riemann çarpım manifoldunun yarı-invariant altmanifoldu  

olmak üzere; 

D  integrallenebilirdir. ⇔    , ( )X Y Dχ∀ ∈ için ( , ) ( , )h X FY h Y FX= dir.                (5.7)   

(Şahin ve Atçeken 2003). 

    

İspat:  

(2.7) ,(2.8) ,(3.17)  (4.1) denklemleri yardımıyla  

( )X F Y 0∇ =  

0X XFY F Y∇ − ∇ =  

X XFY F Y∇ = ∇  

( , ) ( , ))X X

N NT T

FY h X FY F Y Fh X Y∇ + = ∇ +  

( , ) ( , )X X XFY h X FY f Y w Y Fh X Y∇ + = ∇ + ∇ +  

denklemi ile X ile Y nin yerlerini değiştirilerek  

( , ) ( , )Y Y YFX h Y FX f X w X Fh Y X∇ + = ∇ + ∇ +  

elde ettiğimiz bu iki denklemin farkını aldığımız taktirde  

[ ] [ ], ( , ) ( , ) ( ,F X Y h X FY h Y FX F X Y+ − = )  

( , ) ( , ) 0h X FY h Y FX− =  

( , ) ( , )h X FY h Y FX=  

eşitliği elde edilmiş olunur.□ 
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6.RİEMANN ÇARPIM MANİFOLDLARI ÜZERİNDE 
EĞRİLİK ŞARTLARI 
 

Teorem 6.1:M de X,Y,Z keyfi ortonormal vektör alanları ise K  Riemann-Christoffel 

eğrilik tensörü ve g, M nin Riemann metriği olmak üzere ;  

{ }( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0K X Y Z X c g Z Y g X X g Z X g Y X= − =  

olup böylece sabit kesitsel eğrilikli bir Riemann manifold olan eliptik,hiperbolik ve 

düzlemin sabit kesitsel eğrilikleri sırasıyla pozitif,negatif ve sıfırdır.Bir düzlem 

manifoldu için Riemann eğrilik tensörü sıfırdır.   

 

İspat:( Atçeken ve Keleş2003). 

 

Tanım 6.1: ∇ ile tanımlı R ,Rieman eğrilik tensörü paralel ise bir Riemann  manifoldu 

lokal simetrik manifold olarak adlandırılır. ∇R=0 dır.( Atçeken ve Keleş 2003). 
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Teorem 6.2: M, M  Riemann manifoldunun c sabit eğrilikli total umbilik altmanifoldu 

olsun. M  üzerinde Mnin eğrilik vektör alanı H olmak üzere M nin aynı zamanda sabit 

kesitsel eğriliği 2c H+  dir. 

 

İspat: ( Atçeken ve Keleş 2003). 

Teorem 6.3: 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , )M M g×   ve 1 2, , ( )X Y Z M Mχ∀ ∈  için R ve S eğriliklerinden yararlanarak  ×

a) ( , ) ( , )R X Y JZ JR X Y Z=  

b) ( , ) ( , )R JX JY R X Y=  

c) ( , ) ( ,S JX JY S X Y )=  
eşitlikleri gösterilebilir(Atçeken ve Keleş 2003). 

İspat: 
a) nin paralelizmliğinden yararlanarak J 0J∇ =  dan 

[ ],( , ) X Y Y X X YR X Y JZ JZ JZ JZ= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

[ ],X Y Y X X YJ Z J Z J Z= ∇ ∇ −∇ ∇ − ∇  

[ ],X Y Y X X YJ Z J Z J= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ Z

Z

 

                                            [ ],( )X Y Y X X YJ Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

                                            ( , ).JR X Y=  

b)Benzer olarak, 

( ( , ) , ) ( , , , ) ( , , , )g R JX JY Z W K JX JY Z W K Z W JX JY= =  

                                     ( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R Z W JX JY g JR Z W X JY= =  

                          ( ( , ) , ) ( , , , )g R Z W X Y K Z W X Y= =  

                          ( , , , ) ( ( , ) , )K X Y Z W g R X Y Z W= = . 

Buradan ( , ) ( , )R JX JY R X Y=  sonucunu çıkarabiliriz. 

c)                  
1 1

( , ) ( ( , ) , ) ( ( , ) ,
n m n m

i i i
i i

S JX JY g R e JX JY e g R Je X Y Je
+ +

= =

= =∑ ∑ )i
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1

( ( , ) , ) ( , )
n m

i i
i

g R e X Y e S X Y
+

=

= =∑  

 
)

 

Teorem 6.4: 1 1( ,M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , ) ve∀ ∈ için× 1 1( , )( ) ( ) ,R X Y Z Mπ χ∗ ∈

2( , )( ) ( )2R X Y Z Mπ χ∗ ∈ olmak üzere 0P∇ =   ise  

M M g× 1 2, , ( )X Y Z M Mχ

1 1( , )( ) ( ) ( , )R X Y Z R X Y Zπ π∗ ∗=  

dır(Atçeken ve Keleş 2003). 

İspat: 

[ ]1 1 1 ,( , )( ) ( ) ( ) ( )X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z1π π π∗ ∗ ∗ π ∗= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

                    [ ]1 1 1 ,( ) ( ) ( )X Y Y X X YZ Z Zπ π π∗ ∗ ∗= ∇ ∇ −∇ ∇ − ∇  

                    [ ]1 1 1 ,( ) ( ) ( )X Y Y X X YZ Z Zπ π π∗ ∗ ∗= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇  

[ ]1 ,( ) ( )X Y Y X X YZ Z Zπ ∗= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

1( ) ( , )R X Y Zπ ∗= .□ 

 

Teorem 6.5: 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , )M M g×  manifold ve 1 2, , ( )X Y Z M Mχ∀ ∈ ×  için 1 1( , )( ) ( )R X Y Z Mπ χ∗ ∈ , 

 2( , )( )R X Y Zπ ∗  2( )Mχ∈  olmak üzere 

                               1 1 1 1 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , )R X Y Z R X Y Z R X Y Z= +                        (6.1) 

dır(Atçeken ve Keleş 2003). 

 

İspat: 1 2X X X= + , 1 2 1 2(Y Y Y M M )χ= + ∈ ×  için Teorem 6.4 den ve Bianchi 

eşitsizliğini kullanarak 

 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )R X Y Z R X Y Z R X Y Z= +  

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )R X Y Z R X Y Z R X Y Z R X Y Zπ π π π∗ ∗ ∗ ∗= + + +  

   1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1( , )( ) ( , )( ) ( ) ( ( , ) ( , ) )R X Y Z R X Y Z R Y Z X R Z X Yπ π π∗ ∗ ∗= + + − −  

1 2 2 2( ) ( ( , ) ( , ) )2R Y Z X R Z X Yπ ∗+ − −  
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1                        1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )( ) ( , )( )R X Y Z R X Y Z R Y Z X R Z X Yπ π∗ ∗= + − −  

2 1 2 2 1( , )( ) ( , )( ) 2R Y Z X R Z X Yπ π∗ ∗− −  

                        1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) .R X Y Z R X Y Z= +  

ifadesinde 1 1 1( , )R X Y Z  ve 2 2 2( , )R X Y Z  yerine  

            1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) 1R X Y Z R X Y Z=        ve       2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) 2R X Y Z R X Y Z=  

 ifadelerini aldığımız taktirde 

1R  ve 2R   sırasıyla  1 1 2 2( , ) ( , )M g ve M g  Riemann manifoldlarının Riemann eğrilik 
tensörleri olsun. Böylece; 

1 1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 2R X Y Z R X Y Z R X Y Z= +  

ifadesine sahipiz.□ 

 

Teorem 6.6: 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , )M M g×  manifoldu lokal simetrik manifolddur. 1 1 2 2( , ) ( , )M g ve M g⇔  lokal 

simetrik manifolddurlar(Atçeken ve Keleş 2003). 

 

İspat: 1 2( , )M M g×  lokal simetrik ise dır. 1 2 0R R R∇ =∇ +∇ =

1 2 1 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )J J ve J 2π π π π π π∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = = − ∗

2

  ifadelerinden  

1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )JR JR JR J R J R R R R Rπ π π π∗ ∗ ∗ ∗= + = + = − = −  

eşitliğini elde ederiz. J paralel olduğundan  
                                      1 2 0R R R∇ =∇ +∇ =                                        (6.2)       

dır. 

                                                 
1 2

1 2

2 2 0

J R J R J R
JR JR JR

R R

∇ = ∇ + ∇
∇ = ∇ +∇

=∇ −∇ =
                                                 (6.3) 

 

(6.2) ve (6.3) eşitliklerinden 2 2 0R R∇ =∇ =  olduğu kolaylıkla görülebilir. Buradan 

1 1 2 2( , ) ( , )M g ve M g  ifadelerinin lokal  simetrik manifold oldukları anlaşılır. 
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2 2, )Diğer taraftan 1 1( , ) (M g ve M g

0R R∇ =∇ = 0R

 lokal simetrik manifoldlar olsunlar. 

 olduğundan 2 2  olduğu kolaylıkla görülebilir. Buradan 

1 2  nin lokal simetrik manifold olduğunu söyleyebiliriz.□ 

∇ =

( , )M M g×

)Teorem 6.7: 1 1( ,M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2  çarpım manifoldu olsun. ( , )M M g×

, )1 2(M M g×  Riemann çarpım manifoldu bir Ricci flat manifoldudur. ⇔ 1 1( , )M g ve  

2 2( , )M g  Riemann manifoldları Ricci flat manifoldlardır(Atçeken ve Keleş 2003). 

İspat: 1 2( , )M M g×  Riemann çarpım manifoldu bir Ricci flat manifold ise  

1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 0S X Y S X Y S X Y= + =  

olup diğer taraftan  

1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 0S X JY S X Y S X Y= − =  

ifadesini elde ederiz. Buradan  

1 1 1 2 2 2( , ) ( , )S X Y S X Y=  

sonucunu çıkarabiliriz. Böylece 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g    Riemann manifoldlarının Ricci 

flat manifoldlardır.Terside kolaylıkla gösterilebilir.□ 

 

Teorem 6. 8: 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2  çarpım manifoldu olsun. 1 2 için ( , )M M g× , , ( )X Y Z M Mχ∀ ∈ ×

)a) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , ,K JX JY JZ JW K JX JY Z W K X Y JZ JW K X Y Z W= = =  

b) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )K X JY JZ W K X JY Z JW K JX Y JZ W= =  
ifadelerini tanımlayabiliriz(Atçeken ve Keleş 2003). 

İspat: 
a) Teorem 6.3 den J paralel olduğundan  

( , , , ) ( ( , ) , )K JX JY JZ JW g R JX JY JZ JW=  

                ( ( , ) , ) ( ( , ) ,g JR JX JY Z JW g R JX JY Z W= = )
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( ( , ) , ) ( , , , )g R X Y Z W K X Y Z W= =  

 
 ( , , , ) ( ( , ) , )K JX JY JZ JW g R JX JY JZ JW=  

              ( ( , ) , ) ( ( , ) ,g JR JX JY Z JW g R JX JY Z W= = )

)( , , , ) ( , , ,K JX JY Z W K JX JY Z Y= =  

          ( ( , ) , ) ( ( , ) , )g R JX JY Z W g JR X Y Z JW= =

        . ( ( , ) , ) ( , , , )g R X Y JZ JW K X Y JZ JW= =

 

b) R ve K nın özelliklerini kullanarak benzer yollarla  
 

( , , , ) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )K X JY JZ W g R X JY JZ W g JR X JY Z W= =  

( ( , ) , ) ( , , , )K R X JY Z JW K X JY Z JW= =  

( , , , ) ( ( , ) , ) ( ( , ) , )K X JY JZ W K R JZ W X JY g R JZ W JX Y= =  

( , , , ) ( , , , )K JZ W JX Y K JX Y JZ W= =  

( , , , )K JX Y Z JW= .□ 

 

 

          X, 1 2M M×  nin keyfi tanjant vektör alanı olsun. 1M  ve 2M  nin tanjant vektör 

alanları 1( ) Xπ ∗  ve 2( ) Xπ ∗  olmak üzere  1 2( ) ( )X X Xπ π∗ ∗= +  dir. 1 1( , )M g  

ve 2 2( , )M g  Riemann manifoldlarının sırasıyla Riemann Christoffel sembolleri 

1 1 1 1(( ) , ( ) , ( ) , ( ) )K X Y Z Wπ π π π∗ ∗ ∗ ∗  ve 2 2 2 2(( ) , ( ) , ( ) , ( ) )K X Y W Zπ π π π∗ ∗ ∗ ∗  olduğu  

kolaylıkla görülebilir.Teorem6.3 ve Teorem6.8 ve (6.1) eşitliğinden  

1 1 1 1 2 2 2 2( , , , ) (( ) , ( ) , ( ) , ( ) ) (( ) , ( ) , ( ) , ( ) )K X Y Z W K X Y Z W K X Y W Zπ π π π π π π π∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= +  

ifadesi elde edilir. 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ( )X X X Y Y Y Z Z Z W W W M Mχ= + = + = + = + ∈ ×  

için  ve sırasıyla 1K 2K 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının Riemann 

Christoffel eğrilik tensörleri olamak üzere  

                       1 2
1 1 1 1 2 2 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )K X Y Z W K X Y Z W K X Y Z W= +              (6.4)               

eşitliği elde edilir. 
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Teorem 6. 9: 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , )M M g×  çarpım manifoldu olsun. 1 2( , )M M g× Riemann çarpım manifoldu sabit 

kesitsel eğriliklidir.   ⇔
1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g    Riemann manifoldları sabit kesitsel 

eğriliklidir(Atçeken ve Keleş 2003). 

 

İspat: 1 2M M×  Riemann çarpım manifoldu sabit kesitsel eğrilikli ise 1 2M M×  üzerinde 

, ,X Y Z∀ için ortonormal vektör alanları için ( , , , ) 0K X Y Z X =  eşitliği elde edilir. 

{ }1 1 1, ,X Y Z ve{ }2 2 2, ,X Y Z sırasıyla 1M  ve 2M  üzerinde ortonormal vektör alanları ise  

1 2 1 2 1 2
1 1 1( ), ( ), (
2 2 2

)X X X Y Y Y Z Z Z= + = + = +  

ifadesi 1 2M M×  üzerinde ortonormal vektör alanıdır. Dahası g Riemannyan metrik 

tanımından { }, ,X Y JZ   1 2M M×  üzerinde ortonormal vektör alanıdırlar. Böylece (6.4) 

eşitliğinden   

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0
4 4

K X Y Z X K X Y Z X K X Y Z X= + =  

elde edilir.  Ve Riemann çarpım manifoldları üzerinde ve  

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0
4 4

K X Y JZ X K X Y Z X K X Y Z X= − =   

olup { }1 1 1, ,X Y Z ve{ }2 2 2, ,X Y Z sırasıyla 1M  ve 2M üzerinde ortonormal vektör alanları 

için 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( , , , ) ( , , , ) 0K X Y Z X K X Y Z X= = dır.(6.4) den  1 2M M×  üzerinde  

1 2 1 2 1 2
1 1 1( ), ( ), (
2 2 2

X X X Y Y Y Z Z Z⎧ ⎫= + = + = +⎨ ⎬
⎩ ⎭

)  

ortonormal vektör alanları olmak üzere  

1 1 1 1 1 2 2 2 2 24 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) 0K X Y Z X K X Y Z X K X Y Z X= + =  

şeklinde tanımlanır. Böylece 1 2( , )M M g×  sabit kesitsel eğriliklidir diyebiliriz.□ 
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)Sonuç 6. 1: 1 1( ,M g  ve 2 2( , )M g   Riemann manifoldlarının bir çarpım manifoldu 

1 2( , )M M g×  çarpım manifoldu olsun. 1 2( , )M M g×  Riemann çarpım manifoldu  

eliptikdir.(hiperbolik veya düzlemsel) ⇔ 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g Riemann manifoldları 

eliptiktir.(hiperbolik veya düzlemsel) (Atçeken ve Keleş 2003). 

 
Teorem 6.10:  1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g   sırasıyla p ve n-p boyutlu Riemann manifoldları 

ve M1 ile M2 nin bir Riemann çarpım manifoldu 1 2( , )M M g×  olsun. 1 2( , )M M g×  

Riemann çarpım manifoldu konformal düzlemsel ise 1 1( , )M g  ve 2 2( , )M g  konformal 

düzlemsel ve Einstein manifold olurlar. (Deszcz,R.1991) 

 

İspat: 

M1 in bir ortonormal çatı alanı {e1,e2,…,ep}, M2 nin bir ortonormal çatı alanı {eP+1=f1, 

ep+2 = f2,…,en = fn-p} olsun. K, K1 ve K2 sırasıyla M , M1 ve M2 nin eğrilik tensör alanları, 

S, S1 ve S2 sırasıyla M , M1 ve M2 nin Ricci eğrilik tensör alanlarını göstemek üzere 

bunların lokal  koordinat bileşenleri sırasıyla  aşağıdaki şekilde bulunur. 

                                   Kabcd=K(ea,eb,ec,ed) = K1(ea,eb,ec,ed) =                            (6.5) 1
abcdK

Ka α β d = 0 , Kα β γ δ = K2
α β γ δ                                                                             (6.6) 

Sab =                                                                             (6.7) 1
abS

0aS α =                                                                   (6.8) 

                            2S Sα β α= β                                                               (6.9) 

Burada  a,b,c,d∈ {1,2,…….,p} , { }, , , 1,.........,p nα β γ δ ∈ + dir. C nin lokal bileşenleri   

1 1 1 1 1 1 1 11 ( )
2abc d abcd a d bc ac bd bc a d b d a cC K g S g S g S g S

n
= − − + −

−
1  

                              1 1 1 1 1( )
( 1)( 2) bc a d ac bd abcdg g g g C
n n

κ
+ −

− −
= ,                    (6.10) 

1 2 1 21 1
2 2ab ab abC S g

n n
g Sα β α β= − −

− − α β  

                                           1
( 1)( 2)n n

+
− −

1 2
abg gα βκ ,                           (6.11) 
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2 2 2 2 2 2 2 21 ( )
2

C K g S g S g S g S
n

2
α β γ δ α β γ δ αδ β γ α γ β δ β γ αδ β δ α γ= − − + −

−
  

   2 2 1 1 2( )
)( 2)

g g g g C
n n( 1 β γ αδ α γ β δ α β γ δ

κ
+ − =

− −
,           (6.12)  

            0abc ab aC C Cα α β α β γ= = =                                        (6.13) 

şeklinde olurlar.   

Eğer C= 0 ise (6.10) ve (6.12) denklemlerinden C1 ve C2 sıfır olur. Şimdi (6.11) 

denklemine (a,b) üzerinden kontraksiyon uygulayacak olursak 

                              1 2 2 210
( 1)

g pS pg
nα β α β ακ= − − +
− βκ                              

(6.14) 

eşitliği elde edilir.Buradan; 
1

2 21( )
(1 )

S g
p nα β α β
κ κ= +

−
 

elde edilir.Böylece M2 Einstein manifold olur. Benzer şekilde M1 inde Einstein manifold 

olduğu kabul edilir. 
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