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OZET

Bu calismada Riemanniann manifoldlar,Riemannian ¢arpim manifoldlari, bu
manifoldlar iizerindeki invaryant ve yar1 invaryant alt manifoldlar ve egrilikleri ele
alimmustir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde calismanin ilerideki boliimlerinde kullanilan tanim ve kavramlar
verilmigtir.

Ugiincii boliimde Riemannian ¢arpim manifoldlar1 ve baz1 érnekler verildi.

Dordiincii boliimde Riemannian ¢arpim manifoldlarin invaryant
altmanifoldlarinin diisey ve yatay distribiisyonlari ile Riemannian ¢arpim manifoldlarin
invaryant altmanifoldlarinin lokal simetrik ve gergel uzay formunda olmalar ele
alimmustir.

Besinci boliim lokal Riemannian manifold olunmasi i¢in Riemann Carpim
manifoldlarinin yar1 invaryant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
verildi.Ayrica bu manifoldlarin integrallenebilir distriblisyonlar, total umbilik yar1
invaryant altmanifold gibi temel 6zellikleri ele alinmistir.

Altinc1 boliim Riemann ¢arpim manifoldlarin Riemannian egrilik tensorlerini ve

Riemannian Chrisstoffel egrilik tensorlerini ele almistir.
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ABSTRACT

In this thesis we consider Riemannian manifolds, Riemannian product
manifolds,on the manifolds so invariant and semi invariant submanifolds and
curvatures.

This study consists of six chapters.

The first chapter is introduction.

In the second chapter, some basic definitions and notions which will be used in
other chapters are given.

In the third chapter, some examples of Riemanniann product manifolds are
given.

In the fourth chapter, the vertical and horizontal distributions of an invariant
submanifold of a Riemannian product manifold and on an invariant submanifold of a
Riemannian product manifold to be a locally symmetric and real space form are
investigated.

In the fifth chapter, necessary and sufficient conditions are given on a semi-
invariant submanifold of a Riemann product manifold to be a locally Riemannian
manifold.As well fundamental properties of these submanifolds are investigated such as
integrability of distributions, totally umbilical semi-invariant submanifold.

In the sixth chapter, the Riemannian curvature tensor and the Riemannian-

Christoftel curvature tensor of a product Riemannian manifold are given.
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SIMGELER DIiZINI
M, M Manifold
M; x M, Carpim manifoldu
g, 6 Metrik tensor
Cc” Diferansiyellenebilme
y(M) M nin teget vektor alanlarinin uzayi
C*(M,R) M den R ye diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
Dve D* Distribiisyonlar
\% M iizerinde afin koneksiyon
% M iizerinde afin koneksiyon
v Van-der Waerden —Bortolotti koneksiyonu
[ , ] Lie parantez operatorii
g (M) iizerinde i¢ ¢arpim fonksiyonu
h Ikinci temel form
f Immersiyon
A Sekil operatorii
NM M nin normal demeti
T-M p noktasinda teget uzay
T'M p noktasinda normal uzay
Y egri
|| H || =a Ortalama egrilik
H Ortalama egrilik vektorii
K Kesitsel egrilik
S Ricci egrilik
C Weyl konformal egrilik operatorii



M(c)
(7).

i
Tl’ TZ
S1,S2
fi .,

Sabit kesitsel egrilik
Kanonik izdiisiim
Kismi tiirev

Christoffel Sembolii
Diisey ve yatay distribiisyonlar

Ortogonal projeksiyon doniisiimleri

Immersiyonlar

Norm
M nin egrilik tensorii

M nin egrilik tensorii

Tor yiizeyi



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Tanmm 2. 1: M n- boyutlu diferansiyellenebilir (C” siifindan) bir manifold olsun. M

tizerindeki C” vektdr alanlarimin uzayr y(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarinin

uzay1 C”*(M,IR) olmak iizere, M lizerinde

g: x(M)x y(M)—C"(M,R)
seklinde bir metrik tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g ye Riemann

metrigi (veya metrik tensor) adi verilir.(Chen 1973).

Tanmm 2. 2: M  C”manifold ve M {izerinde tannmh y(M); C” tipinde vektor
alanlar1 uzay1 olmak tizere
Vix(M)x x(M) — x(M)
(X,Y) ->VX,Y)=V,Y
dontigsimi Vf,ge C*(M,R)ve VX,Y,Z € y(M) vektor alanlar1 igin

DV pZ=/V,Z+gV,Z

i) V., (fY) = V¥ + X(f)Y
iii) V,Y+2)=V,Y+V , Z
ozelliklerini saglarsa V ya M iizerinde bir Afin koneksiyon adi verilir (Hacisalihoglu

1980).

Tamm 2. 3: (M,g) bir Riemann manifold, V, M {iizerinde taniml bir afin koneksiyon

olsun. O zaman VX,Y,Z € y(M)igin

i) V,Y-V, X =[X,Y] (sifir torsiyon)

ii) Xg(Y,Z2)=g(V,Y,Z)+g(Y,V,Z) (Koneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi)
sartlar1 saglaniyorsa V ya M iizerinde sifir torsionlu Riemann koneksiyonu yada Levi-
Civita koneksiyonu adi verilir (Chen 1973 ve Hacisalihoglu 1980). Bu koneksiyon

kisaca M deki Riemann Koneksiyonu olarak adlandirilir.



Tamm 2. 4: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak tizere,

Vg (M)x y(M)—"2— 7 (M)
(X,Y) —SV(X,Y)=V,Y

biciminde tanimlanan V operatérii M nin bir U bdlgesi iizerinde tanimli olup

VX,Y € y(U) tiirevlenebilir (yani C* smifindan) vektor alani giftine U lizerinde V Y

biciminde iicilincii bir C” vektér alam1 karsilik getirir. Boylece asagidaki ozelliler
saglandiginda V ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev)adi

verilir(Hacisalihoglu 1980);

)V, ,Z=V, Z+V,Z
ii) V,Y=fV,Y; feC"(M,IR)
i) V, (Y+2)=V, Y +V, Z

iv) V., (/1) = fV, Y+ X(f)Y.

Tanmim 2. 5: M,Nsirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifold f:M — N
C” doniisiimiiniin - boy(f,(T,M)) =qise f nin p € M noktasindaki ranki g olup
rank(f)=qile gosterilir. Eger boyM =rankf ise fye immersiyon (daldirma)
M yede N nin immersed altmanifoldu denir.

fimmersiyonu 1-1 ise fye imbeding (gobmme) M yede N nin gomiilen

altmanifoldu yada sadece altmanifoldu denir. (Chen 1973).

Tanmm 2. 6: (M,g) ve (N, é) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar ve

f M — N ye bir immersiyon olsun. VX,Y e T,M igin

g((f),X.(f),Y)=2g(X.Y) (2.1)

ise f’ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon)adi verilir. (Chen 1973).



Tanmm 2. 7: U c M {izerinde Fl.kj fonksiyonlari
0 v, O
Vi(i—)=) I (—
,(ayi) > ”(6yk)

olmak {izere l"l.k_/ katsayilarina V  nin koneksiyon katsayilari(yada Christoffel

sembolleri) ad1 verilir.

Tamm 2. 8: (M ,g) bir Riemannian manifold ve iizerindeki Riemannian konneksiyon

koneksiyonu V olsun.

R:y(M)x y(M)x y(M)— x(M)

(X , Y , Z) >RX,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, .Z

[x.7]

ile tanimlanan R,M iizerinde (1,3)- tensor alanidir ve bu tensor alan1 M nin Riemann

egrilik tensorii olarak adlandirilir.(Chen 1973)

Teorem 2. 1: (M ,g) bir Riemannian manifold ve egrilik tensér alan1 R olsun. Bu
durumda VX,Y,Z,W € y(M)igin

i) R(X,Y)=—-R(Y,X),

ii) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,Y)X =0,

i) ¢(R(X, Y)Z, W) =-g(RX. Y)W,2),

iv) g(RIX.Y)ZW)=g(R(ZW)X.Y).

Ispat: (Chen 1973).

Tanim 2. 9: (M ,g) bir Riemannian manifoldu olsun. 7,M tanjant uzayinin iki boyutlu

alt uzay1 7z olmak lizere V,W e r tanjant vektorleri i¢in Q fonksiyonu;
OV, W)=g(V.V)g(W.W)-g(V. W)’

bi¢iminde tanimlansin. Q(V, W) # 0 olmak iizere;

_ SR INW.Y)

o)

olup buna 7 nin kesitsel egriligi denir ve K( 7 ) ile gosterilir(Chen 1973).

KV, W) (2.2)



Tamm 2. 10: M, m boyutlu Riemann manifold olsun. (m )2 ). M de V X,Y,Ze y(M)
ortonormal vektor alanlar1 olmak {izere K(XY,ZX)=0 ise K, M nin Riemann-
Christoffel egrilik tensorii iken M sabit kesitsel egriliklidir. ¥YX,Y,Z,W € y(M) igin

M, c sabit egriligine sahip ise M nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii

K(X,Y,Z,W) =C{g(zaY)g(XoW)_g(ZaX)g(YoW)}

esitligi ile gosterilir(Chen 1973).

Tanmm 2. 11: (M ,g) n-boyutlu bir Riemannian manifoldu ve {el,ez,...,en} ,lokal

vektor alanlar1 olsunlar.

S:y(M)x y(M)—> R

(X.Y) > S(X.7) =Y g(R(e. X)V e,) 2.3)

i=1

seklinde tanimli (0,2)-tipindeki tensor alanina, M lizerinde Ricci egrilik tensérii adi

verilir (Chen 1973).

Tanmm 2. 12: (M ,g) n-boyutlu bir Riemannian manifoldu olsun.Eger S=Ag ise M ye
Einstein manifold denir. Burada A, M {izeinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyondur.(Besse 1987).

Tanim 2. 13: (M,g) bir Riemann manifold olsun.M iizerinde bir vektor alani & ve bir r-

form ® olmak tizere V,............ Vre T,M (r 2 1) vektorleri icin M lizerinde
(C.o)(p)(Vy5meenene T )=0(E(P),V, e V) (2.4)

bi¢iminde tanimlanan C. (r— 1) formuna ® nun & ile kontraksiyonu adi verilir(Long

1995).

Tanmm 2. 14: Her bir X, X,, X, X, € y(M) i¢in (M,g) nin Weyl konformal egrilik
operatorii

C: y(M)x y(M)x x(M) - y(M)



C(X,, X)X, =R(X,,X,)X, +L2( L - XA, - (X,ASX, + §X1AX2)jX3

n—

(2.5)

ve Weyl konformal egrilik tensérii
C1 (M) 7 (M) x 2(M)x (M) = C” (M ,R)
CX L X, X3, X,) = g(C(X,, X)X, X)

seklinde tanimlanir. Bununla beraber n > 4 i¢in eger C=0 ise M ye konformal flat dir

denir. Eger n=3 ise M i¢in her zaman C=0 dir(Chen 1973).

V.,V =Vr-gU,V)

=VyV —g,, U,V)

~ n+d ~n+d

ve M sirasiyla n ve n+d boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak tizere M", M nin
alt manifoldu ve Vde M * deki Riemannian konneksiyon olsun. M" bir p
noktasindaki tanjant uzay1 7, M" ve normal uzay1 (7, M" )L olmak {izere

M )=1, M (T, M" )"
dir. Boylece VX,Y € y(M") igin

VY = tan(VxY) + nor(VxY)
=V, Y +nor(VxY)

esitligi elde edilir. Ayrica Vnin M" tlizerinde indirgenmis metrige gore bir Riemann

konneksiyonu oldugu gosterilebilinir. (O’Neill 1983).

Onerme 2. 1: M" c M " bir altmanifold ve g ile de sirasiyla M ve {izerinde tanimli
metrikler olsun. Boylece A(X,Y) M" iizerinde bir normal vektor alan1 olmak tlizere
h: g (M)x (M) — y(M)"
(X,Y) — h(X,Y)=ViY- VY (2.6)

bigiminde gosterilen /4 ikinci temel form olup 2- lineer ve simetriktir.



Ispat:(Chen1973).

Tanmm 2. 15: M" gﬂ " bir altmanifold ve V da ; M de kovaryant tiirev olsun.
Boylece her VX,Y e y(M)ve her p i¢in (V,Y), eT M ve h,(X,Y)e TPLM ikinci
temel form olmak {izere,

(VxY), =(V,Y), +h (X.Y) (2.7)

seklinde Gauss denklemi elde edilir(Chen 1973)

Tanmm 2. 16: g(X,Y)=g,((7).X,(7).Y)+g,((7,).X,(r,).Y)bir altmanifold olmak

iizere M ye normal bir birim normal vektor alan1 & olsun. Béylece V& nin teget

bileseni 4, X ve normal bileseni D, & olmak tizere,her p e M igin;

(Vx&), =—(4.X), +(D,&), (2.8)

bi¢iminde Weingarten denklemi denir. Burada 4. ya sekil operatorti,

A: (M) > (M)
X = A.(X)=—tan(V &)

D ye de M" nin normal demetindeki (normal) koneksiyonu denir(Chen 1973).

Teorem 2.2: 4.X , & ve X lizerinde 2-lineerdir.

Ispat: (Chen 1973).

Teorem 2.3: VX,Ye y(M), e y(M"), V ; M de Riemann koneksiyon , V;

~ —~

M de Riemann koneksiyon , g ; M nin Riemann metrigi , g ; M nin

Riemann metrigi olmak iizere g(X,&)=0ise

g(h(X,Y),&)=g(¥,4.X) (2.9)

esitligi ile gosterilir.

Ispat: (Chen 1973).



Tanmm 2. 17: V Vander Waerden Bortolotti koneksiyonu

Vh:x(M)x g (M)x x(M) - z(M)*
(X.Y,Z) — (Vh)(X,Y,Z)=(Vxh)(¥,Z) 2.1
=D, h(Y,Z)~h(V,Y,Z)—h(Y,V Z)

0)
seklinde tanimlanir(Chen 1984).

Onerme 2. 2: VX,Y,Z,W e y(M) ,V&éne y(M*) veV , R ninM iizerinde Levi-
Civita koneksiyonu ve % ,R nin M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak tizere
gRX.V)Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)+g(h(X,W),h(Y,Z)) -~ g(h(X,Z),h(Y, W) (2.11)

esitligi elde edilir.
Ispat: (Chen 1984).

Onerme 2. 3: VX,Y,Z,W € y(M) ,V§,77e;((M)L veV , R ninM fzerinde Levi-

Civita koneksiyonu ve V,R nin M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olmak iizerinde
R(X,Y)Z nin normali (R(X,Y)Z)" olarak tanimlanirsa Codazzi denklemi olarak
adlandirilan asagidaki esitlik elde edilir.

(R(X,Y)Z)" = g(R(X,Y)Z,n) = (Vxh)(¥,Z)~(Vrh)(X,Z) (2.12)

seklinde tanimlanir.
Ispat: (Chen 1984).

Tanmm 2. 18: VX,Y,Zel'(TM) i¢in (V, h)(Y,Z2)=(V,h)(X,Z) esitliginden
(R(X,Y)Z) =0 (3.7) oluyorsa M manifolduna egrilik invaryant altmanifoldu ad:

verilir. Burada R* ise D normal koneksiyonuna gére Riemann egrilik tensoriidiir.

Diger bir sekilde R =0 ise M ye flat normal koneksiyon ad1 verilir. M nin normal
koneksiyonunun flat olmasi igin gerek ve yeter sart M nin sekil operatdriiniin

kosegenlestirilebilir olmasi gereklidir.



Tiim hiperyiizeyler icin R* = 0 oldugu agiktir(Chen 1984).

Onerme 2. 4: VXY, Z W e y(M)veVé,ne y(M") olmak iizere R(X,Y)Z nin
normali (R(X,Y)Z)" olarak tanimlanirsa Ricci denklemi:

gRX.VE M =gR (X, NEm-g((A.4,]X.7) (2.13)

seklinde tanimlanir.
Ispat: (Chen 1984).

Tamm 2. 19: N nin nboyutlu altmanifoldu M olsun.

H=YY hie.e) (2.14)
Biciminde tanimlanan A vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alani denir.
H ortalama egrilik vektoriiniin normu ||H || yada M nin ortalama egriligi ad1 verilir

(Chen 1973).

Tamm 2. 20: Ortalama egrilik vektori H =0 ise M manifoldu minimaldir (Chen

1973).

Tamim 2. 21: f: M — M izometrik immersiyonu total geodezik < h=0

(Chen 1973).

Tamm 2. 22: (N, g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M, g) olsun.
VX,Y € y(M)olmak iizere
X, Y)=g(X,Y)H (2.15)

esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik altmanifold adi verilir(Chen 1973).

Tamm 2. 23: (N, g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M, g) olsun.
VX,Y € y(M)olmak iizere
g(h(X,Y),H)=Ag(X,Y) (2.16)



olacak bicimde M {izerinde bir A fonksiyonu var ise M ye pseudo-umbilik

altmanifold denir.(Chen 1973).

M nin r- boyutlu bir S disitribiisyonu denildiginde M nin her p noktasina 7,M nin r-
boyutlu bir alt tanjant uzay1 karsilik getirilmesi anlasilacaktir.( Yano and Kon 1984).

Tamm 2.24: M ‘nin r-boyutlu distribiisyonu S olsun.Eger S nin tanim bdlgesindeki her
p noktasmnin r boyutlu bir S, altuzaymin baz vektorleri X ,X5,...,X; olmak {iizere bu
komsuluktaki her g noktas: icin S, Xi(q) ,X2(q)....,Xi(q) tarafindan geriliyor ise S
diferensiyellenebilirdir denir. (Yano and Kon 1984).

Tamm 2.21: (M,g) n boyutlu bir Riemann manifold, S bir distribiisyon olmak {izere
eger V XY eSi¢in [X,Y]eS ise S involutivedir denir.(Yano and Kon 1984).

Teorem.2.5:(Frobenius teoremi) Bir distribiisyon integrallenebilirdir ancak veya ancak

distriblisyon involutivedir.

3. RIEMANNIAN CARPIM MANIFOLDLARI

Bu boliimde Riemann manifoldlarin ¢arpim manifoldlar: tanitilmistir.

(M1,g1), (M>,g2) Riemann manifoldlar1 ve M, M| x M, nin ¢arpim manifoldu ve.i=1,2

i¢in (7,), : M — M, kanonik izdiisiimii gostersin.

Tamm 3.1 :VX,Y € y(M) igin M iizerinde

g(X.Y)=g /(7). X, (7). Y)+g,((7,). X, (7,).Y)
seklinde tanimli g Riemann metrigi ile belli (M,g) 2-lisine (M,,g1) ve(Ma,g2) nin
Riemann ¢arpim manifoldu denir(O’Neill1983)

Not:Bundan boyle g| ve g», M} ve M, nin Riemann metrik tensor alan1 olmak iizere
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g((m). X, (7). Y)=g/(X,,Y)
g((my), X, (7,).Y)=g,(X,,Y))

esitliklerinin gegerli olduguna dikkat ediniz.

Ornek 3. 1:(Tor yiizeyi) R* deki
x(6,p)=(a cosg,a sing,bcosﬂ,bsinﬂ)
a a b b

parametrelendirilmesi ile verilen tor yiizeyi 7° ile gosterilip,

fii§, >R : f,:S, > R’

9—)f1(x)=(acosg,asing) 9—>f2(x)=(bcos%,bsin%)
a a

immersiyonlar1 yardimiyla asagidaki ¢arpim immersiyonu elde edilir.

f=fixf,:85xS, >R xR =R

(0.9) > [(0,0)=(/,(0), 1,(0))

=(a cosg,asing,bcosg,bsing)
a a b b

Bu immersiyon R* de bir Tor yiizeyi gosterir.

Onerme 3. 1:M= M; x M, bir katli garpim olsun. X,Y € y(M,) ,U,V € y(M,) ise o
zaman,

i) v, y=viy

i) VvV, V=V, X=0

iii) V, V =V."V

dir.

Ispat: (O’Neill.B 1983).

Teorem 3. 1: (7)), :T,, (M, xM,) >TM,

P+9)

(7)), : T, (M, xM,) > TM,

projeksiyon doniistimleri olsun.
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1) (7). +(7,), =1
2) (71-1)*2 = (72'1)*9(772)*2 =(7,).
3) (7). o (7)), = (7). o (7)., =0

(3.14)
ozellikleri saglanir (O’Neill1983).

Ispat: weTM, u=(u,u,)
D (), + (7). )(w) = (7). (u) + (7). (u)
= (7). (uy,uy) + (7,), (), )
= (u,,0) +(0,u,)
= (u;,u,)
=1(u)
= (7). + (7). )(u) = 1 (u)

= (7). + (1), =1

2) (7). = (7). (7).
= (). (7). (uy,u,))
= (7). (u)
= (7). (u,0)

= (7[1)*2 = (771)*

3) (7[1)* 0(7[2)* = (7[1)*((7[2)*(1"1:”2))
= (7). (u,)

= (771)* (Oauz)
=0

= (7)), o(m,),(u)=0(u)
= ((7,),°(m,),)=0.0
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Teorem 3.2: (7)), : T, (M, xM,) >TM,
(7)), :T(M)(M1 xM,)—>TM,
projeksiyon doniistimleri olsun.
(7)), +(r,), =1oldugunu gostermistik. F =(x,),—(r,), olmak iizere F*=1dir.

(X.Senlin ve N.Yilong 2000).

Ispat:

F=(z).—(m,).

F* =((m). = (7m,).) o (7). = (7)) F = (m), = (7).
= (7)), o (7)) = (7). ° (7)) = (7). o (m).) + (7). o (7,).)
=(m).” +(m,).

= (71-1)* +(7T2)* =1.0

Onerme 3.2: (M, xM,,g),(M,,g,),(M,,g,);VX,Y e T(M,xM,)olmak iizere F

simetriktir. Yani
g(FX,Y)=g(X,FY) (3.15)
dir. (X.Senlin ve N.Yilong 2000).

Ispat:
g(FX,Y) = g,(z.(FX), 7, (V) +&,(0.(FX),0,(Y))
= g,(7.(7, — 6 )(X), 7.()+ &,(0. (7.~ 0.)(X),0.(V))
= g,(m.(X), 7. (V) + &, (~(7.0.)(X), 7. (V)
+g,(0.7.(X),0.(Y))+ g,(-0.0.(X),0.(Y))
= g,(m.(X), 7.(Y)) - g,(0.(X),0.(Y))
= g,(m.(X), 7))+ &,(0.(X),~0.(Y))
= g((7, +0.)(X),(z, —0.)(Y))

= g(I(X),F(Y))
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= g(X,F(Y)).o

Sonu¢ 3.1: (M, xM,,g),(M,,g,),(M,,g,), X,Y e T(M,xM,) olmak iizere
g(FX,FY)=g(X,Y) (3.16)
dir. (X.Senlin ve N.Yilong 2000).

Ispat: Burada F nin simetrikliginden yararlanacagiz.
g(FX,FY)=g(F'X,Y)

=g(X,Y)

=g(X,Y).o

Sonu¢ 3.2: (V,F)Y =0;X,Y e T(M,xM,) (X.Senlin ve N.Yilong 2000).

4. RIEMANNIAN CARPIM MANIFOLDLARININ
INVARYANT ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde Riemann c¢arpim manifoldlariin invaryant altmanifoldlarinin yatay
ve diisey distribisyonlar1 tanilacaktir. Riemannian ¢arpim manifoldlarinin invaryant

altmanifoldlarinin lokal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilecektir

(M,g)=(M,xM,,g xg,) Riemann ¢arpim manifoldu olsun.N,M nin m-boyutlu
altmanifoldu olsun. X € y(N)vektor alant icin fX ve wX sirastyla FX in teget ve
normal bilesenleri olmak iizere;

FX =fX+w0X (4.1)
dir. V € y(N)" nin normal vektorii olsun. BV ve CV sirasiyla FV nin teget ve normal

bilesenleri olmak tizere;

FV =BV +CV (4.2)
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dir.Bu ifadelerden yararlanarak X € y(N)ve V € y(N)"i¢in
fPX=X-BoX,0fX +CoX =0,
(4.3)

Ve
CV=V-wBV, BV +BCV =0, (4.4)
daha fazlas1 VX,Y € y(N)igin
g(fX,Y)=g(X, fY), g(X.Y)=g(/X, fY)+ g(wX,0Y) (4.5)

denklemleri elde edilir.

Tanmm 4. 1: Eger VxeN i¢cin F(I_N)cT Nise N ye M=M xM,carpim
manifoldunun invaryant altmanifoldu denir. (Yano ve ark.1984)

Eger N, M nin invaryant alt manifoldu ise (4.1) den @ 6zdes olarak sifir olur.

(4.3) ve (4.5) denklemleri.
7=, g(fX, f¥)=g(X.Y)
formuna indirgenir.
M = M, x M,Riemann ¢arprm manifoldunun bir invaryant altmanifoldu N ise [ =1
eitliginden

T, ={X e(IN)| /X = X}

ve
T,={X e[ (IN)| fX =-X|
yatay ve diisey distriblisyonlarin1 bdylecede TN =7, @7, parcalanisini elde etmis

oluruz.
T, ve T, ye karsilik gelen integral manifoldlar1 bu bdliimde sirasiyla N; ve N ile

gosterecegiz(Atceken ve Keles 2004)

Ornek 4. 1: M =R’xR’ (i=1,2) igin R’iin standart metrik tensorii g=g xg, ile
taniml1 Riemann ¢arpim manifoldu olsun. M nin bir altmanifoldu N olmak iizere
N = {(xl,xz,x3,x4,x5,x6) € R®|x; = x, +sinx,x; = cosx4}

esitligi ile gosterilsin.
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fi:N, >R =M, : fr:N, >R =M,
(x;,%,) = (%, %,, X, +sIn.x,) (%, X5) = (x,,008 X, X¢)
immersiyonlar1 yardimiyla agsagidaki immersiyonu tanimlayalim:
f=fixf,iN=NxN, > M xM,=R xR =R°

(x,,x,,%,,X,) = (x,,X,,Xx, +sinx,,x,,COS X, X, )

g_ (1,0,co0s x,,0,0,0) =i+cosx1 9

axl axl 8)(3

g =(0,1,1,0,0,0) :£+i

0, ox, Ox,

ﬁ = (0,0,0,1,—Sinx4,0) =i_5inx4—

6)64 8x4 8)65

Y (0.0,0,0,0.=-2

6x6 ax6

Boylece ,

X (N)=Span{U, =i+cosx1 ﬁ,U2 =i i, 3 :i—sinx4 i,U4 =i
ox, ox, ox, Ox, ox, Ox; ox,

elde edilir.
Diisey ve yatay distribisyonlar sirasiyla7, = Span {U U 2} , T, = Span {U U 4} dir.

Normal uzay ise

2(N)" = Span Vl:cosxli+i—i,lfz:sin)cz‘i+i )
ox, Ox, Ox, ox, Ox;

(7)., +(my), =1 , (7),—(m,),=F olmak iizere

F(u)= F(a%) +cos xlF(ai)

X3

= (7). _(%)*)Gims X (7).~ (,).) -2
X, ox,

- (m)*(a%) - (nz)*(aixl) +eos, (m)*(g) —cos, (zrz)*(ai)

3 X3

=—+cosx, — =1y,
ox, ox,
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Benzer sekilde F(u,) =u,, F(u,)=-u,, F(u,)=-u, oldugu gosterilebilir.
Boylece y(N)baz vektorler F altinda olur.Diisey ve yatay distribisyonla sirasiyla

T, = Span{U,,U,} T, = Span{U,,U, } dir (Atgeken ve Keles 2004).

Onerme 4. 1: N, M =M, xM, nin invaryant altmanifoldu ise F nin simetrikliginden

xeN i¢in F(T.N*)c T.N* dir.

Ispat: F nin simetrikligi yani (3.15) denkleminden elde edilebilir(X.Senlin ve N.Yilong
2000). o

Onerme 4. 2: N, M = M, x M, nin invaryant altmanifoldu ve igin Levi-Civita V ve Y

sirastyla N ve M nin Levi-Civita konneksiyonu olsunlar. Bu durumda
VX,Y € y(N)igin
V.FY =FV.Y
V IY+h(X,fY)=FV Y+ Fh(X,Y)
V IY+h(X,fY)=fV Y+Fh(X,Y)
(V.Y =0,Fh(X,Y)=h(X,fY) (4.6)
dir (Atceken ve Keles 2004).

Ispat: F nin paralelliginden yani
(VxF)Y=0=VxFY—-FVxY=0

= VxFY =FVxY
elde edilir.
N,M nin invaryant altmanifoldu oldugundan Y e y(N) ise F(Y)e y(N) olacaktir.

VxFY =V FY +h(X,FY)

=V SY + (X, V) (1)

F(VxY)=F(V,Y +h(X,Y))
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= FV Y +Fh(X,Y)
= fV Y+ Fh(X,Y)(2)
(1) ve (2) esitliklerinden
VY= [V, Y= (V, )Y =0, Fh(X,Y) = h(X, fY)

esitlikleri elde edilir.o

Teorem 4. 1: N ,M =M xM, Riemann ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu

olsun. O zaman N; ve N, ,N nin total geodezik altmanifoldlar1 olur .Dahas1t N; ve N,

sirastyla M; ve M nin altmanifoldlar1 olurlar(Atceken ve Keles 2004).

Ispat: VX € y(N,), VZ € y(N)igin (4.6) nolu denklemden
fV,X=V,fXxX=V, X 4.7)
yani fV,X €T elde edilir.
Boylece 7, distribisyonu pareleldir.Ayn1 yolla 7, distribisyonununda parelel oldugu
gosterilebilir. VX,Y € y(N,) i¢in
fIXY]|=f(V Y-V, X)=V Y-V, fX=V Y-V, X=[XY].
dir. Buradan
Boylelikle 7; diisey distribisyonun involutive oldugu elde edilir..Benzer yolla 7, ninde

yatay distribisyonunda involutive oldugu kolaylikla elde edilebilir. Bu ise

T, ve T, integrallenebilir olmas1 demektir.
Nden N; ‘e indirgenmis konneksiyonu V' ile gosterilim.
VY=V Y=V fY +h(X, )=V Y
=V.,Y -h(X,Y)
= f(VLY +h(X,Y))
= f(VLY +h(X,Y))
=V,Y-h(X,Y)
esitliklerden
VY +h(X,Y)=V,Y-h(X,Y)



18

2h(X,Y)=0=nh(X,Y)=0
dir. N;,N nin total geodezigidir. Benzer sekilde N, ‘ninde N ‘de total geodezik
oldugu gosterilebilir. Boylece N bir lokal Riemann ¢arpim manifoldudur.
V,={X e[ (T(M,xM,))|FX = X}
ve

V,={X eT(T(M,xM,)|FX =-X|

distribisyonlarini tanimlayalim.
(7[1)*2 = (771)*:(7[2)*2 = (7[2)*3(7[1)* + (7[2)* = 11(7[1)*(7[2)* = (”2)*(72-1)* =0 ifadesinden

VX e y(I)) igin

(7). X =%(1+F)X =%(X+FX)=%(X+J‘X)=X

\~

1 1 1
OX =—(I=F)X =—(X = FX)=—(X - X)=0

dir. Boylece VX € y(N) i¢in X € y(V,) dir.Aym yolla VY € y(T))i¢in Y e y(V,)
oldugu gosterilebilir. ¥, ve V, distribisyonlarinin integral manifoldlari sirasi ile M, ve

M, dir.Ayrica N, ve N,,M, ve M,nin altmanifoldlaridirlar.0

Teorem 4. 2: M =M, xM, Riemann ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu N
olsun .R ve K sirasi ile Riemann Egrilik tensorii ve Riemann Christoffel tensorii olmak
tizere f fonksiyonu VX,Y,Z,W € y(N) igin;

i) R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z

i) R(fX, fY)=R(X.Y)

iil) K(fX, Y, fZ, W) = K(JX, fY . Z,W) = K(X.Y, [Z, fW) = K(X,Y,Z, W)

iv) K(X, /Y, fZ,W) = K(X, fY,Z, fW) = K(JX.Y, Z,I)

esitlikleri saglanir(Atceken ve Keles 2004).

Ispat: (3.17) ve (4.6) denklemlerinden
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) RXY)fZ=V VL=V ,V,[L —V[X’y]jZ

=V L=V [V Z = [V Z

= f VYV, 2=V, Z -V, 1 7)
= R(X,Y)Z

dir.

ii) K Riemann egrilik tensoriiniin 6zelliklerinden

ER(X, V)Z,W)=K(Z W, X, fY) = g(R(Z, W) [X, fT)
=g(R(Z, W)X, [Y)=g(R(Z,W)X,Y)
=g(R(X,Y)Z,W)

dir. Boylece R(fX, fY)= R(X,Y)ifadesini tamimlayabiliriz.

iii) K(fX, 1Y, fZ, W) = g(R(SX, fY) 2, W) = g(SR(SX, fY)Z, fW) *
=g(RUX, fY)ZW)=K(fX, Y, Z,W)

=8(R(Z W) fX, fT) = g(/R(Z, W)X, fT)
=g(R(Z,WX,Y)=K(X,Y,Z,W)

=gR(X,Y)fZ,W)=K(X,Y, fZ,fW).

iv) K Riemann egrilik tensoriiniin 6zelliklerinden

K(X, Y, fZ,W) = g(R(X, fY) JZ,W) = g(R(X, fY)Z, W)
=g(R(Z, fV)Z, W) =K(X, fY,Z, fW)
=—8(R(fY,X)Z,W)=—g(R(fY,X)[Z,W)
=—8(R(SY,X)Z,W)=~g(R(fY,X)fZ, W)
=—g(R(fZ, W) fY,X)=~g(R(fZ,W)Y, fX)
=K(X.Y, fZ,W)

dir. O

Teorem 4. 3: M =M, xM, Riemann ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu N

ise N karigik geodezik altmanifolddur(Atceken ve Keles 2004).
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Ispat: h; N nin ikinci temel formu olmak iizere VX € y(T)) ve VY e y(T,) igin
h(X,Y)=0 esitligi gosterilebilir. (3.17) ve (4.6) denklemlerinden VX,Y € y(N)igin
h(fX, fY) = h(X,Y)
ve
h(X, fY)=Fh(X,Y)
esitliklerine sahip oluruz. Boylece VX € y(I})ve VY € y(T,) igin
h(X,Y)=-h(X,Y)

esitliginden A(X,Y)=0 sonucuna ulagilmisolunur.o

Tanmm 4. 2: 71 ve T, ortogonal tamamlayici iki distribisyon olsun. 7N =7, @7, ile

gosterilsin. Bunun yamn sira y(7;) ve y(7,)icin
S5, =5+ £):T(IN) > T (1)
ve
1
8, =5U=/):TAN) > I'(T;)
ifadeleri y(N) nin ortogonal projeksiyon doniisiimleridir. Buradan

S +8,=1,5=5,5"=85,,55,=85,5,=0,f=8,-5,.

esitliklerini tanimlayabiliriz. Dahasi fazlas1 VX,Y,Z e ['(TN) i¢in

VS X =V o, SX=V, SX+V SX (4.8)

ve
VX =V oy (S +8,)X = 49)
=V S X+V,S,X+V S X+V,S,X '

dir. N nin total geodezik altmanifoldlar1 N, ve N, integral manifoldlar1,V Levi-Civita

koneksiyonu ve VX,Y,Z € y(N) igin
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g(vszyleo S,2)=8,Yg($,X +8§,7) —g(VSZYSzz, S,.X)
= O—g(VSZYSZZ, $X)=0

dir. Béylece V S, X e I'(T}) i¢in

S (VszySlX) = vszyle (4.10)
ve
S,(Vgy$X)=0 (4.11)
esitlikleri gosterilmis olunur.Ayn1 yolla VX,Y,e y(N)igin
$(VgyS$,X)=0 (4.12)
ve
S,(Vsy$,X) =V, 5, X (4.13)

esitliklerine ulagilmis olunur.(4.9),(4.10) ve (4.12) den
S(VyX) =8V, S X+8§V, S, X+8Vy, 5 X+85V,S,X

=V, SX+Vy, S X (4.14)
dir. VX,Y,e y(N) i¢in (4.7) ve(4.13) den

(V,8)X =V,8,X —8,(V,X)
=V, SX-V SX-V SX
=V, SX+V ,SX-V  SX-V SX
-0

dir.Boylece X veY keyfi vektor alanlari i¢in VS, =0 sonucuna ulasilir. Ayni sebepten
dolay1 VS, =0 esitligi elde edilir.
Simdi R ile N nin Riemann egrilik tensoriinii tanimlayalim. VX ,Y, e y(N)i¢in

R(X,Y)S,Z =SR(X,Y)Z eT(T)

Ve
R(X,Y)S,Z = S,R(X,Y)Z eI(T,)

dir. Boylece Teorem4.3 den
R($,X,5,Y)=0 (4.15)

N i¢in X tanjant vektorii olmak tizere S,X +S,X ifadesi ile gosterilebilir. Boylece
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R(X,Y)=R(S,X,S,Y)+R(S,X,S,Y)
esitligi elde edilmis olunur. VX,Y,Z € y(N) i¢in I.Bianchi esitligi ve (4.15) den
R(X,Y)Z =R(S,X,SY)Z+R(S,X,S,Y)Z

=R(S,X,SY)S,Z+R(S,X,5Y)S,Z
+R(S,X,8,Y)S,Z +R(S,X,S8,Y)S,Z

=R(S,X,S8Y)S,Z—-R(S,Z,5X)SY
-R(SY,S,2)S, X -R(S,Z,S,X)S,Y
-R(S,Y,S,2)S,X +R(S,X,S,Y)S,Z

=R(S,X,S8Y)S,Z—-R(S,X,S5Y)S,Z

dir.
R(S,X,SY)SZ=R(S,X,5Y)S,Z

veE
R(S,X,S,Y)S,Z = R,(S,X,S,Y)S,Z

esitliklerinden R, ve R,nin N,ve N, integral manifoldlarinin Riemann egrilik tensorleri

oldugu kolaylikla goriilebilir ve buradan
X=X +X,,Y=Y+Y,,Z=2+Z,€ y(T,®T,) icin

R(X,Y,Z)=R(X,,Y)Z +R,(X,.Y,)Z,

sonucuna ulagilinir(Atceken ve Keles 2004).

Onerme 4. 3: M = M, x M, Riemann ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu N

olsun. N, ve N, integral manifoldlarinin diisey ve yatay distribisyonlar: sirasi ile 7, ve

T, olsun. N diizlemsel manifolddur gerek ve yeter sart N, ve N, de diizlemsel

manifolddurlar(Atgeken, Keles 2004).

Ispat: VX,Y veZ ;N de ortonormal vektér alanlari olmak {izere (4.16) dan R=R,=0

ise R =0 dir.Boylelikle
K (X,1,Z,X)=K,(X,.,Y,,Z,,X,)=0

2949
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Sonug olarak N, ve N, sabit kesitsel egriliklidirler.(4.17) esitliginden N de

1 1 1
X=—7WX+X),Y=—"FX+Y) ve Z=—=(Z,+2Z,)
\/E 1 2 \/5 1 2 \/5 1 2
ortonormal vektor alanlari i¢in
1 1
K(XoYazaX):ZKl(XlaY1=Z19X1)+ZK2(X29Y29229X2):0

ifadesinden N nin sabit kesitsel egrilikli oldugu sdylenebilir.o

Teorem 4. 4: M =M, xM, Riemann ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu ne

negatif nede pozitiftir(Atgeken, Keles 2004).

Ispat: M = M, x M, Riemann garpim manifoldunun invaryant altmanifoldu N ve sabit

kesitsel egriliginic#0 alalim. M(c) nin Riemann egrilik tensorii ifadesi ve

VX,Y,Z,W € y(N)icin

K(X,Y,ZW)=c{g(Y,2)g(X,W)—g(X,Z)g(Y.W)}

dir. Teorem 4.2. nin iii) sikkindan

KX, Y, f2, /W)= K(fX, fY,Z,W)
esitligindeki Z =Z € y(T}) ve W =W, € y(T,) ifadelerinden

KX, fY.2,0,) ==K (fX, fY.Z,,,)

esitligini elde ederiz. Boylece

K(fX. fY.Z,.,)=0

(4.18) ve (4.19) esitliklerinden
cle(fY.Z)g(fX.W,) - g(fX,Z)g(fY,W,)} =0
dir. ¢#0 icin

g(fY,Z2)g(f X, W,))=g(X,Z)g(fY,W,)

T, ve T, ortogonal distribisyonlar i¢in

(4.18)

(4.19)
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Zg(fX, W) =W,g(fX,Z2,)

esitlikleri saglanir.o

5.RIEMANN CARPIM  MANIFOLDUNUN  YARI-
INVARYANT ALTMANIFOLDU

Tamm 5.1: M bir Riemann carpim manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.
TM =D@®D",F(D)=Dve F(D')cTM"olacak sekilde M, D ve D"seklinde iki

distribiisyonlarina sahip ise M ye M nin yar1 invaryant alt manifoldu denir.

TM* = F(D")@V ifadesinde V , TM*deki F(D") in ortogonal tamamlayicisi
olarak tanimlanir.(4.1) denkleminden
X =F(n).X ve wX =F(r,), X

esitlikleri gosterilebilir( Sahin ve Atgeken 2003).

Tamm5. 2: D ve D" in distribiisyonlar1 pve ¢ olmak iizere ¢ =0igin bir yari-
invaryant altmanifold invaryant alt manifold, p = 0igin bir yari-invaryant

altmanifold anti-invaryant altmanifolddur(Sahin ve At¢eken 2003).



25

Ornek 5. 1: M =R’xR’ (i=1,2) igin R’iin standart metrik tensérii g=g xg, ile
taniml1 Riemann ¢arpim manifoldu olsun. M nin bir altmanifoldu N olmak tizere

X, = X, +%(x3 +x4)2,x2 :xs}

N:{(xl,xz,x3,x4,x5,x6)

esitligi ile gdsterilsin.

fi:N, >R =M, : fo:N, >R =M,
(5, x,) = (x, +%(x3 +x4)2,x5,x3) (x5, %5) = (x,,%5,X,)

immersiyonlar1 yardimiyla agagidaki immersiyonu tanimlayalim.
f=fixf,iN=NxN, >M xM,=R xR =R°

(035 X5 ) = (6 V0 (06,0 30,0,y X4, X, )

of o 0
——=(x;+x,,0,1,0,0,0) = (x; + x,) —+—
ox, (x5 %, )= 4)8)(1 ox,
of o 0
—=(x,+x,,0,0,1,0,0) = (x; +x,) —+—
ox, (x; )= 4)8)(1 ox,
8f_(010010)_i+i
X ox, Ox
af—(100001)—i+i
X Ox, Ox,
Boylece,
0o 0 0 0 0 0 0 0
N)=S§ U=(x+x)—+—U,=(x,+x,))—+—,U,=—+—,U, =—+—
7 pan{l x x4)8x1 ox, : =05 x4)6xl ox, } ox, Oxg ! ox, 6x6}

(7). +(m,). =1 , (x),—(m,),=F olmak iizere

Fu) = (x, + x“)F(a%) + F(a%)

= (2, +x,)((7). —(ﬂz)*)a%ﬂ(ﬂl)* —(772)*)8i

X3

—(x3+x4)((ﬂ1)( ) (ﬂz)( ))+(7T1)( ) (2)( )
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0 0
= (x, +x4)F(8_xl)+F(8_) =y,

x3
Benzer sekilde F(u,)=u,, F(u;)=-u,, F(u,)=-u, oldugu gosterilebilir.
N nin M de invaryant altmanifold oldugu kolayca gosterilebilir. Diisey ve yatay
distribisyonlar sirastyla 7, = Span{U,,U,},T, = Span{U,,U,} dir.

Dahas1 normal uzay ise
2(N)" =Span{é = 0/ox, + (X, + X,)0/ox, + (X, + X,)0/0x, +0/0xy, &, = 0/0x, — 0/ 0x, |

seklinde gosterilir(Sahin ve Atceken 2003).

Tamm 5.3: M ; M Riemann carpim manifoldunun yar1 invaryant alt manifoldu olsun.
XeyD) ve YeyD) igin eger h(X,Y)=0 ise M ye karisik geodezik yari

invaryant alt manifold denir(Sahin veAtceken 2003).

Teorem 5. 1: M bir Riemann carpim manifoldu ve M ; M nin yarl- invaryant alt

manifoldu olsun. VZ,W e y(D)" i¢in
A W =-4.,2Z (5.1)
dir(Sahin ve Atceken 2003).

Ispat: VX € y(M),YZ,W € y(D)" = FZ € y(M)",FW € y(M)" igin
(2.7) ,(2,8) ,(3.17) ve (4.1) denklemlerinden yararlanarak
F(D)=D,F(D")cTM"*

TM*=F(D")+V

D cTM,DcTM

ifadelerini tanimlamistik.
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(VxF)Z=0=VxFZ-FVxZ=0
— VyFZ=F(VxZ)

— A, X+D,FZ=F(V,Z+hX,Z))
—_ ——

T N

=-A4.,X+D,FZ=F(V,Z)+F(h(X,Z)) ifadesini W ile i¢ ¢carpimini alalim.

= (-4, X, W)+ g(DyFZ W) =g(FV  Z,W)+g(FI(X,Z),W)

N D

= —g(4, X, W)=g(FV ,Z,W)+g(Fh(X,Z),W) , F simetrik oldugundan

= —g(de, X W)= g(V . Z, FW)+ g(h(X,Z),FW)

™ TM*
= -84, X W)=g(h(X,Z),FW)
= g4, X, W) =g(Ary Z,X)
= —g(4p, W, X)=g(4py Z,X)

= A, ,W=A4,,Z.0

Lemma 5. 1: M; M Riemann carpim manifoldunun yar1 invariant alt manifoldu
olsun. .V X € y(D)ve &e y(V) icin
AFX = A, Z (5.2)

dir(Sahin ve Atceken 2003).

Ispat: VX € y(D),Y € y(M)ve E€ y(V) veV Levi- Civita koneksiyonu igin
(3.17) denklemi yardimiyla

(VxF)Y =0

= (VxF)Y =VxFY-F(VxY)=0

= VxFY = F(VyY)

=V, FY+h(X,FY)=F(V,Y+h(X,Y))

ifadesinin her iki tarafininda W € (V) ile i¢ carpimi alindig1 taktirde ;
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gV FY W)+ g(h(X,FY),W)=g(FV .Y, W)+ g(Fh(X,Y),W)
0 0

g(h(X,FY),W)=g(Fh(X,Y),W)
h(X,FY)=Fh(X,Y) (5.3)

esitligi elde edilir.

(VxF)E=0

= (VxF)E=VxFE-F(Vx&)=0
= Vi F&=F(Vx&)

=AY+ D, F&=F(-4.Y + D,¢)
= -4, Y+D,F&=-FAY + FD,&
esitliginin X ile i¢ ¢arpimini alalim.

g(~4,.Y, X)+g(D,FE X) = g(~FA.Y, X)+g(FD,&,X)
%f_/ %’_/

g(4,.Y,X) = g(FA.Y,X)
g(4,.Y,X) = g(A.Y,FX)
g Ap Y, X)=g(h(FX ,Y),&)
(5.3) denkleminden
g(Fh(X,Y),&) = g(h(FX,Y),£)
~g(ApZ W)+ g(D,FEW) = —g(FA.Z,W)+g(FD,&,W)

~g(4,.Z, W)+ g(D,FEW) =—g(A.Z,FW)+g(D,E FW)

%/—/
0 0

g(4p.2, W)= g(&,D,FW)
g(h(X,Y),F&) = g(h(FX,Y),&)
g(4,.X.Y)=g(A.FX.Y)
Ao X = A.FX

dir.o
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Teorem 5. 2: M Riemann carpim manifoldu ve M ; M nin yari-invariant alt

manifoldu olsun. V Z,W € y(D)"igin;

D,FW - D, FZ € y(D)*

(5.4)
dir (Sahin ve Atgeken 2003).
Ispat: (3.17) esitliginden
(V,F)Y=0
V FY=FV .Y

V FY+h(X,FY)=FV,Y+Fh(X,Y)
(V. F)5=0
V FE=FV &
Ay Z+D,FE=F(—A.Z+D,<E)
~Ap.Z+D,FE=-FA.Z+FD,¢&
esitliginin her iki tarafininda W ile i¢ ¢arpimini aldigimiz taktirde;
~g(Ap. Z W)+ g(D,FEW) = ~g(FAZW)+g(FD,£, W)

esitligi elde edilmis olunur.

g(E.FW) =0

N T0)
ifadesinin tiirevi alindig: taktirde
8(D,S, FW)+g(S, D, FW) =0
g(D,6, FW)=~g(s, D, W)
~g(A, Z W)+ g(D,FEW) = ~g(FAZ W)+ g(FD,5. W)

~g(4,.Z, W)+ g(D,FEW) =~g(A.Z,FW)+g(D,E FW)
g, le. W)

%/—/
0 0

~g(4,,Z,W)=g(D,E,FW)
g(A,.Z,W)=g(&,D,FW) (5.5)

Esitliginde Z ile W nin yerlerini degistirilerek
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g(4,W.2)=g(&,D, FZ)
elde edilen denklemin (5.5) ile farkini aldigimiz taktirde
g(D,FW —D,FZ,£)=0

denklemi elde edilir. Boylece
D,FW — D, FZ e T(FD")

dir.o

Teorem 5. 3: M, M Riemann carpim manifoldunun yari invaryant altmanifoldu

olmak iizere;
D integrallenebilirdir. < V X € y(D)ve W e y(D")icin h(X,W)e y(V)dir. (5.6)
(Sahin ve Atgeken 2003).

Ispat: (3.2), (3.17) ve (5.1) denklemleri yardimiyla
F|Z,W]|=24,,W +V,FW -V,,FZ

esitligi elde edilebilir.

F|ZW]|=2A4,,W +V,FW -V, FZ

F|Z,W]|=2A4.,W+D,FW -D,FZ

T r(DJ.)

F[ZW]=F(VW -VyZ)
= F(VW)-F(VyZ)
=V2FW -VyFZ
= Ay, Z + D,FW + A, W — D, FZ

=24,,W +D,,Z-D,,W eI'(D")

Boylece (5.1),(3.16) ifadelerinden yararlanarak
g(F[ZW],X)=2g(A4,W,X)

g(z.w).EX)=2g(W(X. W), FZ) i[Z.W]eT(D")

r(D) ) F(DY)
%/—/
0
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Boylece
WX, W)yer’'(V)

dir.o

Teorem 5. 4: M; M Riemann carpim manifoldunun yari-invariant altmanifoldu
olmak tiizere;

D integrallenebilirdir. << VX,Y € y(D) i¢in h(X,FY)=h(Y,FX)dir. (5.7)
(Sahin ve Atgeken 2003).

Ispat:
(2.7) ,(2.8) ,(3.17) (4.1) denklemleri yardimiyla
(V,F)Y=0

VyFY-FVxY =0

VyFY =FVyY
V FY +h(X,FY)=FV Y +Fh(X,Y))
v T X ¥ T x

V FY+h(X,FY)=fV,Y+wV , Y+ Fh(X,Y)
denklemi ile X ile Y nin yerlerini degistirilerek
VLFEX+h(Y,FX)=fV,X+wV, X+ Fh(Y,X)
elde ettigimiz bu iki denklemin farkini aldigimiz taktirde
F[X.,Y]+h(X,FY)-h(Y,FX)=F(X.,Y])
WX,FY)-h(Y,FX)=0
hX,FY)=h(Y,FX)

esitligi elde edilmis olunur.o
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6.RIEMANN CARPIM MANIFOLDLARI UZERINDE
EGRILIK SARTLARI

Teorem 6.1:M de X)Y,Z keyfi ortonormal vektor alanlar1 ise K Riemann-Christoffel

egrilik tensorli ve g, M nin Riemann metrigi olmak tizere ;
K(X.Y.Z.X)=c{g(Z.Y)g(X.X)-g(Z, X)g(Y,X)} =0

olup boylece sabit kesitsel egrilikli bir Riemann manifold olan eliptik,hiperbolik ve
diizlemin sabit kesitsel egrilikleri sirasiyla pozitif,negatif ve sifirdir.Bir diizlem

manifoldu i¢in Riemann egrilik tensori sifirdir.
Ispat:( Atceken ve Keles2003).

Tamm 6.1: Vile taniml1 R ,Rieman egrilik tensorii paralel ise bir Riemann manifoldu

lokal simetrik manifold olarak adlandirilir. V R=0 dir.( Atgeken ve Keles 2003).
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Teorem 6.2: M, M Riemann manifoldunun ¢ sabit egrilikli total umbilik altmanifoldu
olsun. M iizerinde Mnin egrilik vektor alan1 H olmak {lizere M nin ayn1 zamanda sabit

kesitsel egriligi ¢ +||H| dir.

Ispat: ( Atgeken ve Keles 2003).

Teorem 6.3: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g) ve VX,Y,Z e y(M,xM,) i¢in R ve § egriliklerinden yararlanarak

a) R(X,Y)JZ=JR(X,Y)Z

b) R(JX,JY)=R(X,Y)

¢) S(JX,JY)=S(X,Y)

esitlikleri gosterilebilir(Atceken ve Keles 2003).

Ispat:
a) J nin paralelizmliginden yararlanarak VJ =0 dan
R(X,Y)JZ=V,V,JZ-V /N JZ- V[X,Y]JZ
= VXJVYZ—VYJVXZ—JV[X,Y]Z
= JVXVYZ—JVYVXZ—JV[X,Y]Z
=J(V,V,Z-V, V. Z- V[X,Y]Z)

= JR(X,Y).

b)Benzer olarak,
gRJIX,IJVYZW)=K(JX,JY,ZW)=K(Z,W,JX,JY)
=g(R(Z,W)JX,JY)=g(JR(Z,W)X,JY)
=g(R(ZW)X,Y)=K(Z,W,X,Y)
=K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W).
Buradan R(JX,JY)=R(X,Y) sonucunu ¢ikarabiliriz.

¢) S(JX,JY) =) g(R(e,JX)JY,e) =Y g(R(Je,X)Y,Je)

i=1 i=1
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n+m

- Zg(R(ei,X)Y,e[) =S(X,Y)

i=l1

Teorem 6.4:(M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarmin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g)veVX,Y,Z e y(M,xM,)iginR(X,Y)(x,).Z € y(M,),
R(X.,Y)r,).Z € y(M,)olmak lizere VP =0 ise

R(X,Y)(m).Z =(7).R(X,Y)Z
dir(Atceken ve Keles 2003).
Ispat:

RV Z =V V(). 2~V Y (5).Z =V (). Z
=V, ()Y, Z =V, (1) V (2~ (1), Z
= ()Y V2~ ()Y, Z~(1).V o Z
= (). (VxVyZ =V, V2=V 1 Z)

=(7),R(X.Y)Z .0

Teorem 6.5: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g) manifold veVX,Y,Z e y(M,xM,) i¢in R(X,Y)(x,), Z <€ y(M,) ,
R(X.,Y)m,), Z € y(M,) olmak iizere
R(X.,Y)Z=R(X,,Y))Z,+R,(X,,Y,)Z, (6.1)

dir(Atgeken ve Keles 2003).

Ispat: X =X, +X,,Y =Y, +Y, € y(M,xM,) igin Teorem 6.4 den ve Bianchi

esitsizligini kullanarak

R(X.,Y)Z=R(X,.,Y,)Z+R(X,,Y,))Z
=(m).R(X,Y))Z +(7,),R(X,,Y,)Z + (7)), R(X,,Y,)Z +(r,).R(X,,Y,)Z
=R(X,,Y))(7).Z +R(X,,Y, (7). Z +(7,).(-R(Y,,Z) X, - R(Z, X)) Y))

7). (=R(Y,,2) X, =R(Z, X,)Y))
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=R(X,, 1)Z, + R(X,, 1,)Z, = R(Y,, 2)(7,). X, = R(Z, X\ )(7,). Y,
—R(Y,,Z)(m). X, = R(Z, X,)(7,). 1,
=R(X.Y))Z +R(X,.Y,)Z,.
ifadesinde R(X|,Y,)Z, ve R(X,,Y,)Z, yerine

R(X.Y)Z =R(X,.X)Z, ve R(X,Y,)Z =R(X,1,)Z,

ifadelerini aldigimiz taktirde
R, veR, swasiyla (M, g,)ve(M,,g,) Riemann manifoldlarinin Riemann egrilik
tensorleri olsun. Bdylece;

R(X,Y)Z=R(X,,Y,)Z,+R,(X,,Y,)Z,

ifadesine sahipiz.o

Teorem 6.6: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g) manifoldu lokal simetrik manifolddur. < (M,,g,)ve(M,,g,) lokal

simetrik manifolddurlar(Atgeken ve Keles 2003).

Ispat: (M, xM,,g) lokal simetrik ise VR=VR, +VR, =0dur.
J=(),—(my),,J(n),=(n), veJ(r,), =—(x,), ifadelerinden
JR=JR +JR, =J(m)) . R+J(m,),R=(7)),R—(7,),R=R —R,

esitligini elde ederiz. J paralel oldugundan

VR=VR +VR, =0 (6.2)
dir.
JVR=JVR +JVR,
VJR = V.JR, +VJR, (6.3)
—VR,-VR, =0

(6.2) ve (6.3) esitliklerinden VR, =VR, =0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Buradan

(M,,g,)ve(M,,g,) ifadelerinin lokal simetrik manifold olduklar: anlagilir.
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Diger taraftan (M, g,)ve(M,,g,) lokal simetrik manifoldlar olsunlar.
VR, =VR,=0 oldugundan VR=0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Buradan

(M, xM,,g) nin lokal simetrik manifold oldugunu sdyleyebiliriz.o

Teorem 6.7: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu

(M, xM,,g) ¢arpim manifoldu olsun.

(M, xM,,g) Riemann ¢arpim manifoldu bir Ricci flat manifoldudur. < (M,, g,) ve

(M,, g,) Riemann manifoldlar1 Ricci flat manifoldlardir(Atceken ve Keles 2003).

Ispat: (M, xM,, g) Riemann ¢arpim manifoldu bir Ricci flat manifold ise
S(X,Y)=5,(X,)+S,(X,,Y,)=0
olup diger taraftan
S(X,JY)=8,(X,,})-5,(X,,Y,)=0
ifadesini elde ederiz. Buradan
Si(X, 1) =85,(X,. 1)
sonucunu ¢ikarabiliriz. Boylece (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin Ricci

flat manifoldlardir. Terside kolaylikla gosterilebilir.o

Teorem 6. 8: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarmin bir ¢arpim manifoldu

(M, xM,,g) ¢arpim manifoldu olsun. VX,Y,Z € y(M,xM,)igin

a) K(JX,JY,JZ,JW)=K(JX,JY,ZW)=K(X,Y,JZ,JW)=K(X,Y,Z,W)
b) K(X,JY,JZ,W)=K(X,JY,Z,JW)=K(JX,Y,JZ,W)
ifadelerini tanimlayabiliriz(At¢eken ve Keles 2003).
Ispat:
a) Teorem 6.3 den J paralel oldugundan
K(JX,JY,JZ,JW)=g(R(JX,JY)JZ,IJW)
=g(JR(JX,JY)Z,IW)=g(R(JX,JY)Z,W)
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=g(R(X,Y)ZW)=K(X,Y,Z,W)

K(JX,JY,JZ,JW) = g(R(JX,JY)JZ,JW)
= g(JR(JX,JY)Z,JW) = g(R(JX,JY)Z, W)
= K(JX,JY,Z,W)=K(JX,JY,Z,Y)
= g(R(JX,JV)Z, W) = g(JR(X,Y)Z,JW)
= g(R(X,Y)JZ,JW)=K(X,Y,JZ,JW).

b) R ve K nin 6zelliklerini kullanarak benzer yollarla

K(X,JY,JZ,W)=g(R(X,JY)JZ,W)=g(JR(X,JY)Z,W)
= K(R(X,JY)Z,JW)=K(X,JY,Z,JW)
K(X,JY,JZ,W)=K(R(JZ,W)X,JY) = g(R(JZ,W)JX,Y)
=K(JZW,JX,Y)=K(JX,Y,JZ,W)
=K(JX,Y,Z,JW) .o

X, M, xM, nin keyfi tanjant vektor alan1 olsun. M, ve M, nin tanjant vektor
alanlart (7)), X ve (m,),X olmak iizere X =(r),X+(7r,). X dir. (M,g)
ve(M,,g,) Riemann manifoldlarmin sirasiyla Riemann Christoffel sembolleri
K((m). X (1).Y (7). Z,(1). W) ve K((x,). X.(x,).Y,(x,).W.(x,).Z) oldugu
kolaylikla goriilebilir. Teorem6.3 ve Teorem6.8 ve (6.1) esitliginden
K(X,Y,Z,W)=K((7).X,(m).Y, (7). Z,(7). W)+ K(7,). X, (7,).Y,(7,). W ,(7,).Z)
ifadesi elde edilir.

X=X +X,,Y=Y+Y,,Z=2 +Z, W =W, +W, € y(M,xM,)
igin K' veK’smasiyla (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarmin Riemann
Christoftel egrilik tensorleri olamak {izere
K(X.,Y,ZW)=K'(X,,Y,,Z W)+ K*(X,.Y,,Z,,W,) (6.4)

esitligi elde edilir.
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Teorem 6. 9: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g) carpim manifoldu olsun. (M, xM,,g)Riemann ¢arpim manifoldu sabit
kesitsel egriliklidir. < (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlar1 sabit kesitsel

egriliklidir(Atgeken ve Keles 2003).

Ispat: M, x M, Riemann ¢arpim manifoldu sabit kesitsel egrilikli ise M, x M, iizerinde
VX,Y,Z i¢in ortonormal vektor alanlar icin K(X,Y,Z, X) =0 esitligi elde edilir.

{X,,Y,Z } ve{X,.,Y,,Z,} srrasiyla M, ve M, iizerinde ortonormal vektdr alanlari ise

1 1 1
X:—Z(X1+X2),Y:— —

D D D

ifadesi M, xM, tlzerinde ortonormal vektdr alanidir. Dahasi g Riemannyan metrik

Y +1),Z= (Z,+2,)

tanimundan {X,Y,JZ} M, xM, iizerinde ortonormal vektdr alanidirlar. Boylece (6.4)
esitliginden

K(X,Y,Z,X):%KI(XI,YI,ZI,XIH%KZ(X Y,.Z,,X,)=0

2572

elde edilir. Ve Riemann ¢arpim manifoldlari {izerinde ve

1 1
K(X,Y,JZ,X) = KXY, 2, X,) = Ky (X0, 7, X,) = 0

olup {X,,Y,Z }ve{X,.,Y,,Z,} srrastyla M, ve M, iizerinde ortonormal vektdr alanlari
i¢in

K (X,Y.Z,X)=K,(X,.Y,,Z,,X,)=0dir.(6.4) den M, xM, lizerinde

{X - S KLY = () 2= (2 +Zz>}

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere
4K(X,Y,Z,X)=K,(X,.Y,Z,,X,)+K,(X,.Y,,Z,,X,)=0

seklinde tanimlanir. Boylece (M, xM,, g) sabit kesitsel egriliklidir diyebiliriz.o
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Sonu¢ 6. 1: (M,,g,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlarinin bir ¢arpim manifoldu
(M, xM,,g) c¢arpim manifoldu olsun. (M,xM,,g) Riemann carpim manifoldu
eliptikdir.(hiperbolik veya diizlemsel) < (M,,g,) ve (M,,g,)Riemann manifoldlar

eliptiktir.(hiperbolik veya diizlemsel) (Atceken ve Keles 2003).

Teorem 6.10: (M,,g,) ve (M,,g,) sirasiyla p ve n-p boyutlu Riemann manifoldlari
ve M; ile M; nin bir Riemann ¢arpim manifoldu (M, xM,,g) olsun. (M, xM,,g)
Riemann ¢arpim manifoldu konformal diizlemsel ise (M, g,) ve (M,,g,) konformal

diizlemsel ve Einstein manifold olurlar. (Deszcz,R.1991)

Ispat:

M, in bir ortonormal ¢at1 alan1 {ej,e»,...,ep}, M> nin bir ortonormal ¢at1 alan1 {ep:=f,
ep+2=1,...,.6n=fop} olsun. K, K've K* strastyla M, M; ve M nin egrilik tensor alanlari,
S S ve §° sirastyla M, M; ve M> nin Ricci egrilik tensor alanlarini géstemek tizere

bunlarin lokal koordinat bilesenleri sirasiyla asagidaki sekilde bulunur.

Kavci=K(eweneceq) = K (egeneqeq) = K, (6.5)
Kaaﬁd:09Kaﬁy5:K2a,By§ (6.6)
Sap=S", 6.7)
S =0 (6.8)
Sup=Sas (6.9)
Burada a,bcde {1,2,......p}, o, B, 7,6 €{p+1,....... ,n}dir. C nin lokal bilesenleri

1

1
Covea = Kipea _m(gzlzdS;c - g:wS;d + gzljcSid - gllm’Szic)

K 11 11 1
+— — =C , 6.10
(]/l _1)(n _ 2) (gbtgad gacgbd) abcd ( )
1 1 2 1 1 o2
Caabﬁ == n_2 Sabgaﬂ - 2 gabSa,B

+m KEuv8ap s (6.11)
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1
_ 2 2 o2 2 @2 2 2
Caﬂya =K. 5,5~ 2 (gaaSﬁy _gayS +g,57Sa5 gpas )

K
+— , 6.12
(n—l)(n— )(gﬂyga5 ga;/gﬂﬁ) aﬁy5 ( )

Cabca = Caba/? = C

aa Py

=0 (6.13)

seklinde olurlar.
Eger C= 0 ise (6.10) ve (6.12) denklemlerinden C' ve C° sifir olur. Simdi (6.11)

denklemine (a,b) lizerinden kontraksiyon uygulayacak olursak

1
0=—x«' S, 5 +——Kpg,
gaﬁ p (I’l—l) pgaﬂ
(6.14)
esitligi elde edilir.Buradan;
K‘l 1
Sep=(— K)g.
T e

elde edilir.Boylece M; Einstein manifold olur. Benzer sekilde M, inde Einstein manifold

oldugu kabul edilir.
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INDEKS
Altmanifold
Anti-invaryant altmanifold 25
Egrilik invaryant 7
Invaryant 14
Karigik geodezik 20
Pseudo umbilik 9
Total geodezik 20
Total umbilik 8
Yar invaryant 25
Denklem
Codazzi 7
Gauss 6
Ricci 8
Weingarten 6
Distribiisyon
Diferansiyellenebilir 9
r-boyutlu 9
Egrilik
Kesitsel 3,24,33,38
Ortalama 8
Form
Ikinci temel 5

Geodezik
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Total
27
Imbeding
Immersiyon
[zometrik
Involutive
Integrallenebilme
Koneksiyon
Afin
Flat normal
Levi-Civita
Lineer
Katsayisi(Levi-Civita)
Vander Waerden Bortolotti
Kontraksiyon
Manifold
Diizlemsel
Einstein
Integral

Lokal Riemann ¢arpim
Lokal Simetrik manifold
Ricci flat

Riemann

8
Karisik

29,30,31

23
4,39
15,23
18
35,36
36
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Metrik

Minimal

Operator

Tensor

Yiizey

44

Riemann ¢arpim

Lokal Riemann
Riemann
Weyl konformal egrilik

Riemann egrilik

Riemannian Christoffel egrilik
Ricci egrilik

Weyl konformal egrilik

Tor

10
carpim

3,7,19,33
4,19,33
4

5

10
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TESEKKUR

Calismalarim sirasinda bana her tiirlii destegi veren ve yardimlarini esirgemeyen ,
bu calismay1 yoneten saym hocam Dog. Dr. Cengizhan MURATHAN’a , 6neri ve
goriislerinden faydalandigim saymn hocalarim Prof. Dr. Kadri ARSLAN ve Dog. Dr.
Ridvan EZENTAS’a ve verdigi destegi ile her zaman yanimda olan arkadasim Selen
TURKAY’ a sonsuz tesekkiirlerimi bir borg bilirim.

Ayrica bu ¢alismanin meydana gelmesinde beni sonuna kadar destekleyen ve moral
kaynagi olan canim aileme ¢ok tesekkiir ediyorum. Bu ¢alismami canim annem ve

babama ithaf ediyorum.



46

OZGECMIS

1981 yilinda Kirsehir’de dogdu. Ik &grenimini Bursa Istiklal okulunda, orta ve lise
O0grenimini Bursa Atatiirk Lisesi’'nde 1997 yilinda tamamladi.1998 yilinda Bursa
Uludag Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiine baslayarak 2002
yilinda Matematik¢i olarak mezun oldu. Ocak 2003 de Uludag Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisti Matematik Boliimiinde Yiiksek Lisans 6grenimine bagladi.



