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OZET

Stireksiz ve ayrik gruplar otomorf fonksiyonlar teorisinde énemli bir yer tutar.
Temel bolge ise siireksiz ve ayrik gruplar kavrami i¢in 6nemli bir kavramdir. Bu

calismada siireksiz gruplar, ayrik gruplar ile temel bolgeler arasindaki iliski incelenmistir.

Giris kisminda, otomorfik fonksiyonlar, siireksiz ve ayrik gruplar kisaca
betimlenmistir. Birinci bolimde ¢alismanin ikinci ve {icilincii boliimiindeki incelemeler
icin gerekli olan kavramlar verilmistir. Ilk olarak topolojik déniisiim gruplari ve ayrik
gruplarin tanimi1 ve temel oOzellikleri belirtilmistir. Daha sonra dogrusal doniigiimler
tanitilmis ve temel 6zellikleri {izerinde durulmustur. Ayrik gruplar i¢in temel bolgenin

incelenmesinde gerekli olan kavramlar ise hiperbolik geometri kisminda verilmistir.

Ikinci boliimde, siireksiz ve ayrik grup kavramlari tanitildiktan sonra bu
gruplarin temel 6zellikleri lizerinde durulmustur. Siireksiz ve ayrik gruplar arasindaki

iliski belirtilmistir.

Ugiincii boliimde c¢alismanin temelini olusturan temel bolge kavrami iizerinde
durulmustur. Bu kisimda ilk olarak genel siireksiz gruplar i¢in temel bolge kavrami ve
temel Ozellikleri verilmistir. Daha sonra PSL(2, R) nin alt gruplar1 i¢in temel bolge
kavrami lizerinde durulmustur. Son olarak bir temel bdlgenin alaninin hesaplanmasi ile

ilgili bilgiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siireksiz grup, ayrik grup, temel bolge
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ABSTRACT

Discontinuos and discrete groups have significant place in the theory of automorphic
functions. The concept of fundamental region has importance for the discontinuos and
discrete groups. In this work, the relations between discontinuos groups, discrete groups

and fundamental regions are studied.

At the introduction, some important ideas are briefly described. In the first chapter,
basic notions which are necessary in the second and third chapters are given. First of all,
definitions and fundamental properties of general topological groups and discrete groups
are recalled. Then linear transformations are introduced and their fundamental properties
are given. Fundamental ideas which are necessary to study fundamental regions of

discrete groups are given in the section concerned with hyperbolic geomety.

In the second chapter, discontinuos and discrete groups are introduced, and then the

relations between these groups are discussed.

In the third chapter, the concept of a fundamental region which forms the basis of
this study is considered. Firstly the concept of a fundamental region and some examples of
it are given for the general discontinuos groups. Then this discussion is done for

PSL(2, R). Lastly, computation of hyperbolic area of the fundamental region is given.

Key Words: Discontinuos groups, discrete groups, fundamental region
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GIRIS

Otomorf fonksiyonlar teorisi, modern karmasik analizin en ¢ok calisilan dallarin-
dan birisidir. Analitik fonksiyonlar teorisi ile grup teorinin birlesimi olarak diistiniilebi-
lecek otomorf fonksiyonlar teorisi, topoloji, hiperbolik geometri gibi bazi temel mate-
matik dallarii da kullanarak topolojik ve geometriksel sonuglarda dogurur. Kabaca be-
timlemek gerekirse, I' diizlemin dogrusal doniisiimlerinin bir grubu olmak iizere I" al-
tinda denk olan noktalarda ayni degeri alan f analitik fonksiyonuna ofomorf fonksiyon
denir. Otomorf fonksiyonlar teorisinde ise siireksiz ve ayrik gruplar olduk¢a dnemli bir
yere sahiptir. S6zii edilen I' grubunun siireksiz olmasi gerekir, yani f fonksiyonunun ta-
nim kiimesindeki her z noktasinin I' nin elemanlar altindaki resimlerinin olusturdugu
kiimenin limit noktas1 olmamasi gerekir.

Siireksiz ve ayrik gruplar i¢inde temel bolge kavrami bir vazgecilmezdir. Diizlem-
deki her bir noktanin birer temsilcisini bulunduran bu 6zel kiime {izerinde grubun hare-
ketinin belirlenmesi ile grubun diizlem {izerindeki hareketi elde edilir. I' grubu altinda
denk olan noktalar diizlemin denklik sinifina ayrigimini verir. Kabaca her bir denklik si-
nifindan sadece birer tane temsilci bulunduran kiimeye temel bélge denir. Her bir grup
icin temel bdlge var oldugu gibi temel bdlgenin bulunma yontemi de bir tek degildir. Bu
calismada siireksiz (ayrik) bir grup i¢in temel bolgenin nasil bulundugu belirtildikten
sonra temel bolge yardimiyla grubun temsilini elde edecegiz.

Calismanin ilk boliimiinde, daha sonra ihtiya¢ duyulacak bazi temel kavramlarin
tanimlar1 ve temel teoremler verilecektir. Ikinci boliimde siireksiz ve ayrik gruplar ele
almacaktir. Siireksiz grup kavrami tanimlandiktan sonra siireksiz gruplarin temel 6zel-
likleri verilecek ve ayrik gruplar ile siireksiz gruplar arasindaki iligki tizerinde durula-
caktir. Son boliimde ise temel bolge kavrami tanimlanacak, temel 6zellikleri ve bazi

gruplar i¢in temel bolge drnekleri verilecektir.



1. BOLUM
ONBILGILER

Bu béliimde calismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlari tanimlayacagiz
ve bazi temel teoremler verecegiz, bu boliim diger boliimler i¢in bir taban olusturacak-
tir. Ayrik ve siireksiz gruplar birer topolojik doniisiim grubu olduklar i¢in ilk olarak
topolojik doniisiim grubu kavrami tanimlanacak ve temel 6zellikleri belirtilecektir. Daha
sonra dogrusal doniisiimlerin 6zellikleri ve bu boliimiin sonunda hiperbolik geometri ile

ilgili temel bilgiler verilecektir.

1.1. TOPOLOJIK DONUSUM GRUPLARI

1.1.1. Tamim. G hem bir grup hem de Hausdorff uzay1 olsun. Eger her g, 7€ G i¢in
m: Gx G—> G, m(g, h)=gh
ve
ir G—G,i(g)=g "

tizerine doniisiimleri siirekli ise G ye bir fopolojik gruptur denir.

Ornegin, m(z, w) = z + w, i(z) = — z grup islemleri siirekli oldugundan (C, +) bir
topolojik gruptur. Eger karmasik sayilarin ¢carpimi islemiyle diisiiniiliirse,
S'={zeC:|z|=1}

birim ¢emberi de bir topolojik gruptur.

Topolojik gruplarin en 6nemli 6zelliklerinden birisi, G topolojik grubunun her-
hangi bir ge G noktasinin komsulugu ile G nin birim 6gesi olan e nin bir komsulugunun
topolojik es yapili olmasidir, yani G topolojik grubunun birim 6gesinin komsuluklari ai-

lesi bilindiginde G nin topolojik yapisi da bilinmis olur.

1.1.2. Tamim. G bir topolojik grup ve X herhangi bir uzay olsun. Eger her g, e G ve her
xeXicin

A:GxX—> X, A(g, x) =gAx



siirekli doniistimii
i. gAhAx)=ghAx
ii. e Ax=x

kosullarimi gergekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik déniigiim grubu denir.

Ornegin G, R" iizerindeki tiim homojen dogrusal doniisiimlerin kiimesi olmak

lizere [G, R"] bir topolojik doniisiim grubudur.

Simdi de ayrik grup tanimini verecegiz. Ayrik gruplar teorisi ile ilgili kitaplar in-
celendiginde farkli gibi goriinen bir¢ok ayrik grup tanimina rastlanabilir. Burada bun-

lardan iki tanesini verecegiz.

1.1.3. Tamim. G bir topolojik grup olsun.
( 1) G nin 6gelerinin higbirisi G nin bir yigilma noktast degil ise G ye ayrik grup de-
nir.

(2 ) Her ge G 6gesi igin {g} kiimesi g nin bir komsulugu ise G ye ayrik grup denir.

Yukarida verilen tanimdaki ayrik grup tanimlarinin denk oldugu kolayca goriilebi-
lir. Ilk olarak (1) in (2) yi gerektirdigini gdrelim. Herhangi bir g gesinin, varsayim ge-
regi, (N \{g}) N G = ¢ olacak bi¢cimde bir N komsulugu vardir. Ancak N\ {g} < G ol-
dugundan “(N\ {g}) " G=¢ & N\ {g} =¢ < N= {g}“ dir, yani {g} kiimesi g 6Zesi-
nin bir komgulugudur.

Diger yandan, her g i¢in {g}, g nin bir komsulugu olmasina ragmen G nin y18ilma
noktalar1 kiimesinin bos olmadigini varsayalim. O halde G nin g, gibi bir y1§ilma nokta-
st vardir. Dolayistyla g, mn her N komsulugu i¢in (N \ {go}) N G # ¢ olur. Ancak
N = {g,} olarak alinabileceginden ({go}\{go}) N G = ¢ olur ki bu g, noktasinin bir y1-

g1lma noktast olmast ile ¢eligir. Bu nedenle G kiimesinin hi¢ y1gilma noktast yoktur.

1.1.4.0rnek 1. Z tamsayilar kiimesi, R nin bir ayrik alt kiimesidir.

2. R nin her bir sonlu alt kiimesi de R nin bir ayrik alt kiimesidir.



3.4 1 | neZ, n #0} kiimesi R nin ayrik bir alt kiimesidir. Ancak,
n

AZ{l |neZ n+0}0{0}
n

kiimesi ise R nin ayrik bir alt kiimesi degildir, ¢iinkii 0 noktas1 4 kiimesinin bir y1gilma

noktasidir.
4. R" nin ayrik alt gruplar1 {0} veya 1< m < n olmak lizere Z" ye izomorfiktir.

5. Her ze C i¢in f{z + ®) = f(z) 0zelligindeki o sayisina f fonksiyonunun periyodu, ® # 0
say1s1 f'i¢in bir periyot ise f'ye periyodik fonksiyon denir. Qyile C {lizerinde taniml1 sabit
olmayan meremorf f fonksiyonunun peryotlarinin kiimesini gosterirsek, €, C nin bir
ayrik alt kiimesidir. Belli bir e C \{0} i¢in
Qr={now|neZ}
biciminde ise f'ye basit periyodik fonksiyon, belli bir ® |, ®,€C i¢in
Qr={ no; + mw, | m,neZ }

biciminde ise ¢ifte periyodik fonksiyon denir.

6. C nin ayrik alt gruplari{0}, Z veya ZXZ ye izomorfturlar. Z ye izomorf olan alt grup-
lar belli bir e C \{0} icin Q = { now | neZ }, ZxZ ye izomorf olan alt gruplar ise belli
bir o, € C i¢in (w1, ®; lineer bagimsiz olmak {lizere) Q = {nw; + mw, | m, neZ } bi-

cimindedirler (Jones ve Singerman 1987).

1.1.5. Tanmm. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x, yeX olmak iizere g(x) = y ola-
cak bicimde bir ge G varsa x ve y noktalaria (G altinda) denktirler denir. Herhangi bir
xeX noktasina denk olan tiim noktalarin kiimesine x noktasinin yériingesi denir ve bu
kiime Gx simgesiyle gosterilir, yani

Gx = { yeX|belli bir ge G i¢in g(x) =y }
dir.

Bu denklik bagintis1 X uzaymi denklik siiflarina ayirir, tim G yoriingelerinin

kiimesi X/G simgesiyle gosterilir ve X/G ye yoriinge uzay: ( ya da boliim uzay: ) denir.



p: X—> XIG, p(x) —> Gx

izdiislim donilistimii olmak tizere X/G boliim uzayi iizerindeki topoloji
T={TcXG|p(Dey}
dir ve bu topoloji ile X/G bolim uzay1 bir topolojik uzaydir. Yoriinge uzayr kavrama,

ayrik gruplar, Riemann yiizeyleri ve 3-boyutlu manifoldlar teorisinde dnemli bir yer tu-

tar.

1.1.6. Tammm. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu olsun.
1. Her bir xe X icin g(x) = x 6zelligindeki ge G 6gelerinin olusturdugu kiimeye x nokta-
sinin kalimlastiricist (sabitlestiricisi) denir ve bu kiime S(x) simgesiyle gosterilir. Ben-
zer sekilde AcCX ise

S(4) = {geG |g(4) = 4}
olarak tanimlanir.
2. H, G nin bir alt grubu olsun. A nin G deki normallestiricisi No(H) simgesiyle gosteri-
lir ve

No(H) = {geGlgHg ' =H }
olarak tanimlanir.
3. H alt grubunun G deki merkezlestiricisi Co(H) simgesiyle gosterilir ve
Co(H) = {geG | her heH icin gh = hg}

olarak tanimlanir.



1.2. DOGRUSAL DONUSUMLER

C, = X ile gosterecegimiz genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri
T : £ - meremorf, birebir ve lizerine doniisiimlerdir. Bu dontistimlerin kiimesi Aut ()
ile gosterilir. Asagidaki teorem bu kiimenin hangi doniisiimlerden olustugunu belirt-

mektedir.

az+b

1.2.1. Teorem. Aut ()= { T | T(z) =
cz+d

a, b, ¢, deC ve ad—bc # 0} dir. (Jones ve

Singerman 1987)
Ispat. “T:  —X meremorftur < T bir rasyonel fonksiyondur” ve “T rasyonel fonksi-
yonu birebirdir < 7 nin derecesi birdir.” oldugundan az +b ve cz +d polinomlari arala-

rinda asal yani ad — bc # 0 olmak {izere,

bigimindedir.

az+b
1.2.2. Tanmm. 7(z) = "
cz

bicimindeki doniisiimlere dogrusal doniisiimler veya

Mobiiis doniistimleri denir.

1.2.3. Dogrusal Déniisiimlerin Ozellikleri. Simdi dogrusal doniisiimlerin 6zellikleri

tizerinde duracagiz;

1. a, b, ¢, deC sayilart T dogrusal doniigimiinii bir tek sekilde belirlemez. Eger

Ae C\{0} ise ha, Ab, hc, Ad sayilar1 da ayn1 T doniistimiinii belirtir.

2. Aut(X), fonksiyonlarin birlesimi iglemine goére bir gruptur. Bu grubun 6zdeslik 6gesi,
a=d#0veb=c=0
olmak iizere,

I(z)=z



doniisiimii ve

() = az+b
z cz+d
doniistimiiniin tersi,
dz—b
T'(@)= =
—cz+a

doniigiimiidiir.

3. Aut(X) nin 6geleri £ nin homeomorfizmleridir. Ger¢ektende 7€ Aut(X) meremorf ol-

dugundan siireklidir ve 7' e Aut(X) oldugundan 7" de siireklidir.

4.a,b, c,deC ve ad — bc # 0 olmak iizere

az+b
cz+d

T(z) =

bicimindeki doniisiimlere ise X nin anti-otomorfizmleri denir. Her bir 7T anti-
otomorfizmini, £ nin bir otomorfizminin karmasik eslenigi olarak diisiinebiliriz. Iki an-
ti-otomorfizmin bileskesi bir otomorfizm ve bir otomorfizm ile bir anti-otomorfizmin

bileskesinin bir anti-otomorfizm oldugu aciktir.

1.2.4. GL(2, C) Matris Grubu ve Aut(2)
a b
GL(2,0)= {( d]|a,b,c,deread—bc¢0 }
c

kiimesi ile Aut(X) arasinda oldukga siki bir iligki vardir.

az+b
cz+d

0: GL(2, C)—> Aut(Y), e(a 2] =T, Tl2)=
C

biciminde tanimlanan 6 doniisiimii bir grup homomorfizmdir. Gergektende her bir M,
NeGL(2, C) igin

O(NM) = UCT =H6(N) © 6(M)
dir.

Ustelik Aut(X) tanim geregi 0 bir epimorfizmdir. 6 doniisiimiiniin ¢ekirdegi ise

K=ker(6)={{7(; ;)J | AeC\{0} }Z{MMEC\{O}}



dir. Dolayisiyla,
“M, Ne GL(2,C) aym T doniisiimiinii belirtir < M 'NeK, yani belli bir 4 # 0 i¢in
N =AM dir.”
Eger birinci izomorfizm teoremi uygulanirsa;
Aut(X)= GL(2,C)/ K=GL(2,C)/ { M| A#0}
olur. GL(2, C) / K bolim grubuna projektif genel lineer grup denir ve PGL(2, C) ile gos-
terilir. Bu nedenle bazi1 durumlarda 7" doniisiimii yerine 7"yi veren matrisi de kullanabili-
riz.
Her M, Ne GL(2, C) i¢in det (NM) = det (N) - det (M) oldugundan
det: GL(2, C)— C* = C\{0}
doniistimii bir homomorfizmdir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi, GL(2, C) nin normal alt

grubudur ve SL(2, C) ile gosterilir, yani
a b
SL(2,C)= {( dj| a,b,c,deCve ad-bc=1 }
c
dir.

det fonksiyonu lizerine oldugundan GL(2, C)/ SL(2, C) = C* dur.

Eger Ne GL(2, C) ise det(N) = A* ve MeSL(2, C) olmak iizere
N=IM
biciminde yazilabilir ve iistelik 8(NV) = 8(M) dir. Bu nedenle Z nin her bir otomorfizmi,

biciminde yazilabilir, yani
0(SL(2, 0)) = Aut (%)
dir ve O(SL(2, C)) = PSL(2, C) olarak yazilir.

1.2.5. Konformluk ve Dogrusal Doniisiimler.

S1ve S, iki yiizey olmak {izere f: S; — S, doniisiimii verilsin. Eger bir zype S nokta-
sindan gegen ve aralarinda a agis1 yapan herhangi iki y, ve v, egrilerinin f{y;) ve f{y2) re-
sim egrileri de wy = f(zo) noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliilk bakimindan a agis1 ya-

piyorlarsa f fonksiyonuna zy da bir konform doniisiimdiir denir.



Asagidaki teorem bir doniisiim konform doniisiim oldugunu géstermekte oldukca

kullanislt bir teoremdir.

Teorem. f fonksiyonu bir zo noktasinda analitik ve f”(zo) # 0 ise f fonksiyonu zy nokta-

sinda bir konform doniistimdiir. (Baskan 1998)

Bu teoremi kullanarak PSL(2, C) nin &gelerinin, yani ¥ nin otomorfizmlerin

+b
konform doniistimler oldugunu goérelim. 7€ PSL(2, C) doniisiimiinii 7(z) = az+ p
cz

bici-

minde alalim. Bu durumda

1

T'(z)= —
) (cz+a’)2

ve boylece her bir ze C\{ — i} icin 7' (z) # 0, o0 oldugundan 7 dontisimi C\{— i} lize-
¢ ¢

rinde konformdur.
Simdi 7 nin X nin tamaminda konform oldugunu gorelim. Bunun i¢in asagidaki

halleri dikkate alalim.

i. z=oove T(z) # o olsun. Bu durumda ¢ # 0 dir. J (z) = 1 olmak iizere
z

U=ToJ

a+bz

dir ve istelik U'(0) = — € # 0, o0 oldugundan, U doniisiimii

doniistimi U(z) = >
c

c+dz

z = 0 noktasinda konform, dolayisiyla da 7" doniisiimii z = oo da konformdur.
ii. z=owve T(z) =wise c =0 ve a # 0 dir, bu durumda
V=JoToJ

c+dz

dontistimii V(z)= bigimindedir ve dolayisiyla V' (O)ZL2 #0, oo olur. Bu ise V' nin
a

a+bz

z = 0 noktasinda, dolayisiyla da 7' nin z = oo da konform oldugunu gdosterir.

iii.z= — d # 00 ve T(z) = o olmasi halinde ¢ # 0 dir, bu durumda
C

W=JoT
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d
dontistimii W(z) = T bi¢imindedir ve dolayisiyla W' (- i) = —c*#0, oldugun-
az+ c
dan W, z= — i noktasinda konformdur. Boylece 7, z =0 da konformdur.

C

1.2.6. Cemberler ve Dogrusal Doniisiimler.

S* < R® bir kiire ve I, R’ de bir diizlem olsun. $* N I kiimesine $° kiiresinde bir
¢cember denir.

S* N 11, §” kiiresinde bir gember oldugunda |S*N TI>1 dir, yani IT diizlemi S” kiire-
sine teget degildir.

Simdi asagida tanimlanacak olan izdiisiim fonksiyonu ile, S* kiiresinde herhangi
bir ¢cember yardimiyla diizlemdeki bir ¢gemberin nasil elde edilebilecegini gorelim. Bu-
nun i¢in ilk olarak T genisletilmis karmasik diizlemini R® deki S* = {(x, x2, x3)eR’ |
x{ +x2 +x; = 1} kiiresi ile d6zdesleyelim.

C diizlemini C = {(x1, x2, 0) | x1, x€R} olarak diisiinelim ve S* kiiresinin kuzey
kutbunu N = (0, 0, 1) noktasi ile gosterelim. C kompleks diizlemi tizerindeki herhangi
bir P noktasini kiirenin kuzey kutbu olan N noktasina bir dogru ile birlestirdigimizde bu
dogru, P, O ve N dogrusal olacak sekilde kiire iizerinde bir Qe S*\{N} noktasindan ge-
cer. Boylece P noktas1 C karmasik diizlemini taradiginda dogrunun diger ucu, N kuzey
kutbundan ge¢mek iizere, QO noktasi da N harig kiirenin tiim noktalarini tarar. Dolayisiy-
la

n: S\{N}— C
dontistimii birebir ve orten bir doniisiimdiir. Diger yandan z = x + iy olmak {izere P = (x,

¥, 0) ve O = (x1, x2, x3)€S\{N} olarak alirsak P, O ve N dogrusal oldugundan

esitligini elde ederiz. Bu esitlikler yardimiyla 7 : S\{N} — C doniisiimiinii
X, +ix,

z=x+tiy= 1
-X
3

bi¢iminde ifade edebiliriz. Diger yandan, x; + x; +x; = 1 esitligini kullanarak

2-2x, 2

2 2
Xty +1= =
(1—)63)2 (1-x;)




11

ve boylece n': C — SA\{N} déniisimii de

2x 2y :x2+y2—1

X1 = Xy = X3

xz-i——yz+1’ x2+y2+1’ X +y+l
esitlikleri ile verilir. O halde © ve = ' doniisiimleri siireklidir ve dolayisiyla = doniisiimii
bir homeomorfizmdir. Son olarak, 7(N) = o olarak tamimlayarak, 7 : S\{N} — C dénii-
siimiinii 7 : $* — ¥ doniigiimiine genisletmis oluruz.

7 : §* — 3 doniisiimii birebir ve tizerine doniisiim oldugundan X da bir ¢cemberi s?
kiiresindeki herhangi bir ¢emberin n altindaki goriintiisii olarak tanimlayabiliriz. CeX

¢cemberi I1 diizleminde,

(Vo] +ﬂx2+ VX3 = o ((X, ﬁa Vs 5€R)
esitligi ile ifade edebiliriz, bu esitlikte

2x 2y :x2+y2—1

X1 = Xy = X3

2+ 417 x2+y? 417 x2+y?+1

degerleri yerine yazilirsa, z = x + iy olmak {izere
2ax+ 2py+y (|2 -1)= 6 (|z+1)
esitligi elde edilir. Eger a =y — deR, b = a — ifeC, ¢ = — (y + 0)eR olarak alinirsa C
¢emberi
azz+bz+bz+c=0 (1)
esitligi ile ifade edilmis olur. Eger yukaridaki denklemde z = x + iy yazarsak C ¢emberi
ax* + ay* +2ax + 2By +ce=0 (2
esitligi ile ifade edilebilir. |S*NIT>1 olmasi x? +x2 + x2< 1 olacak sekilde bir (x;, x»,
x3)€Il noktasmin varligim gerektirir. Bu ise o® + f*+ y* > 6” esitsizligine denktir. a, b, ¢
terimlerini dikkate alirsak bu esitsizlik 55 > ac esitsizligine denk olur. Eger bb > ac ise
(1) esitligi her zaman X da bir ¢ember belirtir. a # 0 olmak tizere (2) esitligini

(10 2)'s [y ) - 28

a a a

(aZ +ﬂ2 _ac)l/Z

B

bi¢iminde diizenlersek C ¢emberi merkezi (_Z’__
a

) ve yarigcapi

olan bir ¢ember oldugunu goriiriiz. Bunu kompleks koordinatlarda ifade edecek olursak,

(bb —ac)"?

dir.

C nin merkezi — b , yarigapi
a
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Eger a = 0 ise (1) esitligi bir dogru denklemi gosterir ki bu dogrular1 yarigap1 son-

suz olan ¢emberler olarak diislinecegiz.

Teorem. PSL(2, C) grubu ¢emberler ailesini invaryant birakir, yani her 7€ PSL(2, C) ve
her C ¢emberi i¢in 7(C) de bir cemberdir. ( Conway 1995)
Ispat. Herhangi bir cemberin denkleminin a, ce R olmak iizere

azz+bz+bz+c=0(1)

(bb —ac)"?

a

biciminde oldugunu ve bu ¢emberi merkezinin — b , yarigapinin da oldu-
a

az+b
gunu yukarida belirtmistik. Bu gembere w = 7(z) = " doniistimiinii uygulayalim.
cz

—dw+b __ —dw+b
e 2T ——
cw—a cw—a

oldugundan, bu degerler (1) esitliginde yerine konulursa
[Add -Bcd—-Bcd + Ccc]ww+[Abd—Bad+B bc—Caclw+
[-Abd + BbC+ Bad—CaClw +Abb—-Bab-Bab + Caa =0
elde edilir. Bu son esitlikte a ve ¢ gercel sayilar oldugundan ww nin katsayisi ve sabit

terimi gerceldir. w ile w nin katsayilar1 da birbirinin eslenigi oldugundan bu esitlik bir

¢ember belirtmektedir.

1.2.7. Gegislilik ve Dogrusal Doniisiimler
G bir grup, Q bir kiime olmak lizere her a, feQ i¢in g(a) = S olacak bigimde belli

bir ge G varsa G grubu Q kiimesi iizerinde ge¢isli hareket eder denir.

Daha genel olarak, (ay,...,0x) ve (f1,...,0r), Q kiimesinin farkli 6gelerinin k-lilari
olmak tizere j =1, 2, ..., k i¢in g(a;) = f; olacak bi¢imde belli bir ge G varsa G grubu Q

kiimesi tizerinde k-gec¢isli hareket eder denir.

PGL(2, C) grubu X iizerinde ¢ gecislidir, yani z;, z, z3 noktalar1 £ da farkl {i¢
nokta ise 7(z1) = 0, T(z2) = 1, T(z3) = o olacak bi¢cimde bir tek 7 dogrusal doniigiimii

(z—2))(zp — z3)
(z1—23)(z3—2)

vardir. Gergektende zj, z;, z3 # o ve T(z) = olarak alinirsa, 7' doniisii-



13

mil zy, z3, z3 noktalarini sirasiyla 0,1, co a resmeder. ad — bc = (z; — z2) (22— z3) (z3—21) #
P az+b .. . y —
0 ve T doniisimii 7(z) = —id biciminde oldugundan PGL(2, C) nin bir elemanidir.
cz

o - . . . .. - (22 _23) - . .. .
Eger z;= o ise z; — o igin limit alinirsa 7(z) = — ———=, z;= o ise zp = o i¢in li-

(z;-z

(z—2z))

mit alinirsa 7(z) = — ve son olarak z3 = oo ise z3 — oo i¢in limit alinirsa 7(z)

(Zs _Z)

_ (z—2z)

( ) olur. Her halde Te PGL(2, C) doniisiimii z;, z», z3 noktalarini sirastyla 0, 1
2172z

ve oo noktalarina resmeder.

Simdi 7" doniigiimiiniin bir tek oldugunu gorelim. Eger Ue PGL(2, C) doniisiimii

de z1, z», zz noktalarini sirastyla 0, 1 ve o noktalarina resmediyorsa UT™ ! doniistimii 0, 1,

oo noktalarini sabit birakir. Eger UT ' (z) = az+b olarak alimirsa, UT'(0) = a0tb _ ,
cz+d c0+d
yanib=0, UT'(1)=2 2@ | Gania=c+dve UT'(@) = 2 = oo esitligin-
cl+d c+d d

den d = 0 ve bdylece a = ¢ olur. O halde UT '(z) = z 6zdeslik doniisiimiidiir, yani U= T
dir.

Boylece 6zdeslikten farkli bir dogrusal doniisiimiin ii¢ tane sabit noktasinin ola-
mayacagi sonucu da elde edilmis olur.

(21, 22, z3) ve (W1, wa, w3), X daki farkli noktalarin olusturdugu tigliiler ise 7(z;) = w;
(G = 1, 2, 3) olacak bi¢cimde bir tek 7 dogrusal doniisiimii vardir. Gergektende,
U, VePGL(2, C) vej=1,2, 3 igin U(z) = V(w) =0, 1, 0 ise T=V"'UePGL(2, C) do-
niisiimii de j = 1, 2, 3 i¢in z; noktalarini w; noktalarina resmeder. Eger Se PGL(2, C) ve
Jj =1, 2, 3 igin z; noktalari1 w; noktalarina resmediyorsa U ve VS déniistimlerinin her
ikisi de z; noktalarini sirasiyla 0, 1, oo noktalarina resmeder. O halde, U = VS ve buradan
S=V"'U = T dir. Dolayisiyla, eger T dogrusal déniisiimii = min ii¢ noktasini sabit bira-
kiyorsa T 6zdeslik doniistimdiir. 7 nin sabit biraktig1 noktalar z;, z», z3 ise T ve I donii-
stimlerinin ikisi i¢inde 7(z)) = I(zj) = z; (j = 1, 2, 3) olur, bu 6zellikteki doniisiim bir tek
oldugundan 7 = I dir.
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1.2.8. Capraz Oran ve Dogrusal Doniisiimler.
Z0, Z1, Z2, zz noktalar1 £ nin farkli dort noktas: olmak iizere,

_ (Zo_zl)(zz_z3)
* (Zl —22)(23 _Zo)

degerine zy, zi, z, z3 noktalarinin ¢apraz orant denir. Dogrusal doniisiimler dort nokta-

nin ¢apraz oranini invaryant birakir. Gergektende, a, b, ¢, deC, ad — bc # 0 olmak {ize-

Ic

ise 1(zo). 1(z1), T(z2), T(z3) noktalarinin ¢apraz orant

azy+b az,+b) (az,+b az;+b
czo+d cz;+d ) \cz,+d cz,+d

az,+b az,+b) (az;+b az,+b
czy+d czy+d ) \czy+d  czy+d

|
[ az, +b)(cz, +d)) (az, +b)(cz, +d) } _(azz +b)(czy +d)—(azy +b)(cz, +d)}
_
N

(az, +b)(cz, +d)—(az, +b)(cz, +d) i (azy +b)(cz, +d)—(az, +b)(cz, +d)

Zy — 21)(22 Z3) _—y

21724 )(Z3 Zo)

dir.

1.2.9. Inversiyon ve Dogrusal Déniisiimler.

C, 3 da denklemi azz + bz+b z+ ¢ =0 (a, ceR, beC) olan bir gember olmak

tizere C nin merkezi p ve yarigap1  olsun. Her bir ze C \{p} noktasi i¢in z ve p den ge-
¢en dogru lizerinde
| z=pl . w=p|="r

ozelliginde bir tek w noktasi vardir. w noktasina z noktasinin C ¢gemberine gore inversi
denir ve I(z) = w olarak tanimlanan /¢ doniisiimiine de C ¢emberine gore inversiyon adi
verilir.

z — pigin w — 00 ve z — o i¢in w — p oldugundan /(p) = o ve I¢ () = p ola-
rak tanimlayarak /¢ yi £ min bir doniisiimii olarak diisiinebiliriz. Bu durumda 1> =1 ve

“I(z) =z zeC*

oldugu aciktir.
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b bb — :
Ic dontisimi, p= — b ve r’ = B ac oldugu dikkate alinirsa
a a
bz+c
Ic(z)= ——
az+b

bi¢iminde ifade edilebilir.

Teorem. C, X da bir gember ve 7 bir dogrusal doniisiim ise 7(C) = C* da Z bir ¢cember-
dir ve tstelik
Ies=TIcT™
dir. (Jones ve Singerman 1987)
Ispat. Eger ze C* ise I+ (2) = z ve iistelik T eC oldugundan /o T 1) =T7"(2) dir.
Eger S donlisimiini S=T71 T ! I (2) olarak tanimlarsak her z € C* igin
S(z)=TIcT ' Iex2)=TIT ' 2)=TT" (z)=z

dir. Dolayisiyla S doniisiimii C* ¢emberini sabit birakir. S doniisiimii iki otomorfizm ve
iki anti otomorfizmin bilesimi oldugundan bir otomorfizmdir dolayisiyla Se PGL(2, C)
dir. S doniisiimii C* gemberini sabit biraktigindan X nin en az ii¢ noktasin1 sabit birakir,
dolayistyla S doniisiimii 6zdeslik doniisiimdiir. Boylece

TIcT ' =l =1Icr
olur, dolayisiyla 7" doniistimii C ye gore invers olan nokta ciftlerini 7(C) = C* ye gore

invers olan nokta ¢iftlerine resmeder.

1.2.10. Esleniklik siniflar1 ve Doniisiimlerin Simiflandirilmasi
S ve T iki dogrusal doniisiim olmak iizere STS™ ! dniisiimiine 7 nin bir degisimi

(transform) denir.

A bir kiime ve T(4) = B ise STS '(S(4)) = S(B) yani STS™' doniisiimii S(4) kiime-
sini S(B) kiimesine resmeder. Dolayistyla 7 nin STS' degisimi sadece diizlemdeki koor-

dinatlarin degisimine sebep olur.

Tanim. G bir grup ve g, heG olsun. Eger g = aha ' olacak bigimde bir ae G 6gesi varsa

gile h 6geleri G de esleniktir denir.
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Esleniklik bir denklik bagintisidir ve denklik bagintisinin G de ayirdig1 denklik
siniflarina esleniklik simifi denir. iki eslenik 6ge aym geometrik 6zelliklere (6rnegin; sa-
bit nokta sayis1 ve mertebe gibi) sahip oldugundan bir grubu esleniklik siniflarina ayir-

mak olduk¢a 6nemlidir.

T bir dogrusal donilisiim olmak iizere 7(z) = z 6zelligindeki noktalara 7" doniisii-
miinilin sabit noktalar: denir.

Eger T(z) =z ise S(z) noktas1 = STS ' déniisiimiiniin sabit noktasi olur,

V(S(2)) = STS ' (S(2)) = ST(z) = S(z)
yani V, T nin eslenigi ise V' nin sabit noktalar1 S(z) dir.
Bazi hallerde keyfi sabit noktalari olan herhangi bir 7 doniisiimiiyle islemler yapmak
yerine sabit noktalar1 0, oo, 7 v.b. olan doniistimlerle islemler yapmak daha cazip olabilir.
Bu nedenle her bir doniisiimiin sabit noktalarina gore esleniklik siniflarini olugturmak
yararl olacaktir.
[lk olarak bir dogrusal doniisiimiin sabit noktalarm belirleyelim. Bunun i¢in ad — be

= 1 olmak tizere

doniisiimiinii dikkate alalim. 7(z) = z esitliginden
cZ’+(d—-a)z—b=0
esitligi elde edilir. Bu esitlik ikinci derece bir esitlik oldugundan 7" dogrusal doniistimii-
niin ¥ da en fazla iki sabit noktasinin oldugu goriiliir. Bu esitligin determinanti, ad — bc
= 1 oldugundan,
A=(d—a)* +4bc=(a+d)y’—4
dir. T doniisiimiiniin izi
izZ(l)=a+d

olarak tanimlanir ve bir doniislimiin sabit noktalarinin sayist doniisiimiin izinin karesine
baglidir.

i. iz*(T)= (a +d)* = 4 olmasi halinde A = 0 dir ve bu durumda déniisiimiin bir tek
sabit noktas1 vardir.

ii. iz*(T)= (a +d)* > 4 olmas1 halinde A > 0 olacagindan doniisiimiin farkl iki sa-

bit noktas1 vardir.
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iii. iZX(T)= (a +d)* < 4 olmas1 halinde A < 0 olacagindan doniisiimiin yine iki
farkli sabit noktasi olur.
O halde,
(a +d)*+ 4 ise Tnin T da iki farkli sabit noktast,
(a +a’)2 =4 ise T'nin X da bir sabit noktasi
vardir.
Simdi doniisiimleri sabit noktalarina bagl olarak esleniklik siniflarina ayiralim.

AeC\{0} olmak iizere

dontigiimiinii dikkate alalim. 7' 6zdeslikten farkli bir dogrusal doniisiim ise belli bir
AeC\{0}i¢in T ve U, esleniktir. Bunu gorelim, 7" doniislimiiniin tek sabit noktasinin z
oldugunu varsayalim. Bu durumda S(zg) = o olacak sekilde SePSL(2, C) vardir ve
STS ™' doniisiimii de sadece oo u sabit birakir, yani belli bir te C \{0}igin STS '(z) =z + ¢

dir. Eger V(z) = Z olarak alinirsa VSTS' V'!(z) =z + 1 olur. Dolayisiyla
t

(VST (VSy ' = Ui
olup T ve U, esleniktir. Eger T doniistimiiniin sabit noktalar1 z;, z; ise W(z;) = 0 ve
W(z,) = o olacak bicimde WePSL(2, C) vardir ve WTW " déniisiimii de 0 ve o noktala-
rin1 sabit birakir. Dolayistyla da belli bir Ae C\{0, 1}i¢in
wrw ' = U,

oldugu acikca goriiliir.

Diger yandan “Uy, U, ya esleniktir <> x = A veya k = % dir.” Gergektende, U,

dontisiimii sadece oo noktasini sabit biraktigindan her Se PSL(2, C) i¢in SU,S ' donii-
stimii sadece S(o0) noktasini sabit birakir. Boylece A # 1 olmak iizere U, doniisiimii 0 ve

oo noktalarii sabit biraktigindan, U; doniistimii U, (A # 1) doniistimii ile eslenik olamaz.

Esleniklik ile dontistimlerin izlerinin kareleri arasinda da bir iliski vardir. 7 ve
T, iki dogrusal déniisiim olmak iizere “T ve T esleniktir < iz*(T}) = iz(T»)” dir, yani

iz* fonksiyonu esleniklik bagintis1 altinda degismezdir.
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Eger x, A # | olmak tizere Uy, U, doniisiimiine eslenik ise iz*(Uy)= iz*(U ;. ) ve
boylece

k+L+2=a+La
K A

1 : : 1
dir. Bu esitlik k = A veya k = % oldugunu gosterir. Tersine J(z) = — olmak iizere
z

JUJ'= Uy

oldugundan Uy ve U, esleniktir.

Dikkat edilirse 7, belli bir Uy (Ae C\{0}) ile eslenik ise 7" ayn1 zamanda U, ya
eslenik olacagindan A, 7 doniigiimiiniin esleniklik sinifin1 bir tek sekilde belirleyemez.
Bu nedenle 7 nin esleniklik sinifin1 belirlemek i¢in {A, 1\A} cifti dikkate alinir, bu ¢ifte
T doniisiimiiniin ¢carpani denir. O halde, “T} ve T, dogrusal dontisiimleri esleniktir <
T ve T, ayn1 garpana sahiptirler.” oldugu agiktir. Dolayisiyla bir doniigiimiin ¢arpani da
esleniklik siniflarinin belirlenmesinde iz* fonksiyonu kadar etkilidir. Bu iki degismez
arasindaki iligkiyi

iA(T) = iUy = h+ % )

esitligi ile belirtebiliriz. A ve % sayilarinin
Z2+Q2-iAD)z+1=0
ikinci derece denklemin kokleri oldugu agiktir.

Simdi dogrusal doniisiimleri sabit noktalarina gore isimlendirelim;

“z0eX noktast T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir < izX(1) =4 < A= 1"

olmasi halinde 7 doniisiimiine parabolik doniisiim denir.

Dolayistyla V(zo) = o 6zelligindeki belli bir ¥ déniisiimii igin 7= V' U,V olarak
yazilabilir. Her ze X igin

lim Uy"(z) = lim (z + n) = ©
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oldugundan

lim ") = lim V' U V(z)=V" () =z

olur. Boylece her bir zeX noktasimin 7" doniistimleri ile resimleri, n sayis1 biiytidiikge, 7
doniisiimiiniin sabit noktasi olan zy a dogru yaklasirlar.

z-2z,

Eger T parabolik degilse 7 nin z; ve z; gibi iki sabit noktas1 vardir. V(z) =
z—2z,

olarak alinirsa bu doniisiim 7 nin sabit noktalarini, sirasiyla, 0 ve co noktalarina resme-
der. Boylece belli A # 0, 1 i¢in VT V= U, déniisiimii 0 ve oo noktalarim sabit birakir. O
halde,

Ul(z) =)'z
dir.

i. | X [<I olmasi halinde her z # oo i¢in lim U,"(z) = 0 ve bdylece her z # z; i¢in

lim 7"(z) = z,,

n—>x0

ii. | X [>1 olmasi halinde ise z # 0 i¢in lim U,"(z) = « ve bdylece her z # z; i¢in

lim 7'(z) = z,.

Boylece [A| # 1 olmasi halinde z # z;, z; noktalarinin her birisi, # sayis1 biiytidiik-
¢e T" doniisiimleri ile 7 nin sabit noktalarinin birinden digerine dogru yaklasirlar. Bu
sekildeki dogrusal doniisiimlere, A nin gercel ve pozitif olmasi1 halinde hiperbolik donii-
stim diger hallerde loksodromik doniisiim denir.

Eger |A| = 1 ise Up(z) = Az doniisiimii £ min bir dsnmesidir. Bu durumda A = ¢
olmak iizere Us(z) = € z olarak yazilabilir. z # 0, o igin U;"(z) nin limitinin olmadig
agiktir. Dolayisiyla z # zy, z; i¢in T"(z) nin de limiti yoktur. Bu 6zellikteki 7" doniisiimii-

ne eliptik doniigiim denir.
Buna gore, “T U, ile esleniktir < iz%(7) = iz XUy, ) ve tistelik iz*(Uy) = A + % +

2 oldugundan
Teliptik < 0 <izX(T) <4
T parabolik < iz*(7) =4
T hiperbolik < iz*(7) > 4
T loksodromik < iz*(T) <0 veya iz*(T) ¢ R.
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T bir dogrusal doniistim olmak tizere 7"= I 6zelligindeki en kiigiik m pozitif tam-
sayisina T doniistimiiniin mertebesi ya da periyodu denir. Eger bu 6zellikte bir m sayisi

yok ise T doniisiimiine sonsuz periyotludur denir.

Eger T 6zdeslikten farkli sonlu periyotlu bir doniisiim ise 7 eliptik bir doniisiim-

diir. Gergektende, T doniisiimii belli bir U, ile eslenik ise her bir neZ i¢in T" de U, ile

esleniktir, ve boylece U, sonlu periyotludur. Eger A = 1 iseU,’ (z) = z + n olur ki bu du-
rumda U; doniisiimii sonsuz periyotludur. O halde A # 1 dir. Béylece U} (z) = A" z olur,
T sonlu periyotlu oldugundan 7 nin periyodunu m olarak alirsak, U} = I olur, bu ise

A" =1 ve dolayisiyla |A| = 1 oldugunu, yani 7 déniistimiiniin eliptik oldugunu gosterir.

O halde, eliptik olmayan doniigiimlerin her birisi sonsuz periyotludur diyebiliriz.

Bununla birlikte her bir 7 eliptik doniisiimii sonlu periyotlu olmak zorunda de-
gildir. #€R olmak tlizere A = ¢" olarak alinirsa “Uj, eliptik < 6, 27 nin bir tam kat1 de-
gildir” ve “U,, sonlu periyotludur < 6, 2x nin bir rasyonel katidir.” oldugu dikkate ali-
nirsa 6 nin 2w nin bir irrasyonel kat1 olmasi halinde U, nin sonsuz periyotlu bir eliptik

doniigiim oldugu goriliir.

Simdi 7(z) olmak iizere bir 7" doniisiimiiniin normal bi¢imlerini belirtebiliriz.
Eger T sabit noktasi z; olan bir parabolik doniisiim ise bu doniisiim,
1 1

T(z)-z, z—z,

bi¢iminde, eger 7 sabit noktalar1 z; ve z; olan bir parabolik olmayan bir doniisiim ise bu
doniisiim,

T(z)-z, _ . Z=z

T(z)-z, z—2z,
bi¢imindedir. 7 nin izi ve ¢arpant,

Kt l=2202, 222y,
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bagintilarin1 gergekler. Bu bagintilar 7 nin parabolik doniisiim olmas1 halinde de (kx = 1

olarak tanimlanarak) ger¢eklenir.

Bir 7 doniisiimii tarafindan kendi iizerine resmedilen ¢ember veya dogruya T

doniisiimiiniin sabit cemberi veya sabit dogrusu denir.

Simdi dogrusal doniisiimlerin sabit cemberleri ve sabit dogrularini belirleyece-
giz.

1. Eger T parabolik bir doniisiim ve @, T nin sabit noktas1 ise a noktasindan ge-
cen Oyle bir / dogrusu vardir ki 7 nin her bir sabit cemberi bu dogruya a noktasinda te-
gettir. Tersine a noktasinda bu dogruya teget olan her bir ¢cember de 7" doniisiimiiniin
sabit cemberidir. 7 donilisiimii her bir sabit gemberin i¢inde kalan bolgeyi invaryant bi-
rakir. Sabit ¢emberler ailesine dik olan ve a noktasinda birbirlerine teget olan bir bagka

¢ember ailesi daha vardir ve bu aile de 7 ile kendi lizerine resmedilir.

ot/ N\

(e

Oy . ° %//Q///// \

Sekil 1.2.1. Parabolik Doniisiimlerin Sabit Cemberleri

2. Eger T hiperbolik bir doniisiim ise 7" nin sabit noktalarindan gegen her bir
cember bir sabit gemberdir ve tersine her bir sabit gember 7 nin sabit noktalarindan ge-
cer. Dolayisiyla 7 doniisiimii her bir sabit ¢gemberin i¢ini invaryant birakir. Sabit ¢em-

berler ailesine dik olan ¢emberlerin ailesi 7 doniisiimii ile kendi {izerine resmedilir.
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3. Eger T eliptik bir doniisiim ise 7 nin sabit noktalarindan gegen her bir cember
T dontisiimii ile 7' nin sabit noktalarindan gegen diger ¢emberin {izerine resmedilir. Sabit
noktalardan gegen cemberler ailesine dik olan ¢emberler ailesinin her bir eleman1 donii-

stimiin sabit cemberleridir. 7 doniistimii her bir sabit cemberin i¢ini invaryant birakir.

% 7 v iy

Sekil 1.2.3. Eliptik Doniistimlerin Sabit Cemberleri

4. Eger T loksodromik bir doniisiim ise k carpani gercel ve negatif olmadikca
sabit cemberler yoktur. Diger halde ise 7 nin sabit noktalarindan gecen bir cember sabit
cemberdir, ancak bu halde 7 doniigiimii sabit ¢emberin icini disina resmeder. Bir

loksodromik doniisiim bir ¢emberin i¢ini hi¢gbir zaman invaryant birakmaz.
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1.3. PSL(2, R) ve OZELLIKLERI

Dogrusal doniistimler i¢inde katsayilar1 gercel olan doniisiimler olduk¢a 6nemli
ozelliklere sahiptirler. Bu nedenle PSL(2, C) yerine PSL(2, R) ve bunun alt gruplarinin
ozellikleri ile ilgilenecegiz. Asagidaki teorem PSL(2, R) nin U iist yar1 diizleminin

otomorfizmlerinin bir grubu oldugunu gosterir.

1.3.1. Teorem. Bir 7 dogrusal doniigiimiin iist yar1 diizlemi kendi iizerine resmetmesi

icin gerek ve yeter sart katsayilarinin gergel olmasidir.(Baskan 1998)

- : az+b PR .

Ispat. 11k olarak 7(z) = —id (a, b, c, deC, ad — bc = 1) doniisiimiiniin st yar1 diiz-
cz

lemi ist yar1 diizleme resmettigini kabul edelim. 1k olarak ¢ # 0 oldugunu varsayalim.

Bu durumda T ve T 'doniisimleri siirekli oldugundan 7(o0) = 3, T (0) = —d ve
c c

7(0) = S olup bu degerlerin hepsi birer gergel sayidir. O halde

déniisiimii gergel katsayili oldugundan determinanti A = (ad — be)e > = ¢ 2 ve

Im7(z) = A Imz |z + dec ' 2 dir.
Varsayim geregi hem Im7(z) hem de Imz pozitif olduklarindan A = ¢ > 0 yani ceR

olmalidir, dolayisiyla a, b, deR olur.
Eger ¢ = 0 ise T'(0) = =b oldugundan benzer yontemle a, b, ¢, deR oldugu
a

goriliir.

Simdi tersini gorelim. a, b, ¢, deR ise z = x + iy (y >0) olmak iizere her ze U i¢in
ImT(z) =y |cz + d| * > 0 oldugundan T(z)e U dur.

Diger yandan A<0 ise Im7(z) = y |z + dc”'[* <0 olur. Bu ise T dogrusal doniisii-

miin iist yar1 diizlemi alt yar diizleme resmettigini gosterir.
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Calismamizda PSL(2, R) ve alt gruplarinin iizerinde duracagimizdan simdi
PSL(2, R) nin 6gelerini siflandiracagiz ve bu 6gelerin esleniklik siniflarini inceleye-

cegiz. Bunun i¢in asagidaki teorem faydali olacaktir.

1.3.2. Teorem. i) PSL(2, R), U iizerinde gecislidir.

ii) PSL(2, R), R {oo}iizerinde ¢ifte gecislidir. (Jones ve Singerman 1987)
Ispat. i) Eger a + ibe U ise a>0 dir. Bu durumda Te PSL(2, R) 6gesini T(z) = az +b bi-
ciminde secersek 7(i) = ai +b olur. Boylece PSL(2, R) nin hareketi (geg¢isli) altinda 7 nin
yoriingesi U dur. Dolayistyla PSL(2, R), U lizerinde gegisli hareket eder, yani belli bir
TePSL(2, R) ile U daki herhangi iki nokta birbirine resmedilebilir.
ii) Simdi PSL(2, R) nin R {oo}iizerinde ¢ifte gecisli oldugunu gorelim. Bunun i¢in a>b

Z_Z bi¢iminde segersek bu

olmak tlizere herhangi a, beR i¢in S donligimiini S(z) =

dontistim (a, b) ikilisini (0, o) ikilisine resmeder.
Diger yandan 7(z) = -1 doniistimii (0, o) ikilisini (o0, 0) a ve V(z) =z + b donii-
z

stimii (0, o) ikilisini (oo, b) ye resmeder. Boylece PSL(2, R) nin hareketi altinda (0, «)
un yoriingesi (a, b) ikililerinden ibarettir. Bu ise PSL(2, R) nin R U {oo} {izerinde cifte

gecigli hareket ettigini gosterir.

Simdi PSL(2, R) grubunun 6gelerinin esleniklik siniflarini belirleyecegiz. Daha
once PSL(2, C) icin yapilanlar ile burada yapilacak olanlar benzesebilir, ancak PSL(2,
C) de, PSL(2, R) nin iki 6gesi eslenik oldugunda bu iki 6ge PSL(2, R) de eslenik olma-
yabilir.

Ik olarak PSL(2, R) nin dgelerinin sabit noktalarmin neler oldugunu belirleye-
lim. a, b, ¢, de R oldugu dikkate alinirsa

e +Hd—a)z—-b=0
denklemin kokleri 7 nin sabit noktalaridir ve ti¢ hal s6z konusudur.

1. Hal. 7'nin R U {oo}iizerinde bir sabit noktas1 vardir.

2. Hal. T'nin R {oo}iizerinde iki farkli sabit noktas1 vardir.

3. Hal. T nin sabit noktalar1 gercel olmayan karmasik eslenik sayilardir.

Bu halleri dikkate alarak agagidaki siniflandirmay yapabiliriz.
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1. Parabolik Ogeler (|a +d| = 2). T sabit noktas1 o.c RU{c}olan bir parabolik 6ge ol-
sun. PSL(2, R) nin 6geleri RU{oo} kiimesini RU{co} iizerine resmettiginden S(a) = oo
olacak sekilde bir SePSL(2, R) doniisimii vardir. O halde STS™' doniisiimii de sabit
noktasi oo olan bir parabolik doniisiimdiir. Dolayisiyla bu doniisiim,

W=STS"':z—z+t (teR\{0})

. : 1 . :
bigimindedir. Eger V(z) = —z ise VTV ': z — z + 1 olur ( isaret #<0 veya >0 olmasina

4]
gore degisir). O halde, z + 1 ile z —1 dontisiimleri PSL(2, R) de eslenik olmadigindan,
PSL(2, R) nin parabolik 6gelerinin iki esleniklik sinifi vardir.

2. Hiperbolik Ogeler (Ja +d| > 2). T sabit noktalar1 a, peRU{oo}olan bir hiperbolik 6ge
olsun. PSL(2, R) grubu RU {0} kiimesi iizerinde c¢ifte gecisli oldugundan a noktasini 0
noktasina, P noktasini co noktasina resmeden bir S€ PSL(2, R) doniisiimii vardir. O hal-

de daha 6nce tanimladigimiz U, doniisiimii

Unz2)=STS '(z) = z (LeR\{0,1})

bi¢cimindedir. Eger B(z) = —l ise BUB™' = U, olur ki boylece U, ile U,y doniistimle-
z

ri PSL(2, R) de eslenik olurlar. “Uy, U, ya esleniktir <> x =\ veya x = % dir” oldugun-

dan PSL(2, R) nin her bir hiperbolik 6gesi U, bicimindeki bir tek 6geyle esleniktir.

3. Eliptik Ogeler (Ja +d| < 2). T sabit noktas1 o.c U olan bir eliptik 6ge olsun. PSL(2, R),
U iizerinde gegisli oldugundan S(a) = 7 olacak sekilde bir Se PSL(2, R) donilisiimii var-
dir. Bu durumda S(a ) = i = —i olacagindan W = STS™' déniisiimii sabit noktalar1 i ve —i
olan bir eliptik 6gedir. Dolayisiyla W doniisiimiinii

W(z)—i :}Lz—i
W(z)+i z+i

biciminde ifade edebiliriz. WePSL(2, R), Ru{x} kiimesini kendi iizerine resmettigin-

den W(B)eR olacak sekilde bir BeR vardir. Dolayisiyla,

wp) il _|p-i _,
W(p)+i| |B+il

olacagindan A = & (0 <6 <2n) olur. Boylece sabit noktalar1 & ve o olan 7" doniisiimii
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W(z)—i _ z—1
W(z)+i z+i

doniistiimii ile eslenik olur.

1. 3. 3. Uyan 1. PSL(2, C) de oldugu gibi PSL(2, R) nin sonlu periyotlu 6geleri de sa-
dece eliptik 6gelerdir.

2. Bir loksodromik 6ge i¢in a + d gercel olmadigindan PSL(2, R) de loksodromik 6ge

bulunmaz.
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1. 4. SABIT NOKTA KUMELERI

Iki doniisiimiin degismeli olmasi ile bu déniisiimlerin sabit noktalarinin arasinda
oldukea siki bir iligki vardir. Asagida verilecek olan teoremler bu iliskileri daha iyi be-

lirtecektir. Te PSL(2, R) nin sabit noktalarinin kiimesini Fr ile gosterelim.

1.4.1. Teorem. 7, SePSL(2, R) ve ST = TS ise S doniisiimii 7 nin sabit noktalarinin
kiimesini kendi iizerine resmeder, yani S(Fr ) = Frdir. Benzer sekilde 7' doniigiimii de S
nin sabit noktalarinin kiimesini kendi tizerine resmeder. (Bagkan 1980)
Ispat. peFr oldugunu varsayarsak,

S(p) = ST(p) = TS(p) = T(S(p))

yani S(p) € Fr dir. Teoremin son kisminin ispat1 S yerine 7, T yerine S koyarak goriiliir.

Bu teorem yardimiyla PSL(2, R) nin baz1 6zel doniisiimlerinin merkezlestiricile-

rini belirleyebiliriz.

Ik olarak parabolik bir doniisiimiin merkezlestiricisini belirleyelim. Bunun igin
tiim parabolik doniigiimlerin eslenik oldugu 7(z) = z + 1 parabolik 6gesini dikkate ala-
lim. Bu durumda eger Se€ Cpsr2, g(7T) 1se ST = TS olur. T(0) = o ve Fp = {oo} oldugun-
dan S(0) = o0 olmalidir. Dolayistyla S doniigiimii S(z) = az + b bigimindedir. Ancak ST
= TS olacagi dikkate alinirsa a = 1 oldugu goriliir. Boylece,

Crsio,ry (I ={z—z+klkeR}
dir. Benzer sekilde 7(z) =z — 1 i¢inde
Crsio,ry (I ={z—z+klkeR}

oldugu goriiliir.

Simdi de 7(z) = Az (A>0, A # 1) hiperbolik 6gesinin merkezlestiricisini belirleye-
lim. 7 doniistimiiniin sabit nokta kiimesi /7 = {0, o} oldugundan 7 doniisiimiiniin mer-
kezlestiricisi bu kiimeyi kendi iizerine resmedecek doniistimlerden olusmalidir. Dolay1-

styla >0 olmak iizere bu doniistimler S(z) = pz bigimindeki doniistimlerdir, yani

Crsio,my (1) ={z— pz [ p>0}
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olur.

Son olarak sabit noktalar1 i ve —i olan
& =ei02(0§9<2n)
T(z)+1i zZ+i
eliptik doniistimiiniin merkezlestiricisi ise

W(z)— i L
Crsio,r (D) ={ W| & =e’®:, 0<®d<2m}
W(z)+i Z+1i

dir.

Boylece oldukga sik kullanilacak olan asagidaki sonucu verebiliriz.

1.4.2.Teorem. 7, Se PSL(2, R) 6zdeslikten farkli iki donilisiim olsun.“7S = ST < Fr =
Fy” dir.

Ispat. (=) T sabit noktas1 o olan parabolik 6ge ise 7.S(a) = ST(at) = S(ar) oldugundan 7,
S(a) noktasini da sabit birakir. 7 parabolik bir doniisiim oldugu icin bir tek sabit noktasi
vardir, dolayisiyla S(a) = a, yani a noktasi S doniisiimiiniin de sabit noktasidir. Simdi S
nin o noktasindan bagka sabit noktasinin olmadigin1 gorelim. Eger S doniisiimii bir B #
a noktasini da sabit biraksaydi ST(B) = TS(B) = T(B) yani S doniisiimii, 7(f) noktasini
da sabit birakirdi. Ancak bu durumda § doniisiimiiniin o, B ve 7(p) gibi {i¢ sabit noktasi
olurdu. O halde 7(B) = P ya da 7(B) = o olmalidir. 7' doniisiimii birebir oldugundan 7{(3)
= a olamaz. Ancak 7(B) = P da olamaz, ¢iinkii 7 doniisiimiiniin sadece bir tane sabit
noktasi vardir. Dolayistyla S nin de a dan farkli sabit noktasi olamaz, yani Fr = Fg =
{a} dir.

T doniisiimiiniin o, BeR gibi iki farkli sabit noktalarinin oldugunu, yani 7" donii-
stimiiniin hiperbolik bir donilisiim oldugunu varsayalim. 7S(a)) = S7(a) = S(at) ve TS(B) =
ST(B) = S(B) oldugundan T doniisiimii, S(a) ve S(B) noktalarini sabit birakir. 7" doniisti-
miiniin sabit noktalar1 a ve B oldugu icin asagidaki iki olasilik s6z konusudur;

(i) S=a, SP)=p

(i) S(o)=p, SPB)=a
Birinci halde Fs = {a, B} oldugundan istenen elde edilmis olur. Ikinci halde ise S(a) = B
ve S(B) = a oldugundan S*(a) = S S(S(a)) = S(B) = o ve S*(B) = S(S(B)) = S(a) = B oldu-

gu goriiliir. § doniisimii a ve B noktalarin1 sabit birakmadigina gore S doniisiimiiniin o



29

ve B dan farkli olan y gibi bir bagka sabit noktast vardir. Bu durumda S dontigiimii y
noktasini sabit biraktigindan S? doniisiimii de y noktasini sabit birakir. O halde S* dénii-
slimiiniin o, f ve y gibi farkli ii¢ sabit noktast vardir ve dolayisiyla §? =1 dir. S sonlu
mertebeli oldugundan, bir eliptik 6gedir. S eliptik oldugundan {ist yar1 diizlemde o ve
noktalarindan farkli olan t gibi bir sabit noktast vardir. 7S = ST oldugundan S7(t) =
TS(t) = T(t) yani S doniisiimii 7(t) noktasini sabit birakir. Dolayisiyla 7(t) = t ya da
T(r) = 7 dir. T, U iist yan diizlemi kendi {izerine resmettiginden 7(t) = t dur. Bu ise t
noktasinin a ya da B oldugunu gosterir. Halbuki t noktasinin a ve B dan farkli oldugunu
varsaymistik. O halde bu hal s6z konusu degildir, yani Fr = Fs = {a, B} dir.
T doniisiimiinlin o ve o gibi iki sabit noktast oldugunu varsayalim. 7S(a))= S7(a)
=S(a) ve TS(a ) = ST(a ) =S (o) oldugundan asagidaki iki hal s6z konusudur.
i. S=a0 S(a)=a
ii. S(wy=a, S(a)=a
Birinci halde Fs = {0, } oldugu hemen goriiliir. Ikinci halde ise S doniisiimii U nun
otomorfizmi oldugundan s6z konusu degildir. Yani bu durum da Fr = Fs = {a,a } dir.
(<) Fr = Fs oldugunu varsayalim. 7" ve S doniisiimlerinin ya ikisi de parabolik,
ya da ikisi de parabolik olmayan doniisiimlerdir. Simdi bunlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.
i. Tve S doniisiimlerinin ikisi de parabolik ve Fr = Fs= { a } olsun. Bu durumda W(a )
= o olacak bigimde bir WePSL(2, R) 6gesi bulabiliriz. Dolayisiyla ' = WTW ' ve §' =
WSW ! olarak alinirsa T'(o0) = oo ve bu doniisiim 7 doniisiimiiniin eslenigi oldugundan
baska sabit noktas1 yoktur. O halde A bir gercel say1 olmak iizere
T()=z+A
bicimindedir. Benzer sekilde p bir gercel say1 olmak iizere
S'(z)=z+p
oldugu goriilir. 7S'2) =T+ W =z+p+A=z+A+pn=5z+1)=37T(z) oldugun-
dan
rs'=8T
oldugu goriiliir.
ii. T ve S dontigiimlerinin ikisi de ne parabolik olmayan doniisiimler ve Fr = Fs = {a,
B} oldugunu varsayalim. Bu durumda W(a) = 0 ve W(B) = o olacak bi¢imde bir
WePSL(2, R) 6gesi bulabiliriz. Dolayistyla I' = WIW" déniisiimii 0 ve oo noktalarin
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sabit birakan bir doniisiimdiir. O halde k>0, k # 1 olmak tizere 7'(z) = kz bi¢imindedir.

Benzer sekilde §'(z) =Az (A>0, A #1 ) oldugu goriiliir. Boylece
T'S'(2)=TM\2)=khz=Mz=S"(kz)=S5T(z)

elde edilir.

Boylece PSL(2, R) deki doniisiimlerin merkezlestiricileri i¢in asagidaki sonucu

verebiliriz.

1.4.3. Teorem. T PSL(2, R) bir hiperbolik (parabolik, eliptik) doniisiim ise 7 doniisii-
miiniin PSL(2, R) deki merkezlestiricisi 6zdeslik 68esi ve 7 ile ayn1 sabit nokta kiimesi-
ne sahip tiim hiperbolik (parabolik, eliptik) doniisiimlerden olusur. (Jones ve Singerman
1987)

ispat. SeCpsio, r(T) 1se ST = TS olacagindan yukaridaki teorem geregi Fr = Fs dir.
Dolayisiyla 7" doniistimiiniin PSL(2, R) deki merkezlestiricisi sadece ayni cins ve ayni

sabit nokta kiimesine sahip olan doniisiimlerden olusacaktir.

Doniistimlerin sabit nokta kiimelerinden faydalanarak doniisiimlerin komiitator-
lerini de belirleyebiliriz.
T ve S parabolik olmayan ve ortak bir sabit noktalar1 oo diger sabit noktalar1 ise
farkli olan iki doniisiim olsun. Bu durumda
w=1ST"'S"
doniisiimii 6zdeslikten farklidir ve istelik,
W(0) = TST 'S !(00) = 0
ozelliginde bir parabolik doniisiimdiir. Dolayisiyla da bu doniisiim belli bir AR igin
Wz)y=z+xA
bicimindedir, yani bir parabolik doniistimdiir.
T ve S sabit noktalar1 farkli olan iki parabolik doniisiim oldugunu varsayalim. Bu
durumda ise
w=1ST's"

dontigiimii bir hiperbolik doniisiimdiir.
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1. 5. HIPERBOLIK GEOMETRI.

PSL(2, R) grubu ile hiperbolik geometri arasindaki iliski Henri Poincare tarafin-
dan 1882’de yayinlanan bir makalede belirtilmistir. Hiperbolik geometrinin temelleri ise
Bolyai ve Lobatchewsky tarafindan atilmistir. Hiperbolik geometri Euclidean geometri-
sindeki paralellik aksiyomunun degistirilmesi ile elde edilmistir. Bilindigi gibi
Euclidean geometrisinde paralellik aksiyomu, “bir / dogrusu iizerinde bulunmayan bir P
noktasindan / dogrusunu kesmeyen bir tek dogru vardir” bigimindedir. Hiperbolik geo-
metrinin paralellik aksiyomu ise “bir / dogrusu iizerinde bulunmayan bir P noktasindan
/ dogrusunu kesmeyen sonsuz sayida dogru vardir” bi¢imindedir. Hiperbolik geometri
yerine ¢ogu zaman Non Euclidean geometri ad1 da kullanilir.

Hiperbolik geometri i¢in ¢esitli modeller vardir. Burada iist yar1 diizlem modelini
olusturacagiz (birim disk modeli de ¢ok kullanilan bir modeldir) ve bu modeli kullana-
cagiz. Bu gosterimde hiperbolik diizlem {ist yar1 diizlemdir, tist yar1 diizlemdeki nokta-
lar (bildigimiz noktalar) H-nokta, gercel eksene dik olan ¢gemberlerin iist yar1 diizlemde
kalan kisimlar1 ile gercel eksene dik olan bildigimiz Euclidean dogrularinin iist yari
diizlemde kalan kisimlar1 H- dogru olarak adlandirilir. p ve ¢g iki H-nokta olmak iizere
bunlar birlestiren H-dogrunun p ve g noktalar1 arasindaki kismina p ve g noktalarini
birlestiren H-dogru pargasi denir. Kesisen iki H-dogru arasindaki a¢1 bu iki H-dogrunun
kesistigi noktadaki tegetleri arasindaki Euclidean anlaminda 6lgiilen agidir ( Burada H
oneki hiperbolik kavramini belirtmektedir).

Hiperbolik geometrideki uzaklik ve alan kavramlar1 agagidaki sekilde tanimlanir.
1.5.1. Tamm. v : [0, 1] — U, y(¢) = z(¢) = x(¢) + iy(¢) pargali diferansiyellenebilir egrisi-

o IJ(‘ZT; ()

V4

nin hiperbolik uzunlugu

dz

cltzji dt
V4

y

ve Ol¢iilebilir bir £ kiimesinin hiperbolik alani,

dxdy
2

WE) = HE )
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bi¢giminde tanimlanir.

Bu tanimlar yardimiyla p ve g noktalarint H-uzaklik bu iki noktay1 birlestiren H-
dogrunun uzunlugu olarak tanimlanir. Béylece U lizerinde adina hiperbolik metrik de-
nen, bir metrik elde edilmis olur. Bu metrik ile birlikte diisiiniildiigiinde U, hiperbolik
diizlem i¢in bir model olusturur. Hiperbolik metrigin U ya kondurdugu topoloji ile U

tizerindeki topoloji aynidir.

PSL(2, R) grubunun 6geleri hiperbolik geometrinin esmetrileridir. Asagidaki teo-
rem PSL(2, R) nin bu 6zelligini belirtmektedir.

1.5.2. Teorem. 7€ PSL(2, R) olmak {izere
i) h(T(y)) = h(y)
i) W(T(E)) = W(E)

dir. (Jones ve Singerman 1987)

. +b
Ispat. i) T(z) = :Z+ 7 (a, b, ¢, deR, ad — bc = 1) olarak alalim. O halde bu doniisiimiin
z
tiirevi
dar _ alcz+d)—claz+b) _ 1
dz (cz+ d)2 (cz+ d)2
bicimindedir. Diger yandan
(az+b)cz+d)  (aczz+bd)adz+bcz)
Iz) = i T ;
| cz+d | | cz+d |
ve z=x+iy, T(z) =u+ iv olarak alinirsa
y
v = —_
(cz+dY
elde edilir ki bu durumda
a| _ v
dz| y

olur. Boylece
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A A e R i
t
WT) = | = 1= = = = h(y)
\% yv
0 0 0 0

esitligini elde etmis oluruz.

. az+b
i) 1z) = cz+d

(a, b, c,deR, ad—bc=1)ve z=x+1iy, T (z) =u+ iv olarak alalim.

Bu durumda Cauchy Riemann esitliklerini kullanarak

u,v)  ou v ou ov

a(x,y) ox 0y 0Oy Ox

(&) (2

esitliklerini elde ederiz. Boylece

_ dudv _ ¢¢ O(u,v) dxdy
H(T(E)) _.”T(E) V2 B j,[y a(x,y) V2
ve
al_ v
dz| 'y
esitligini kullanarak
1 |cz+d|4
WTE) = o dxdy = W(E)

esitligini elde etmis oluruz.

1.5.3. Sonug¢. PSL(2, R) hiperbolik uzaklig1 invaryant birakir, yani p, ge U ve p(p, q), p
ve g noktalar1 arasindaki hiperbolik uzaklik olmak tizere her 7€ PSL(2, R) igin

P, 9) = p(I(p), 1(q))-
Dolayistyla PSL(2, R) hiperbolik esmetrilerin bir grubudur. (Jones ve Singerman 1987)
Ispat. p ve ¢ noktalarimi birlestiren y H-dogru pargasinin resmi, 7(p) ve T(g) noktalarini
birlestiren 7() H-dogru parcasidir ve yukaridaki teorem geregi

h(T(y)) = h(y)
dir.
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U nun kapanisinda kapali olan # tane hiperbolik dogru parcasiyla sinirl kiime-
lere n kenarli hiperbolik poligon, iki hiperbolik dogru parcasinin kesistigi noktaya ise
poligonun késesi denir. Bir poligonun RU{x}iizerinde bir kosesi olabilir ancak gergel
eksenin bir parcasi bir hiperbolik poligonun kenar1 olamaz. Asagidaki sekillerde hiper-

bolik 3-genler goriilmektedir.

%

(a) (b) (c) (d)

Sekil 1.5.1. Hiperbolik Uggenler.

Dikkat edilirse bu iiggenlerden birisinin tiim koseleri U da, ikincisinin bir kdse-
si R {izerinde, lglinciisiiniin iki kdsesi RU{oo}da, sonuncusunun ise tiim koseleri
RU {0} lizerindedir.

Hiperbolik bir bolgenin hiperbolik alaninin hesaplanmasi i¢in bir esitlik daha
once verilmisti. Ozel olarak bir hiperbolik iiggenin alan1 Gauss—Bonet teoremi kullanila-
rak hesaplanabilir. Bu teorem, bir hiperbolik liggenin alaninin tamamen i¢ agilarina bag-
11 olarak hesaplanabilecegini belirtir. Bu teorem daha sonra bazi gruplarin temel bolge-

lerinin alaninin hesaplanmasinda kullanilacaktir.

1.5.4. Teorem (Gauss—Bonet). A, acilar1 o, 3, y olan bir hiperbolik {icgen olsun. Bu
durumda p(A) sonludur ve
Ay =m—(a+p+7v)
dir. (Baskan 1980)
Ispat. A hiperbolik iiggeninin kdselerinin bulundugu yerlere gore asagidaki olasiliklar

s0z konusudur

1.hal. 11k olarak A H-licgeninin iki kenarinin dikey H-dogrular oldugu durumu incele-

yelim.
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.-;--—-
es)

L

e T S,
-

0

!
= 4

Sekil 1.5.2. A H-liggeninin alani

Bu halde A H-iiggeninin tabani bir Euclidean yar1 ¢emberdir. z — z + A (AeR) ve z —
pz (1>0) doniisiimlerini uygularsak bu yar1 cemberin yarigapini 1 ve merkezini 0 olarak

alabiliriz. Boylece A H-liggenini x=a ve x=b dogrulari ile siirlandirilmis olarak diisii-

nebiliriz. Burada 40C ve BOD acilart sirastyla o ve B dir. O halde, A H-liggeninin H-

alanmi
@[ EL e [ I
a _2y a

olur. 0 <0 <m olmak iizere x = cos 0 doniisiimii yapilirsa A H-liggeninin H-alan1

B .
hy= [ 0Lt p)

olur.

2. Hal. A H-liggeninin bir C kosesi gergel eksen lizerinde olsun. Bu durumda C kdsesi

C

Sekil 1.5.3. A H-liggeninin alan1
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bir Te PSL(2, R) 6gesi ile o noktasina resmedilir. Boylece A H-liggeninin H-alan1 ve
acilar1 degismediginden H-alan 1. hal geregi
nA)=mn—(a+p)
olur.
3. Hal. A, B, C noktalar1 A H-liggeninin koseleri olmak tizere bu koselerin higbiri

RU {0} lizerinde bulunmasin. Eger 4B, H-dogru pargasi R yi bir D noktasinda kesecek

D

Sekil 1.5.4. A H-iiggeninin alan

sekilde uzatilirsa A; koseleri A, C, D olan H-liggen olmak tizere A = Aj\ A, olur ve A,
koseleri B, C, D olan H-liggendir. Boylece
H(A) = wAr) — w(Az)
=n— (ot y+0)-[7-0-(n-B)]
=m-(atB+)

olur.

Bu teoremi kullanilarak Gauss—Bonet formiiliinii poligonlara genisletebiliriz.

1.5.5. Sonug. Eger I agilar1 a,...,a, olan n-kenarl bir poligon ise
pIh)=m-2)yr—(o; +op + ...+ a,)
dir.
Ispat. 4,,..., A, I poligonunun kdseleri ve O noktast OAj,..., OA, H-dogru pargalari IT
poligonunun i¢inde kalacak sekilde IT nin i¢inde bir nokta olsun. Bdylece OA4;4,,
OAyA4s, ..., OA,A; liggenlerinin H-alanlarini toplayarak
pIh)=mn-2)yr—(o; +op + ...+ a,)

esitligini elde ederiz.
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1.6. YANSIMALAR VE UCGEN GRUPLAR

1.6.1.Tamim. Q bir H-dogru olmak {iizere, Q nun her bir noktasini sabit birakan U nun
0zdeslikten farkli H-esmetrisine Q da bir H- yansima denir.

Ozel olarak sanal eksene gore Euclidean yansima olan Ry(z) = —Z ayn1 zaman-
da bir H-yansimadir. O sanal eksen ve Q herhangi bir H-dogru olmak iizere 7(Q) = Qo
ozelliginde bir T € PSL(2, R) vardir. T de bir H-esmetri oldugundan 7'RoT, O da bir H-
yansima olur. Ry 1n mertebesi 2 oldugundan her bir yansimanin da mertebesi 2 dir.

Her bir H-yansima U nun bir anti-konform homeomorfizmidir yani agilar1 ko-
rur fakat yonlerini degistirir. Eger B, U nun bir anti konform homeomorfizmi ise RyB =
T, U nun bir konform homeomorfizmi olur ve dolayisiyla PSL(2, R) dedir. O halde
B = Ry T yazilabilir ve bdylece her bir H-yansimasi,

6z +b , a,b,c,deR ve ad —bc =-1

z—>

cz +
bi¢iminde olur.

N . N ) T T T N .
T, kdseleri vy, v,, v3, bu koselerdeki acgilar1 — , — ,—ve bu koselerin karsi-
m, m, m
1 2 3

sindaki kenarlar1 M;, M,, M5 olan bir H-liggen olsun.

Sekil 1.6.1. T Hiperbolik Uggen.
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i = 1,2,3 olmak tlizere R;, M; kenarin1 bulunduran H-dogrudaki H-yansima ve ['*,

Ri, Ry, Rs, ile tretilen grup olsun. R;¢ PSL(2, R) oldugundan I'* bir Fuchsian grup de-
gildir. Eger I' =1*N PSL(2, R) olarak alinirsa I'* =T'"U R;I" oldugu goriiliir.

T, H-liggeninin R; H-yansimasi altindaki resmi R;(t) hiperbolik licgenin kenar-

lar1 Ry (M) = M, Ri(M>) ve R\(M>) diir. RleRfl, R(M>) yi nokta nokta sabit birakti-

gindan R\ RoR, ™', Ri(M>) de bir H-yansimasidir. Bu yansima R;(t) yu R\R:R, (R (1)) =

RiR,(7) ye resmeder.

Sekil 1.6.2. T Hiperbolik Ucgenin Resimleri.

Bu sekilde devam ederek, v; kdsesini saran hiperbolik tliggenlerin 1, R(t),

RiRy (1), RiIR:R (7)), ..., (RiRy)™3 -1 Ri(7) oldugu goriiliir. R R,, v3 kOsesini sabit birakan

iki H-yansimanin ¢arpimidir fakat bu doniisiim v; kdsesi etrafinda 2n acilik bir hiper-
e

bolik dénme olarak diisiiniilebilir ve dolayisiyla (RR,)™3 = I dir.

T nun, ['* 1n 68eleri altindaki resimleri, yani
{ I(v) | Tel™*}
kiimesi U nun bir désemesini olusturur. T nun herhangi iki resmi iist iiste gelmeyecegi
gibi U nun her bir noktas1 t nun belli bir I'*- resmide bulunmaz.
p, T nun herhangi bir noktasi olmak iizere p nin ['*- resimleri dogeme-
nin diger tiggenlerinin noktalar1 olacaktir ve dolayisiyla ayrik bir kiime olusturacaklar-

dir. Béylece U nun her bir I'- yoriingesi ayrik bir kiime olur ve I' bir Fuchsian gruptur.

Bu sekilde olusturulan I Fuchsian grubuna zi¢gen grup denir.
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2. BOLUM
SUREKSIZ VE AYRIK GRUPLAR

Bu boliimde stireksiz ve ayrik grup kavramlari tanimlandiktan sonra siireksiz ve
ayrik gruplarin temel 6zellikleri iizerinde durulacaktir. Ozellikle, otomorf fonksiyonlar
teorisinin temel kavrami olan siireksiz grup ve ayrik grup kavramlar1 arasindaki iligki
belirtilecektir. Bir grubun limit noktalar1 kiimesi ve siireksizlik bolgesi tanimi verilerek

grubun temel bolgesi kavramina giris i¢in bir ortam hazirlanacaktir.

2.1. SUREKSIZLIiK

Birinci boliimde X genisletilmis karmagik diizlemin tiim homeomorfizmlerinin

az +b
1I(z) = a,b,c,deCvead—bc=1

bicimindeki doniisiimler oldugunu belirtmistik. Bundan sonra bu doniisiimlerin gercel

katsayililarinin olusturdugu

PSL2,R)={T|1T(z)= a,b,c,deR ve ad—bc=1}

az +b
z +d

C.

grubunun 6zellikleri ile ilgilenecegiz.

2.1.1. Tanmm. I' c PSL(2, R) ve a€X olsun. Eger T,(z) — a olacak bicimde I nin farkli
elemanlarindan olusan bir sonsuz (7,) dizisi ve bir ze X noktasi var ise o noktasina I' nin
bir limit noktast denir. I' nin limit noktalarinin kiimesi L(I") ile gosterilir ve bu kiimeye
de I min limit kiimesi ad1 verilir.

Eger a noktasi I' grubu i¢in bir limit noktasi degilse a noktasina I' i¢in bir adi

noktadir denir ve adi noktalarin kiimesi de A(I') ile gosterilir.

2.1.2. Uyari 1. Tanimlar dikkate alinirsa L(I") ve A(I") kiimeleri £ da birbirinin timleye-
nidirler.
2. Tanimda s6zii gegen (7),) doniisiimler dizisi farkli 6gelerden olustugu halde (7,(z))

dizisinin farkli noktalardan olugmasi gerekmez.
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3. Eger a noktasi sonsuz ¢oklukta farklt 7" donilisiimiiniin sabit noktas1 ise o noktasi-
nin I’ grubu i¢in bir limit noktast olacagi agiktir.
4. Eger a noktasi sonsuz mertebeli bir 7" donilisiimiiniin sabit noktasi ise o noktast I'

grubunun bir limit noktasidir.

+b
5. T={T| T2 = = R a, b, c, deZ ve ad — bc = 1} modiiler grubu icin L(I') =
cz
RU {0} dur.

6. ', 7(z) = kz (k>0) doniisiimii ile iiretilmis bir devirli grup ise L(I') = {0, co}dur.

Bir grubun limit ve adi noktasi tanimlarindan faydalanilarak siireksizlik kavrami

tanimlanabilir.

2.1.3. Tanim. Eger a, I" grubunun bir adi noktasi ise I' grubuna o noktasinda siireksizdir
denir. Eger I' grubu bir S kiimesinin her bir noktasinda siireksiz ise I' grubuna S kiime-
sinde stireksizdir denir.

Eger bir grup belli bir kiimede siireksiz ise kisaca I" grubuna siireksiz grup denir.

2.1.4. Uyari 1. Tanimdan “T bir siireksiz grup < A(I') # ¢” oldugu aciktir.

2. Eger Sc A(I') ise I' grubuna S kiimesinde stireksizdir.

3. Eger I' grubu a noktasinda siireksiz ise z noktasi ne olursa olsun a noktasi I'; yoriin-
gesinin bir y1gilma noktasi olamaz.

4. Her bir Tel i¢cin T(L(I')) = L(I') ve T(A(I')) = A(T') dur.

5. L(T') kapal1, A(I") agik bir kiimedir.

6. A c I ise A(A) < A(l) dir, dolayisiyla siireksiz bir grubun alt grubu da siireksizdir.
Diger yandan | I" : A | = sonlu ise A(A) = A(T") dir. O halde siireksiz bir alt grubun bir
gruptaki indeksi sonlu ise grubun kendisi de siireksizdir.

7. TePSL(2, R) i¢in A(TTT ") = T(A(T)) dir.
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2.1.5. Ornek 1. T sonlu bir grup olsun. Bu durumda I siireksizdir. I" sonlu bir grup ol-

dugundan farkli 6gelerden olusan bir (7,) doniisiimler dizisi bulundurmaz.

2. T gecisli bir grup ve I', = Z, yani I" nin tek bir yoriingesi var ise I siireksiz degildir.

3. T, belli bir T doniisiimii ile tiretilmis bir devirli grup yani I' = { I, T. ,Tz,..., T, ...} ol-
sun.

i) Eger T bir eliptik dontisiim degilse I', 7 doniistimiiniin sabit nokta veya sabit noktalari
disinda her yerde siireksizdir.

ii) Eger T bir eliptik doniisiim ise, 7' donlisiimiiniin sonlu mertebeli olmasi halinde I" her
yerde siireksiz, 7' doniisiimiiniin sonsuz mertebeli olmasi halinde ise I" hi¢bir yerde sii-
reksiz degildir.

[k olarak T nin bir eliptik 6ge olmadigini varsayalim, bu durumda 7 doniisiimii
sonlu mertebeli olamaz. 7" donilistimiiniin bir sabit noktas1 7 doniisiimiiniin tiim kuvvet-
lerinin de (ki bu doniisiimlerin her birisi farklidir) bir sabit noktasi olacagindan bu sabit
nokta I' nin bir limit noktas: olur. Bu sabit nokta disindaki tiim noktalar ise birer adi
noktadir. Gergektende 7"(z) — zo ise zo noktas1 T doniistimiiniin bir sabit noktasidir ve

dolayistyla 7' déniisiimiiniin zy noktasindan bagka limit noktas1 yoktur.

Simdi de 7 doniistimiiniin sonlu mertebeli bir eliptik doniistim oldugunu varsa-
yalim. Bu durumda I" sonlu bir gruptur ve limit noktasi olamaz. Dolayisiyla I" siireksiz-
dir.

Son olarak 7 doniisiimiiniin sonsuz mertebeli bir eliptik doniisiim oldugunu

varsayalim. O halde 7" doniigiimii

I(z)—z _

T(z)-z, z—2z,

bi¢imindedir ve n; —o0 igin e( Ky, ) — 1 dzelliginde bir dizi vardir, bdylece T/ donii-

siimleri farkl1 olmak iizere 7" (z) — z olur. Bu ise z noktasinin I" grubu i¢in bir adi nok-
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ta olmadigini1 gosterir, z noktasi keyfi bir nokta oldugundan diizlemin her bir noktasi I
i¢in bir limit noktasidir. O halde I" hi¢bir yerde siireksiz degildir.
Sonug olarak eger I siireksiz bir grup ise I da sonsuz mertebeli bir eliptik 6ge

bulunmaz.

4. Otomorf fonksiyonlar ve eliptik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahip ve
PSL(2, R) nin bir alt grubu olan

aZ+cbl,,a, b,c,deZ, ad—bc=1}

F=A{T: T()="—

modiiler grup énemli bir siireksiz grup 6rnegidir. 7€l ise T(U) = U yani I' nin iist yar1
diizlemi kendi tlizerine resmettigini daha 6nce belirtmistik. Simdi I' nin U da siireksiz
oldugunu gorelim. Bunun igin tersine I' nin U {izerinde siireksiz olmadigin1 varsayalim.
O halde z, zoe U, T,(z) = x,+ iy, — zo= xo + iyo olacak bigimde I" da farkli 6gelerden

olusan sonsuz bir (7} dizisi vardir. Bu dizinin terimlerinden
1 1
~JSRe(T,(2)-Re(z)< - (¥

0zelliginde olanlar1 segelim. 7y,(z) — zo oldugundan

_ y
(c,x +d,) +y’c,

Yn —> )

olur. Bu ise {(c,x + d,)* + yzcn2 } kiimesinin sinirh ve dolayisiyla (7,,) dizisinin katsayi-
larinin (c,) ve (d,) dizilerinin sinirl oldugunu gosterir. ¢, ler birer tamsayidir ve dolayi-
styla farkli degerlerin sadece sonlu sayida olabilecegini diisiinebiliriz. Benzer durum d,
ler i¢in de s6z konusudur. Dolayisiyla (7},) dizisini olusturan doniisiimler i¢in (c,, d,)

ciftlerinin sayist sadece sonlu cokluktadir. (¢, d) bu 6zellikteki bir ¢ift olmak iizere

az +b
T(z) =

R (7,) dizisinin bir 6gesi olsun. Eger
cz
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e . _ b'—a'b o
dontisiimii de (7,) dizisinin bir 6gesi ise 717 '(2) = ZJF(C)I—la ve belli bir m tamsay1-
zZ+

s1i¢in m = ab' — a’b olmak iizere 7T '(z) = z + m olmak zorundadir. Béylece

(a+mc)z +(b +md)
cz +d

T\(z) =

olur. Dikkat edilirse 71(z) = T(z) + m den baska bir sey degildir, ancak (*) esitsizligini
gercekleyecek bir tek m degeri vardir. Bir baska degisle (7),) dizisine ait olan bir 7" do-
nlisiimii (¢, d) sirali ikilisiyle bir tek sekilde belirlenmistir. Boylece (7},) dizisinin sadece
sonlu tane terimden olustugu sonucu elde edilir ki bu dizinin sonsuz bir dizi olmasi ile
celisir. O halde I'', U iizerinde siireksizdir.

I modiiler grubun her bir alt grubu da U iizerinde siireksizdir.

Benzer sekilde I' nin L alt yar1 diizleminde de stireksiz oldugu goriilebilir. Ancak

I', Ru{o}da siireksiz degildir.

2.1.6. Uyar1. Yukaridaki 3. drnekten, siireksiz bir grupta sonsuz mertebeli bir eliptik

0ge bulunamayacagi goriiliir.

2.1.7. Teorem. (7,), PSL(2, R) de bir dizi ve Te PSL(2, R) olsun. Eger (7,,) — T ise her
zeX i¢in (7,(z)) — T(z) dir. (Lehner 1966)

ispat. (7,) — Tise (T"'T,) = (W,) — I olacag agiktir. Déniisiimlerin matris gosterimleri

Wy = a, b,
R )

olmak iizere a,— 1, d, — 1, by — 0 ve ¢, — 0 dir. Diger yandan W, (z), katsayilarin

yardimiyla,

rasyonel bir fonksiyonudur ve n — « i¢in ¢,z + d — 1 oldugundan a,, b,, ¢, ve d, kat-
sayilarina gore siireklidir. Ustelik

Wn(oo)za—”—>oo

n

olur. Boylece W, (z) — z, yani (Ty(z)) — T(z) dir.
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2.1.8. Teorem. Bir siireksiz grup sayilabilirdir. (Lehner 1964)

ispat. T < PSL(2, R) siireksiz bir grup olmak iizere T<l 6gesini (a, b, ¢, d)e R* noktasi
ile 6zdesleyelim. Bu noktalarin kiimesine S dersek S — R* olur. Tersine I nin sayilabilir
olmadigini varsayarsak bu S kiimesinin de sayilabilir olmadigin1 gosterir. Dolayisiyla S
kiimesinin (ao, bo, co, dp) gibi bir limit noktas1 olur. Eger

no=

olarak alinirsa, I' da (7,) — T olacak bicimde farkli 6gelerden olusan bir (7},) dizisi elde
edilir. Her zeX i¢in (7,(z)) — 7(z) oldugunu biliyoruz. Keyfi bir zoeX i¢in 7(z) = z, esit-
ligi z ye gore ¢oziilebilir. Bu ise her bir zoeX noktasinin bir limit noktas1 oldugunu gos-

terir, yani I siireksiz degildir. Bu ise varsayim ile ¢eligkidir. O halde I" sayilabilirdir.
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2.2. AYRIKLIK

Bu kisimda daha 6nce verilen ayrik grup tanimini PSL(2, R) i¢in tekrar ele ala-

cagiz. Daha once verdigimiz ayrik grup tanimini hatirlatarak baslayalim.

2.2.1. Tamm. I' c PSL(2, R) olsun. Eger I' da farkli 6gelerden olusan ve yakinsak olan
bir (7,) dizisi yok ise I' ya ayriktir denir.

Buradaki yakinsaklik ze X noktasindaki noktasal yakinsakliktir. Bazi1 kitaplarda
ayrik grup tanimi, grubun 6gelerinin olusturdugu diziler yardimiyla, asagidaki teorem-

deki gibi ifade edilir. Ayriklik ile ilgili bir¢ok teoremin ispatinda da bu tanim kullanilir.

2.2.2. Teorem. I' ayriktir << (7,,) ler I' nin farkli 6gelerinin bir dizisi olmak {izere
(T,) — I olacak bigimde bir (7)) dizisi yoktur. (Lehner 1964)
Ispat. (=) Eger (T,,) — I olacak bi¢imde bir (7,) dizisi var ise I, yakinsak bir (7},) dizi-
si bulunduruyor demektir, bu ise I' nin ayrik olmasi ile celigkidir, yani bu 6zellikte bir
dizi yoktur.
(<) I' ayrik degilse, I" da farkli 6gelerin (7,,) — T olacak bi¢imde bir (7},) dizisi ve {is-
telik (7, ') — T olacak bi¢imde 7' déniisiimii vardir. Boylece (T, 1T, ) — ITT "' =1
olur. Eger (T, 1T, ') dizisi sadece sonlu ¢oklukta farkli 6ge bulunduruyorsa, yle bir N
sayist vardir ki her n>N i¢in T, 117, ,[1 = [ olur, bu ise (7} dizisinin farkli 6gelerden olus-
tugu varsayimui ile celisir. Boylece (7}, 117, ,[1) dizisi sonsuz ¢oklukta terimlerden olusur,
bu dizinin terimleri W, ile gosterilirse

Wn=TuaT  —1

olur.

Asagidaki teorem {iizerinde calistigimiz iki 6nemli kavram olan siireksizlik ile

ayriklik arasindaki iligkiyi belirtmektedir.
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2.2.3. Teorem. I'c PSL(2, R) olsun. I siireksizdir << I ayriktir. (Lehner 1964)

Ispat. (=) Siireksiz bir grubun ayrik oldugu agiktir. Gergektende, eger I" ayrik degilse
farklt 6gelerden olusan bir (7,) dizisi i¢in (7,) — [ dir. Boylece her bir z igin
T,(z) — zelde edilir ki bu I' nin higbir yerde stireksiz olmadigini gosterir.

(<) I' ayrik olsun. I' nin U da siireksiz oldugunu gostermek i¢in L(I') < R oldugunu
gostermek yeterlidir. Bunun igin her hangi zo = xo + iyo, (3o > 0) noktasinin I' nin bir li-
mit noktasi oldugunu varsayalim. O halde belli bir ze U i¢in T,(z) — zy olacak bi¢cimde

bir (7},) dizisi vardir. Diger yandan PSL(2, R) gegisli oldugundan A(i) = z olacak bi¢im-

de bir AePSL(2, R) déniisimii vardir. Boylece (I,4(7)) — zo, T.= A" T, A ve

n

z1 = A '(z0) olmak iizere T, (i) — z olur. Dikkat edilirse 7, e[''= A'TA dur.

L(T") = A"'L(I") ve L(I') mn ikisi birden gercel olacaklarindan L(T'") niin gergel oldu-

gunu gorelim.

1/ @= %
y,Z+0,
olarak alinirsa, z; € U oldugundan
Im (7, (9) = —— = Imz,>0

\%

2

2 2
> a,’ +
GGt P
+

n n

Birinci yakinsamadan {y,} ve {6,} kiimelerinin, ikinci yakinsamadan ise {a,} ve

{B»} kiimelerinin siirl oldugunu goriiriiz. Boylece bu dizinin bir (7, ) alt dizisini se-

cebiliriz ki bu I'" niin ayrik olmadigini belirtir. Dolayisiyla da I' ayrik olamaz. Benzer
sekilde z¢ alt yar1 diizlemde de alinirsa ayn1 sonug ¢ikar. Bdylece L(I') nin gercel oldugu

goriiliir. Dolayistyla I' U da siireksizdir.

Bu teoremin bir sonucu olarak,
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2.2.4. Sonug. I ayrik bir grup ise L(I')c RU{o}dur.

2.2.5. Uyan 1. Siireksiz bir grubun ayrik olacagi agiktir. Ancak bazi hallerde ayrik

gruplar siireksiz olmayabilir. Ornegin

) az +b
PSLQ, ZIi)) = A= { T|T&) =———

a,b,c,de Z[i] vead—bc=1}

olarak tanimlanan Picard grubu ayrik bir grup olmakla birlikte bu grup U da siireksiz

degildir ve U limit noktalarinin kiimesidir, yani L(A) = U dur.

2. Calisgmamizda PSL(2, R) ve onun alt gruplar ile ilgilenecegimizden, Teorem 2.2.3.
geregi bizim i¢in ayriklik ve siireksizlik kavramlar1 denk kavramlar olacaktir. Bu neden-

le bundan sonra bu kavramlar birbirleri yerine kullanabilecektir.
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2.3. FUCHS GRUPLARI

Bu kisimda 6zel birer ayrik grup olan Fuchs gruplari iizerinde durulacak ve bun-

larin temel Ozellikleri verilecektir.

2.3.1. Tammm. PSL(2, R) nin ayrik alt gruplarina Fuchs grubu denir.

Fuchs gruplar1 sistematik olarak ilk defa 1880 yilinda Poincare tarafindan ¢ali-

stlmistir. Modiiler grup ve iiggen gruplar en ¢ok ¢alisilan Fuchs grup 6rnekleridir.

2.3.2. Ornekler 1. Bir hiperbolik 6ge tarafindan iiretilmis olan hiperbolik devirli grup-
lar, 6rnegin; A>1 olmak lizere 7(z) = Az 0gesi ile iiretilmis olan hiperbolik devirli grup
hiperbolik 6gelerle, 6zdeslik 6gesinden olusan bir Fuchs gruptur. Dikkat edilirse, bu
grubu I ile gosterirsek L(I') = {0, co}dur, yani I', Uda siireksizdir (ayriktir).

2. Bir parabolik 6ge tarafindan fretilmis olan parabolik devirli gruplar, O6rnegin;

T(z) = z + 1 doniislimiiniin {irettigi parabolik devirli grup bir Fuchs gruptur.

3. Bir eliptik 6ge tarafindan iiretilmis olan eliptik devirli gruplar ayriktir < grubu fire-

ten eliptik 6ge sonludur, yani ayrik bir grupta sonsuz mertebeli eliptik 6ge bulunmaz.

[ cifte periyodik bir fonksiyon olmak iizere, f/ fonksiyonunun periyotlarinin kii-

mesinin, belli ®;,0; € C (0,0, R lizerinde dogrusal bagimsiz) i¢in
Qr={noi+mw|n,meZ}

biciminde oldugunu daha once belirtmistik. Bu sekildeki Q kiimesine kafes ve {®;,m,}
ciftine de Q kafesi i¢in bir taban (baz) veya iirete¢ ¢ifti denir. Q kiimesinin C nin bir ay-
rik altgrubu oldugunu da daha 6nce belirtmistik.

Kafeslerin C tizerindeki hareketleri siireksizdir, yani her bir ze C noktasinin dyle
birer komsulugu vardir ki, kafeslerin 6zdeslikten farkli 6geleri ile bu komsuluklar ken-
disi disina tasinir, yani V-, ze C noktasinin bir komsulugu olmak {izere her weQ igin

o(V;) NV, = ¢ olur. Benzer durum Fuchs gruplari i¢in maalesef so6z konusu degildir.



49

Eger Fuchs grubunun eliptik 6geleri var ise bu eliptik 6gelerin {ist yar1 diizlemde sabit
noktalar1 vardir ve bu sabit noktalarin belirtilen 6zellikte birer komsulugunu bulmak
miimkiin degildir. Bununla birlikte Fuchs gruplar1 asagida tanimi verilecek anlamda sii-

reksiz gruplardir.

2.3.3. Tammm. G, bir Y topolojik uzayinin homeomorfizmlerinin bir grubu olsun. Her bir
ye Y noktasinin

“oeGicing(V) N V=dise g(y)=ydir”
ozelliginde bir ¥ komsulugu var ise G grubuna Y tizerinde has siireksiz hareket ediyor

denir.

Tanim dikkate alindiginda, her bir siireksiz grubun has siireksiz olarak hareket
ettigi hemen goriliir. Ancak has siireksizlik kavrami stireksizlik kavramindan daha za-
yiftir. Ismi nedeniyle has siireksizlik, siireksizlikten daha kuvvetli bir kavramms gibi

algilanmaktaysa da literatiirde 1srarla has siireksizlik kavrami kullanilmaktadir. Ornegin,

27

z> ez (n=2, 3, ...) ile iiretilmis olan C nin homeomorfizmlerinin sonlu grubu C

tizerinde has siireksiz hareket etmekle birlikte siireksiz degildir.

Asagidaki teorem Fuchs gruplarinin U {izerinde has siireksiz olarak hareket etti-

gini gostermektedir.

2.3.4. Teorem. I', PSL(2, R) nin bir alt grubu olsun.

(i) T bir Fuchs grubudur <= I', U lizerinde has siireksiz hareket eder.

(77) I bir Fuchs grubu ve pe U noktasi I' nin belli bir 6gesinin sabit noktasi olsun. p nok-
tasinin Oyle bir W komsulugu vardir ki, W komsulugunun hi¢bir noktast I' nin 6zdeslik-

ten farkli bir 6gesinin sabit noktasi olamaz. (Jones ve Singerman 1987)
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Ispat. i1k olarak bir I Fuchs grubunun U iizerinde has siireksiz hareket ettigini gorelim.
zoeU ve m , Zo merkezli, e>0 yarigapli kapali hiperbolik disk olsun. m kom-
pakt oldugundan

{TeT'| T(z)e B,(z,) }

sonlu bir kiimedir. O halde dyle bir 0<6<e sayis1 vardir ki B;(z,) kapal diski z, nokta-

sinin I" yoriingesinden bir bagka nokta bulundurmaz. Eger V' = B;,,(z,) olarak alirsak,

belli Sel” i¢in VNS(V) # ¢ olmas1 halinde S(z)e V' olacak bigimde bir ze V' vardir. Boyle-

ce
o o
p(Za ZO) < E s p(S(Z)a ZO) < E

ve dolayisiyla

P(2o, 8(20)) < p(z0, S(2)) + p( S8(2), S(20)) = p(20, S(2)) + p( 2, 20) <6
olur, ancak 6>0 sayisinin tanimu dikkate alinirsa S(z,) = z, oldugu gériiliir. Dolaysiyla T',
U tizerinde has siireksiz hareket eder.

(7) kisminin ispatini tamamlamadan 6nce (i) yi gérelim, bunun i¢in p noktasinin
S # I déniisiimiiniin sabit noktast oldugunu varsayalim. Ispatin ilk kismindan, p noktasi-
nin Oyle bir W komsulugu vardir ki WNS(W) # ¢ olmasi halinde S(p) = p oldugunu bili-
yoruz. Eger g€ W noktasi bir 7 # I donilisiimiiniin sabit noktas1 ise WNT(W) # ¢ ve boy-
lece T(q) = g olur. Ancak bu 7 # [ doniisiimiiniin U da iki sabit noktas1 oldugunu goste-
rir ki bu bir ¢eliskidir, dolayisiyla p = ¢ dur.

Simdi ispatin (7) kismini1 tamamlayalim, yani U iizerinde has siireksiz hareket
eden bir 'cPSL(2, R) alt grubunun ayrik, yani Fuchs grubu oldugunu gorelim. Tersine
I' nin ayrik olmadigini varsayalim. I' nin 6zdeslikten farkli 6geleri ile sabit birakilama-
yan bir seU noktast secelim. ' ayrik olmadigindan I' nin farkli 6gelerinden olusan
Ty — I ozelliginde bir (Ty) dizisi vardir. Boylece Ty(s) — s olur. s noktasi I' nin 6geleri-
nin sabit noktas1 olmadigindan (7x(s)) dizisinin terimleri farklidir. O halde, yakinsama
geregi, s noktasinin her bir komsulugu, s noktasinin I'-yoriingesinden sonsuz ¢oklukta

0ge bulundurur. Bu ise I" nin has siireksiz olmadigini1 gosterir ki bu bir ¢eligkidir.
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2.3.5. Sonug. I' © PSL(2, R) olsun. I bir Fuchs grubudur <> her ze U i¢in z noktasinin I"

yoriingesi [, U nun bir ayrik alt kiimesidir. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. (=) Ilk olarak T nin ayrik oldugunu varsayalim. Bu durumda z merkezli, £>0
yarigaplt acik bir Be(z) hiperbolik diski vardir ve bu disk I'. yoriingesinin z den bagka
hi¢bir noktasin1 bulundurmaz. Eger VB, olarak alinirsa, yukaridaki teoremin ispatin-
daki disiince ile, VNS(¥) # ¢ olmasi halinde S(z) = z oldugu sonucu elde edilir. Boyle-
ce, yine yukaridaki teorem geregi, I" bir Fuchs grubudur.

(<) Tersine I' bir Fuchs grubu ise U lizerinde has siireksiz hareket eder ve boylece her

I'; yoriingesi U da ayriktir.

Buna gore, zeU ve (Ty), I' nin farkli 6gelerinin bir dizisi olmak iizere eger

(T(z))—aeX ise ae RU{wo} dur, yani tiim I" Fuchs gruplari i¢in L(I')cRU {0} dur.

2.3.6. Teorem. I" ayn1 sabit nokta kiimesine sahip 6gelerden olusan bir Fuchs grubu ise

I" devirli bir gruptur. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. Eger SeI bir hiperbolik 6ge ise S doniisiimiiniin 0 ve oo noktalarini sabit birakti-
g1 varsayabiliriz. Bu durumda SeI” bir hiperbolik (parabolik, eliptik) doniisiim ise S
dontisiimiiniin I' daki merkezlestiricisi 6zdeslik 6gesi ve S ile ayni sabit nokta kiimesine
sahip tiim hiperbolik (parabolik, eliptik) doniistimlerden olustugundan I" nin tiim donii-
stimleri hiperboliktir ve iistelik 0, o noktalarini sabit birakirlar. O halde I', H = { T |
T(z) = Az, A > 0 } grubunun ayrik bir alt grubudur. H, topolojik grup olarak, pozitif reel
sayilarin ¢arpimina gore bir grup olan R* a izomorf ve R* da topolojik grup olarak R ye
izomorftur. Dolayisiyla R nin her bir ayrik alt grubu sonsuz devirli oldugundan I" da

sonsuz devirlidir.

Eger Sel’ bir parabolik 6ge ise S doniisiimiiniin oo noktasini sabit biraktigini
varsayabiliriz. Bu durumda I" nin tiim doniisiimleri paraboliktir ve o noktasini sabit bi-

rakirlar. O halde I', H={ T'| T(z) =z + k, ke R } grubunun ayrik bir alt grubudur ve H
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pozitif gercel sayilarin toplamina gore bir grup olan R ye izomorf ve R nin ayrik alt
grubu sonsuz devirli oldugundan I sonsuz devirlidir.
Eger I eliptik 6gelerden olusuyorsa I" nin tiim doniisiimleri,
% =e"9%,(ose<2n)
biciminde olup S' e izomorf olan bir grup olustururlar. S'in ayrik bir alt grubu ise ancak

sonlu devirli bir grup olacagindan I" da sonlu devirlidir.

2.3.7. Teorem. Her bir abelyen Fuchs grubu devirlidir. (Jones ve Singerman 1987)
Ispat. " abelyen bir Fuchs grubu olsun. O halde herhangi S, T<T i¢in ST =TS oldugun-

dan S ve T nin sabit nokta kiimeleri aynidir ve yukaridaki teorem geregi I devirlidir.

2.3.8. Teorem. I devirli olmayan bir Fuchs grubu ise I' nin PSL(2, R) deki normallesti-
ricisi de bir Fuchs grubudur. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. Tersine I' nin PSL(2, R) deki normallestiricisinin bir Fuchs grubu olmadigini var-
sayalim. Bu durumda I" da i — o i¢in (7;) — [ olacak bi¢imde farkli 6gelerinin bir (7,)
dizisi vardir. O halde Sel" (S # 1) ise i — o i¢in 7; S T, — S olur. T ayrik oldugundan
her i>m igin 7; S T; ' = S olacak bigimde bir m sayis1 vardir ve dolayistyla i nin tiim bu
degerleri icin 7; ve S degismeli oldugundan 7; ve S doniisiimleri ayn1 sabit nokta kiime-
sine sahiptirler. I' devirli olmadigindan, yukaridaki teorem geregi, abelyen degildir ve
dolayisiyla S nin sabit nokta kiimesinden farkli sabit nokta kiimesine sahip olan bir
S’ eI’ 6gesi vardir. Diger yandan 7; doniisiimleri, yeterince bilyiik 7 ler i¢in S’ ile ayni
sabit nokta kiimesine sahiptir ve boylece S’, S ile ayn1 sabit nokta kiimesine sahip olur

ki bu bir ¢eliskidir.

2.3.9. Teorem. I' Fuchs grubu sadece parabolik doniisiimlerden olusuyorsa bu donii-
stimler ortak bir sabit noktasi olan parabolik doniisiimlerdir, yani sabit nokta kiimesi ay-
n1 olan doniisiimlerdir. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. T, T nin 6zdeslikten farkli herhangi bir 6gesi olsun. 7 doniisiimiiniin sabit nokta-
sinin oo noktasi oldugunu varsayarsak bu doniisiimii 7(z) = z + 4, 4 # 0 bigiminde ifade
edebiliriz. Sel” ve {istelik § doniisiimiiniin co noktasini sabit birakmadigini varsayalim.

Bu durumda ¢ # 0 olmak tizere
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(o) = az +b
@ cz +d
bicimindedir. O halde
Wi(2) = T S(z) = (a+nic)z+ B
Cz+d

olur ve Ac # 0 olacagindan yeterince biiyiik # sayilar1 i¢in
lizW,|=|a+nic+d|=|a+d+nic|>2
olur ki bu W, doniisiimiiniin parabolik olmadigini1 gosterir. Dolayisiyla I da sadece aynm

sabit nokta kiimesine sahip olan parabolik doniistimler bulunur.

Bu teoremden, sadece ayni sabit nokta kiimesine sahip olan parabolik donii-

stimlerin olusturdugu grubun siireksiz (ayrik) olabilecegi goriiliir.
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3. BOLUM
TEMEL BOLGELER

Kafesler, Euclidean esmetrilerin siireksiz gruplaridir. PSL(2, R) nin ayrik alt
gruplart olan Fuchs gruplar1 ise hiperbolik esmetrilerin siireksiz gruplaridir. Temel bol-
ge kavramu ise, her iki halde de, siireksiz gruplar i¢in olduk¢a 6nemli bir kavramdir. Bu
gruplarin C veya U lizerindeki hareketleri, temel bolge tizerindeki hareketleri ile belirle-
nebilir. Daha da fazlasi, temel bdlgenin boliim uzayi ile grubun iizerinde hareket ettigi

uzayin boliim uzay1 olan Riemann yiizeyleri bir birine homeomorf olan yiizeylerdir.

Bu kisimda ilk olarak genel siireksiz gruplar i¢in temel bdlge kavrami tanim-
landiktan ve temel ozellikleri verildikten sonra PSL(2, R) nin alt gruplari i¢in temel bol-

ge kavramina gegilecektir.

3.1. GENEL SUREKSIZ GRUPLAR iCiN TEMEL BOLGE KAVRAMI

0} C
Q= {mw; +now, | m, neZ, w,0meC ve —-¢R } kafesi verilsin ve z;, z,e C ol-
0
2

sun. Eger z; — z,€Q) ise z; ve z; noktalarina Q kafesine gore denk noktalar denir ve bu

durum z|~ z; ile gosterilir. Denk noktalarin olusturdugu denklik siniflar1 Q da z + Q

kosetlerini olusturur ve bu kosetlerin kiimesi toplama islemine gore bir gruptur.

weQ olmak lizere ¢, : z — z + ® kayma doniisiimlerini dikkate alirsak Q kafe-
sini C tizerinde hareket eden doniistimlerin grubu olarak da diistinebiliriz.
t(‘*’l*@z) - ZL(’Jl ° t‘*’z

olacagindan Q = { ¢, | ®eQ } dir, yani Q kafesi, C lizerinde hareket eden kayma donii-

stimlerinin grubu olarak da diistliniilebilir.

Simdi Q kafesinin C iizerindeki bu hareketinin baz1 6zelliklerini belirtelim. Q

kafesine gore denk olmanin tanimi ve yukaridaki izomorfizm dikkate alinirsa yukaridaki
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denklik tanimi1, “z;, z,€C noktalar1 Q kafesine gore denktir << Q nin C lizerindeki bu

hareketi altinda z; ve z; noktalar1 ayn1 yoriingededir” bi¢iminde verilebilir.

3.1.1. Tanim. C nin kapal1 baglantili olan bir P alt kiimesi

i) Her ze C noktasi i¢in P kiimesinde Q. yoriingesinden en az bir nokta vardir
(yani her bir ze C noktas1 P kiimesindeki belli bir noktaya denktir.)

ii) P kiimesinin i¢inde ayni  ydriingesinden iki nokta yoktur (yani P kiimesi-
nin i¢indeki nokta ¢iftleri denk olamazlar)

sartlarin1 gergekliyorsa P ye Q kafesi i¢in bir temel bélge denir.

Ozel olarak P sonlu sayida kenari olan bir Euclidean poligon ise P ye Q kafesi
icin bir temel poligon ve P paralel kenar ise P ye Q kafesi i¢in bir temel paralel kenar

denir.

Eger P, Q kafesi i¢in bir temel bolge ise belli bir #€ C noktasi i¢gin
P+t={z+t|ze P}
kiimesi de Q kafesi i¢in bir temel bolgedir. Boylece € kafesi i¢in bir temel bolgenin bir
tek olmadig: gibi, uygun bir kaydirma ile temel bolgeyi istedigimiz noktalari, 6rnegin 0
noktasini, i¢inde bulunduran bir temel bolge haline de getirebiliriz. Bu nedenle, genel-
likle, orijine yakin olan ve geometrik olarak estetik olan temel bdlgeler daha ¢ok kulla-

nilirlar.

Paralel kenar ve poligonlardan baska temel bdlgelerde vardir. Ornegin,
Q(w, o) kafesi i¢in P, koseleri 0, o1, ®2 , ®; + m, olan temel paralel kenar olsun. Bu
durumda
T(z)= z+ o

doniigiimii P nin bir kenarini karsi kenarina resmeder.
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Eger P temel bolgesinden bir S pargasini keser ve kars1 kosedeki S + o, iizerine
yapistirirsak elde ettigimiz (P \ S) U (S + o) kiimesi de bir temel bolgedir. Benzer se-

kilde U(z) = z— w, ve V (z) = z = »; doniislimlerini de kullanabiliriz.

11+1

Sekil 3.1.1 (P\S) U (S + i) Temel Bolgesi

Temel bolge kavraminin tanimindaki (i) ve (i7) kosullar1 dikkate alinirsa bu
kiimenin su 6zellikleri ortaya cikar.

i) Tanimdaki (i) kosulu geregi, eger P, Q kafesi i¢in bir temel bolge ise P ve P
nin (Q nin hareketi altindaki) resimleri (yani P nin w€( olmak iizere P + « kaymalari)
ile C diizlemi tam olarak ortiiliir (kaplanir).

ii) P kiimesinde ayn1 yoriingeden iki nokta bulunmadigindan bu 6rtme sirasinda
P ve P nin resimleri birbirleri ile sadece siirda kesigebilirler, yani P ve P nin resimleri

iist iiste gelemezler.

Sekil 3.1.2 C nin Bir Désemesi
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C nin bu sekilde, P ve P nin resimleri ile iist iiste gelmeden ve agikta nokta bi-

rakmadan, ortiilmesine C nin bir dosemesi denir.

3.1.2. Ornekler 1. o, C\{0}olmak iizere basit periyodik fonksiyonlarin kiimesi
G={f]| lz)=z+mw,, meZ}
i¢in periyot seridi bir temel bolgedir. Fg, G igin bir temel bolge ve Fg + mo, da G igin

bir temel bolgedir.

v

- | -

Sekil 3.1.3. G={f | fiz) =z + mw,, meZ } Grubu I¢in Bir Temel Bolge

2. Koseleri 0, o, , , ®; + ®; olan bir P paralel kenar1
0,
Q= {mo; +nw, | m,neZ, o,,meCve —¢R}
o,

kafesi i¢in bir temel bolgedir.

®; + 0,

v

0

Sekil 3.1.4. Q Kafesi Igin Temel Bolge
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3. P, Q kafesi i¢in bir temel bolge olmak iizere P ve P nin resimleri ile C nin dosemesi

Tc={P+o|neQ }dir.

Sekil 3.1.5 P Temel Bélgesinin Resimleri ile C nin Bir Désemesi

3.1.3. Tanim. Q bir kafes olmak lizere
D(Q)={zeC | heroeQi¢in|z|<|z— 0|}

olarak tanimlanan D(Q) kiimesine Dirichlet bolgesi denir.

Dirichlet bolgesinin tanimina dikkat edilirse, bu bdlge her weC igin
[z]=]z- o]
esitsizligini gercekleyen, yani 0 noktasina uzakliklari, ® noktasina olan uzakligindan
daha kiictlik olan, z noktalarinin kiimesidir. Dogal olarak 0e D(Q) dir, iistelik Q ayrik ol-

dugundan sifirin bir komsulugunu da bulundurur.

A

v

Sekil 3.1.6 Dirichlet Bolgesi
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Belli bir o, i¢in
{zeC: |z|<|z—w | }
kiimesi, 0 ve w, noktalarini birlestiren dogru parcasinin orta dikmesiyle sinirl kapali ya-
11 diizlemdir. Dolayisiyla D(Q) bu sekildeki yar1 diizlemlerin bir arakesitinden baska bir
sey degildir, her bir yar1 diizlem konveks oldugundan D(Q2) da konvekstir. D(€2) nin bos
olmadigi ise en azindan 0eD(QQ) olusundan agiktir. Dolayisiyla D(Q) bir poligondur.
Bu nedenle D(Q) ya genellikle Dirichlet poligonu denir. Q(w;, ®,) kafesi i¢in D(Q)
Dirichlet poligonu asagidaki sekilde bir altigen poligondur.

Sekil 3.1.7 Q(w, wy) kafesi i¢cin D(Q) Dirichlet poligonu

Diger yandan Q (2, i) = { 2m + ni | m, neZ } kafesi i¢in D(Q) bir dikdortgen
olur.

] 2+1i

Sekil 3.1.8 Q(2, i) kafesi i¢in D(€2) Dirichlet poligonu

3.1.4. Teorem. D(Q) Dirichlet bolgesi Q kafesi i¢in bir temel bolgedir. (Jones ve
Singerman 1987)
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ispat. z1€ C keyfi bir nokta ve zy, z; noktasinin Q yoriingesindeki modiilii en kiigiik olan
bir nokta olsun. Bu durumda her bir ® €Q i¢in | zp | < | zo — ® | dir ve dolayisiyla
zoeD(Q) olur. O halde D(Q), her bir Q yoriingesinden en az bir nokta bulundurur.

Simdi D(Q2) nin her bir ydriingeden sadece bir tek 6ge bulundurdugunu, yani z;
ve z; noktalart D(Q) nin i¢ noktalar1 ise bu noktalarin ayni Q yoriingesinde bulunamaya-
cagimi gorelim. Eger belli bir e Q\{0}i¢in |z | = | z — © | ise ya z¢ D(Q2) dir ya da z nok-
tast D(QQ) nmin smirinda kalir. O halde z noktast D(Q) nin bir i¢ noktasi ise her
0eQ\{0}icin | z | < |z — o | dir. Eger D(Q) nin z; ve z; i¢ noktalar1 ayn1 Q yoriingesinde
ise | z1 | <|z| ve | z2| <]z | olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde D(Q) nin i¢inde her bir Q
yoriingesinden en ¢ok bir 6ge vardir.

D(Q) kapal1 yar1 diizlemlerin arakesiti oldugundan kapalidir ve iistelik konveks

oldugundan yol baglantili ve dolayisiyla baglantilidir. Boylece D(Q) bir temel bolgedir.

Bir Q kafesi i¢in temel bolge bir tek olmadigi halde Q i¢in temel bolgelerin alam

bir tektir, yani temel bdlgenin alan1 Q kafesinin bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

1, Q = Q(w;, my) kafesine gore ¢ifte periyodik bir fonksiyon olsun. f nin Q icin
temel bolge olan P kiimesi tizerindeki hareketi yardimiyla f fonksiyonunun C tizerindeki
hareketinin belirlenebilecegini belirtmistik. P temel bolgesini, kdseleri 0, o, ®, , ®; +
®; olan bir paralel kenar olarak alalim. f fonksiyonu ¢ifte periyodik oldugundan f nin P
lizerindeki hareketi P+o (we Q) kaymalan iizerinde tekrar edecektir. Ustelik £, P nin
denk siir noktalar iizerinde de ayni1 degeri alacaktir. Bu nedenle bu smir noktalarini
0zdesleyerek bir 7' uzayi elde edebiliriz ve f'yi de bu uzay iizerinde tanimli olarak diisii-

nebiliriz. Bu sekilde elde ettigimiz uzay bir tor dur.
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(D1+(D2

w5 > o
l'\). N T
4 ‘6}0:@2 e, = \,/
(63 + 2
0% ) ©, O:(Dl:(D2:w1+(!):

Sekil 3.1.9 P temel Bolgesinden Torun Elde Edilisi

Tersine T uzayi iizerinde tanimli herhangi bir fonksiyon da C {izerinde tanimli

bir ¢ifte periyodik fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

P temel bolgesinin tanimi hatirlanirsa, C deki her Q yoriingesi i¢in 7 uzayinda
bir tek nokta vardir, tersine 7 uzayindaki her bir nokta i¢inde bir tek Q yd6riingesi vardir.
Dolayisiyla 7, Q ydriingelerinin (denklik smiflarinin) yani C de Q kosetlerinin, C/Q

kiimesi olarak diisiiniilebilir.

Yukarida Q nin C iizerindeki hareketinden faydalanilarak 7" nin olusturulmasi

islemini keyfi bir topolojik uzaya genellestirmek miimkiindiir;

X bir topolojik uzay ve G, X in homeomorfizmlerinin bir grubu olsun. Boylece
G nin X iizerindeki hareketi ile X uzay1 G-yoriingelerine boliintir(ayrilir). Eger x in G-
yoriingesi [x]¢ ile gosterilirse, “ ye[x]e < belli bir geG i¢in g(x) = y” dir. G-
yoriingelerinin kiimesi X/G ile gosterilir ve bu uzaya yoriinge uzayt ( veya béliim uzayr)

denir.

X/G tizerindeki topoloji ise
p: X = X/G, p(x) = [x]c

izdiisiim doniisiimii yardimiyla
Tve={ T< XG| p(DeTy}

bi¢giminde tanimlanir.

Bu tanim ile p izdiisiim fonksiyonunu siireklidir ve Uc X acik ise
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P e = U g

geCG
acik (her bir geG bir homeomorfizmdir) oldugundan p(U) da agiktir, yani p ayni za-

manda agik bir doniisiimdiir.

Tekrar 7 = C/Q tor 6rnegine donelim. Her bir [ z | = [ z ]Jo €T noktast igin
p'([z]),znoktasnin [ z ] = z + Q, Q-yoriingesindedir ve dolaysiyla da ayriktir.

pil([ z ]) nin herhangi iki noktas1 arasindaki en kiiciik uzakligi d ile gosterelim. U, pil([

z ]) de herhangi bir noktay1 merkez alan ve yarigap1 en fazla % kadar olan bir agik disk

olsun. Bu durumda U da her bir Q2-ydriingesinden en ¢ok bir nokta bulunur. p(U) = V
olarak alinirsa

p:U—=V
dontigiimii  birebir, Orten, agik ve siirekli bir donlisim olacagindan bir
homeomorfizmdir. Boylece her bir [ z | €T noktasinin C deki bir acik kiimeye
homeomorf olan bir V komsulugu oldugu goriliir. Bu 6zellikteki uzaya bir yiizey denir.

Tor, kiireden sonra en basit kompakt yiizey 6rneklerinden bir tanesidir.

| / /
@U @U+m, -
—-ﬁ 7

e 1e 1.

Sekil 3.1.10 7 nin bir ortii uzay1

pﬁl(V), her birisi p ile V iizerine homeomorf olarak resmedilen U + o (0eQ) bi-
cimindeki ayrik acik kiimelerden olusur. Bu durumda C ye T nin bir 6rtii uzay1 ve p do-

niisiimiine de bir értme doniisiimii ad1 verilir.
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3.2. AYRIK GRUPLAR iCiN TEMEL BOLGE KAVRAMI

Bu kisimda PSL(2, R) nin ayrik alt gruplarinin temel bolgeleri tizerinde durula-
caktir. Ilk olarak ayrik gruplar i¢in Dirichlet bdlgesi kavramu verilecek ve temel dzellik-

leri belirtilecektir.

I' herhangi bir Fuchs grubu ve p, I'\{/}nin herhangi bir 6gesi ile sabit birakila-
mayan bir nokta olmak iizere I' i¢in p merkezli Dirichlet bolgesi
D) = { zeU| her Te T igin p(z, p) < p( 2, T(p)) }

olarak tanimlanir.

Hiperbolik metrik PSL(2, R) altinda invaryant kaldigindan bu kiimeyi,
Dy() = {zeU]| her Te Iigin p(z, p) <p(1(2),p) }

bi¢iminde de ifade edebiliriz.

Daha 6ncede belirtildigi gibi, her bir belli 7€ T i¢in
p(Z: p) < p( 2, Tl(p))
esitsizligi, hiperbolik metrik ile, p noktasina olan uzakhigi 77(p) ye uzakligindan daha
kiiciik olan z noktalarini belirtir. Dogal olarak peD,(I") dir ve p noktasinin I' yoriingesi

olan I', ayrik oldugundan D,(I"), p nin bir komsulugunu da kapsar.

\

Sekil 3.1.11 p merkezli Dirichlet bolgesi
p noktast ile T(p) yi birlestiren H-dogru parcasinin hiperbolik orta dikmesi p

noktasini bulunduran bir yar1 diizlem belirler. Dolayistyla daha 6nce oldugu gibi, D,(I)



64

hiperbolik yar1 diizlemlerin arakesitidir ve dolayisiyla bir hiperbolik konveks bdlgedir.
Eger D,(I') sonlu sayida hiperbolik diizlemin arakesiti ise D,(I"), konveks bir hiperbolik

poligon olur.

Daha once kafesler icin olusturulan Dirichlet bolgesi, 0 merkezli ve bolgeyi
olustururken kullanilan metrik Euclidean metrikti. Burada 0 noktas1 yerine grubun 6ge-

leri ile sabit birakilamayan bir p noktas1 ve hiperbolik metrik dikkate alinmistir.

Daha once genel siireksiz gruplar icin verilen Teorem 3.1.4. dikkate alinirsa,

D,(T") nin I i¢in bir temel bolge oldugu goriiliir.

Hiperbolik metrik yerine Euclidean metrik alinarak yukaridaki Dirichlet bolge-

si tanimi1 daha kullanish bir hale getirilebilir.

[z—w[’
4Im(z)Im(w)

sinh’ % p(z, w) =

esitligi ve a>0 i¢in sinh? a fonksiyonunun monoton artan oldugu dikkate alinirsa

z=p[ _|T@-p[ }

DP(F)Z{ zeU | her Te Figin|

Im(z)  ImT(z)
. az +b |
yazilabilir. Eger a, b, ¢, deR ve ad — bc = 1 olmak lizere T(z) = +d ise
cz
Im7(z) = %Z)z
| cz+d |

oldugundan

DyT)={ zeU | her Te T igin |T(Z)_p|3 !
| z—p | |ez+d|

haline gelir. Bu esitlik yardimiyla temel bolge daha kolay bir sekilde belirlenebilir.

Bunun bir uygulamasi olarak

az +b
p a,b,c,deZve ad—bc=1}

F={7|T6) =
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modiiler grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi olusturalim. £>1 olmak {izere ki noktasi I' nin
ozdeslikten farkli hicbir 6gesinin sabit noktas1 degildir. Bu nedenle p = ki segerek D,(I)
bolgesini olusturalim.
D,(T") nin taniminda 7 yerine 7(z) =z + 1 veya I(z) =z — 1 almrsa, c=0,d =1
oldugundan
|z 1 —ki|>|z—ki|
esitsizligi elde edilir ki bu Euclidean metrige gore ki noktasina ki = 1 noktasindan daha

yakin olan noktalarini belirtir, yani D,(I") bolgesi,
1 1
zeU | ——<Re(z) <—
2 2
serit bolgesi i¢inde kalir.
Simdi de 7(z) _ 1 doniistimiinii dikkate alalim, bu durumda ¢ = 1, d = 0 ol-
Z
dugundan her ze D(I') icin

-k

z

Lz .1
|z—ki|

>
=

olur ve dolayisiyla
| 1+kizP>|z—ki|?
esitsizligi elde edilir.
[ 1+kiz|P=(1+kiz) (1 —kiZ)
yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa, | z | >1 oldugu goriliir. Bu ise Dy(I") nin bi-

rim ¢ember ile sinirlanan bolgenin disinda kaldigin1 gosterir. Boylece

FZ{ zeU ||z |=1, Re(z)|£% }

olmak tizere Dy(I") < F oldugu sonucu elde edilir.
Simdi Dy(I') = F oldugunu gorelim. Bunun i¢in asagidaki iki yardimci teoremi

kullanacagiz.

3.2.1. Yardimel Teorem. Dy(I") sanal eksene gore simetriktir, yani A(z) = —Zz sanal ek-

sende yansima olmak tizere ze Di(T") ise A(z)e Dy(I') dir. (Jones ve Singerman 1987)
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Ispat. 4 doniisiimii sanal eksenin her noktasini sabit birakan bir H-yansimadir. 4 bir H-
esmetri ve her Tel igin 4™' T4 el oldugundan
P(A(2), ki) = p(z, ki) <p(z, A" TA(kI)) = p(A(2), TA(Ki)) = p(A(2), T(ki))

olur, bu ise A(z) € Di(T') oldugunu gosterir.

3.2.2. Yardimei Teorem. zeF, Sel'\{/}ve w = S(z)eF olsun. Bu durumda z, we 0 F dir
ve asagidaki haller s6z konusudur;

Nz=w

ii) z ve w sanal eksene gore simetriktir. (Jones ve Singerman 1987)

az +

Ispat. o, B, y, 5eZ ve ad — fy = 1 olmak iizere S(z) = olsun. Bu durumda

lyz+ 0[P =(@z+0)(yz +8) ="z "+ 2y0Re(z) + 5 >
> -5+’
>1
olur. (Son esitsizlik y6<0 olmasi halinde aciktir, eger yo>0 ise y* — 0 + 0 2 = (y— d) > +
yo > 1 yazilarak goriilebilir) O halde
Im(z)
|2

Im(w) = <Im(2)

|7z+5

olur. Diger yandan z ve w nin rollerini degistirirsek, Im(z) < Im(w) olur ki bu Im(z) =
Im(w) ve | yz + 6 |* = 1 oldugunu gosterir ve dolayisiyla yukaridaki her bir esitsizlik esit-
lik haline doniistir. Boylece
(=0 +y5=1(%

ve

y*(| 2 [P~ 1) + 70 (2Re(2) + 1) = 0 (**)
esitlikleri elde edilir. Bu durumda {i¢ hal s6z konusudur.
a) y=0ve == 1ise S(z) =z = 1 olur ve dolayisiyla z ve w noktalart F nin dikey sini-
rinda kalir (sekildeki z; ve w; noktalar1 gibi)

b)y==1ve d=0ise (**) esitsizliginden | z | = 1 olur. Bu halde,

=toa—-—=f0a-2Zz
Ttz z
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dir. S(z)eF oldugundan a = 0, —1 veya 1 dir. Eger a = 0 ise S(z) = . olur ve z ve w
z

noktalart sekildeki z; ve wy noktalari gibidir ( z; = w, = i olabilir). a = +1 ise S(z) = + 1

t1ai
1 olur ve bu durumda z = # ve S(z) = z dir (sekildeki z = z3 veya ws ).
z
c)y=0==11ise (**) esitsizliginden | z | = 1 ve Re(z) = —%olur ki bu durumda z = z3

dir. S(z3)eF ve S(z3) ile z3 ayn1 sanal kisma sahip olduklarindan ya S(z3) = z3 ya da S(z3)
= wsyolur.
Her halde de, S(z) =z veya S(z) ve z sanal eksene gore simetriktir.

Buna gore, zoeF oldugunu varsayarsak, Dy ('), I' icin bir temel bdlge oldugun-
dan T(zo) e Di(I')F olacak bi¢imde bir TeI vardir. Ikinci yardimei teorem geregi 7(zo)
= zo dir veya zy ve T(zo)sanal eksene gore simetrik noktalardir. O halde birinci yardimci

teorem geregi zoe Di(I") dur. Boylece Dy(I') = F oldugu goriiliir.

zll Wy

Sekil 3.1.12 I Modiiler Grubu i¢in Temel Bélge

3.2.3. Sonu¢. F={zeU | _71 <Re(z) < %, |z | >1 } kiimesi, I' modiiler grubu i¢in bir
temel bolgedir.
Kafesler i¢in Dirichlet bolgeleri dort ya da alt1 kenarli birer poligon iken Fuchs

gruplart i¢in Dirichlet bolgeleri cok daha karmasik olabilirler. Bu bolgeler sadece hiper-

bolik dogrularla sinirli olabilecegi gibi baz1 hallerde gercel eksenin bir kismiyla da si-
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nirlt olabilir. Dirichlet bolgesini olusturan iki hiperbolik dogru U da bir noktada kesisi-
yorlarsa bu kesistikleri noktaya Dirichlet bolgesinin bir kdsesi denir.

Fuchs grubunun temel bolgesi ve onun tiim resimleriyle elde edilen U nun do-
semesiyle ilgilenecegiz. Eger bu temel bolge bir Dirichlet bolgesi ise bu dosemeye
Dirichlet dogemesi ad1 verilir. Dirichlet bolgeleri yerel olarak olduk¢a 6nemli 6zellikle-

re sahiptir. Bu 6zelliklerden birisi de yerel sonluluktur.

3.2.4. Tamim. F, I" Fuchs grubu icin bir temel bolge olsun. Eger her bir aeF noktasinin

sadece sonlu sayidaki 7el” doniisiimii i¢in V(a)NT(F) #¢ olacak bicimde bir V(a) kom-

sulugu varsa F' temel bolgesine yerel sonludur denir.

3.2.5. Teorem. Bir Dirichlet bolgesi yerel sonludur.
Ispat. p, T\{Z}nm herhangi bir dgesinin sabit noktasi olmasin. F = D,(I), acF ve K, a
noktasiin kompakt bir komsulugu olsun. I' nin farkli 6gelerinin belli bir 7}, 75,... son-
suz dizisi i¢in K N T(F) # ¢ oldugunu varsayalim. ¢ = sup.<x p(p, z) olarak alalim. Bu
durumda her zeK i¢in ¢ < p(p, a) + p(a, z) olur ve K smirli oldugundan o sonludur.
wjeK N T(F) olsun. O halde z;e F i¢in w; = Ti(z;) olur ve dolayisiyla
P, Ti(p)) = p(, W) + p(w;, Ti(p))

= p@, w) + p(z p)

= p@, w) + p(w), p)

<2c
Boylece sonsuz ¢okluktaki 7i(p), T>(p), ... noktalarinin, 2c yarigapl p merkezli kom-
pakt H-diskine ait oldugu goriiliir, bu ise, H-diski kompakt oldugundan bir ¢eliskidir.

3.2.6. Tanim. F, I" Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet bolgesi ve u, v noktalar1 F nin koseleri

olsun. Eger T(u) = v olacak sekilde bir 7€l varsa u ve v koselerine denk késeler denir.

Bu 6zellik F nin koseleri lizerinde bir denklik bagintisidir ve denklik siniflarinin
her birisine devirler denir.
Eger u kosesi bir S eliptik 6gesinin sabit noktasi ise v kosesi de TST" eliptik

0gesinin bir sabit noktasidir. Boylece bir devrin bir kdsesi bir eliptik 6genin sabit nokta-
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s1 ise bu devrin tiim kdseleri de bir eliptik 6genin sabit noktalar1 olur. Boyle bir devre

eliptik devir ve bdyle bir devrin her bir kosesine de eliptik kése denir.

F Dirichlet bolgesi, bir temel bolge oldugundan I' nin bir S” eliptik 6gesi ile
sabit birakilan we U noktasi belli bir 7€l i¢in 7(F) nin siurt {lizerindedir. Dolayistyla
u = T"'(w) noktasi F nin simri iizerindedir. Ustelik bu nokta S = 7' S’ T eliptik gesinin

sabit noktasidir. S nin mertebesi sonlu, 6rnegin k ise iki hal s6z konusudur.

1. k23 olmast hali: Bu durumda S, u noktasini sabit birakan bir hiperbolik
esmetri oldugundan u noktasi F' nin bir kosesidir ve bu kosedeki 0 agis1 en fazla 2%

kadardir.

L

Sekil 3.1.13 F Dirichlet bolgesinin bir u kdsesi

Hiperbolik konveks F bolgesi hiperbolik dogru parcalarinin birlesimi ile sinirlt
oldugundan F nin bu hiperbolik dogrular ile arakesiti ya bir tek noktadir ya da bir hiper-

bolik dogrunun bir pargasidir. Bu hiperbolik dogru pargalarina F nin kenarlar: denir.

2. k=2 olmast hali: S nin mertebesinin 2 olmas1 halinde S nin sabit noktas1 F'
nin bir kenarinin i¢ noktasi olabilir. Bu durumda S déniisiimii bu sabit nokta ile ayrilmis
bu kenarin iki pargasinin yerlerini degistirir. Bu sekildeki eliptik sabit noktalara da F
nin bir kosesi olarak bakilir ve bu noktalardaki ac1 w kadardir. F' nin bdyle bir kosesi F
yi smirlayan iki hiperbolik dogrunun kesisimidir ya da iki mertebeli eliptik bir 6genin

sabit noktasidir.
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Sekil 3.1.14 F Dirichlet bolgesinin eliptik kdsesi

Bir 6rnek olarak tekrar I modiiler grubunu ele alalim. I i¢in F Dirichlet bolge-

—1+i\/§ _ 1+i\/§
’ 2

5 W3 ve i noktalaridir. Bu koselerin her

sinin U da ki koseleri, z3 =

biri sirastyla

—z-1 z—1 1
vez — —
z z z

doniigiimlerinin sabit noktalar1 olduklarindan bu doniisiimlerle iiretilen devirli alt grup-

lar1 tarafindan sabitlestirilirler. z — z + 1 doniisiimii z3 noktasin1 w3 noktasina resmetti-

ginden bu iki kdse ayni eliptik devre aittir. F nin agis1 2—; den daha kii¢iik bagka kosesi

olmadigindan bu iki kose bir eliptik devir olusturur.

i noktasi ise iki mertebeli bir eliptik 6ge tarafindan sabit birakilir. ' nin sinir1
tizerinde iki mertebeli bir eliptik doniisiim tarafindan sabit birakilan baska nokta olma-
digindan {i} sadece bir tek kdseden olusan bir eliptik devirdir.

Dolayisiyla modiiler grup bir tanesi iki mertebeli digeri i mertebeli olan mak-

simal sonlu devirli alt gruplarin iki esleniklik sinifina sahiptir.

3.2.7. Tammm: I" Fuchs grubunun maksimal sonlu alt gruplarinin mertebesine I' nin pe-

riyotlar1 denir.

Her bir periyot I' nin maksimal sonlu alt gruplarinin esleniklik siniflarinin mer-

tebesi
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kadar tekrar eder. Dolayistyla modiiler grubun periyotlar1 2 ve 3 tiir. ( Agilar %, T ve
m

T olan bir hiperbolik tiggenle elde edilen tiggen grup i¢in periyotlar /, m, n dir.)
n

Parabolik 6geler sonsuz mertebeli eliptik doniistimler olarak diisiiniilebilir. Bu
durumda oo periyot maksimal parabolik alt gruplarin esleniklik siniflarinin sayisi ile ay-
n1 sayida olur. Modiiler grup orneginde her bir parabolik 6ge belli bir neZ igin
z — z + n doniisiimiine eslenik oldugundan modiiler grubun periyotlar1 2, 3 ve oo olur.
Eger esleniklik sinif sayis1 birden fazla olsaydi periyotlardaki oo sayis1 da birden fazla
olacakti.

Keyfi bir I Fuchs grubunun her bir parabolik devirli alt grubu RU {0} {izerinde
bir noktay1 sabit birakir. (Beardon 1983) I' nin Dirichlet bolgesinin bdyle bir noktada
kosesinin oldugunu gostermistir. Bu kosedeki ag1 0 dir.

Tekrar modiiler grup 6rnegine donersek, Dirichlet bolgesinin co da bir kdsesi

vardir ve bu kosedeki ag1 T —0dm. Dolayistyla modiiler grup acilar %, g ve = olan
o0 o0

bir hiperbolik liggenden elde edilmis liggensel grup olarak diisiiniilebilir.

Simdi de kenarlarin denklikleri iizerinde duralim. s, I' Fuchs grubu i¢in F
Dirichlet bolgesinin bir kenari olsun. Eger TeI'\{/} ve T(s), F nin bir kenar1 ise s ve 7(s)
ye denk kenarlar denir. Bu durumda 7(s) de 7(F)nin bir kenar1 oldugundan 7(s)  F' N
T(F) ve T(F) Dirichlet désemesinde F nin komsu bir yiizii oldugundan 7(s) = F N T(F)

olmak zorundadir.
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F T(s)

(F)

Sekil 3.1.15 F ve T(F) Arasindaki Iliski.

Denk kenarlarin olusturdugu kiimede ikiden fazla kenar olamaz, tersine 7;(s) de
F nin bu 6zellikteki bir kenari ise Ty(s) = F N Ty(F) ve bdylece s = T'(F) N F =T, \(F)
N F olur, dolayisiyla 7= T oldugu goriiliir. Béylece Dirichlet bdlgesinin kenarlar1 denk
kenar giftlerine ayrilmis olur. Eger bir kenar, {izerinde iki mertebeli bir eliptik 6genin
bir sabit noktasini bulunduruyor ise S doniisiimii bu nokta ile ayrilmis olan kenarin iki
parcasinin yerlerini degistirir. Boylece bu kenar kendisine denk bir kenar haline gelir.
Bazi hallerde bu iki kenar pargaciklarini sabit nokta ile ayrilmis iki kenar olarak diisii-
niilebiliriz.
Tekrar modiiler grup 6rnegine donersek, temel bolgenin iki dik kenar z — z + 1

doniisiimii ile denk kenarlardir. Birim ¢emberin z3 ve w; noktalar1 arasinda kalan kismi

da temel boélgenin bir kenaridir. Bu kenar iki mertebeli z — 1 eliptik dontisiimii ile
z

kendi iizerine resmedilir. Bu kenar1 z3 den i ye ve i den w3 e kadar olan iki denk kenarin

birlesimi olarak diistinebiliriz.

Asagida verilecek olan teorem temel bolgesi bilinen bir Fuchs grubunun iire-

teclerinin bulunmasi i¢in olduke¢a kullanisli bir teoremdir.

3.2.8. Teorem: F, I Fuchs grubunun bir temel bolgesi ve{7;} I nin F kenarlarini esle-
yen doniistimlerin bir kiimesi olsun. Bu durumda {7;} kiimesi I i¢in bir iirete¢ kiimesi-
dir. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. A, T nm {T;}kiimesi ile iiretilmis bir alt kiimesi olsun. A = I" oldugunu gostere-

cegiz. S1eA ve SH(F) nin Si(F) nin bir komsu yiizii oldugunu diisiinelim. Bu durumda
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Si's, (F), F nin bir komsu yiizii olur. Boylece belli bir T;€ {T;} i¢in S8, = Ty dir. S,
= 8T, oldugundan S, A dir. Eger S3(F) ile Si(F) bir v kosesinde kesisiyorsa, Dirichlet
bolgesi yerel sonlu oldugundan, v kosesinde sadece sonlu ¢oklukta temel bolge yiizii

olur. Dolayisiyla da yukaridakine benzer bir diigiince ile S3€ A oldugu goriiliir. Boylece

X=USF)veY= U S(F)
SeA Sell A

olarak alinirsa XNY = ¢ olur. Diger yandan XUY = U oldugu agiktir. Eger X ve Y nin U
nun kapali alt kiimeleri oldugunu gosterirsek, U baglantili ve X # ¢ oldugundan X = U
ve Y = ¢ sonucu elde edilir ki bu A =T oldugunu gosterir.

Simdi dosemenin yiizlerinin herhangi UVj(F) birlesiminin kapali oldugunu go-
relim. UVj(F) nin noktalarinin olusturdugu (z;) sonsuz dizisinin belli bir /e U limitinin
oldugunu varsayalim. Bu durumda belli bir A€l i¢in /e A(F) dir ve yerel sonluluk gere-
g1 [ nin 6yle bir N komsulugu vardir ki bu komsuluk sadece sonlu ¢okluktaki Vi(F) ile
kesisime sahiptir.

Bu sonlu ailenin bir yiizli 6rnegin V,,(F) ise bu kiime (z;) dizisinin / ye yakinsa-
yan bir alt dizisini bulundurur. Ancak V,,(F) kapali oldugundan /e V,,(F) c UV(F) dir.
Dolayistyla UV(F) kapali ve 6zel olarak X ve Y de kapalidir.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak Modiiler grup oérnegine tekrar donersek z —

z+ 1 ve z — —— doniisiimlerinin modiiler grup i¢in birer iirete¢ oldugu goriiliir.
z

U/ T boliim uzayi olusturulurken, tipki 7= C / Q toru olusturulurken oldugu
gibi, U yerine I' Fuchsian grubunun F' temel bdlgesi alinabilir. Bu durumda, F temel
bolgesinin denk olan kenarlarinin 6zdeslenmesiyle elde edilen boliim uzayi ile U/ T” bo-
liim uzay1 homeomorf olur. Eger F' kompakt ise U / T" boliim uzayr da kompakt bir
Riemann yiizeyidir. U/ I" boliim uzayinin kompakt olmasi halinde I" Fuchsian grubunda

parabolik doniisiim bulunmaz. (Jones ve Singerman 1987)

Bir Dirichlet bdlgesi U da kompakt olmayabilir. Oncelikle bir Dirichlet bdlge-
sinin eger sonsuz sayida kenar1 varsa Dirichlet bolgesi kompakt olmadig1 gibi sonlu ke-

narlt Dirichlet bolgeleri de U da kompakt olmayabilir, iki hal s6z konusudur:
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1. Hal: Dirichlet bolgesinin RU{oo} iizerinde bir kosesi olabilir. Grubun bir T’
parabolik 6gesi olmasi halinde grubun Dirichlet bdlgesinin, 7" nin sabit noktast olan
noktada bir kosesi vardir. Ustelik 7 doniisiimii bitim noktas1 bu sabit nokta olan iki ke-
nar1 esleyen bir doniisiimdiir. Bu 6zellikteki kdseye parabolik kose adi verilir ve bolim
uzayinda bu parabolik koseye karsilik gelen noktalarda kiiciik bir delik (puncture) mey-
dana gelir. Ornegin, Modiiler grupta o, T(z) = z + 1 parabolik 8gesinin bir sabit noktasi-
dir. Ustelik Dirichlet bdlgesinin iki dik kenar1 bu déniisiim ile eslenir. Dolayistyla o bir
parabolik kosedir ve dolayisiyla boliim uzaymin bu noktaya karsilik gelen noktalarda
bir deligi olacaktir. O halde boliim uzayr bir deligi olan kiire ve bdylece diizleme

homeomorf bir Riemann yiizeyidir.

"8

Sekil 3.1.16 Temel Bélgenin Gergel Eksen Uzerindeki Kosesi

2. Hal: Dirichlet bolgesi gergel eksenin bir kismi ile siirlandirilmig olabilir.
Ornegin z — z + 1 ile iiretilmis olan parabolik devirli grup i¢in i merkezli Dirichlet bol-

gesi,

{zeU | ‘71 <Re(z) < 1 }

1
2

olup bu bolge gercel eksenin {xeR | _71 <x< % } kismu ile simirhidir. Ustelik bu bol-

genin oo da kdsesi de vardir. Bu durumda boliim uzayi, gercel eksen parcasina karsilik
gelen noktalarin olusturdugu kapali bir disk ¢ikartilmis ve parabolik koseye karsilik ge-
len noktalarda bir kiiclik deligi olan bir kiiredir. O halde boliim uzayr bir silindire

homeomorftur.
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3.2.9. Teorem. F ve I, bir I Fuchs grubu i¢in iki temel bolge ve bu temel bolgelerin
siirlarinin hiperbolik alani sifir olsun. Bu durumda, p( ;) = u( £3) dir. (Jones ve

Singerman 1987)

Bu teorem bir temel bdlgenin hiperbolik alaninin I' Fuchs grubu i¢in sayisal bir
degismez oldugunu gosterir. Bir Dirichlet bdlgesinin sinirlar1 sayilabilir ¢coklukta H-
dogrularinin birlesimi oldugundan temel bdlgenin sinirlarinin hiperbolik alani her za-

man sifir olarak dikkate alinacaktir.

Baz1 hallerde bir temel bdlgenin hiperbolik alani sonsuz da olabilir. Ornegin,
z—z+1
parabolik doniistimii ile iiretilen parabolik devirli grup i¢in Dirichlet bolgesinin hiperbo-
lik alan1 sonsuzdur. Dolayisiyla bu grup i¢in secilecek tiim temel bolgelerin hiperbolik

alanlarinin da sonsuz olacagi aciktir.

Kompakt bir temel bdlgenin (gercekte U nun her kompakt alt kiimesinin) hiper-
bolik alani sonludur. Bununla birlikte kompakt olmayan bir temel bdlgenin de hiperbo-

lik alam sonlu olabilir. Ornegin, I' modiiler grubu igin elde edilen Dirichlet bolgesi, agi-

larlg, g ve 0 olan bir hiperbolik licgendir ve Gauss-Bonet teoremini uygularsak bu

temel bolgenin hiperbolik alani g olarak bulunur.

3.2.10 Teorem. F, bir I' Fuchs grubu i¢in temel bolge olsun. Eger 0y, 0,,..., 6,, F nin
koselerinin bir denklik sinifindaki i¢ acilar ve m bu kdselerden birinin kalitimlastiricisi-
nin mertebesi ise

2
91+92+...+9,=—7[
m

dir. (Jones ve Singerman 1987)
ispat. Vi, Va,..., V¢ , I temel bodlgesinin bu denklik sinifindaki kdseleri ve v; kdsesindeki
ac1 ; olsun. Eger

H={LS,8,..,s" "
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kiimesi v; kosesinin kalimlastiricist ise S'(F) (0 < r < m—1) bolgelerinin hepsi agist 6,
olan bir v; kdsesine sahiptir. 7y € I' olmak tlizere Ti(vx) = v; oldugunu varsayarsak vy ko-
sesini v; kdsesine doniistiiren tiim 6gelerin kiimesi HTj kosetidir ve bu kiimede m tane
0ge vardir. Dolayisiyla ST} (F) bolgelerinin hepsi agis1 6 olan bir v; kdsesine sahiptir.
Diger yandan, A<l olmak iizere bir A(F) bolgesinin kdsesi v, ise 4~ (v;)eF olur. O
halde belli bir i (1< i< ¢ ) icin 4 '(v) = v; ve dolayistyla Ae HT; dir. Boylece v; kosesini
saran mt tane bolge vardir ve her bir 0; agis1 m kere tekrar eder. Ustelik bu bélgeler fark-
hidirlar. Clnkii S'T, (F) = S'T; (F) ise S'T;, = ST, dolaysiyla T}, = T; ve S" = 87 olur. Boy-
lece,
m©;+0,+...+0,)=2xn

dir.

Baglantili, kompakt ve yonlendirilebilir ylizeyler asagidaki teorem ile topolojik

olarak siniflandirilirlar.
3.2.11. Teorem. Her bir kompakt, baglantili, yonlendirilebilir yiizey, belli bir g > 0 tam-
say1st i¢in bir kiireye g tane kulp takilarak elde edilmis S, yiizeyine homeomorftur.

(Massey 1967)

Teoremde gegen g tamsayisina yiizeyin cinsi denir. Ornegin kiirenin cinsi 0, to-

run cinsi ise 1 dir. Sekildeki iki torun cinsi ise 2 dir.

Sekil 3.1.17 iki Tor

I', U/ T boliim uzay1 kompakt olan bir Fuchs grubu olsun. Bu durumda U/ "

boliim uzay1 ve F'/ I boliim uzayr homeomorf olduklarindan I'" Fuchs grubu i¢in bir
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Dirichlet bolgesi de kompakttir. O halde F nin sonlu sayida kenari, sonlu sayida kosesi
ve sonlu sayida eliptik devri vardir. Dolayisiyla I Fuchs grubunun sonlu sayida periyo-
dunun olacagi da aciktir. Eger bu periyotlara m ,..., m,ve U/ I" boliim uzayinin cinsine

g denirse I nin simgesini (g; my,..., m;) ile gosterebiliriz.

3.2.12. Teorem. I' Fuchs grubunun simgesi (g; m ,..., m;) ve F, ' i¢in sinirlarinin hi-
perbolik alan1 sifir olan bir temel bolge olsun. Bu durumda,

W(F) = 21 { (2¢ —mi[l—ij

i=1 i

dir. (Jones ve Singerman 1987)

Ispat. F, T igin bir Dirichlet bblgesi olsun. Bu durumda F nin késelerinin eliptik devir-

lerinin sayis1 » dir. Yukaridaki teorem geregi tiim eliptik koselerdeki acilarin toplami

2n Z [LJ dir. Kdselerin diger denklik siniflarinin sayisinin s oldugunu varsayarsak bu
i=1\ M,

koselerden higbiri bir eliptik 6ge tarafindan sabit birakilmadigindan bu koselerdeki agi-

larin toplam1 27wts kadar olur. Dolayistyla F nin agilarinin toplami

ZTc{i[i}L s}

olur.

F nin kenarlar1 I' nin 6geleri ile eslenirler. Eger bu eslenmis kenarlar1 6zdesler-
sek cinsi g olan yonlendirilebilir bir ylizey elde ederiz. Eger bu sekilde n tane doniisiim
varsa,

n:U—-U/T
dogal izdiisiimii altinda F nin i¢inin, kenarlarinin ve kdselerinin resimleri, U / I" nin bir
basit baglantili yiizlli, n kenarli ve (» + s) koseli bir ayrisimini olusturur. Dolayisiyla
Euler Poincare formiiliinden;

2-2g=(r+s)-n+1 (*)
dir. Gauss Bonet teoremini kullanarak,

wF)= (2n-2)n—-2n— {i[ﬂ%}rs}

i
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= (4g—4+2r+2s)n—2nzi—2ns

_ W ol U
=21 { (2g 2)+;(1 mi]

elde ederiz.

(*) esitligi U / T’ béliim uzaymnin cinsini hesaplarken oldukea kullanishdir. Or-

negin, I" agilar ;, T ve T olan bir hiperbolik tiggenden elde edilen bir liggen grup
m n

olsun. Eger kenarlardaki yansimalar R;, R,, R3 ise R|R; doniisiimii AB kenarin1 A B’ ke-
nart ile RiR, doniisiimii ise BC kenarin1 B’ C kenari ile esler. Boylece iki tane eslenik
kenar ¢ifti vardir ve dolayisiyla n = 2 dir. (4BC B’ T igin bir temel bolgedir.) {B, B’ } bir
eliptik devirdir, bu iki kése m mertebeli devirli gruplarla sabitlestirilmistir. {4} bir elip-
tik devirdir ve / mertebeli bir devirli grupla sabitlestirilmistir ve son olarak {C} bir elip-
tik devir olup n» mertebeli bir devirli grupla sabitlestirilmistir. O halde,
r=3,s=0ve2-2¢g=3-2+1=2
oldugundan g = 0 ve bdylece, U/ I" nin cinsi 0 ve I' nin periyotlari /, m, n oldugundan I

nin simgesi (0; /, m, n) dir. I i¢in bir temel bolgenin hiperbolik alan,

SR

bi¢imindedir.

Sekil 3.1.18 I' Uggen Grubu i¢in bir temel bolge

Bir bagka ornek olarak da, A Fuchs grubu, cinsi g>1 olan bir kompakt S

Riemann yiizeyinin 6rtme doniisiimlerinin bir grubu olsun ve S nin Ortii uzay1 olarak U
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yu ele alalm. A sabit noktasiz hareket ettiginden eliptik eleman1 yoktur ve dolayisiyla A

13 2

nin simgesi (g; — ) bicimindedir. Burada

isareti periyodun olmadigini gostermek-
tedir. U / I" kompakt oldugundan A nin parabolik 6gesi de yoktur, dolayisiyla A 6zdes-
lik 6geyle birlikte hiperbolik 6gelerden olusur.
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