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OZET
Yiksek Lisans Tezi

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDAKI YUZEYLERIN GRASSMANN
GORUNTULERI

Eray DEMIRBAS
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dal1

Damisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu ¢aligmanin amact R* deki yiizeylerin Grassmann gortintleri ile ilgili sonuglari vermektir.
Bu tez {i¢ boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris boliimiidiir.

Ikinci béliimde sonraki boliimde kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Uclincti bélimde R* deki rotasyon yiizeyleri, Aminov yiizeyi, tensdr carpim yiizeylerinin
Grassmann gorintileri ve bu yiizeylerin S? xS’ carpim manifoldu iizerinde yatmas: igin
gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Grassmann manifoldu, Yuzeylerin Grassmann gorintleri.
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ABSTRACT
MSc Thesis
GRASSMANN IMAGE OF SURFACES IN 4-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE
Eray DEMIRBAS
Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

The aim of this thesis is to give the results of the Grassmann images of surfaces in R*.

This thesis consist of three chapters.

First chapter is introduction.

Second chapter consist of some basic definitions which will be use in the other chapters.
In the third chapter of rotation surfaces in R*, Aminov surface, Grassmann images of tensor
product surfaces and the surfaces are given the necessary and sufficient conditions to lay on

the S/ xS2 product manifold.
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1. GIRIS

Son 40-45 yildir diferansiyel geometride Grassmann manifoldlar1 konusunda artan bir
ilgi gorilmektedir. Grassmann manifoldlar1 klasik anlamda diferansiyellenebilir
manifoldlar olup bunlarin topolojileri iyi tanimlidir.

R4 (n+d)-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere O € R™*9 orjin noktasindan gegen n-
boyutlu tim dazlemlerin kiimesi Grassmann manifoldunu olusturur ve bu manifold

G(n,n+d) ile gosterilir (Borisenko ve Nikolaevskii 1991). Bu diizlemler Grassmann
manifoldunun noktalar olarak ifade edilir. n-boyutlu manifold M " olmak Gzere
¥Y:M">G(n,n+d), Y(X)=p

dontisgimiic M" nin goruntisi G(n,n+d) Grassmann manifoldunun iginde yatacak
sekilde tanimlansin. Bu doniisime M " nin Grassmann doniisiimii, ¥(M") ye ise M"
nin ¥ altindaki Grassmann gorintusi (Borisenko ve Nikolaevskii 1991) ya da
genellestirilmis kiiresel goriintiisii veya tegetsel goriintiisi (Aminov 2001) ad1 verilir. 4-

boyutlu Oklid uzayinda Rotasyonel yiizeyler ilk defa 1890 yilinda Cole tarafindan
tanimlanmistir (Cole 1890). Daha sonra D. Moore genellestirilmis rotasyon yizeylerini

X, (u,v)=x (u)coscv - x, (u)sincv

X, (u,v)=x,(u)sincv +x, (u)cos cv (1.1)

X, (u,v) = x,(u)cosdv —x,(u)sin dv
X, (U,v) = x,(u)sin dv + x, (u)cos dv
parametrizasyonu ile tanimlanmistir (Moore 1919).
Burada &(u)=(x,(u), x,(u), x,(u), x,(u)) meridyen egrisi ve c,d € Rdir. Eger c=0 ya
da d =0 alinirsa (1.1) denklemi ile verilen ylizey (basit) rotasyon ylzeyi olarak
adlandirilir. Gauss egrilikli rotasyon yiizeylerinin bir karakterizasyonu (Wong 1946) ve
(Cuong 2012) de verilmistir. Eger 5(u) meridyen egrisi X X,- dizleminde yatan bir
egri; yani 5(u)=(x,(u),0,%,(u),0) olarak alinirsa bu takdirde rotasyon yiizeyi

M, : x(u,v) = (x,(u)coscv, x,(u)sin cv, x,(u)cos dv, x,(u)sin dv)
parametrizasyonuna sahip olacaktir. Burada uel cR , ve (0,27[) ve | Uzerinde

¢?x2(u)+d?xZ(u) > 0 dir (Arslan ve ark. 2012), (Ganchev ve Milousheva 2010),



(Dursun ve Turgay 2012) ve (Yoon 2003). Bu tur yuzeyler 1.tip rotasyon ylzeyi olarak
adlandirilir (Arslan ve ark. 2012). Eger ¢ =d =1ve x,(u)=r(u)cosu, x,(u) = r(u)sinu

alinirsa rotasyon yiizeyi Vranceanu rotasyon ylzeyidir (Vranceanu 1977).

Eger meridyen egrisi 5(u)=(x,(u), x,(u), x,(u)) olarak alimrsa bu takdirde rotasyon
ylzeyi M, :y(u,v)=(x(u),x,(u), x,(u)cosv, x,(u)sinv) parametrizasyonuna sahiptir.
Burada u e |, v e(0,27) dir. Bu yiizey &(u) meridyen egrisinin birim cember etrafinda
dondurilmesiyle elde edilir (Ganchev ve Milousheva 2008), (Otsuiki 1966). Bu tur
yuzeyler 2.tip rotasyonel yizeyler olarak bilinir (Arslan ve ark. 2017). Bulca ve ark.
2012 yilinda yaptiklar calismada bu yiizeylere R* de kiiresel carpim yiizeyleri olarak da
adlandirmislardir (Bulca ve ark. 2012). Eger 6(u)=(x,(u), x,(u),sinu) olarak alinirsa
rotasyonel ylizey Otsuiki yuzeyi adini alir (Otsuiki 1966).

Bu calismanin amaci Grassmann manifold kavramini tanimlayip R* deki bazi

yuzeylerin Grassmann gorintilerinin bir siniflandirmasini vermektir.

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim giris bolimii olup tezde yapilan ¢alismanin bir 6zetini igerir.
Ikinci boliimde tezde kullanilacak olan temel tanim ve sonuglar verilmistir.

Uclincti bolimde R* deki yiizeylerin Grassmann gorintiileri ile ilgili temel sonuglar
verilmistir. Bu boliim 8 kisimdan olugmakta olup orijinal sonuglar icermektedir. Birinci
kistmda n-boyutlu Oklid uzayinda dis ¢arpim tanimlanmis olup dis carpimla ilgili bazi

sonuglar ve drnekler verilmistir. Ikinci kisimda G(2,4) Grassmann manifoldlar1 verilmis
ve Pliicker bagntilar1 ele alimmustir. Ugiincii kisimda R* deki Grassmann goruntiileri ile
ilgili baz1 temel sonuglar verilmis ve tor yiizeyinin Grassmann goriintiisiiniin Clifford
tor yiizeyi oldugu goriilmistiir. Dordiincii kisimda G(2,4) Grassmann manifoldunun
512 ><822 carpim manifolduna izometrik olduguna dair temel 6zellikler incelenmistir.
Besinci kisimda R* de 1.tip rotasyonel ylzeylerinin Grassmann goruntileri ele
alinmistir. Bu goriintii yiizeyinin Sf X 822 carpim manifoldu {izerinde yatmasi i¢in gerek

ve yeter sartlar verilmistir. Altinci kisimda R* de 2.tip rotasyonel ylizeylerin Grassmann



gorlntiileri ele alinmistir. Bu yiizeylerin Sf ><Sé2 iizerinde yatmasi i¢in rotasyonel

yiizeyin Otsuiki yiizeyi olmas1 gerektigi sonucuna varilmistir. Yedinci kisimda R*de

kapali denklemlerle verilen Grassmann goriintiisii ele alinmigtir. Aminov ylizeyinin
Grassmann goruntisinin 512 ><SZ2 carpim manifoldunda yatmasi i¢in gerek ve yeter
kosul elde edilmistir. Son kistmda R* de tensor ¢arpim yiizeyinin Grassmann goriintiisii
ele alinmigtir. Goriintii ylizeyinin Sf X 822 manifoldunda yatmasi i¢in gerek ve yeter sart

Aminov ylizeyin Clifford tor ylizeyi olmasi1 gerektigi sonucuna varilmistir.

M ve N diferansiyellenebilir manifoldlar olmak tzere
f:M—>R",h:N—>R"
immersiyonlari verilsin. Bu immersiyonlarin tensor ¢arpim dontisiimii

(f ®h)(p,q) = f(p)h(q)

biciminde tanimlanir. (f ®h) immersiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

(Decruyenaere ve ark 1993) calismasinda verilmistir. Daha sonralart kiiresel ve

equivariant immersiyonlarin tensor ¢arpimlar1 (Decruyenaere ve ark.1994) calismasinda
ele almmustir. ¢,(u)=(2(u),8()) ve c,(v)=(a(v), A(v))diizlemsel egriler olmak iizere bu

iki egrinin tensor ¢carpimi

f=c ®c,:R* >R*

f(uv)=(av)au) AV)Au) av)s(u). Av)s(u)

bigiminde tanimlanir (Mihai ve ark. 1994), (Decruyenaere ve ark. 1994). Eger c, egrisi

orijin merkezli cember alinirsa tensor ¢carpim yiizeyi
M : f(u,v)=(a(v)cosu, B(v)cosu, a(v)sinu, B(v)sinu)

parametrizasyonuna sahip olacaktir (Mihai ve Rouxel 1995),(Mihai ve ark. 1995),
(Arslan ve ark. 2001).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar tanitilmistir.

Tamm 2.1.: M bir diferansiyellenebilir ( °°) manifold olsun. M Uzerindeki C~ vektor

alanlarinin uzayr y(M)ve M den R ye C” fonksiyonlarin uzayr C*(M, R) olmak (zere,
M (zerinde

g:7(M)x (M) —C*(M,R) (2.2.1)
seklinde tanimlanan pozitif tanimli, simetrik ve 2-lineer g doniistimiine Riemann metrigi
ve g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adi verilir (Kobayashi ve
Nomizu 1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktasi i¢in M {izerinde bu noktalar1 birlestiren bir
egri bulunabilirse M ye Baglant:li manifold ad1 verilir (O’Neill 1966).

Tanim 2.2.: (M , g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir afin
koneksiyon olsun. O zaman VX,Y € y(M) olmak lzere; V doniisiimii

V.Y -V, X =[X,Y] (2.2.2)
iiXg(Y,Z)=9(V,Y,2)+g(Y,V,Z) (2.2.3)
sartlar1 sagliyorsa, V ya M Uzerinde Sifir Torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin

Levi Civita Koneksiyonu adi verilir ( Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.3.: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak tzere;

Viy(M)x x(M)— x(M),

2.2.4
(X,Y)>V(X,Y)=V,Y (2.24)
bigiminde tanimlanan V operatorii, M nin bir U bdlgesi lizerinde tanimli olup her bir

C” X,Y € y(U) vektor alan ¢iftine U uzerinde V,Y ile ifade edilen tGgunct bir C”
vektor alani karsilik getirir. VX,Y € y(M),Vf e C*(M,R) olmak iizere;
WV, Z=V,Z+V,Z,

iV, Y =1fV,Y,

v, (Y +2)=v,Y +v,Z,

V)V, (fY)= v, Y + X(f)¥

(2.2.5)

ozelliklerini saglayan V ya Lineer Koneksiyon (veya Kovaryant Tlrev) adi verilir
(O’Neill 1983).



M? yiizeyi x : D € R? > R" yamasi ile verilsin. M? nin x e x(u,v) noktasindaki
teget uzayi TX(M 2), X, Ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Bdylece M? nin birinci
temel formu

| = g,,du® +2g,,dudv + g,,dv? (2.2.6)
esitligi ile hesaplanir. Burada

O = (X0 %,)

O = (X,:%,) (2.2.7)
92 = (%, %,)

1. temel form katsayilar: olup <,>Rn den indirgenmis OKlid i¢ carpimidir. Bununla
birlikte (2.2.7) yardimiyla

9=0u02 U (2.2.8)

Riemann metrigi elde edilir. Eger g =0 ise X(U,v) yamas: regulerdir denir (Gray

1993). Su andan itibaren aksi sdylenmedikce X(U,V) yamasi regiiler kabul edilecektir.

Tamm 2.4.: M c R ylizeyi X(U,V) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. R" de

Riemann koneksiyonu Vv ile gosterilsin. Bu durumda v X;, X ; € (M) lokal vektor

alanlart i¢in M yiizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak tzere

M nin ikinci temel form déniisiimii
h: 2 (M)x 2(M) = 2" (M) ;h(X,, X,) =V, X, =V, X, (2:2.9)

bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatlirde
(2.2.9) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 25.: M c R" yizeyi X(u,v) regiiler yamas: ile verilsin. Bu taktirde
N,,N,,...N,, , M nin normal vektorleri ve VX, € y(M) olmak Uzere M nin sekil
operatorii dontisiimii

Az (M)x (M) = x(M); Ay X, ==V, N, +Vy N, (2.2.10)
bi¢iminde tanimlanir. Burada A X;, N, ya karsilik gelen sekil operatorii ve V*oise

x-(M) normal demete ait normal koneksiyondur. Literatirde (2.2.10) esitligi

Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973).



Tammm 2.6.: M C R" ylizeyi X(u,V) regiiler yamas: ile verilsin. X(U,V) yamasinin 2.

mertebeden kismi tiirevleri X, X,,, X,, ve normal vektér alanlart N;,N,,...,N,, olmak

Uzere M nin ikinci temel form katsayilart

L= 0N, ),

LY, =(X»N,), 1<a<n-2 (2.2.11)
L3, = (X, N,,)

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Herhangi X;, X, eT, (M) icin

<Ay X, X >=<h(X;, X;),N, >=L] , 1< L, ]<2,1<a<n-2, (2.2.12)
esitligi elde edilir. Burada
n-2
h(Xi,Xj)=Zij’Na]1Si,j£2 (2.2.13)
a=1
dir.



3. GRASSMANN MANIiFOLDLARI

Bu bolimde Grassmann manifold tanimlanmis ve G(2,4) Grassmann manifoldunun

ozellikleri verilmistir. Bu bolimde R* deki bazi yiizeylerin Grassmann goruntileri

incelenmis ve bunlarla ilgili orijinal sonuglar verilmistir.

3.1. D1s Carpim:

R", n-boyutlu Oklid uzay1 (n>1) olmak Uzere R"xR™ den RN ye (N - n(n2—1)j

taniml
ARPxR? - RN; (v,w) > vAweRN (3.1.1)

doniisimi asagidaki sartlar saglar ise A ye R" de dis ¢arpim adi verilir;

El) (v,w)— Vv Aw doniisimii 2-lineerdir.
Yani Vo, f €Rve v,w,v,w € R"i¢in

(o XV +ay xV,) A (B x Wy + B, xW,) = o, BV, AW+, B,V AW,

+ 0, BNV, AW+, N, AW, (3.1.2)
E2) (v,w) — v Aw doniisiimii ters simetriktir.
Yani VAW =-WAV dir. Bunun yardimiyla VAV =0 dir.
E3) e, :(5i1,5i2,...,5in ) 1<i<n birim vektorleri icin
e re,=(10,.,0)
e ne,=(01,...,0) (3.1.3)

birim vektorleri RN nin elemanlaridir. Burada 0; Kronecker deltadir. BOylece (3.1.3)

bivektorleri RN nin bir bazini olusturur. Yani

1 =k j=I
<ei/\ek,ej/\e,>={o ek, j e (3.1.4)

Burada ¢, }ifadesi RN nin i¢ garpimudr.

Onerme 3.1.1.: R™ deki v = (V,, Yy, V), W = (W, W, ..., W, ) vektorlerinin dis ¢arpimi

VAWS= Z

I<i<j<n

v, V.
"le Ae. (3.1.5)
wW,w,

I ]




dur (Frohlich 2013). Burada | | determinant: ifade etmektedir.
Ispat: R® deki

V=2 Ve, W=3YWe,
i=1 j=1

vektorlerinin dis ¢arpimi

VAW= (Zviei)/\(ijej)
i=1 j=1
=2 V,W, (ei A ej)
dir. Buradan

VAW= > (viwj —vjwi)si NE,

I<i<j<n

elde edilir. [

Ornek 3.1.2.: n=3 alindiginda N =3 olup bu durumda
e, Ae, =(10,0)
e, e, =(010)
e, ne,=(0,01)
dir. Boylece
V=(V,,V,, V), W= (W, W,,W,)
vektorlerinin dig carpimi
VAW=(V,W, —V,W,)e Ae, +(V,W, —V,W,)e Ae, +(V,W,
olarak bulunur. Halbuki bu iki vektoriin vektorel carpimi
VX W = (V, Wy — VoW, , VoW, — VW, VW, —V,W,)
olacaktir. Buradan v A w = v x w oldugu goriiliir.
Ornek 3.1.3.: n=4 alindiginda N =6 olup bu durumda

e, A&, =(1,0,0,0,0,0)
e, Ae; =(0,1,0,0,0,0)
e, ne, =(0,010,0,0)
e, ne; =(0,0,01,0,0)
e, ne, =(0,0,0,0,1,0)
e, ne, =(0,0,0,0,0,1)

dir. Boylece

V= (V,,V,, V5, V,), W= (W, W,, Wy, W,)

—V,W,)e, A€,

(3.1.6)



vektorlerinin dig carpimi
VAW= (VlW2 —-V,W,V,W, =V.W,VW, —V,W,V,W, -V.W,,V,W, —V,W,,V.W, — V4W3)
olarak bulunur. Buradan

VoV,

3.1.7
W ow (3.1.7)

P; =

Pliicker koordinatlar: yardimiyla

VAW =(Pys Py Prgs Pss Prs Pic) (3.1.8)

elde edilir.

3.2. G(2,4) Grassmann Manifoldlar

4-boyutlu Oklid uzayr R* {in kartezyen koordinatlar1 X, X,, X,, X, olsun. Boylece

11 7721 73

é: = (‘51: é:zn 53:54): 9 :(991:992: @s, 994)
birim vektdrlerinin olusturdugu 2-duzlem JT olsun. Boylece
p=¢cnro 3.2.1)
bivektoriiniin bilesenleri (3.1.6) yardimiyla

S S
(I

1<i<j<4 (3.2.2)

ij

tanimlansin. BOylece p,,, P, Puy Pyss Poes Py, bilesenleri p nin Pliicker koordinatlari
olacaktir. Bu koordinatlar G(2,4) Grassmann manifoldunun bir p noktasinin pozisyon

vektoriine karsilik gelir.

Onerme 3.2.1.: peG(2,4) noktasinin Pliicker koordinatlar1 asagidaki bagintilari

(Pllcker bagintilart) saglar,

(F1) (p, p)=1, (3.2.3)
(FZ) P12 P3s + P13 Pap + PrgPos = 0, (3-2-4)
dir.

Ispat: p=¢& A g eG(2,4) olmak lizere



(p.p)=(Erp.Eng)
=(&.EN0.0) (& )0, S)
=2 pi12
-1
elde edilir. Bu da bize birinci Plucker bagintisinin ispatin1 verir.
Ikinci olarak

S
2

Py =

gi‘ = élq)i _§01§i (325)
b,

yardimiyla (3.2.4) esitliginin sol tarafi
P12 P3s + PraPaz + PraPos = 651(402 Pas + P3Psr + @4 pzs)_ @1 (&5 Pas + 3P +64P2)  (3.2.6)
bigimine doniisiir.
Bununla birlikte & ve ¢, in katsayilari sirasiyla
®, @3 @

(02 p34 + (03 p42 q (04 p23 3 52 53 54 = O (327)
P P P

& & 4
é:z Py, + é:3 P, + é:4 Pp =10, @ @)= 0 (3.2.8)
& & G

Boylece (3.2.7) ve (3.2.8) yardimiyla ikinci Pliicker bagintisi elde edilir. [

R* deki & ve @ vektorlerinin olusturdugu [ dizlemine dik olan TT" dizlemi verilsin.
Boylece [1* dizlemi & ve ¢ vektorlerinin her ikisine birden dik olan 7 vev vektorleri

tarafindan gerilir. Buradan
q=7AUL (3.2.9)

bivektorli p=¢& A nin dik bileseni olup &, ¢,z ve v vektorleri R* Gn pozitif yonli
ortonormal bazin1 olusturur. Bu nedenle

(p.a)=(Enprrv)=(Er)p.0)={c0){p.0) =0 (3.2.10)

dir. Diger bir deyisle q nun g bilesenleri p nin p; bilesenleri cinsinden

10



0, = Pay

Oz =Py
O = Py

3.2.11
0y = Py ( )
0y =Py
Qs = Py,

biciminde ifade edilir (Aminov 2001). Béylece (p,q) =0 yardimiyla

<p1 Q> = z P;d; = 2( P12 Pas + PraPaz + Puy pza) =0

i<j
elde edilir.
ikinci Pliicker bagintisinin saglandign goriiliir. Sonug olarak p e G(2,4) noktasi

baslangici R® nin orijini ve bitim noktast p=(p,, Py, Pu» Pssr Pos Po,) Olan bir

pozisyon vektori olarak da gordlebilir. Plucker koordinatlar (F1) ve (F2) Pllcker
bagintilarim sagladigindan bu noktalar cebirsel olarak R® da yatan 4-boyutlu

altmanifold olusturur. Bu altmanifold R® ya gdmiilmiis olan G(2,4) Grassmann
manifoldudur. Farzedelim Ki (p,,, Pyss Pus Pys» Pass Po;) R® nin kartezyen koordinatlari
olsun. Bu takdirde Plicker bagintilart yardimiyla G(2,4) altmanifoldunun normal
vektorleri

P=(Pas Pras Paas Pass Pass Par) 8= (Pai=Paes Py Prar—Pras Pro) (32.12)
dir. Ayrica <p,q>=0 ve <p, p>=<q,q>=1 oldugundan bu vektorler ortogonaldir.
Bununla birlikte (F1) Pliicker bagintisindan anlasilacagi iizere G(2,4) Grassmann
manifoldu R® nim birim hiperkiiresi S° c R® da yatan bir altmanifold olup qe R®

bivektorti S° in birim normalidir. Burada <,> metrigi R® dan indirgenmis metriktir.

3.3. R* deki Yiizeylerin Grassmann Goruntileri

M? yiizeyi x:DcR?—R* regiiler yamas ile verilen bir lokal yiizey olsun. M ? nin
X(u,Vv) noktasindaki tanjant uzay1

OX OX
X, =—, X, =—
ou ov

11



vektorleri tarafindan gerilir. Gram Schmidt diklestirme yontemi bu vektorlere
uygulanilirsa

X
X, =

v 9u
1
Xy =—7=—=7=(9uX, — 9po%,)
2 \/g—ll\/a 11 12

ortonormal vektorler elde edilir.

(3.3.1)

Burada g; bilesenleri M > nin metrik tensérii olup g =det(g;) dir. IT, normal dizlemi

M? nin n,n, normal vektorleri tarafindan gerilen bir diizlem olsun. Boylece

p=nAn, (3.3.2)
bivektorii iyi tanimlidir. Buradan n,n, birim normal vektorleri u ve v parametresine
bagli olduklarindan P bivektorii de bu parametrelere baghdir. Yani p = p(u,v) dir.
Béylece M? yiizeyinden G(2,4) Grassmann manifoldu tizerine

Y:M" > G(2,4);x(u,v) > ¥(x(u,v)) = p(u,v) (3.3.3)
biciminde Grasmann déniisiimii tanimlanir. Bu déniisim G(2,4) de yatan 2-boyutlu "2
yuzeyini tanimlar. Boylece, asagidaki sonuclar elde edilir;

Onerme 3.3.1.: M? yiizeyi x:DcR?— R* regiiler yamasi ile verilsin. M ? nin birim

teget vektorleri X, X, olmak Uzere

X, AX, =2 \/A_XV (3.3.4)
g

dir.

Ispat: (3.3.1) esitligi kullanilarak

X 1
X1 N Xz = /_u N—=— (gn - ngXu)
gll gll\/a XV
g g
=—==(X, AX,)——2=(X, AX,)
911\/5 911\/5
- (x,A%)
NChi

elde edilir. [

12



Onerme 3.3.2.:

X
g= %A%
Jo
p=nAn,

bivektorleri birbirinin ortonormal bilesenleridir. Yani

X, A X,
p,q)=(nAn,———)=0
(P < @>
dir.

Ispat: (3.1.4) ve (3.1.5) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. [

Onerme 3.3.3.: G(2,4) Grassmann altmanifoldunun tanjant uzay:

1 (gn nl ngXu n1)
\/9_11\/6 )g’ : 4
X, = !

=X, AN =

2 (gn AN, =0, /\nz)
Jaug oI

(3.3.5)

(3.3.6)

bivektérleri tarafindan gerilir. Burada g = 9,,9,, — 95, M? nin Riemann metrigidir.

Ispat: (3.1.4) ve (3.1.5) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. [

Sonug 3.3.4.: M? yiizeyi x:D<R?—> R* regiiler ortogonal yamast ile verilirse (yani

g, =0 ise) G(2,4) Grassmann altmanifoldunun tanjant uzay1

9,y

X, AN

=X, AN, =—"4=—2
91,

AN
:XZ/\nl:XV .
gZZ

13
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bivektorleri tarafindan gerilir.

Sonu¢ 3.3.5.: G(2,4) Grassmann altmanifoldunun P noktasindaki normal uzay1

(3.3.5) de verilen

bivektorleri tarafindan gerilir.

q

_XAX,
Jo

p=n An,

Boylece yukaridaki sonug¢ geregi W:M? — G(2,4) Grassmann doniisiimiiniin

gorantusu

P
P13
Pi
P23
P24
P4

x(u,v) - ¥(x(u,v)) = p(u,v) =

Ornek 3.3.6.: T2 cR* tor ylizeyi

x(u,v) = (cosu,sinu,cosv,sinv)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu ylizeyin teget vektorleri

X, = (-sinu,cosv,0,0)
X, =(0,0,—sinv,cosv)

X, NAX, . . .
olmak lzere g =— \/— ~ bivektoriiniin bilesenleri
g

O, = Ps =0

g, =—P,, =sinusinv
g, =P, =-sSinucosv
g, =P, =-—cosusinv
Q,, = —P,; = COSUCOSV
O =P, =0

Os4
— 0y
023
G4
— 03
O

14
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bulunur. Buradan p,, = p,, =0 oldugundan I'? yiizeyi

I'?: p(u,v) =w(x(u,v)) = —(cosu cosv,cosusinv,sinucosv,sinusin v)
parametrizasyonuna sahip olacaktir. Bu yiizey R* de yatan 2-boyutlu Clifford tor
yuzeyidir. Bu yuzeyin Riemann metrigi

ds? = du® +dv’
dir. Boylece (3.3.9) yiizey yamasi ile verilen tor ylizeyinin Grassmann goriintiisii olan

Clifford tor yiizeyinin yiizey alani

2727w
Q= [ [dudv =4~
00

dir. Bununla birlikte |p(u,v)|=+2 oldugundan bu yiizey ~/2 yaricapli S°('2) kiresi

Uzerinde yatar (Aminov 2001).
3.4. G(2,4) Grassmann Manifoldu S} xS? Carpim Manifolduna izometrik Olmas:

(3.2.3) ve (3.2.4) Pliicker bagmtilarindan G(2,4) Grassmann manifoldu S xS? carpim
manifolduna izometriktir, yani; G(2,4) =S/ xS’ dir.
S? ¢ R® ve §Z < R® birim karelerinin birim normalleri sirasiyla & =(&,,&,,&,) ve

n=(,,1,,n,) almirsa

931 = Py, + Py .= P — Py
é:z = Pt Py 7, = P — Py (3-4-1)
é:s = Pyt Py ;= P — Py
olacaktir. Boylece Pliicker bagintilarindan
3 2 3 2
Y& =" =1 (3.4.2)
i=1 i=1

elde edilir (Aminov 2001).

R® de yatan 4-boyutlu S? x S? altmanifoldu
X X X =1

L (3.4.3)
X, +X +X =1

standart immersiyon ile verilsin. Boylece
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X, = C0s@ X, = COS@CoSy

X, =singsin @ X, =siny (3.4.4)
X, =singcosw X, =Sin@cosy

secilirse S/ xS2 altmanifoldu R® da

p(0,m,4,y) = (cosd,sindsin w,sin & cos @, COS ¢ CoSy,Siny,Sin ¢ Ccosy) (3.4.5)
pozisyon vektorine sahip olacaktir. Burada 6,w,¢, parametreleri reel degerli

fonksiyonlardir. Boylece SZ ¢ R3® ve S2 c R3 birim kirelerinin birim normalleri

sirasiyla

& =cosé 1, =C0S@PCoSy

& =sinfsinw n, =siny (3.4.6)
& =sindcosw 1, =SIN @ CoSy

oldugu asikardir.

Aciklama 3.4.1.: Eger (3.4.6) denkleminde y =0 alinirsa

& =cosd 1, =C0S¢
& =sinfgsinw n,=0 (3.4.7)
&, =sindcosw n,=sing

bulunur. Burada 6 = 6(t) ve ¢ = ¢(t) alinirsa ikinci parametrizasyon S/ de bir gember

belirtecektir. Boylece (3.4.5) immersiyonu R> de yatan bir yiizey olusturur. Bu
parametrizasyon bize yuzeylerin Grassmann goriintiilerini hesaplamada kolaylik

saglayacaktir.

3.5. R* de 1.Tip Rotasyonel Yiizeylerin Grassmann Goruntuleri
R* de
M?: x(t,&) = (f(t)cose, f(t)sina, g(t)cosa, g(t)sina) (3.5.1)

parametrizasyonu ile verilen ylizeye 1.tip genellestirilmis rotasyon yiizeyi denir. Burada
f(t) ve g(t) tirevienebilir fonksiyonlardir (Arslan ve ark. 2012). M? yiizeyinin

tanjant uzay1
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X, =(f'cose, f'sina, g'cosa, g'sin )

: : (3.5.2)
X, =(—fsing, f cosa,—gsina, g cosa)

vektor alanlari ile gerilir. Boylece M ? nin 1. temel form katsayilar

91 =<Xt’ Xt> =(f")?+(9)?
O = (X, %, ) =0, (3.5.3)

t) Ca
92 = <Xa’ Xa> =(f)*+(9)%,
dir. Ayrica basitligin hatirina
2 =948, - 95 = ()7 +(@)° (D) +(9)) (35.4)

alinsin.
Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.5.1.: (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip genellestirilmis rotasyon

yiizeyinin Grassmann goriintiisii olan T'? yiizeyi

P, sinosiny
P, —sin(y —o)cosasina
f(ta) = (X(t, ) = P | _ —c030§inysin:a—sjinacos;/c.ofa (35.5)
Py oS osin 7 Cos? & +5in & Cos ¥ sin’ o
P, —sin(o —y)cosasina
P, COS G COS

parametrizasyonuna sahiptir. Burada

f g :
=C0Sy, =siny
f’+g ‘+9°
f! g!
———— =050, ———=5iNo
(f'f +(g ) +(g

dir.

Ispat: M? yiizeyi (3.5.1) yamasiyla verilen 1.tip rotasyonel yiizey olsun. Boylece
(3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip genellestirilmis rotasyon yiizeyinin Grassmann

gorintisi ' ¢ R® olsun. Bu ylizeyin pozisyon vektori

17



q =f=(qlz,qlg,ql4,q23,q24,q34)

oldugundan (3.2.11) esitligi yardimiyla

O, = Poy = t
12 = Maa T P
__(fg'—gf")cosasina
q13 - p24 - P
__gf'cos’a+ fg'sin’
ql4 p23 /1
0 = __gof'sin’a + fg'cos’
23 14 /1
~_(of'- fg')cosasina
O =P = P
_p =9
q34 plZ /1

elde edilir. Basitligin hatirina

g

=C0S Y, =siny

f

=C0S o, =sinc

f ! gf
V() + (@) V(Y + (Y
almirsa (3.5.6) daki esitlikler

p, =sSinosiny

P = —sin(y —o)cosasina

p,, =—COsasinysin® a —sin o cos y cos® a
p,; = COSasiny cos® a +sinocosysin®
P, = —sin(o - y)cosasina

Py, = COSGCOS ¥

(3.5.6)

(3.5.7)

(3.5.8)

(3.5.9)

bi¢imine doniisiir. Boylece (3.5.9) ve (3.3.8) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. [
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Agiklama 3.5.2. G(2,4) Grassmann manifoldu S/xS? carpim manifolduna

izometriktir, yani; G(2,4) =S/ xSZ oldugundan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.5.3.: (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen genellestirilmis rotasyon ylizeyinin
Grassmann goriintisti olan I'? yiizeyi S?xS? ¢arpim manifoldu iizerinde yatmasi igin

gerek ve yeter kosul

f(t) = p(t)cosy (1),
3.5.10
g(t) = p®)siny (1), (3.5.10)

olmasidir. Burada

—j. cot gyt

p=Ceto ’7/:¢+9

2

(3.5.11)

dir (Aminov ve ark. 2004).

Ispat. (3.4.1) ve (3.5.9) deki esitlikler yardimiyla

61 = Pip+ Pay = COS(V_O')’ =P~ Psy = _COS(7/+0)’
$y =Pzt Pa :Sin(7_o')5in(_ 20‘)’ M, = Pz — Py =0, (3.5.12)
S3 = Puy t Py =Sil’l(}/—0)COS(— 20‘)’ M3 =Py — Py = —Sin(}/+0'),

bulunur. Boylece (3.4.7) ve (3.5.12) deki esitlikler birbiriyle kiyaslandiginda
O=y—-o
p=y+o (3.5.13)

w=-2a

elde edilir. Buradan

o="" (3.5.14)
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dir. Bununla birlikte

p=pt)=4f+0’

olmak Uzere (3.5.5) ve (3.5.14) yardimiyla

f—pCOS(¢Z j g=p sm(#j

bulunur. Benzer sekilde (3.5.8) ve (3.5.14) yardimiyla

7w T ey (7)

dir. Bununla birlikle (3.5.16) daki fonksiyonlarin t parametresine gore tiirevi

f'=p'cosy—ypsiny
g'=p'siny+ypcosy

olup bunlarin yardimiyla

bulunur. Boylece (3.5.17) ve (3.5.19) dan

cosf = P -
\/(p')2+p [e’wj
[9’+
—sin@ =

)
(5]

elde edilir. Burada

2

07+ ! 2
A= /0\/(/3')2 +p2(—(p] #0
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dir. Boylece (3.5.20) esitliklerinden
p'sind+ py'cosd =0 (3.5.21)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢ézimuinden

—jcoteydt
p=ce’ (3.5.22)

dir. Boylece (3.5.16) dan

—jcot@yﬂt
f=cev cos(ﬂze],

‘ (3.5.23)
— [ cotoytit . ¢+ (9
g=ce" sm(—j

2
bulunur. Bu da teoremin ispatini verir [

Ornek 3.5.4.: (3.5.14) esitliklerinde @ =t*ve ¢ =t° alinirsa
& =cost’ n, = cost?
& =sint’sinw n,=0
&, =sint’cosw n,=sint’

elde edilir. Bu parametrik ifadeler sirasiyla S ¢ R3 birim kiresi ve 2 c R3 birim

klresi Uzerinde bir ¢cember belirtir. Boylece (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip
genellestirilmis rotasyon yiizeyinin Grassmann gorintiisii olan I'* yiizeyi S/ xS’

carpim manifoldu iizerinde yatacagindan € =t°, ¢ =t* ve (3.5.23) yardimiyla

Linsint?)

f(t)=ce? cost?,

intl
sint?) 2

T
g(t)=ce """ sint :

elde edilir. 1.tip genellestirilmis rotasyon yiizeyinin izdiisimUnin c =3 i¢in grafigi

Sekil 3.1 de verilmistir.
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Sekil 3.1. 1.tip genellestirilmis rotasyon yiizeyinin izdiisim0

3.6. R* de 2.Tip Rotasyonel Yizeylerin Grassmann Gorintuleri

R3 de

6(u) = (f (u), f,(u), f5(u))

birim hizli meridyen egrisi ile #(v) = (cosv,sinv) ¢emberinin kiiresel ¢arpimi

x(u,v) = 8(u) ® B(v) = (f,(u), f,(u), f,(u)cosv, f,(u)sinv), f,>0 (3.6.1)
biciminde tanimlanir. Burada ue R, 0<v <27z dir (Ganchev ve Milousheva 2008),

(Arslan ve ark. 2017). (3.6.1) yamasi ile verilen yiizeyler 2.tip rotasyon ylzeyleri olarak

adlandirilir.

Ornek 3.6.1.: (Otsuiki Kiiresi)

o(t) = (f (1), f,(t),sint) meridyen egrisi ve f(a)=(cose,sina) ¢cemberi alindiginda
kiiresel carpim

x(t,a) = (f,(t), f,(t),sintcose,sintsin «) (3.6.2)
seklinde tanimlanir. Burada t e R, 0<« <27 ve (f,)%+(f,)? =sin*t dir.

Bu carpimi ilk defa T. Otsuiki 1966 yilinda (Otsuiki 1966) da tanimlamistir. Ayni
calismasinda ayrica

a) f,(t) = %coss(%), (1) = %sinB(%), (1) =sint,

b) f,(t) = %sin tcos(2t), f,(t) = %sin2 tsin(2t), f,(t) =sint
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durumlarini da gz oniine almustir. a) durumu i¢in X(t,«r) yamasiyla verilen yiizey R*

tn 3-boyutlu alt uzayinda yatmayan Otsuiki kiiresi (non-round) olarak adlandirilir. Bu

ylizeylerin R3 deki izdiisiimleri Sekil 3.2 de verilmistir.

a) 1.0tsuiki kiresinin izdistimii b) 2.0tsuiki kuresinin izdiisiimii
Sekil 3.2. Otsuiki kiirelerinin R3 deki izdiisiimleri

Onerme 3.6.2.: (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip rotasyon yiizeyinin

Grassmann goriintusti olan I'?yiizeyi

P, f;
P, — f/cosa
(o) —p(xta) | P =] T e (3.6.3)
P, f/cosa
P, f/sina
P, 0

parametrizasyonuna sahiptir.

Ispat: M? yiizeyinin tanjant uzay1
X, = (f/, f,, fjcose, f;sina) (3.6.4)
x, =(0,0,—f,sine, f,cosa,) o

vektor alanlari ile gerilir. Bdylece M ? nin 1.temel form katsayilar

O = <Xt' Xt> =1
O = (X %, ) =0, (3.6.5)
92 = <Xa’ Xa> = f32'

dir. Ayrica basitligin hatirina
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2X=0,9,-9,=f/ (3.6.6)
alalm. Boylece (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip rotasyon yizeyinin

Grassmann goriintiisi I'? < R® olsun. Bu yiizeyin pozisyon vektori

4= u\/gv =(qlz’q13’q14'q23’q24’q34)

oldugundan (3.2.11) esitligi yardimiyla

O, = P3, =0

Q, =—Pp,, =—f/sina
g, = p,, = f/cosa
Q, = p, =—f,sina
4, =—p, = f,cosa
Uy = P, = f

(3.6.7)

elde edilir. Boylece (3.6.7) ve (3.3.8) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. [

Teorem 3.6.3.: (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip genellestirilmis rotasyon
ylizeyinin Grassmann gorintiisii olan I'*yizeyi S} xS. carpim manifoldu iizerinde

yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul

f,(t) = coso(t),

JHOY + (GO =sineq) o9
olmasidir.
Ispat. (3.4.1) ve (3.6.7) deki esitlikler yardimiyla
617 Pt Py = Ty =P P =y
& =P+ Pp=—"Ffcosa—f'sina n,=p,—p,=—"F,cosa+ fsina (3.6.9)

& =Py + Pp=—"f,sina+f'cosa n,=p,—p,;=—"F,sina—f/cosa

bulunur. Boylece (3.4.6) ve (3.6.9) deki esitlikler birbiriyle kiyaslandiginda istenilen

sonugc elde edilir.
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Sonug 3.6.4.: Ornek 3.6.1 de verilen Otsuiki yiizeylerinin Grassmann gériintileri olan

I"? yiizeyleri 812 X 522 carpim manifoldu lizerinde yatarlar.

3.7. R* de Kapah Denklemlerle Verilen Yiizeylerin Grassmann Goriintiileri
M? c R* de

(01(X1’X2’X3’X4):O
=0

(3.7.1)
¢72(X1’X2'X3’X4)

kapali denklemler ile verilsin. TUrevlenebilir olan bu fonksiyonlarin gradiyentleri

2. 0p, 0
radep = —_ 3.7.2
grade, [21: o Gxi] (3.7.2)

bigiminde tanimlanmuistir.

Bu vektor alanlarinin normlari

A, =|grade,|| (3.7.3)
olarak tanimlansin.

Genel olarak grade, ile grade, birbirine dik olmak zorunda degildir.

gradg, A gradg, =0 olsun. (3.7.4)

Bdylece

n = i grade,
A, (3.7.5)

n, = agrade, +bgrade,

ortonormal vektorleri tanimlansin. O halde
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n,n,)=0

() (3.7.6)
(n,n)=(n,n,)=1

oldugundan

a 1

S___- 3.7.7
S ] 3.7.7)
a’l’ +2abny+b%2," =1 (3.7.8)

bulunur. Burada » = (grade,, grade,) dir. Ayrica

A =|grade, A grade,| = 4,°4," —n° (3.7.9)

fonksiyonu tanimlansin. BOylece (3.7.8) ve (3.7.9) esitlikleri yardimiyla

1
=——=7
AA (3.7.10)

1
b=—
"
bulunur. O halde (3.7.1) kapali denklemleri verilen M ? yiizeyinin ortonormal vektor

alanlar

1
n = Zgrad%
(3.7.11)

U A
n, =——-—grade, + —grad
2 Zﬂ/Zg 21 \/Zg ?,

bi¢imine doniisiir (Aminov ve Szojewski 2004).

Tanmm 3.7.1.: (3.7.1) de verilen ¢, ve ¢, tiirevlenebilir fonksiyonlar agik denklem

olarak

01X, Xy, X, %) = T(X, %) =X, =0

3.7.12
¢2(X1,X2,X3,X4)=g(Xl,Xz)—X4:O ( )

bi¢iminde tanimlanirsa M2 < R* yiizeyi parametrik olarak
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x(t,a)=(ta, fta)g(ta)) (3.7.13)
Monge yamasi ile verilen bir reguler ylzeydir (Bulca ve Arslan 2013).

BoOylece bu yiizeyin tanjant uzay1

x, =(L0, f.,g,)
Xa :(0'1’ fa’ga)

vektorleri tarafindan gerilir. Buradan M ? nin 1.temel form katsayilart

(X% )=1+f2+g!
(x.%,)=f f, +9,0, (3.7.14)

X, X Y=1+f?+g2
<a a> a a

9
912
92

dir. Buradan g = g,,0,, — 92, sifirdan farkli oldugundan X(t,a) yamasi regiilerdir.

Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.7.2.: (3.7.13) parametrizasyonuyla verilen yizeyin Grassmann goruntisi

olan T"? yiizeyinin parametrizasyonu

ftga - fag’[
0,
(ta)=y(xta)=—| f‘ (3.7.15)
) ) Ja ga . .
_ fa
1

dir.

Ispat. M ? yiizeyi (3.7.13) parametrizasyonuyla verilen bir yiizey olsun. Boylece (3.1.5)

X, A X

Jo

a

kullanilarak q =

vektorii bilesenleri
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_ ftga B fagt

P = \/5

dir. Boylece (3.7.15) ile (3.3.8) esitlikleri yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Tamm 3.7.3.: M ?yiizeyi

f(t,a)=r(t)cos o (3.7.16)
r

g(t,a)=r(t)sina

N~

parametrizasyonu ile verildiginde M? c R* ye Aminov ylzeyi denir. Burada r(t)

tirevlenebilir fonksiyondur (Aminov 1994), (Bulca ve Arslan 2013).
Teorem 3.7.2 yardimiyla agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.7.4.: (3.7.16) parametrizasyonu ile verilen Aminov yiizeyinin Grassmann

gorintisii olan T yiizeyi

P rr
Pis r'sina
p 1|-r'cosa
pt,a) =y (x(t,@))=| * |== (3.7.17)
Pys| A| rcosa
P4 rsina
P34 1

parametrizasyonuna sahiptir. Burada
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A=v1+r331+(r')* 0

tirevlenebilir fonksiyondur.

Teorem 3.7.5.: (3.7.16) parametrizasyonu ile verilen Aminov yizeyinin Grassmann
gorintiisii olan I'? yiizeyi S/ xS? ¢arpim manifoldu iizerinde yatmas: igin gerek ve

yeter kosul
r(t)=+J2t+c. (3.7.18)
olmasidir.

Ispat. (3.4.1) ve (3.7.17) deki esitlikler yardimiyla

&= + —1+—W — il _E
1= Pt Pgy = 7 =P =P = s
r'—r)sin(— r'+rjsin(—
52:p13+p42:_( )/1 ( 0{), 772:p13_p42:_( i )ﬂ, ( a), (3.7.19)
r'—r)cos(— r'+r)cos(—
53:p14+p23:_( )ﬂ, ( Ol), 773:p14_p23:_( )/1 ( 06)1

bulunur. Basitligin hatirina

Lrrr =C0S7, %:Siny (3.7.20)

rr'-1 r'+r
=C0So,

=sinc (3.7.21)

alinirsa (3.7.19) deki esitlikler
& =Cosy, n, =CoS o,

& =—sinysin(-a), 1n,=-sinosin(-a), (3.7.22)
& =-sinycos(—a), 1, =-sinocos(-a),

bicimine donusiir. Boylece (3.7.22) denklemlerinde y:% veya a:% alinirsa S

veya S’ g¢emberi elde edilir. Buradan su diferansiyel denklemi elde ederiz.
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1+r'=0,rr'-1=0

Bunlarin sifirdan farkl ¢6zimi r(t) = ++/2t+c veya r(t) = ++/—2t+c olarak bulunur.

Bu da bize teoremin ispatini verir [

3.8. R* de Tensér Carpim Yiizeylerinin Grassmann Gériintiileri
M? c R* yiizeyi
X(u,v) = (a(v)cosu, S(v)cosu,a(v)sinu, S(v)sinu) (3.8.1)

parametrizasyonuyla  verilsin.  Bu  yiizey ¢, (u) =(cosu,sinu)  cemberiyle
¢, (v) = (a(v), B(v)) diizlemsel egrisinin tensér carpim yiizeyidir (Arslan ve ark. 2001).

M ? nin tanjant uzay1

X, = (-asinu,—gsinu,acosu, S cosu)
X, = (a’cosu, g'cosu,a'sinu, B'sinu)

vektorleri tarafindan gerilir. Boylece M ®nin 1.temel form katsayilari

9u :<Xu’xu>:a2 +p°
9 = <Xulxv> =0 (3.8.2)

02 =<XV,XV> = (a,)z +(IB')2

dir.
Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.8.2.: (3.8.3) parametrizasyonuyla verilen tensér c¢arpim yiizeyinin
Grassmann gorintiisii olan T'? yiizeyi

(aff’ —a'B)cosusinu

Bp
—a'Bsin®u—af’cos’
|0(u,v)=l @b _ u-ap - (3.8.3)
Al —af'sin*u—a'Bcos’u

!

oo
| (a'B-af’)cosusinu

parametrizasyonuna sahiptir. Burada
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A= 01192 — 9122

M ? nin Riemann metrigidir.

ispat. q="2% bivektoriiniin bilesenleri
(a'B—apf")cosusinu
O = Py =
A
aa’
O3 = Psr = _T
—af'sin®u—a’Bcos’u
Uiy = Pz =
A (3.8.4)
—a'Bsin®u—apf’cos’ u
U3 = Py = 1
Uos = Psy =— ﬂf
(aff’—a'p)cosusinu
Oz = P12 = 1

dir. Boylece (3.8.4) deki bilesenler (3.3.8) de yerine yazilirsa (3.8.3) elde edilir.
Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.8.3.: (3.8.1) parametrizasyonuyla verilen tensor ¢carpim yiizeyinin Grassmann
gorintisti olan I'? yiizeyinin S xS? carpim manifoldu tizerinde yatmasi icin gerek ve

yeter kosul M ? nin Clifford tor yiizeyi olmasidir.

Ispat. (3.4.1) ve (3.8.4) esitlikleri yardimiyla

§1=p12+p34:0

Sy = Pis + Pa :,B,B+050! (3.8.5)
aff’ + o

53 = Pyt Py :_IBTIB

ve
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(a'B—ap')sin(-2u)

=P P = 1
7+ 1
M, = Pz — Pa :,BﬂTOCO! (3.8.6)
a'f—af')cos(— 2u
773:p14_p23:(ﬂ '82 ( )

bulunur. Boylece basitligin hatirina

Bp —aa'=¢, PP t+aa’=u

: : , , (3.8.7)
~(aBrap)=06, (f-af)=vw
olarak alabiliriz. Buradan
51: P, + p34:0
$, = Pzt Pap :% (3.8.8)
o
53 =Pyt Py :Z
ve
sin(=2u
=Py~ Pay :¥
M2 = P13~ Ps :% (3.8.9)
cos(—2u
M3 = Py — P :WT()

elde edilir. Boylece y =sabit ve x =0 degerleri alindiginda (3.8.9) parametrizasyonu
SZ kiresi (izerinde yatan bir gember belirtir. Buradan y = sabit ve x=0 degerleri

(3.8.7) de yerine yazilirsa

a'f—-aff =c,

(3.8.10)
aad' + pp' =0,

bulunur. Boylece (3.8.10) diferansiyel denklem sisteminin asikar olmayan bir ¢6zUmu
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a(v) = rcos(%}
Bv)= rsin(i—\zlj,

dir. Yani M ? yiizeyi R* de yatan bir Clifford tor yiizeyi olacaktir.
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	(1.1)
	parametrizasyonu ile tanımlanmıştır (Moore 1919).
	Burada  meridyen eğrisi ve dir. Eğer  ya da alınırsa (1.1) denklemi ile verilen yüzey (basit) rotasyon yüzeyi olarak adlandırılır. Gauss eğrilikli rotasyon yüzeylerinin bir karakterizasyonu (Wong 1946) ve (Cuong 2012) de verilmiştir. Eğer  meridyen eğ...
	parametrizasyonuna sahip olacaktır. Burada , ve I üzerinde dır (Arslan ve ark. 2012), (Ganchev ve Milousheva 2010),
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