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1. GİRİŞ 

Son 40-45 yıldır diferansiyel geometride Grassmann manifoldları konusunda artan bir 

ilgi görülmektedir. Grassmann manifoldları klasik anlamda diferansiyellenebilir 

manifoldlar olup bunların topolojileri iyi tanımlıdır.  

ℝn+d , (n+d)-boyutlu Öklid uzayı olmak üzere  O ∈ ℝn+d  orjin noktasından geçen n-

boyutlu tüm düzlemlerin kümesi Grassmann manifoldunu oluşturur ve bu manifold 

),( dnnG +  ile gösterilir (Borisenko ve Nikolaevskii 1991). Bu düzlemler Grassmann 

manifoldunun noktaları olarak ifade edilir. n-boyutlu manifold nM  olmak üzere  

),,(: dnnGM n +→Ψ  px =Ψ )(  

dönüşümü nM  nin görüntüsü ),( dnnG + Grassmann manifoldunun içinde yatacak 

şekilde tanımlansın. Bu dönüşüme nM  nin Grassmann dönüşümü, )( nMΨ  ye ise nM  

nin Ψ  altındaki Grassmann görüntüsü (Borisenko ve Nikolaevskii 1991) ya da 

genelleştirilmiş küresel görüntüsü veya teğetsel görüntüsü (Aminov 2001) adı verilir. 4-

boyutlu Öklid uzayında Rotasyonel yüzeyler ilk defa 1890 yılında Cole tarafından 

tanımlanmıştır (Cole 1890). Daha sonra D. Moore genelleştirilmiş rotasyon yüzeylerini 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) dvuxdvuxvuX

dvuxdvuxvuX

cvuxcvuxvuX

cvuxcvuxvuX

cossin,~
sincos,~
cossin,~
sincos,~

434

433

212

211

+=

−=

+=

−=

                    (1.1) 

parametrizasyonu ile tanımlanmıştır (Moore 1919).  

Burada ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )uxuxuxuxu 4321 ,,,=δ  meridyen eğrisi ve Rdc ∈, dir. Eğer 0=c  ya 

da 0=d alınırsa (1.1) denklemi ile verilen yüzey (basit) rotasyon yüzeyi olarak 

adlandırılır. Gauss eğrilikli rotasyon yüzeylerinin bir karakterizasyonu (Wong 1946) ve 

(Cuong 2012) de verilmiştir. Eğer ( )uδ  meridyen eğrisi 31xx - düzleminde yatan bir 

eğri; yani ( ) ( ) ( )( )0,,0, 31 uxuxu =δ  olarak alınırsa bu takdirde rotasyon yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )dvuxdvuxcvuxcvuxvuxM sin,cos,sin,cos,: 33111 =  

parametrizasyonuna sahip olacaktır. Burada RIu ⊂∈ , ( )π2,0∈v ve I üzerinde 

( ) ( ) 02
2

22
1

2 >+ uxduxc dır (Arslan ve ark. 2012), (Ganchev ve Milousheva 2010),  

1 
 



  

(Dursun ve Turgay 2012) ve (Yoon 2003). Bu tür yüzeyler 1.tip rotasyon yüzeyi olarak 

adlandırılır (Arslan ve ark. 2012). Eğer 1== dc ve ( ) ( ) ( ) ( ) uuruxuurux sin,cos 21 ==

alınırsa rotasyon yüzeyi Vranceanu rotasyon yüzeyidir (Vranceanu 1977).  

Eğer meridyen eğrisi ( ) ( ) ( ) ( )( )uxuxuxu 321 ,,=δ  olarak alınırsa bu takdirde rotasyon 

yüzeyi ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )vuxvuxuxuxvuyM sin,cos,,,: 43212 =  parametrizasyonuna sahiptir. 

Burada Iu ∈ , ( )π2,0∈v  dir. Bu yüzey ( )uδ  meridyen eğrisinin birim çember etrafında 

döndürülmesiyle elde edilir (Ganchev ve Milousheva 2008), (Otsuiki 1966). Bu tür 

yüzeyler 2.tip rotasyonel yüzeyler olarak bilinir (Arslan ve ark. 2017). Bulca ve ark. 

2012 yılında yaptıkları çalışmada bu yüzeylere ℝ4 de küresel çarpım yüzeyleri olarak da 

adlandırmışlardır (Bulca ve ark. 2012). Eğer ( ) ( ) ( )( )uuxuxu sin,, 21=δ  olarak alınırsa 

rotasyonel yüzey Otsuiki yüzeyi adını alır (Otsuiki 1966). 

Bu çalışmanın amacı Grassmann manifold kavramını tanımlayıp ℝ4  deki bazı 

yüzeylerin Grassmann görüntülerinin bir sınıflandırmasını vermektir.  

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm giriş bölümü olup tezde yapılan çalışmanın bir özetini içerir.  

İkinci bölümde tezde kullanılacak olan temel tanım ve sonuçlar verilmiştir.  

Üçüncü bölümde ℝ4  deki yüzeylerin Grassmann görüntüleri ile ilgili temel sonuçlar 

verilmiştir. Bu bölüm 8 kısımdan oluşmakta olup orijinal sonuçlar içermektedir. Birinci 

kısımda n-boyutlu Öklid uzayında dış çarpım tanımlanmış olup dış çarpımla ilgili bazı 

sonuçlar ve örnekler verilmiştir. İkinci kısımda )4,2(G Grassmann manifoldları verilmiş 

ve Plücker bağıntıları ele alınmıştır. Üçüncü kısımda ℝ4 deki Grassmann görüntüleri ile 

ilgili bazı temel sonuçlar verilmiş ve tor yüzeyinin Grassmann görüntüsünün Clifford 

tor yüzeyi olduğu görülmüştür. Dördüncü kısımda )4,2(G  Grassmann manifoldunun 

2
2

2
1 SS ×  çarpım manifolduna izometrik olduğuna dair temel özellikler incelenmiştir. 

Beşinci kısımda ℝ4  de 1.tip rotasyonel yüzeylerinin Grassmann görüntüleri ele 

alınmıştır. Bu görüntü yüzeyinin 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde yatması için gerek 

ve yeter şartlar verilmiştir. Altıncı kısımda ℝ4 de 2.tip rotasyonel yüzeylerin Grassmann 
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görüntüleri ele alınmıştır. Bu yüzeylerin 2
2

2
1 SS ×  üzerinde yatması için rotasyonel 

yüzeyin Otsuiki yüzeyi olması gerektiği sonucuna varılmıştır. Yedinci kısımda ℝ4de 

kapalı denklemlerle verilen Grassmann görüntüsü ele alınmıştır. Aminov yüzeyinin 

Grassmann görüntüsünün 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldunda yatması için gerek ve yeter 

koşul elde edilmiştir. Son kısımda ℝ4 de tensör çarpım yüzeyinin Grassmann görüntüsü 

ele alınmıştır. Görüntü yüzeyinin 2
2

2
1 SS ×  manifoldunda yatması için gerek ve yeter şart 

Aminov yüzeyin Clifford tor yüzeyi olması gerektiği sonucuna varılmıştır.  

M ve N diferansiyellenebilir manifoldlar olmak üzere 

nm RNhRMf →→ :,:  

immersiyonları verilsin. Bu immersiyonların tensör çarpım dönüşümü  

)()(),)(( qhpfqphf =⊗  

biçiminde tanımlanır. )( hf ⊗  immersiyon olması için gerek ve yeter şartlar 

(Decruyenaere ve ark 1993) çalışmasında verilmiştir. Daha sonraları küresel ve 

equivariant immersiyonların tensör çarpımları (Decruyenaere ve ark.1994) çalışmasında 

ele alınmıştır. ( ) ( ) ( )( )uuuc δλ ,1 =  ve ( ) ( ) ( )( )vvvc βα ,2 = düzlemsel eğriler olmak üzere bu 

iki eğrinin tensör çarpımı  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )uvuvuvuvvuf
RRccf

δβδαλβλα ,,,,
: 42

21

=
→⊗=  

biçiminde tanımlanır (Mihai ve ark. 1994), (Decruyenaere ve ark. 1994). Eğer 1c  eğrisi 

orijin merkezli çember alınırsa tensör çarpım yüzeyi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )uvuvuvuvvufM sin,sin,cos,cos,: βαβα=  

parametrizasyonuna sahip olacaktır (Mihai ve Rouxel 1995),(Mihai ve ark. 1995), 

(Arslan ve ark. 2001). 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar tanıtılmıştır.  

 

Tanım 2.1.: M bir diferansiyellenebilir ( )∞C  manifold olsun. M üzerindeki ∞C vektör 

alanlarının uzayı )(Mχ ve M den R ye ∞C fonksiyonların uzayı ),( RMC∞ olmak üzere, 

M üzerinde  

( )RMCMMg ,)()(: ∞→× χχ                              (2.2.1) 

şeklinde tanımlanan pozitif tanımlı, simetrik ve 2-lineer g dönüşümüne Riemann metriği 

ve g Riemann metriği ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adı verilir (Kobayashi ve 

Nomizu 1963). 

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktası için M üzerinde bu noktaları birleştiren bir 

eğri bulunabilirse M ye Bağlantılı manifold adı verilir (O’Neill 1966). 

Tanım 2.2.: ( )gM ,  bir Riemann manifoldu ve ∇  da M üzerinde tanımlanan bir afin 

koneksiyon olsun. O zaman )(, MYX χ∈∀  olmak üzere; ∇  dönüşümü 

[ ]YXXYi YX ,) =∇−∇                                (2.2.2) 

( ) ( )ZYgZYgZYXgii XX ∇+∇= ,),(,)                 (2.2.3) 

şartları sağlıyorsa, ∇  ya M üzerinde Sıfır Torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin 

Levi Civita Koneksiyonu adı verilir ( Hacısalihoğlu 1983). 

Tanım 2.3.: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak üzere;  

( ) YYXYX
MMM

X∇=∇→
→×∇

),(,
),()()(: χχχ

                  (2.2.4) 

biçiminde tanımlanan ∇ operatörü, M nin bir U bölgesi üzerinde tanımlı olup her bir 
∞C  )(, UYX χ∈  vektör alan çiftine U üzerinde YX∇  ile ifade edilen üçüncü bir ∞C

vektör alanı karşılık getirir. ( )RMCfMYX ,),(, ∞∈∀∈∀ χ  olmak üzere; 

( )
( ) ( )YfXYffYiv

ZYZYiii
YfYii

ZZZi

XX

XXX

XfX

YXYX

+∇=∇
∇+∇=+∇

∇=∇
∇+∇=∇ +

)
,)

,)
,)

                  (2.2.5) 

özelliklerini sağlayan ∇ ya Lineer Koneksiyon (veya Kovaryant Türev) adı verilir 

(O’Neill 1983). 
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2M  yüzeyi 𝑥 ∶  𝐷 ⊂ ℝ2 → ℝ𝑛  yaması ile verilsin. 2M  nin ),( vuxx ∈  noktasındaki 

teğet uzayı ( )2MTx , ux ve vx ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece 2M  nin birinci 

temel formu 
2

2212
2

11 2 dvgdudvgdugI ++=                                                  (2.2.6) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

xxg

xxg

xxg

,

,

,

22

12

11

=

=

=

                                          (2.2.7) 

1. temel form katsayıları olup , ℝ𝑛  den indirgenmiş Öklid iç çarpımıdır. Bununla 

birlikte (2.2.7) yardımıyla 
2
122211 gggg −=                               (2.2.8) 

Riemann metriği elde edilir. Eğer 0≠g  ise ),( vux  yaması regülerdir denir (Gray 

1993). Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vux  yaması regüler kabul edilecektir.  

Tanım 2.4.: ⊂M ℝn yüzeyi ),( vux  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. ℝn de 

Riemann koneksiyonu ∇~  ile gösterilsin. Bu durumda )(, MXX ji χ∈∀  lokal vektör 

alanları için 𝑀 yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu ∇  olmak üzere 

M  nin ikinci temel form dönüşümü 

,~),(;)()()(: jXjXji XXXXhMMMh
ii

∇−∇=→× ⊥χχχ                          (2.2.9) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.2.9) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.5.: ⊂M ℝn  yüzeyi ),( vux  regüler yaması ile verilsin. Bu taktirde

221 ,...,, −nNNN  , M  nin normal vektörleri ve )(MX i χ∈∀  olmak üzere M nin şekil 

operatörü dönüşümü  

ααα
χχχ NNXAMMMA

iXiXiN
⊥⊥ ∇+∇−=→× ~;)()()(:                                   (2.2.10) 

biçiminde tanımlanır. Burada iN XA
α

, αN  ya karşılık gelen şekil operatörü ve ⊥∇  ise 

)(M⊥χ  normal demete ait normal koneksiyondur. Literatürde (2.2.10) eşitliği 

Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 
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Tanım 2.6.: ⊂M ℝn  yüzeyi ),( vux  regüler yaması ile verilsin. ),( vux  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu xxx ,,  ve normal vektör alanları 221 ,,, −nNNN   olmak 

üzere M nin ikinci temel form katsayıları  

α
α

α
α

α
α

α

NxL

nNxL

NxL

vv

uv

uu

,

21,,

,,

22

12

11

=

−≤≤=

=

                          (2.2.11) 

şeklinde tanımlanır  (Mello 2003). 

Herhangi )(, MTXX pji ∈  için 

α
αα ijjijiN LNXXhXXA >=>=<< ),,(,  , ,21,2,1 −≤≤≤≤ nji α            (2.2.12) 

eşitliği elde edilir. Burada  

,

2

1
),( α

α

α NLXXh
n

ijji ∑
−

=

= 2,1 ≤≤ ji                                                                              (2.2.13) 

dir. 
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3. GRASSMANN MANİFOLDLARI 

Bu bölümde Grassmann manifold tanımlanmış ve )4,2(G  Grassmann manifoldunun 

özellikleri verilmiştir. Bu bölümde ℝ4  deki bazı yüzeylerin Grassmann görüntüleri 

incelenmiş ve bunlarla ilgili orijinal sonuçlar verilmiştir.  

3.1. Dış Çarpım: 

ℝn , n-boyutlu Öklid uzayı (n ≥ 1) olmak üzere ℝn×ℝn  den ℝN  ye 





 −

=
2

)1(nnN  

tanımlı  

∧ :ℝn ℝn →ℝN; ∈∧→ wv w)(v, ℝN                 (3.1.1) 

dönüşümü aşağıdaki şartlar sağlar ise ∧  ye ℝn  de dış çarpım adı verilir; 

E1) wv ∧→ w)(v,  dönüşümü 2-lineerdir. 

Yani ∈∀ ii βα , ℝ ve ∈ii wvwv ,,, ℝn için 

 
=)()(

2221212

2121111122112211

2
wvwv

wvwvwwvv
∧+∧+

∧+∧×+×∧×+×
βαβα

βαβαββαα
                      (3.1.2)                                       

E2) wv ∧→ w)(v,  dönüşümü ters simetriktir.  

Yani vwwv ∧−=∧ dır. Bunun yardımıyla 0=∧ vv  dır. 

E3) ( ) nie
niiii ≤≤= 1,,...,,

21
δδδ  birim vektörleri için 

)1,...,0,0(
.............................

)0,...,1,0(
)0,...,0,1(

1

31

21

=∧

=∧
=∧

− nn ee

ee
ee

                                                                                                  (3.1.3) 

birim vektörleri ℝN  nin elemanlarıdır. Burada ijδ  Kronecker deltadır. Böylece (3.1.3) 

bivektörleri ℝN  nin bir bazını oluşturur. Yani 





≠≠
==

=∧∧
ljki
ljki

eeee ljki ,,0
,,1

,                  (3.1.4) 

Burada ifadesi ℝN  nin iç çarpımıdır. 

Önerme 3.1.1.: ℝn  deki ),...,,(),,...,,( 2121 nn wwwwvvvv == vektörlerinin dış çarpımı 

∑
<<<

∧=∧
nji

ji
ji

ji ee
ww
vv

wv
1

                                                                                    (3.1.5) 

×
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dır (Fröhlich 2013). Burada  determinantı ifade etmektedir. 

İspat: ℝn  deki 

,
1

∑=
=i

iievv ∑=
=1j

jjeww  

vektörlerinin dış çarpımı  

( )ji
i

ji

j
jj

i
ii

eewv

ewevwv

∧∑=






 ∑∧





∑=∧

=

==

1

11  

dir. Buradan 

( ) ji
nji

ijji eewvwvwv ∧∑ −=∧
≤≤≤1

                  (3.1.6) 

elde edilir. � 

 

Örnek 3.1.2.: 3=n  alındığında 3=N  olup bu durumda 

)1,0,0(
)0,1,0(
)0,0,1(

32

31

21

=∧
=∧
=∧

ee
ee
ee

 

dır. Böylece 

),,(),,,( 321321 wwwwvvvv ==  

vektörlerinin dış çarpımı 

322332311331211221 )()()( eewvwveewvwveewvwvwv ∧−+∧−+∧−=∧  

olarak bulunur. Halbuki bu iki vektörün vektörel çarpımı  

),,( 122131132332 wvwvwvwvwvwvwv −−−=×  

olacaktır. Buradan wvwv ×≠∧  olduğu görülür. 

Örnek 3.1.3.: 4=n  alındığında 6=N  olup bu durumda  

)1,0,0,0,0,0(
)0,1,0,0,0,0(
)0,0,1,0,0,0(
)0,0,0,1,0,0(
)0,0,0,0,1,0(
)0,0,0,0,0,1(

43

42

32

41

31

21

=∧
=∧
=∧
=∧
=∧
=∧

ee
ee
ee
ee
ee
ee

 

dır. Böylece 

),,,(),,,,( 43214321 wwwwwvvvvv ==  
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vektörlerinin dış çarpımı 

),,,,,( 344324422332144113311221 wvwvwvwvwvwvwvwvwvwvwvwvwv −−−−−−=∧  

olarak bulunur. Buradan 

ji

ji
ij ww

vv
p =                     (3.1.7) 

Plücker koordinatları yardımıyla 

( )342423141312 ,,,,, ppppppwv =∧                  (3.1.8) 

elde edilir.  

 

3.2. )4,2(G  Grassmann Manifoldları  

 

4-boyutlu Öklid uzayı ℝ4 ün kartezyen koordinatları 4321 ,,, xxxx  olsun. Böylece  

 

birim vektörlerinin oluşturduğu 2-düzlem  olsun. Böylece 

ϕξ ∧=p                                                                    (3.2.1) 

bivektörünün bileşenleri (3.1.6) yardımıyla  

ji

ji
ijp

ϕϕ
ξξ

= , 41 ≤<≤ ji                                                                                         (3.2.2) 

tanımlansın. Böylece 342423141312 ,,,,, pppppp bileşenleri p nin Plücker koordinatları 

olacaktır. Bu koordinatlar )4,2(G  Grassmann manifoldunun bir p noktasının pozisyon 

vektörüne karşılık gelir. 

Önerme 3.2.1.: )4,2(Gp ∈ noktasının Plücker koordinatları aşağıdaki bağıntıları 

(Plücker bağıntıları) sağlar; 

(F1) 1, =pp ,                                                                                                         (3.2.3) 

(F2) 0231442133412 =++ pppppp ,                                                                             (3.2.4) 

dir. 

İspat: )4,2(Gp ∈∧= φξ  olmak üzere  
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elde edilir. Bu da bize birinci Plücker bağıntısının ispatını verir.  

İkinci olarak 

ii
i

i
ip ξϕϕξ

ϕϕ
ξξ

11
1

1
1 −==                                                                                         (3.2.5) 

yardımıyla (3.2.4) eşitliğinin sol tarafı 

( ) )( 23442334212344233421231442133412 pppppppppppp ξξξϕϕϕϕξ ++−++=++     (3.2.6) 

biçimine dönüşür. 

Bununla birlikte  ve  in katsayıları sırasıyla 

0

432

432

432

234423342 ==++
ϕϕϕ
ξξξ
ϕϕϕ

ϕϕϕ ppp                                                                     (3.2.7) 

 

0

432

432

432

234423342 ==++
ξξξ
ϕϕϕ
ξξξ

ξξξ ppp                                                                      (3.2.8) 

Böylece (3.2.7) ve (3.2.8) yardımıyla ikinci Plücker bağıntısı elde edilir. � 

ℝ4  deki ξ  ve ϕ  vektörlerinin oluşturduğu ∏  düzlemine dik olan ⊥∏  düzlemi verilsin. 

Böylece ⊥∏  düzlemi ξ  ve ϕ  vektörlerinin her ikisine birden dik olan τ veυ  vektörleri 

tarafından gerilir. Buradan 

υτ ∧=q                       (3.2.9) 

bivektörü ϕξ ∧=p  nin dik bileşeni olup ξ ,ϕ ,τ  ve υ  vektörleri ℝ4 ün pozitif yönlü 

ortonormal bazını oluşturur. Bu nedenle  

0,,,,,, =−=∧∧= υϕυξυϕτξυτϕξqp                                            (3.2.10) 

dir. Diğer bir deyişle q nun ijq bileşenleri p nin ijp bileşenleri cinsinden  

1

,,,,

,,

2

=

∑=

−=

∧∧=

< ji
ijp

pp

ξϕϕξϕϕξξ

ϕξϕξ
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1234

1324

1423

2314

2413

3412

pq
pq

pq
pq

pq
pq

=
−=

=
=

−=
=

                  (3.2.11) 

biçiminde ifade edilir (Aminov 2001). Böylece 0, =qp  yardımıyla  

0)(2, 231442133412 =++== ∑
<

ppppppqpqp
ji

ijij  

elde edilir. 

İkinci Plücker bağıntısının sağlandığı görülür. Sonuç olarak )4,2(Gp ∈  noktası 

başlangıcı  ℝ6  nın orijini ve bitim noktası ),,,,,( 342423141312 ppppppp =  olan bir 

pozisyon vektörü olarak da görülebilir. Plücker koordinatlar (F1) ve (F2) Plücker 

bağıntılarını sağladığından bu noktalar cebirsel olarak  ℝ6  da yatan 4-boyutlu 

altmanifold oluşturur. Bu altmanifold  ℝ6  ya gömülmüş olan )4,2(G  Grassmann 

manifoldudur. Farzedelim ki ),,,,,( 342423141312 pppppp   ℝ6  nın kartezyen koordinatları 

olsun. Bu takdirde Plücker bağıntıları yardımıyla )4,2(G  altmanifoldunun normal 

vektörleri 

( )342423141312 ,,,,, ppppppp = , ),,,,,( 121314232434 ppppppq −−=                                 (3.2.12) 

dir. Ayrıca 0, =qp  ve 1,, == qqpp  olduğundan bu vektörler ortogonaldir. 

Bununla birlikte (F1) Plücker bağıntısından anlaşılacağı üzere )4,2(G  Grassmann 

manifoldu  ℝ6  nın birim hiperküresi ⊂5S ℝ6  da yatan bir altmanifold olup ∈q  ℝ6  

bivektörü 5S  in birim normalidir. Burada  metriği ℝ6  dan indirgenmiş metriktir. 

 
3.3. ℝ𝟒 deki Yüzeylerin Grassmann Görüntüleri 

 
2M  yüzeyi x :D ⊂ℝ2 ℝ4  regüler yaması ile verilen bir lokal yüzey olsun. 2M  nin 

),( vux  noktasındaki tanjant uzayı 

u
xxu ∂

∂
= , 

v
xxv ∂

∂
=  

→
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vektörleri tarafından gerilir. Gram Schmidt dikleştirme yöntemi bu vektörlere 

uygulanılırsa  

)(1
1211

11
2

11
1

uv

u

xgxg
gg

X

g
xX

−=

=

                                                                                  (3.3.1) 

ortonormal vektörler elde edilir.  

Burada ijg bileşenleri nin metrik tensörü olup )det( ijgg =  dir. x∏  normal düzlemi 

2M  nin 21, nn  normal vektörleri tarafından gerilen bir düzlem olsun. Böylece 

21 nnp ∧=                                                                              (3.3.2)       

bivektörü iyi tanımlıdır. Buradan  birim normal vektörleri u ve v  parametresine 

bağlı olduklarından p  bivektörü de bu parametrelere bağlıdır. Yani ),( vupp =  dir. 

Böylece 2M  yüzeyinden )4,2(G  Grassmann manifoldu üzerine  

)4,2(: GM n →Ψ ; ),()),((),( vupvuxvux =Ψ→                (3.3.3) 

biçiminde Grasmann dönüşümü tanımlanır. Bu dönüşüm )4,2(G  de yatan 2-boyutlu 2Γ  

yüzeyini tanımlar. Böylece, aşağıdaki sonuçlar elde edilir; 

Önerme 3.3.1.: 2M  yüzeyi x :D ℝ2 ℝ4 regüler yaması ile verilsin. 2M  nin birim 

teğet vektörleri 21, XX olmak üzere  

g
xxXX vu ∧

=∧ 21                    (3.3.4) 

dir. 

İspat: (3.3.1) eşitliği kullanılarak 

)(1

)()(

)(1

11

12

11

11

1211

1111

21

vu

uuvu

uv
u

xx
g

xx
gg

gxx
gg

g

xgxg
ggg

xXX

∧=

∧−∧=

−∧=∧

 

elde edilir. � 

2M

21, nn

⊂ →
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Önerme 3.3.2.: 

21 nnp
g

xxq vu

∧=

∧
=

                     (3.3.5) 

bivektörleri birbirinin ortonormal bileşenleridir. Yani 

0,, 21 =
∧

∧=
g

xxnnqp vu  

dir.  

İspat: (3.1.4) ve (3.1.5) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 

Önerme 3.3.3.: )4,2(G  Grassmann altmanifoldunun tanjant uzayı 

)(1

)(1

212211

11

2222

112111

11

1221

11

2
2112

11

1
1111

nxgnxg
gg

nXX

nxgnxg
gg

nXX

g
nxnXX

g
nxnXX

uv

uv

u

u

∧−∧=∧=

∧−∧=∧=

∧
=∧=

∧
=∧=

                                                (3.3.6) 

bivektörleri tarafından gerilir.  Burada 2
122211 gggg −= , 2M  nin Riemann metriğidir. 

İspat: (3.1.4) ve (3.1.5) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 

Sonuç 3.3.4.: 2M  yüzeyi x :D ℝ2 ℝ4 regüler ortogonal yaması ile verilirse (yani 

012 =g  ise) )4,2(G  Grassmann  altmanifoldunun tanjant uzayı 

22

2
2222

22

1
1221

11

2
2112

11

1
1111

g
nxnXX

g
nxnXX

g
nxnXX

g
nxnXX

v

v

u

u

∧
=∧=

∧
=∧=

∧
=∧=

∧
=∧=

                                                                                             (3.3.7) 

⊂ →
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bivektörleri tarafından gerilir. 

Sonuç 3.3.5.: )4,2(G Grassmann altmanifoldunun p  noktasındaki normal uzayı            

(3.3.5) de verilen  

21 nnp
g

xxq vu

∧=

∧
=

 

bivektörleri tarafından gerilir. 

Böylece yukarıdaki sonuç gereği )4,2(: 2 GM →Ψ  Grassmann dönüşümünün 

görüntüsü 



























−

−

=



























==Ψ→

12

13

14

23

24

34

34

24

23

14

13

12

),()),((),(

q
q

q
q

q
q

p
p
p
p
p
p

vupvuxvux                                                             (3.3.8) 

Örnek 3.3.6.:  Γ2 ⊂ℝ4 tor yüzeyi  

)sin,cos,sin,(cos),( vvuuvux =                             (3.3.9) 

parametrizasyonu ile verilsin. Bu yüzeyin teğet vektörleri 

)cos,sin,0,0(
)0,0,cos,sin(

vvx
vux

v

u

−=
−=

 

olmak üzere 
g

xxq vu ∧
=  bivektörünün bileşenleri 

0
coscos

sincos
cossin

sinsin
0

1234

1324

1423

2314

2413

3412

==
=−=

−==
−==

=−=
==

pq
vupq

vupq
vupq

vupq
pq

                (3.3.10) 
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bulunur. Buradan 03412 == pp  olduğundan 2Γ  yüzeyi  

)sinsin,cossin,sincos,cos(cos)),((),(:2 vuvuvuvuvuxvup −==Γ ψ  

parametrizasyonuna sahip olacaktır. Bu yüzey  ℝ4  de yatan 2-boyutlu Clifford tor 

yüzeyidir. Bu yüzeyin Riemann metriği  
222 dvduds +=  

dir. Böylece (3.3.9) yüzey yaması ile verilen tor yüzeyinin Grassmann görüntüsü olan 

Clifford tor yüzeyinin yüzey alanı  

2
2

0

2

0
4π

π π

∫ ∫ ==Ω dudv  

dir. Bununla birlikte 2),( =vup  olduğundan bu yüzey 2  yarıçaplı )2(3S  küresi 

üzerinde yatar (Aminov 2001). 

 

3.4. )4,2(G Grassmann Manifoldu 2
2

2
1 SS ×  Çarpım Manifolduna İzometrik Olması 

 

(3.2.3) ve (3.2.4) Plücker bağıntılarından )4,2(G  Grassmann manifoldu 2
2

2
1 SS ×  çarpım 

manifolduna izometriktir, yani; 2
2

2
1)4,2( SSG ×≅  dir.  

𝑆12 ⊂ ℝ3  ve  𝑆22 ⊂ ℝ3 birim kürelerinin birim normalleri sırasıyla ( )321 ,, ξξξξ =  ve 

( )321 ,, ηηηη =  alınırsa 

23143

42132

34121

pp
pp
pp

+=
+=
+=

ξ
ξ
ξ

           

23143

42132

34121

pp
pp
pp

−=
−=
−=

η
η
η

                  (3.4.1) 

olacaktır.  Böylece Plücker bağıntılarından 

 1
3

1

2
3

1

2 == ∑∑
== i

i
i

i ηξ                                                                                                     (3.4.2)  

elde edilir (Aminov 2001).        

ℝ6 de yatan 4-boyutlu 2
2

2
1 SS ×  altmanifoldu  

,1

,1
2

6
2

5
2

4

2
3

2
2

2
1

=++

=++

xxx

xxx
                   (3.4.3) 

standart immersiyon ile verilsin. Böylece  
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ωθ
ωθ

θ

cossin
sinsin

cos

3

2

1

=
=
=

x
x
x

                   
ψφ

ψ
ψφ

cossin
sin

coscos

6

5

4

=
=
=

x
x
x

                           (3.4.4) 

seçilirse 2
2

2
1 SS ×  altmanifoldu ℝ6 da 

)cossin,sin,coscos,cossin,sinsin,(cos),,,( ψφψψφωθωθθψφωθρ =              (3.4.5)              

pozisyon vektörüne sahip olacaktır. Burada ψφωθ ,,,  parametreleri reel değerli 

fonksiyonlardır. Böylece 𝑆12 ⊂ ℝ3  ve  𝑆22 ⊂ ℝ3 birim kürelerinin birim normalleri 

sırasıyla 

ωθξ
ωθξ

θξ

cossin
sinsin

cos

3

2

1

=
=
=

                   
ψφη

ψη
ψφη

cossin
sin

coscos

3

2

1

=
=
=

                                                 (3.4.6) 

olduğu aşikardır.  

Açıklama 3.4.1.:  Eğer (3.4.6) denkleminde 0=ψ alınırsa  

ωθξ
ωθξ

θξ

cossin
sinsin

cos

3

2

1

=
=
=

                   
φη

η
φη

sin
0
cos

3

2

1

=
=
=

                                                            (3.4.7) 

bulunur. Burada )(tθθ =  ve )(tφφ =  alınırsa ikinci parametrizasyon 2
1S  de bir çember 

belirtecektir. Böylece (3.4.5) immersiyonu ℝ5  de yatan bir yüzey oluşturur. Bu 

parametrizasyon bize yüzeylerin Grassmann görüntülerini hesaplamada kolaylık 

sağlayacaktır.  

 

 

3.5. ℝ4 de 1.Tip Rotasyonel Yüzeylerin Grassmann Görüntüleri 

ℝ4 de 

( )ααααα sin)(,cos)(,sin)(,cos)(),(:2 tgtgtftftxM =               (3.5.1) 

parametrizasyonu ile verilen yüzeye 1.tip genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi denir. Burada 

)(tf  ve )(tg  türevlenebilir fonksiyonlardır (Arslan ve ark. 2012). 2M  yüzeyinin 

tanjant uzayı 
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)cos,sin,cos,sin(
)sin,cos,sin,cos(

αααα
αααα

α ggffx
ggffxt

−−=

′′′′=
                               (3.5.2) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece 2M  nin 1. temel form katsayıları 

,)()(,

,0,

,)()(,

22
22

12

22
11

gfxxg

xxg

gfxxg

t

tt

+==

==

′+′==

αα

α                                                                                    (3.5.3) 

dir. Ayrıca basitliğin hatırına  

( )( )22222
122211

2 )()()()( gfgfggg +′+′=−=λ                 (3.5.4) 

alınsın.  

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 3.5.1.:  (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip genelleştirilmiş rotasyon 

yüzeyinin Grassmann görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi  

( )

( )


























−−
+
−−

−−

=



























==

γσ
ααγσ

αγσαγσ
αγσαγσ

αασγ
γσ

αψα

coscos
sincossin

sincossincossincos
coscossinsinsincos

sincossin
sinsin

)),((),( 22

22

34

24

23

14

13

12

p
p
p
p
p
p

txtr                    (3.5.5) 

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 

γγ sin,cos
2222

=
+

=
+ gf

g
gf

f  

( ) ( ) ( ) ( )
σσ sin,cos

2222
=

′+′

′
=

′+′

′

gf
g

gf
f  

dır.     

İspat: 2M  yüzeyi (3.5.1) yamasıyla verilen 1.tip rotasyonel yüzey olsun. Böylece 

(3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin Grassmann 

görüntüsü Γ2 ⊂ ℝ6 olsun. Bu yüzeyin pozisyon vektörü  
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( )342423141312 ,,,,, qqqqqq
g
xxq t =

∧
= α  

olduğundan (3.2.11) eşitliği yardımıyla 

( )

( )

λ

λ
αα

λ
αα

λ
αα

λ
αα

λ

ggpq

gffgpq

gffgpq

gffgpq

fggfpq

ffpq

′
==

′−′
=−=

′+′
−==

′+′
==

′−′
=−=

′
==

1234

1324

22

1423

22

2314

2413

3412

sincos

cossin

sincos

sincos

                            (3.5.6) 

elde edilir. Basitliğin hatırına  

γγ sin,cos
2222

=
+

=
+ gf

g
gf

f                                       (3.5.7) 

( ) ( ) ( ) ( )
σσ sin,cos

2222
=

′+′

′
=

′+′

′

gf

g

gf

f                               (3.5.8) 

alınırsa (3.5.6) daki eşitlikler 

( )

( )
γσ

ααγσ
αγσαγσ

αγσαγσ

αασγ
γσ

coscos
sincossin

sincossincossincos

coscossinsinsincos

sincossin
sinsin

34

24

22
23

22
14

13

12

=
−−=

+=

−−=

−−=
=

p
p
p
p
p
p

                                                            (3.5.9) 

biçimine dönüşür. Böylece (3.5.9) ve (3.3.8) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 
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Açıklama 3.5.2. )4,2(G Grassmann manifoldu 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifolduna 

izometriktir, yani; 2
2

2
1)4,2( SSG ×≅  olduğundan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.5.3.: (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin 

Grassmann görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde yatması için 

gerek ve yeter koşul 

),(sin)()(
),(cos)()(

tttg
tttf

γρ
γρ

=
=

                 (3.5.10) 

olmasıdır. Burada 

2
,0

cot θφγρ
γθ +

=
∫

=
′−

t

t

dt

ce                                              (3.5.11) 

dır (Aminov ve ark. 2004). 

İspat. (3.4.1) ve (3.5.9) deki eşitlikler yardımıyla 

( )
( ) ( )
( ) ( ),2cossin

,2sinsin
,cos

23143

42132

34121

ασγξ
ασγξ

σγξ

−−=+=
−−=+=

−=+=

pp
pp
pp

     
( )

( ),sin
,0

,cos

23143

42132

34121

σγη
η

σγη

+−=−=
=−=

+−=−=

pp
pp
pp

          (3.5.12) 

bulunur. Böylece (3.4.7) ve (3.5.12) deki eşitlikler birbiriyle kıyaslandığında  

αω
σγφ
σγθ

2−=
+=
−=

                   (3.5.13) 

elde edilir. Buradan  

2

2

2

ωα

θφσ

θφγ

−=

−
=

+
=

                  (3.5.14) 
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dır. Bununla birlikte 

( ) 22 gft +== ρρ                             (3.5.15) 

olmak üzere (3.5.5) ve (3.5.14) yardımıyla

 

 







 +

=





 +

=
2

sin,
2

cos θφρθφρ gf                (3.5.16) 

bulunur. Benzer şekilde (3.5.8) ve (3.5.14) yardımıyla

 ( ) ( ) ( ) ( )






 −

=
′+′

′






 −

=
′+′

′
2

sin,
2

cos
2222

θφθφ

gf

g

gf

f              (3.5.17) 

dir. Bununla birlikle (3.5.16) daki fonksiyonların t parametresine göre türevi   

γργγρ
γργγρ

cossin
sincos

′+′=′
′−′=′

g
f

                (3.5.18) 

olup bunların yardımıyla 

( ) ( ) ( ) ( ) 22222 ργρ ′+′=′+′ gf                (3.5.19) 

bulunur. Böylece (3.5.17) ve (3.5.19) dan 

( )

( )
2

22

2
22

2

2sin

2

cos







 ′+′

+′







 ′+′

=−







 ′+′

+′

′
=

ϕθρρ

ϕθρ
θ

ϕθρρ

ρθ

               (3.5.20) 

elde edilir. Burada  

( ) 0
2

2
22 ≠






 ′+′

+′=
ϕθρρρλ  
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dır. Böylece (3.5.20) eşitliklerinden 

0cossin =′+′ θγρθρ                            (3.5.21) 

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem çözümünden 

∫
=

′−
t

t

dt

ce 0

cot γθ

ρ                                                                           (3.5.22) 

dir. Böylece (3.5.16) dan 







 +

=







 +

=

∫

∫

′−

′−

2
sin

,
2

cos

0

0

cot

cot

θφ

θφ

γθ

γθ

t

t

t

t

dt

dt

ceg

cef
                           (3.5.23) 

bulunur. Bu da teoremin ispatını verir �  

Örnek 3.5.4.: (3.5.14) eşitliklerinde 2t=θ ve 2t=φ  alınırsa   

ωξ
ωξ

ξ

cossin
sinsin

cos

2
3

2
2

2
1

t
t
t

=

=

=

        
2

3

2

2
1

sin
0
cos

t

t

=

=
=

η
η
η

 

elde edilir. Bu parametrik ifadeler sırasıyla 𝑆12 ⊂ ℝ3  birim küresi ve  𝑆22 ⊂ ℝ3  birim 

küresi üzerinde bir çember belirtir. Böylece (3.5.1) parametrizasyonu ile verilen 1.tip 

genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin Grassmann görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi 2
2

2
1 SS ×  

çarpım manifoldu üzerinde yatacağından 2t=θ , 2t=φ  ve (3.5.23) yardımıyla  

,sin)(

,cos)(
2)ln(sin

2
1

2)ln(sin
2
1

2

2

tcetg

tcetf
t

t

−

−

=

=  

elde edilir. 1.tip genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin izdüşümünün 3=c  için grafiği 

Şekil 3.1 de verilmiştir. 
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Şekil 3.1. 1.tip genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin izdüşümü 

 

3.6. ℝ4 de 2.Tip Rotasyonel Yüzeylerin Grassmann Görüntüleri 

ℝ3 de 

))(),(),(()( 321 ufufufu =δ  

birim hızlı meridyen eğrisi ile )sin,(cos)( vvv =β  çemberinin küresel çarpımı  

( )vufvufufufvuvux sin)(,cos)(),(),()()(),( 3321=⊗= βδ ,  03 >f                       (3.6.1) 

biçiminde tanımlanır. Burada π20, ≤≤∈ vRu dır (Ganchev ve Milousheva 2008), 

(Arslan ve ark. 2017). (3.6.1) yaması ile verilen yüzeyler 2.tip rotasyon yüzeyleri olarak 

adlandırılır. 

Örnek 3.6.1.: (Otsuiki Küresi)  

)sin),(),(()( 21 ttftft =δ  meridyen eğrisi ve )sin,(cos)( αααβ =  çemberi alındığında 

küresel çarpım 

)sinsin,cossin),(),((),( 21 ααα tttftftx =                                                                (3.6.2) 

şeklinde tanımlanır. Burada πα 20, ≤≤∈ Rt  ve tff 22
2

2
1 sin)()( =′+′  dir. 

Bu çarpımı ilk defa T. Otsuiki 1966 yılında (Otsuiki 1966) da tanımlamıştır. Aynı 

çalışmasında ayrıca 

a) ttfttfttf sin)(),
2

(sin
3
4)(),

2
(cos

3
4)( 3

3
2

3
1 === , 

b) ttftttftttf sin)(),2sin(sin
2
1)(),2cos(sin

2
1)( 3

2
2

2
1 ===  
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durumlarını da göz önüne almıştır. a) durumu için ),( αtx  yamasıyla verilen yüzey ℝ4  

ün 3-boyutlu alt uzayında yatmayan Otsuiki küresi (non-round) olarak adlandırılır. Bu 

yüzeylerin ℝ3 deki izdüşümleri Şekil 3.2 de verilmiştir. 

 
              a) 1.Otsuiki küresinin izdüşümü            b) 2.Otsuiki küresinin izdüşümü 

Şekil 3.2. Otsuiki kürelerinin ℝ3 deki izdüşümleri 

 

Önerme 3.6.2.: (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip rotasyon yüzeyinin 

Grassmann  görüntüsü olan 2Γ yüzeyi  



























′
′
′−

′−

′

=



























==

0
sin
cos
sin
cos

)),((),(

1

1

2

2

3

34

24

23

14

13

12

α
α
α
α

αψα

f
f
f
f

f

p
p
p
p
p
p

txtr                                                                 (3.6.3) 

parametrizasyonuna sahiptir.   

İspat: 2M  yüzeyinin tanjant uzayı 

),cos,sin,0,0(
)sin,cos,,(

33

3321

αα
αα

α ffx
ffffxt

−=

′′′′=
                                           (3.6.4) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece 2M  nin .1 temel form katsayıları 

,,

,0,

,1,

2
322

12

11

fxxg

xxg

xxg

t

tt

==

==

==

αα

α                                                                                                  (3.6.5) 

dir. Ayrıca basitliğin hatırına  
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2
3

2
122211

2 fggg =−=λ                                                    (3.6.6) 

alalım. Böylece (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip rotasyon yüzeyinin 

Grassmann görüntüsü  Γ2 ⊂ ℝ6 olsun. Bu yüzeyin pozisyon vektörü  

( )342423141312 ,,,,, qqqqqq
g

xxq vu =
∧

=


 

olduğundan (3.2.11) eşitliği yardımıyla 

31234

21324

21423

12314

12413

3412

cos
sin

cos
sin

0

fpq
fpq
fpq

fpq
fpq

pq

′==

′=−=

′−==

′==

′−=−=
==

α
α

α
α

                                                    (3.6.7) 

elde edilir. Böylece (3.6.7) ve (3.3.8) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 

Teorem 3.6.3.: (3.6.1) parametrizasyonu ile verilen 2.tip genelleştirilmiş rotasyon 

yüzeyinin Grassmann görüntüsü olan 2Γ yüzeyi 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde 

yatması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( ) )(sin)()(
),(cos)(

2
2

2
1

3

ttftf
ttf

θ
θ

=′+′

=′
                 (3.6.8) 

olmasıdır.  

İspat. (3.4.1) ve (3.6.7) deki eşitlikler yardımıyla 

ααξ
ααξ

ξ

cossin
sincos

1223143

1242132

334121

ffpp
ffpp

fpp

′+′−=+=

′−′−=+=

′=+=

     
ααη
ααη

η

cossin
sincos

1223143

1242132

334121

ffpp
ffpp

fpp

′−′−=−=

′+′−=−=

′=−=

          (3.6.9) 

bulunur. Böylece (3.4.6) ve (3.6.9) deki eşitlikler birbiriyle kıyaslandığında istenilen 

sonuç elde edilir. 
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Sonuç 3.6.4.: Örnek 3.6.1 de verilen Otsuiki yüzeylerinin Grassmann görüntüleri olan 
2Γ  yüzeyleri 2

2
2

1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde yatarlar. 

 

3.7. ℝ4 de Kapalı Denklemlerle Verilen Yüzeylerin Grassmann Görüntüleri  

𝑀2 ⊂ ℝ4 de  

( )
( ) 0,,,

0,,,

43212

43211

=
=

xxxx
xxxx

ϕ
ϕ

                                                                                                   (3.7.1) 

kapalı denklemler ile verilsin. Türevlenebilir olan bu fonksiyonların gradiyentleri  









∂
∂

∂
∂

= ∑
=

4

1i ii xx
grad α

α
ϕϕ                                                                                            (3.7.2) 

biçiminde tanımlanmıştır.
                                                                                         

 

Bu vektör alanlarının normları 
 

αα ϕλ grad=                                                                                                            (3.7.3) 

olarak tanımlansın.  

Genel olarak 1ϕgrad  ile 2ϕgrad  birbirine dik olmak zorunda değildir. 

021 ≠∧ ϕϕ gradgrad  olsun.                                                                                     (3.7.4)  

Böylece  

212

1
1

1
1

ϕϕ

ϕ
λ

bgradagradn

gradn

+=

=
                                                                                           (3.7.5)  

ortonormal vektörleri tanımlansın. O halde  
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1,,

0,

2211

21

==

=

nnnn

nn
                                                                                                  (3.7.6)                                                                      

olduğundan  

η
λ 2

1

1
−=

b
a                                                                                                                 (3.7.7)  

12 2
2

22
1

2 =++ ληλ baba                                                                                            (3.7.8)                                                                                        
 

bulunur. Burada 21, ϕϕη gradgrad=  dır. Ayrıca                                                  
 

22
2

2
121 ηλλϕϕ −=∧=∆ gradgrad                                                                          (3.7.9)                                                                        

fonksiyonu tanımlansın. Böylece (3.7.8) ve (3.7.9) eşitlikleri yardımıyla  

1

1

1

1

λ

η
λ

∆
=

∆
−=

b

a
                                                                                                          (3.7.10)    

bulunur. O halde (3.7.1) kapalı denklemleri verilen 2M  yüzeyinin ortonormal vektör 

alanları  

2
1

1
1

2

1
1

1
1

ϕ
λ

ϕ
λ

η

ϕ
λ

gradgradn

gradn

∆
+

∆
−=

=

                                                                         (3.7.11) 

biçimine dönüşür (Aminov ve Szojewski 2004). 

Tanım 3.7.1.: (3.7.1) de verilen 1ϕ  ve 2ϕ  türevlenebilir fonksiyonlar açık denklem 

olarak

                                                               

 

0),(),,,(
0),(),,,(

42143212

32143211

=−=
=−=

xxxgxxxx
xxxfxxxx

ϕ
ϕ

                                                                       (3.7.12) 

biçiminde tanımlanırsa 𝑀2 ⊂ ℝ4 yüzeyi parametrik olarak
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( ) ( ) ( )( )αααα ,,,,,, tgtfttx =                                                                                   (3.7.13) 

Monge yaması ile verilen bir regüler yüzeydir (Bulca ve Arslan 2013). 

Böylece bu yüzeyin tanjant uzayı 

( )
( )ααα gfx

gfx ttt

,,1,0
,,0,1

=
=

 

vektörleri tarafından gerilir. Buradan 2M  nin 1.temel form katsayıları 

 
22

22

12

22
11

1,

,

1,

αααα

ααα

gfxxg

ggffxxg

gfxxg

ttt

tttt

++==

+==

++==

                                                                                  (3.7.14) 

dir. Buradan 2
122211 gggg −=  sıfırdan farklı olduğundan ( )α,tx  yaması regülerdir.  

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir.  

Teorem 3.7.2.: (3.7.13) parametrizasyonuyla verilen yüzeyin Grassmann görüntüsü 

olan 2Γ  yüzeyinin parametrizasyonu 

( )( )



























−

−

−

==

1

1,),(

α

α

αα

αψα

f
g

f
g

gfgf

g
txtr t

t

tt

                                                                (3.7.15) 

dır.  

İspat. 2M  yüzeyi (3.7.13) parametrizasyonuyla verilen bir yüzey olsun. Böylece (3.1.5) 

kullanılarak 
g
xxq t α∧

=  vektörü bileşenleri  
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g
p

g
fp

g
gp

g
fp

g
gp

g
gfgfp

t

t

tt

1
34

24

23

14

13

12

=

−
=

=

−
=

=

−
=

α

α

αα

 

dir. Böylece (3.7.15) ile (3.3.8) eşitlikleri yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Tanım 3.7.3.: 2M yüzeyi  

( ) ( )
( ) ( ) αα

αα
sin,
cos,

trtg
trtf

=
=                                                                                                   (3.7.16) 

parametrizasyonu ile verildiğinde 𝑀2 ⊂ ℝ4  ye Aminov yüzeyi denir. Burada ( )tr

türevlenebilir fonksiyondur (Aminov 1994), (Bulca ve Arslan 2013). 

Teorem 3.7.2 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 3.7.4.: (3.7.16) parametrizasyonu ile verilen Aminov yüzeyinin Grassmann 

görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi  



























′−

′
′

=



























==

1
sin
cos
cos

sin
1)),((),(

34

24

23

14

13

12

α
α
α

α

λ
αψα

r
r
r

r
rr

p
p
p
p
p
p

txtp                                                           (3.7.17) 

parametrizasyonuna sahiptir. Burada 
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( ) 011 22 ≠′++= rrλ  

türevlenebilir fonksiyondur.     

Teorem 3.7.5.: (3.7.16) parametrizasyonu ile verilen Aminov yüzeyinin Grassmann 

görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde yatması için gerek ve 

yeter koşul 

.2)( cttr +±=                                                                                                      (3.7.18) 

olmasıdır.       

İspat. (3.4.1) ve (3.7.17) deki eşitlikler yardımıyla 

( ) ( )

( ) ( ) ,cos

,sin

,1

23143

42132

34121

λ
αξ

λ
αξ

λ
ξ

−−′
−=+=

−−′
−=+=

′+
=+=

rrpp

rrpp

rrpp

     ( ) ( )

( ) ( ) ,cos

,sin

,1

23143

42132

34121

λ
αη

λ
αη

λ
η

−+′
−=−=

−+′
−=−=

−′
=−=

rrpp

rrpp

ffpp

           (3.7.19)  

bulunur. Basitliğin hatırına  

γ
λ

γ
λ

sin,cos1
=

−′
=

′+ rrrr
                                                (3.7.20) 

σ
λ

σ
λ

sin,cos1
=

+′
=

−′ rrrr
                                                                            (3.7.21) 

 

alınırsa  (3.7.19) deki eşitlikler 

( )
( ),cossin

,sinsin
,cos

3

2

1

αγξ
αγξ

γξ

−−=
−−=

=

     ( )
( ),cossin

,sinsin
,cos

3

2

1

αση
αση

ση

−−=
−−=

=

                                                      (3.7.22) 

biçimine dönüşür. Böylece (3.7.22)  denklemlerinde 
2
πγ =  veya 

2
πσ =  alınırsa 2

1S   

veya 2
2S  çemberi elde edilir. Buradan şu diferansiyel denklemi elde ederiz. 
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01 =′+ rr , 01 =−′rr  

Bunların sıfırdan farklı çözümü cttr +±= 2)(  veya cttr +−±= 2)(  olarak bulunur. 

Bu da bize teoremin ispatını verir � 

 

3.8.  ℝ4 de Tensör Çarpım Yüzeylerinin Grassmann Görüntüleri 

𝑀2 ⊂ ℝ4 yüzeyi  

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),( uvuvuvuvvux βαβα=                                                (3.8.1)   

parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey ( )uuuc sin,cos)(1 =  çemberiyle 
( ) ( )( )vvvc βα ,)(2 =  düzlemsel eğrisinin tensör çarpım yüzeyidir (Arslan ve ark. 2001). 

2M  nin tanjant uzayı  

)sin,sin,cos,cos(
)cos,cos,sin,sin(

uuuux
uuuux

v

u

βαβα
βαβα
′′′′=

−−=
 

vektörleri tarafından gerilir. Böylece 2M nin 1.temel form katsayıları  

( ) ( )22
22

12

22
11

,

0,

,

βα

βα

′+′==

==

+==

vv

vu

uu

xxg

xxg

xxg

                                                                                      (3.8.2) 

dır.  

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 3.8.2.: (3.8.3) parametrizasyonuyla verilen tensör çarpım yüzeyinin 
Grassmann görüntüsü olan 2Γ  yüzeyi  



























′−′
′

′−′−

′−′−

′
′−′

=

uu

uu
uu

uu

vup

sincos)(

cossin
cossin

sincos)(

1),(
22

22

βαβα
αα

βαβα

βαβα

ββ
βαβα

λ
                                                                    (3.8.3) 

parametrizasyonuna sahiptir. Burada  
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2
122211

2 ggg −=λ  
2M  nin Riemann metriğidir. 

İspat. 
λ

vu xxq ∧
=  bivektörünün bileşenleri  

λ
βαβα

λ
ββ

λ
βαβα

λ
βαβα

λ
αα

λ
βαβα

uupq

pq

uupq

uupq

pq

uupq

sincos)(

cossin

cossin

sincos)(

1234

3124

22

1423

22

2314

4213

3412

′−′
==

′
−==

′−′−
==

′−′−
==

′
−==

′−′
==

                     (3.8.4)                    

dır. Böylece (3.8.4) deki bileşenler (3.3.8) de yerine yazılırsa (3.8.3) elde edilir.                                         

Buradan aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 3.8.3.: (3.8.1) parametrizasyonuyla verilen tensör çarpım yüzeyinin Grassmann 

görüntüsü olan 2Γ  yüzeyinin 2
2

2
1 SS ×  çarpım manifoldu üzerinde yatması için gerek ve 

yeter koşul 2M  nin Clifford tor yüzeyi olmasıdır. 

İspat. (3.4.1) ve (3.8.4) eşitlikleri yardımıyla 

λ
βαβαξ

λ
ααββξ

ξ

′+′
−=+=

′−′
=+=

=+=

23143

42132

34121 0

pp

pp

pp

                                                                                    (3.8.5) 

ve  
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( ) ( )

( ) ( )
λ

βαβαη

λ
ααββη

λ
βαβαη

upp

pp

upp

2cos

2sin

23143

42132

34121

−′−′
=−=

′+′
=−=

−′−′
=−=

                                                                    (3.8.6) 

bulunur. Böylece basitliğin hatırına   

( ) ( ) ψβαβαθβαβα
µααββφααββ
=′−′=′+′−

=′+′=′−′

,
,

                                                                        (3.8.7) 

olarak alabiliriz. Buradan  
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−
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                                                                                    (3.8.9)                   

elde edilir. Böylece sabit=ψ  ve 0=µ  değerleri alındığında (3.8.9) parametrizasyonu                 
2
2S  küresi üzerinde yatan bir çember belirtir. Buradan sabit=ψ  ve 0=µ  değerleri 

(3.8.7) de yerine yazılırsa  

,0
,

=′+′
=′−′

ββαα
βαβα c

                                                                                                        (3.8.10) 

bulunur. Böylece (3.8.10) diferansiyel denklem sisteminin aşikar olmayan bir çözümü  
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dir. Yani 2M  yüzeyi  ℝ4 de yatan bir Clifford tor yüzeyi olacaktır.  
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	Son 40-45 yıldır diferansiyel geometride Grassmann manifoldları konusunda artan bir ilgi görülmektedir. Grassmann manifoldları klasik anlamda diferansiyellenebilir manifoldlar olup bunların topolojileri iyi tanımlıdır.
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	Burada  meridyen eğrisi ve dir. Eğer  ya da alınırsa (1.1) denklemi ile verilen yüzey (basit) rotasyon yüzeyi olarak adlandırılır. Gauss eğrilikli rotasyon yüzeylerinin bir karakterizasyonu (Wong 1946) ve (Cuong 2012) de verilmiştir. Eğer  meridyen eğ...
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	,ℝ-n., n-boyutlu Öklid uzayı (n1) olmak üzere ,ℝ-n.,ℝ-n. den ,ℝ-N. ye  tanımlı
	:,ℝ-n.,ℝ-n.,ℝ-N.;,ℝ-N.                 (3.1.1)
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