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OZET

Bu tezde, diizgiin figiirler ele alinmis ve cinsi kiigiik olan ylizeyler {izerinde

siiflandirilmalar: verilmistir.

Kiire iizerindeki diizgiin figiirlerin neler oldugu ortacagda Kepler zamanindan
beri bilinmekteydi. Tor ylizeyi iizerindeki diizgiin figiirlerin neler olabilecegi de Coxeter

ve Moser tarafindan ortaya konulmustur.

Y onlendirilebilir ylizeyler tizerinde diizgiin figiir kavramu ilk olarak 1978 yilinda
tanimlanmis ve tiim Ozellikleri elde edilmistir. Yonlendirilemez ylizeyler tlizerindeki

diizgiin figiirler ise son yillarda ele alinmaya baglamstir.

Biz burada cinsi 7’ye kadar olan yiizeyler lizerindeki diizgiin figiirlerin

siniflandirmasini elde ettik.

Birinci boliimde tezde kullanilan bazi temel kavramlar gerektigi oranda

hatirlatilmastir.

Ikinci boliimde diizgiin figiir ve bununla ilgili kavramlar tanimlanmus, temel
sonuglar verilmistir. Ayrica cinsi 7°ye kadar olan yiizeyler iizerindeki diizgiin figiirlerin

siiflandirmasini da bu bolumde verdik.

Ucgiincii boliimde ise konuyla yakindan alakali olan Hecke gruplarmin diizgiin
figtirlerle olan iliskisini ortaya koyduk. Basitce sdylemek gerekirse, diizgiin figiirlerin

bilinmesi, Hecke gruplarinin normal altgruplarinin bilinmesi problemine denktir.



ABSTRACT

In this thesis, regular maps are considered and their classification on some

surfaces of small genus is given.

The regular maps on the sphere have been known since Kepler. Coxeter and

Moser gave the classification of the regular maps on torus.

Regular maps on orientable surfaces have, first, been defined in 1978 and all
their properties are obtained. Regular maps on non-orientable surfaces are considered in

recent years.

Here we obtained the classification of all regular maps on surfaces up to genus 7.

In the first chapter, some preliminaries necessary for the following chapters are

recalled.

In the second chapter, regular maps and the related notions are defined and some
fundamental results are obtained. Further, the classification of all regular maps on

surfaces up to genus 7 is given here.

In the third chapter, the relation of regular maps with Hecke groups is given.

Simply, knowing regular maps is equal to knowing normal subgroups of Hecke groups.
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0.GIRiS

0.1. Temel Bilgiler

Bu calismanin amaci, ayrik gruplar teorisinde ve diizgiin figiirler teorisinde
Oonemli bir ara¢ olan iliggen gruplari kavramini incelemek; diizgiin figiirleri ve ayrik
gruplarin en iyi bilinen 6rneklerinden olan Hecke gruplartin1 tanimlamak ve aralarindaki

iligkiyi ortaya koyarak bilinen sonuglardan yenilerini elde etmektir.

Ucggen gruplari, birgok ayrik grubun bdliim grubunun izomorfik oldugu yapilar
olarak ortaya g¢ikmaktadirlar. Ayrik gruplarin bolim gruplart da diizgiin figiirlere

karsilik geldiginden bu ii¢ kavram birbirine ¢ok siki bir sekilde baglidir.
Hecke gruplari ilk olarak 1936’da E.Hecke tarafindan c¢alisilmustir.

R(z)=- 1 ve S(z)=- !
Z Z+ 4,

seklinde iki trete¢ tarafindan {iretilen ve PSL(2,R)’nin ayrik bir alt grubu olan

gruplardir ve H( 4, ) ile gosterilirler.

q =3, 4,5 ve 6 icin en 6nemli Hecke gruplar elde edilir. Bunlardan ilki
I'=H(A;) moduler grup olarak da bilinir. ¢ = 4 ve 6 igin A, = V2 ve A = V3 olup

H(+/2) ve H(+/3) gruplar elde edilir.



altin oran olup H(A4;) de en cok calisilan dordiincii

145
2

q=35i¢in A, =

Hecke grubudur.

Her ayrik grubun bir simgesi vardir. Bir Hecke grubunun simgesi de

(0;2,q;1)

seklindedir. Ornegin; modiiler grubun simgesi (0; 2, 3; 1) *dir.

Verilen bir G, grubundan ¢ikan tiim epimorfizmlerin ¢ekirdekleri hesaplanarak
G,’ in normal alt gruplarinin belirlenebilecegini hatirlarsak, Hecke gruplarinin normal

altgruplarini belirlemede de bu sonugtan faydalanabiliriz. Adina Gggen grubu denilen

ve (g;1,m;n) seklinde gosterilen bazi gruplardan faydalanarak bu epimorfizmleri

belirleyebilir ve sonrasinda da normal altgruplar1 elde edebiliriz. Bizim ilgilendigimiz

ticgen gruplarinda ileride gorecegimiz sebeplerden dolay1 | = 2 alinacaktir.

Uggen gruplar1 cins kavramma gore siniflandirilabilirler. Bu simiflandirma
sayesinde normal altgruplar1 da ilizerinde hareket ettikleri yiizeylerin cinslerine gore

siniflandirmak miimkiin olmaktadir.

Biz bu tezde cinsi 0 (kiire yiizeyi) ve cinsi 1 (tor ylizeyi) olan iki temel yiizey ile

baslayip cinsi 7°ye kadar olan siiflandirmay1 yapacagiz.
Kiire iizerindeki iicgen gruplari

(m=-2)(n-2) <4



sartin1 saglamalidir. Bunlarin da bazi dejenere gruplar hari¢ devirli, dihedral, Az, S4 ve

As olduklarini gorecegiz.

H(4,) Hecke gruplarindan uygun tiggen gruplari izerine epimorfizmler

tanimlayarak her bir epimorfizmin ¢ekirdegi olarak bir normal alt grup elde edecegiz.
Dolayisiyla tiggen gruplarinin iyi bilinmesi hem Hecke gruplarinin normal alt
gruplariin belirlenebilmesinde; hem de bunlara karsilik gelen diizgiin figiirlerin elde

edilmesinde olduk¢a 6nemlidir.



1. ON BIiLGILER

Bu boliimde ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlari tanimlayacagiz
ve bazi temel sonuglari verecegiz. Bu sonuglarin ispatlart sayilar teorisi ile ilgili

literatiirde bulunabilir.

1.1. PSL(2,R)

Bu kisimda bu ¢alismada ele alinan gruplarin hepsini alt grup olarak kapsayan

bir gruptan s6z edecegiz. Bu, projektif gruplar dedigimiz gruplardan biri olan PSL(2, R)

grubudur.

PSL(2,R) = {T(z) =

a,b,c,de R,ad —bc =1}

seklinde tanimlanir. Notasyondaki 2, almman 7(z) elemanlarina kars1 gelen matrislerin

2x2 kare matrisler oldugunu, R ise katsayilarin reel sayilar oldugunu gosterir. R yerine
baska cebirsel yapilar da alinabilir. Ornegin, Z alinirsa PSL(2, Z) modiiler grubu, Z[i]
halkas1 aliirsa PSL(2, Z[i]) Picard grubu, C almirsa PSL(2, C) grubu ve son olarak

Ag=2cosm/q,qeN,q=>3 olmak iizere PSL(2, Q[/lq} ) Hecke grubu elde edilir.

Bunlarin tiimii ayrik gruplar teorisinde 6nemli yer tutan ve ¢ok ¢alisilmis gruplardir.

1.2. Ayrik Gruplar

PSL(2, R) grubu, iist yar1 diizlemi kendi {izerine 1-1 resmeden en genis gruptur.



Tamm 1.2.1. T < PSL(2,R) olsun. Ust yar1 diizlemdeki her x noktasinin, x in I' nin
elemanlar1 altindaki goriintiilerinin  hi¢ birini bulundurmayan bir komsulugu
bulunabilirse, I" ya ayrik grup denir.

Bagka bir deyisle, iist yar1 diizlemdeki her x noktas1 ve her y €I igin dyle bir

€>0 sayis1 bulunabilir ki D(x,&) N {y(x)} = olur.

1.2.1. Sekil. Ust Yar1 Diizlemdeki Ayrik Grup

oY1(x)

oX

a(®) o¥2(x)

v
»

Bir I' ayrik grubunun asagidaki gibi bir temsilinin oldugu bilinmektedir.

Uretecler:

ay,by,....aq,b, (hiperbolik iiretegler)

Xy X550y X, (eliptik tiretecler)
Dy Pyseens P, (parabolik iiretecler)
hyohy,.h, (hiperbolik kenar tiretegleri)

Bagintilar:

g r t u
xjmj = H[ai’bi]ijHpthl =1

=1 j=l k=l =l



Burada  m; >2 tamsayilart eliptik iireteglerin mertebeleri olup grubun

periyotlar1 adinm1 alirlar. Gruptaki sonlu elemanlar sadece eliptik elemenlerdir. Bunlar

sabit noktalar etrafinda 27 /m j radyanlik donmelerdir.

Parabolik elemanlar1 da iist yar1 diizlemde birer kayma (6teleme) olarak

distinebiliriz. Ag¢ikc¢a bunlarin mertebeleri sonsuzdur.

Tamm 1.2.2. Parabolik elemanlarin olusturdugu denklik siniflarinin sayisina grubun

parabolik sinif sayisi denir.
Gosterimdeki t sayis1 grubun parabolik sinif sayisidir.

I, yukanidaki gosterime sahip bir grup olsun ve iist yar1 diizlemi U ile

gosterelim. PSL(2, R), U lizerinde hareket ettiginden (yani {ist yar1 diizlemdeki noktalari

yine st yar1 diizlemdeki noktalara doniistiirdiigiinden) /7~ alt grubu da U/ boliim

ylizeyi lizerinde hareket edecektir. U//" nin bir Riemann yiizeyi oldugu bilinmektedir.

Bu c¢alismada ele alinacak gruplara karsi gelen Riemann yiizeyleri kompakt,
baglantili ve yonlendirilebilir olacaktir. Bunlarin ise Riemann kiiresi, tor ya da torlarin
baglantili toplamina homeomorfik olduklar bilinmektedir.

Bu tezde ele alinacak Ayrik gruplar i¢in u=2 olacaktir

I, yukaridaki gosterime sahip bir Ayrik grup olsun. Bu taktirde 7 y1 karakterize

eden bir kavramdan s6z edebiliriz. Buna gore / nin simgesi;

(g; m,, .., m.; oo(”) yada (g; m;,...mt)



seklinde ifade edilebilir. Buradaki m; ’ler ve t sayis1 yukarida tanimlandigi gibidir. g

sayisi ise /" nin iizerinde hareket ettigi boliim uzayr olan U//" Riemann yiizeyinin

cinsidir.
t parabolik simif sayisi, simgedeki oo’larin sayisini gosterdiginden bazen

parabolik elemanlar da sonsuz mertebeli eliptik elemanlar olarak diisiiniiliir ve sonug

olarak yukarida verilen I' nin simgesi;

seklinde karsimiza ¢ikabilir.

Literatiirde ¢ok kullanilan Ayrik gruplar, modiiler grup ve Hecke gruplaridir.

1.3. Hecke Gruplan

Hecke gruplari ilk olarak 1936’da E.Hecke tarafindan c¢alisilmustir.

R(z)=- 1 ve S(z)=— ")

seklinde iki lireteg tarafindan iiretilen ve PSL(2,R)’nin ayrik bir alt grubu olan gruplardir

ve H(4,) ile gosterilirler.

Burada qeN,q>3 olmak tizere 4, = 2cos% seklinde bir cebirsel sayidir.

Hecke gruplarinin soyut grup yapilari



H(A,)=(R,S|R* =$" =T) (1)

seklinde olup, mertebeleri 2 ve q olan iki devirli grubun serbest ¢carpimina izomorftur.

Burada R ve S iireteglerinin ¢arpimi T(z) =2z +, olup sonsuz mertebelidir.

q = 3, 4, 5 ve 6 i¢gin en 6nemli Hecke gruplart elde edilir. Bunlardan ilki

I'=H(A,) moduler grup olarak da bilinir. ¢ = 4 ve 6 i¢in 4, = V2 ve As = V3 olup

H (\/5 ) ve H (\/g ) gruplari elde edilir.

1+\/§

2

qg =5 igin A = altin oran olup H(A4;) de en ¢ok calisilan dordiincii

Hecke grubudur.

Her ayrik grubun bir simgesi vardir. Bu simge, grubun iizerinde hareket ettigi
Riemann ylizeyinin cinsi g; parabolik (sonsuz mertebeli) iireteclerin sayisi t ve eliptik

(sonlu mertebeli) iireteglerin mertebeleri m,, m,, ..., m, olmak iizere;

(g;m,,...m,t) (2)

seklindedir.

Sekil. 1.3.1. Tor yiizeyi ve iki torun baglantili toplami



Burada bahsedilen Riemann yiizeyinin cinsi; yiizeyin delik sayisi olarak da
diisiiniilebilir. Ornegin kiire yiizeyi deliksiz oldugundan cinsi 0 iken; 1.3.1. Sekil’de
goriilen tor ylizeyinin ki /, hemen sagindaki iki torun baglantili toplamiyla elde edilen
ylizeyin cinsi ise 2’dir. Daha fazla tor yiizeyi toplanarak daha yiiksek cinse sahip

yiizeyler de elde edilebilir.

Sonug olarak bir Hecke grubunun simgesi
(0:2,9;1) 3)
seklindedir. Ornegin; modiiler grubun simgesi (0; 2, 3; 1) *dir.

Grup teorisinin temel sonuglarindan birisi de verilen bir grubun normal alt

gruplarinin bulunmasina imkan saglayan asagidaki sonugtur:

Teorem 13.1. 6:G, > G, bir epimorfizm ise Kerf <G, dir ve

G, =G 5
’ %(er@ dir.

Bu teorem ile verilen bir G, grubundan ¢ikan tiim epimorfizmlerin ¢ekirdekleri

hesaplanarak G,’ in normal alt gruplar1 belirlenebilir.

1.4. Ucgen Gruplan

A ile sekilde gorillen ve agilart w/l, i/m ve z/n olan hiperbolik iiggeni

gosterelim.



%

B

1.4.2. Sekil. Uggen grubu

Ozel olarak / = 2 alacagiz. Ciinkii R =1’dir. Dolayisiyla A’nm agilari

n/l, i/m ve z/n’dir. Bu hiperbolik iiggenin ii¢ kenarindaki yansimalar o,,0,, o,

olsun. Bu ii¢ yansima ile iiretilen grubu I'" ile gdsterelim:

*

r =<01,O'2,63‘012 =0, =O'32> “4)

Burada x=o0,0, ve y = 0,0, alalim. Bu durumda

oldugu agiktir. O halde yx = ,0, olacagindan (yx)* =1 dr.
I'" grubunun x ve y ile iiretilen alt grubunu ele alalim:

F=(ryl"=y"=@) =1) 5)

10



Bu I' grubunu A(2, m, n) ile gosterip adina tiggen grubu diyecegiz. Simdi 6nemli bazi

ticgen gruplarinin siiflandirmasini yapacagiz.

[lk olarak cinsi 0 olanlari ele alalim. Bunlarin saglamasi gereken bagit:

I 1 1
—<—4— 6
2 m n ©)
oldugundan bu bagint1
(m-2)(n-2)<4 (7)

sekline doniislir. Bu bagintiy1 saglayan (m,n) dogal say1 ikilileri bize kiire iizerinde

(cinsi 0) hareket eden tiim iiggen gruplarini verecektir.

Ik olarak m = 2 (veya n = 2) olursa buna karsilik hangi n (veya m) dogal sayis1
alimirsa alinsin (7) bagintis1 saglanir. Dolayisiyla (0; 2, 2, n) (veya (0, 2, m, 2)) seklinde
sonsuz elemana sahip iiggen grubu smiflar1 elde edilir. Bunlar dikkatle incelendiginde

sirastyla D, (veya D,,) dihedral grubuna izomorfik olduklar1 goriiliir.

Ozel olarak (1, n, n) iiggen gruplar1 da C, devirli gruplarina izomorftur ve ilk

bilesen 2 olmayip 1 oldugundan bu durum dejenere durum olarak ele alinir.

Bunlar disinda (7) bagintisin1 saglayan sonlu sayida (m,n) ikilisi daha mevcuttur.
Bunlar, (3,3), (3,4) ve (3,5)’tir. Bu ikililere karsilik gelen liggen gruplari ise (0; 2, 3, 3),
(0; 2, 3, 4) ve (0; 2, 3, 5)’ tir. Bu licgen gruplarin grup yapilar sirasiyla Az, Sy ve
As dir.

11



1.3.1. Teorem geregi H(A,) Hecke gruplarindan, uygun iiggen gruplari

lizerine epimorfizmler tanimlayabilirsek her bir epimorfizmin ¢ekirdegi olarak bir
normal alt grup elde edebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla liggen gruplarmin iyi
bilinmesi hem Hecke gruplarmin normal alt gruplarinin belirlenebilmesinde; hem de

bunlara karsilik gelen diizgiin figiirlerin elde edilmesinde olduk¢a dnemlidir.

1.5. Devirli Gruplar

tiretilebilen en basit gruba devirli grup denir.

Cy, ’in, 9- Euler fonksiyonu olmak iizere 9(n) tane iireteci vardir. Bunlar

(k, n)= 1 olmak tizere; oX "lardir. Ornegin; C4 = <a‘a6 = I> grubunun iretegleri o ve

o tir.
Mertebesi asal olan her grup devirlidir. Ayrica vn e N i¢in C,, mevcuttur.
Son olarak,

Teorem 1.5.2. (m, n)= [ ise C, xC, =C,, , "dir.

Yukaridaki teoremden faydalanarak devirli gruplarin bazen kullanilacak olan iki

lireteli gdsteriminden de bahsedebiliriz. Ornegin;

C4 =C, xC; z<a‘a2 =I>X<B‘B3 =I>

E<0L,|3‘oc2 oy :I,aB=Ba>

12



Teorem 1.5.3. vneN igin C,=(/,n,n) ve Vm=2kkeN" igin C,=(2k,2k)

seklinde birer gosterime sahiptirler.

Ispat: Ikinci ifadeyi bundan 6nceki drnekten sezgisel olarak genellestirmek kolaydir.

[lkini ispatlayalim:

(1,n,n);<ot,[3‘oc] =p" =(ap)" :1>
(8[s"=1)
C

n

R

I

Devirli gruplar, bir diizglin cokgenin donmeleri grubu olarak diisiintilebilir. Son

olarak tanimdan;
|Cn| =N
oldugu aciktir.

1.6. Dihedral Gruplar

Tanim 1.6.1. D, ;<oc,B‘oc2 :B2 =(op)" :I> grubuna veya buna izomorfik bir gruba

dihedral grup denir.

Dy, , bir diizgiin n-genin tiim simetrilerinin (yon koruyan ya da korumayan)
grubudur.

Dy, ’in bir {iggen grubu oldugunu gosterelim. (2, 2, n), (2, n, 2) veya (n, 2, 2)
seklindedir. D, grubundaki elemanlardan bazilar1 C,,’de de mevcuttur. Aslinda
D, =C, voaC,, a ¢C, seklinde yazilabilir. Yani, C,, <D, ’dir ve indeksi 2’dir. Diger

koset ise yon korumayan tiim elemanlari (yansimalar) igerir.

13



Dy |=2n

oldugu agiktir.

1.7. Simetrik ve Alterne Gruplar

Tamm 1.7.1. n elemanin tiim permutasyonlarindan olusan gruba n eleman iizerindeki

simetrik grup denir. S, ile gosterilir.
Tanimdan anlagilacagi gibi S, |=n/ dir.

Her permiitasyon 2-devirlerin (taranspozisyonlarin) carpimi olarak
/
yazilabilir. S, ’deki n? eleman bu sekilde yazildiginda ¢ift sayida transpozisyon elde

edildigi goriiliir. Bu elemanlara ¢ift permutasyon, digerlerine de tek permitasyon denir.

Cift permutasyonlar bir alt grup olusturur, bu gruba alterne grup denir ve A, ile

/
gosterilir. A, <S, ’dir ve indeksi 2°dir. |An| = n7 oldugu benzer sekilde goriiliir.

Genelde karmagik bir yapiya sahip olan simetrik ve alterne gruplardan bizim

karsimiza ¢ikacak olanlarin tiggen grubu olarak ifadeleri asagida verilmistir:

A, =(233)
S,=(234)
As=(2,3.5)

14



1.8. Seviye, Parabolik Simf Sayisi ve indeks

N, H(4,) nun sonlu p indeksli bir normal alt grubu olsun. N’nin parabolik

siif sayist olan t’yi yukarida tanimlamistik. % oranina N’nin seviyesi (level) denir ve

genelde n ile gosterilir. Daha kesin olarak n, T" = (RS )" € N olacak sekildeki en kiiciik

pozitif tam sayidir. p =n.7 olduguna dikkat ediniz.

1.9. Diizgiin Figiirler
Tammm 1.9.1. Sonlu, baglantili bir G grafinin kompakt, baglantili (ve bizim
inceleyecegimiz durumlarda yonlendirilebilir) bir S yiizeyine S-G ¢okgenlerin bir ailesi
olacak sekilde gémiilmesine S tizerinde bir figlr denir.

Bir figiir kose, kenar ve yiizlerden olusur.
Tamm 1.9.2. Eslenik (dual) figlir ayn1 ylizey iizerinde bulunan, ancak esas figiiriin

koselerini yiiz merkezleri, yiiz merkezlerini ise kose kabul eden yeni bir figlirdiir. Kiip

ile diizgiin sekiz yiizlii gibi (Sekil. 1.9.1.).

1. 9. 1. Sekil. Kiip ve Diizgiin Sekiz Yiizli

Tamm 1.9.3. M bir figiir olsun. M’nin her bir yiiziniin kenar sayilarinin ekok’una

M’nin yiiz katliligi (face valency), M’nin her bir kosesinden c¢ikan kenarlarinin
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sayilarinin ekok’una da M’nin kose katliligi (vertex valency) denir. Bunlar sirasiyla m

ve n ise M’nin tipi {m, n!’dir denir.

Ornegin; kiip {4,3}, diizgiin sekiz yiizlii {3,4}, diizgiin dort yiizlii {3,3} tipinde

figiirlerdir. (Bunlar ayn1 zamanda birer diizgiin figiirdiir.)

Orneklerden de goriiliir ki, {m,n} tipinde bir figiiriin eslenigi {n,m} tipinde bir
figlirdiir.

Otomorfizmlerden bahsedebilmek i¢in ok (dart) adimi vercegimiz bir

kavramdan faydalanacagiz.

Tamm 1.9.4. S’nin, M’nin oklarinin sirasin1 koruyan bir yon koruyan homomorfizmine
M’nin bir otomorfizmi denir. Tim otomorfizmler AutM ile gosterilen bir grup

olusturur.

AutM grubu Q iizerinde gegismeli ise ( yani bir oktan bir bagkasina AutM’ de

bulunan bir elemanla gidilebiliyorsa) M’ye bir duizgtin figuir denir.

Sezgisel olarak kiip, diizgiin dort yiizlii, diizgiin sekiz yiizlii gibi figiirlere, yani

her kdsesinden bakildiginda ayni goriinen figiirlere diizgiin figiir diyecegiz.

Diizgiinliik, figiirlerin olduk¢a 6nemli bir 6zelligidir. Jones-Singerman [10],
(2,m,n) tiri Ug¢gen gruplarmin (Hecke gruplar1 da dahil) normal alt gruplar ile {m,n}
tipindeki diizgiin figiirler arasinda 1-1 bir eslemenin mevcut oldugunu gostermistir. Bu
eslemeden faydalanarak, bu c¢aligmada da bilinen Hecke gruplarinin alt gruplan

hakkinda, bu alt gruplardan da diizgiin figiirler hakkinda bilgi edinecegiz.
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2. DUZGUN FiGURLERIN SINIFLANDIRILMASI

2.1. Giris.

Diizgiin figiirler ile ilgili calismalar daha once de belirtildigi gibi 1619°da
Kepler tarafindan baslatilmistir. Kepler, diizgiin dodecahedron {5,3}’ten baslayarak
belirli iglemler yardimiyla cinsi 4 olan bir ylizey iizerinde 12 besgenden olusan bir figiir

olan {5/2, 5} yildiz ¢okgenini elde etmistir.

Konu ile ilgili modern ¢aligmalar iki kaynaktan ivme almistir. Bunlardan biri
otomorfik fonksiyonlar, digeri ise 4-renk problemidir. Ilkinden cinsi 3 olan bir yiizey
tizerinde 2 tane figiir elde edilmistir. Bunlar 24 yedigenden ve 12 sekizgenden olusan
figiirlerdir. Ikinci konudan da tor yiizeyi iizerinde 2 figiir elde edilmistir. Bunlardan biri

7 altigen, digeri 5 dortgenden olugmaktadir.

1922°de Errera, cinsi 2 olan bir yiizey iizerindeki diizgiin figiirlerin sistematik

bir siniflandirmasini yapmustir.

Buraya kadar yapilan ¢aligmalar, tamamen yOnlendirilebilir ylizeyler lizerinde
olmustur. Yonlendirilemeyen yiizeyler lizerindeki ilk ¢alismalar Tietze (Tietze 1932)

tarafindan yapilmistir.

Cinsi 0 olan bir ylizey (kiire) iizerindeki diizglin figiirlerin siniflandirilmasi
uzun zaman once yapilmistir. Kati cisimlerle ¢alisan geometriciler, “5 platonic solids”
adi verilen kiip, octahedron, tetrahedron, icosahedron ve dodecahedronun bir¢ok

ozelliklerini incelemislerdir.

Bunlar disinda kiirenin “meridyen”lerinden olusan diizgiin figiirler ile bunlarin
duali (eslenigi) olan ve ekvator {lizerinde kalan n noktanin kiireyi {ist ve alt yarilarina

boldiigi diizgiin figiirler de mevcuttur (Sekil 2.1.1).



{2,n} {n,2}

Sekil 2.1.1. Kiire tlizerinde bazi1 diizgiin figiirler
Bunlarin sayis1 n € N sayisina bagli oldugu i¢in sonsuz ¢okluktadir.

Cinsi 1 olan diizgiin figiirler de cinsi 0 olanlar gibi tamamen bilinmektedir.
Bunlar (Jones ve Singerman 1978), (Coxeter ve Moser 1957)’da ayrintili olarak ele

alimustir.

b ve ¢ negatif olmayan tam sayilar olmak {izere cinsi 1 olan bir diizgiin figiiriin

{4,4}b o {3,6}b o ya da {6 ,3}b c seklinde olmak zorunda oldugu bilinmektedir.

Cinsi 2 olan diizgiin figiirler de Coxeter-Moser tarafindan siniflandirilmistir.
Bunlarin sayisi cinsi> 2 olan tiim diizgiin figiirlerin sayis1 gibi sonludur (Cangiil 1993).

Cinsi 3 olan diizgiin figiirler F. A. Sherk tarafindan incelenmistir (Sherk 1959).
Cinsi 4, 5, 6 olan diizgilin figiirler Garbe (Garbe 1969), (Garbe 1978); cinsi 7
olanlar da Conder ve Dobcsanyi (Conder ve Dobcsanyi 2001) tarafindan sistematik

olarak simiflandirilmistir

Belirli diizgiin figiir ailelerinin elemanlarinin bulunmasiyla yiiksek cinse sahip

diizgiin figiirlerin bir kisminin elde edilmesi miimkiindiir.
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2.2. Otomorfizmler

Daha o6nceki boliimde de tanimladigimiz gibi, bir figiiriin otomorfizmi; bir
figliri olusturan bagimntilar1 koruyan elemanlarin bir permiitasyonudur. Ciinkii karsilikli
iki yliz veya kose i¢in, bunlarin etrafindaki kenarlarin yine ayni yiiz ya da kosenin
etrafindaki kenarlara ayni ya da ters sirada karsilik gelmesidir. Otomorfizmler agik¢a bir
grup olustururlar ve buna “figiiriin grubu” denir. Bu, bir polihedronun simetri grubunun

dogal bir genellemesidir, fakat metriksel 6zellikler gecerli degildir.

Bir otomorfizm; bir ylizey iizerindeki hareketi ile tanimlanir. Gergekten de eger
bir yiizli tim kenar ve koseleriyle birlikte sabitlersek, o zaman bu yiize komsu olan her

yiiz de ayn1 sekilde sabitlenmis olur ki bunlarin komsu yiizleri de bdylece sabit kalir.

Eger bir figiiriin iki 6zel otomorfizmi varsa bu figiire “dlizgiin”diir denir. Bu
otomorfizmlerden birine R diyelim ki bu bir yiiziin ard1 sira gelen kenarlarinin dairesel
permiitasyonudur ve digeri de bu yliziin ardi sira gelen kenarlarini birlestiren
kosesindeki dairesel permiitasyon olan S’dir (Coxeter 1950). RS bir kenari ters
cevirdiginden diizgiin bir figiiriin otomorfizmleri grubu Ny kose, Ny kenar ve N, yiiz
tizerinde gecismelidir. Bu figiirin bir yiizii p kenarli ve bir kosesinden ¢ikan kenar

sayisi da g ise; bu figiire {p,q} tipindedir denir.

Yukaridaki otomorfizmler; R =S%=(RS)’> =1 bagmtisim saglar ve agiktir
ki; qNg = 2Ny = pN, olur (Threlfall 1932) ve bu figiiriin duali de {q,p} tipindedir.

Threlfall’in “Regelmaessige Zellsysteme” adli siniflandirmasindaki elmanlar bu
anlamda tamamen diizgiin degildir. Errera ve bazi diger yazarlar gibi Threlfall, her

kosedeki kenarlarin ve her yiiziin kenarlarinin da ayn1 sayida olmasini istemektedir.

Ornegin Threlfall’in cinsi 2 olan 14 figiirii verdigi tablosunda (Threlfall 1932-2)

sadece 2., 8., 9. ve son li¢liniin bizim bildigimiz anlamda diizgiin oldugu goriiliir.

RS “yarim donmesi” bir kenarin u¢ noktalarinin yerlerini degistirir ve bir de

bu kenarin iki yiiziiniin yerlerini degistirir. Eger; bu iki yiiziin yerini degistirmeden iki
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kosenin yerini degistiren bir R; otomorfizmi varsa, figiire “yansimalidir” denir (Jones

ve Singerman 1978).

R,R, =RR ve R, =R,R olmak lizere
[p.a]=(R.R,.R:RY =(RR,)" = (R,R)’ =(RR)’ =1

bagintilarini saglayan bu {i¢ “yansima” bir grup iretirler.

Temel bolge; her yiizii, dordii bir kenar etrafinda birlesen 2p liggene ayirarak elde

edilir.

Eger yilizey yonlendirilebilir degil ise, bunun iizerindeki bir diizgiin figiir;
kenarlar1 ters ¢eviren bir yiizii koruyan bir otomorfizme sahiptir ve bdylece iki komsu

yiiziin yonlendirilmesi ortak bir sekilde ters c¢evrilir. Bu otomorfizm R; ile

0zdeslenmektedir. Bu sebepten yonlendirilemeyen bir ylizey iizerindeki her diizgiin

figlir yansimalidir. Eger 4N; ti¢genini doniisiimlii olarak, R ve S renkleri koruyacak

sekilde, beyaz ve siyah ile boyamaya calisirsak neticede bir ¢eliskiye ulasiriz, ¢iinkii iki

komsu tliggen ayni renge sahip olacaktir. Bu iki iicgeni R, birbiri iizerine yansitilan iki

liggen olarak alirsak; R;, R ve S’nin cinsinden tanimlanabilir. Oyle ki;
{R.S}={R,R,,R,}

seklindedir (Brahana 1926).

X(8)=N, =N, +N, =2 oldugunda, diizgiin figiirler sadece {2,q}, {0.2}, {3,3},
{3,4}, {4,3}, {3,5},{5,3} tipindeki diizgiin figiirlerdir.

Teorem 2.2.1.. Kiire iizerindeki her diizgiin figlir yansimalidir.
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Diger taraftan tor tizerindeki (X(S)=0) baz figiirler yansimali olup, bazilar
da degildir. Yansimali olmadig1 durumda R ve S; mertebesi 4N degil, bu sefer 2Ny

olan bir grup iiretirler. Negatif karakteristikli yiizeyler {lizerindeki yansimali-olmayan

diizgiin figiirler Sherk tarafindan bulunmustur (Sherk 1962).

qNg = 2N; = pN, ile x(S)=N,—-N,+N, denklemini birlestirirsek

(X(S) # 0 olacak sekilde) x(S) karakteristikli bir yiizey tizerindeki {p,q} tipli bir figiiriin;

X(S)
N, =2pr,N, = N, =2 =
0 =2Pr.N, = par, Ny =2qr,r =7 — o0 —

bagintilarina sahip oldugunu goriiriiz (Bilinski 1950).

Eger x(S)=0 ise, yani (p-2)(q—2)=4 ise, r igin sonsuz degerlerin

olabilecegini goriiriiz (Coxeter ve Moser 1957).
2.3. Evrensel Ortii

X(S)<2 karakteristikli bir yiizey iizerindeki {p,q} tipli bir figiir; Oklid
yiizeyindeki; diizgiin bir p-genin {p} acist (1-2/p)z olup, buradan; “eger bu agi
27/ ya esitse Q; biiyiikliik olarak p nin ortak bir kosesi etrafinda bulunan acilara esit
olacaktir” seklinde taniml, {p,q} diizglin désemesinin (tesellation) bir pargasi olan bir
acilima sahiptir. Kaplamanin geri kalan yiizleri; hali hazirda oOrtiilmiis olan yiizlerin
tekrarindan olusur. Diger bir deyisle, uygun 6zdeslemeler alinarak, {p,q} evrensel
ortiistinden verilen figiir tiiretilebilir. (X(S)=1 iken, bu projektif diizlemin kiire ile iki
yaprakli (tabakali) bir Ortlisinii olusturur. Bu sonug, antipodal noktalarin

Ozdeslestirilmesiyle elde edilir. Fakat x(S)<0 iken, yani {p,q} sonsuz iken, evrensel

ortii sonsuz ¢oklukta yapraklara sahip olur).

Figlirin grubu bodylece, ya {p,q}'nun ya da [p,q]’nmin bdlim grubu olarak

gosterilir, yani tiim katlanmamis figiiriin bir temel bolge oldugu bir normal alt grubun
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bolim grubudur. Ciinkii bu normal alt grubun A diretegleri higbir noktayi sabit

birakmazlar, bunlar 6teleme ya da kayan yansimalardir. Yiizey eger yonlendirilebilir

ise, kayan yansimalar yon degistirdiklerinden bunlar 6teleme olmak zorundadir.

Boylece figiirlin grubu asagidaki soyut temsile sahiptir:
RP=S9=(RS)’ =1 ve A =1.
2.4. Kiire Uzerindeki Diizgiin Figiirler

Yukarida belirttigimiz gibi kiire {izerindeki diizgiin figiirler sonsuz

cokluktadir. Ancak bunlardan 5 tanesi hari¢ digerleri iki sinifta toplanabilir.

Hatirlanacagi gibi {m,n} tipinde bir diizgiin figiiriin kiire {izerinde olmasi i¢in

gerek ve yeter sart l+l >% olmasiydi. Burada m,n>2 dir. Ciinkii m yadan =1
m n

olsaydi dejenere figiirler olan star (yildiz) figiirler ve serbest uglara (free-edges) sahip

figtirler elde edilir. m = 2 olsa (benzer olarak N = 2 durumu da gdz Oniine alinabilir)
1 >0 yani n > 0 olup her n degeri i¢in kiire lizerinde {2,n} tipinde bir diizgiin figiir
n

mevcuttur. ( N = 2 i¢in bunun duali olan {m,2} tipindeki figiirler elde edilir). m = 3 olsa

l+l >% ve buradan n < 6 elde edilir. N = 2 olmasi durumu yukarida ele alinmisti. N =

3 n
3, 4, 5 durumlarinda sirasiyla {3,3}, {3,4} ve {3,5} tipindeki diizgiin figiirler elde edilir

ki bunlar sirastyla; tetrahedron (diizgiin dortyiizlii), octahedron (diizgiin sekiz yiizlii) ve
icosahedrona (diizgiin yirmi yiizlii) karsilik gelen figiirlerdir. m = 4 ise %+ 1 >% den n
n

< 4 bulunur ki bu da bir tek n = 3 olmas1 ihtimalini verir. (n = 2 durumu yukarida

incelenmisti). Elde edilen yeni figiir {3,4} lin duali olan {4,3}, yani kiiptiir.

m = 5 olsa n < 10/3 ve n = 2 ya da 3 olmasi1 gerekir ki bu da bize yeni bir
diizgiin figiir olarak; {3,5}’in duali {5,3}’1i tiretir ki bu da dodecahedrona (diizgiin on iki
yiizli) karsilik gelir.
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m = 6 oldugunda n < 3 ¢ikar ve yeni bir diizgiin figiir elde edilemez. m>7

olmas1 durumunda da 2 <n <3 sonucu bulunur ki buradan da yeni bir diizgiin

{3,3} Tetrahedron (Diizgiin dortyiizlii)
{4,3} Kip

{5,3} Dodecahedron (Diizgiin on iki yiizlii)
{3,4} Octahedron (Diizgiin sekiz yiizlii)
{3,5} Icosahedron (Diizgiin yirmi yiizlii).

2.5. Tor Uzerindeki Diizgiin Figiirler

Bu durumda l+l >% sart1 saglanacagindan basit hesaplamalar sonucu {m,n}
m n

ikililerinin {4,4}, {3,6} veya {6,3} olmas1 gerektigi bulunur. Bunlar aslinda (Coxeter ve
Moser 1957)’de su sekilde incelenmistir:

Tor Uzerindeki {4,4} Tipindeki Diizgiin Figiirler:

[4,4]* sonsuz grubunun {4,4} figiiriiniin bir yiizii olan temel bir bolgeye sahip 4

indeksli bir normal alt grubu vardir. Bu degismeli alt grup asagidaki iki oteleme ile

aretilir. Bunlar
X=STS ve Y=S°T

dir. Kartezyen eksenler boyunca bu X ve Y 6telemelerine gelince, XY Gtelemelerinin

orijini (X,y) noktasina dteledikleri goriiliir.

ki dik X°Y® ve X °Y® &telemeleri X ve Y ile iiretilene benzer sekilde (ve

bdylece izomorfik olarak) [4, 4]* ‘nin diger bir alt grubunu iiretir.
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Ozel olarak (1,0), (0,0), (0,1), (1,1) koselerine sahip birim kare olarak da
alinabilecek bir dikdortgenin karsilikli kenarlarini 6zdeslestirerek (bir kose, bir kenar ve
bir ylize sahip bir figiir ile ortiilii) bir tor elde edilir.

(b,c), (0,0), (-c,b), (b-c,b+c) seklindeki, alan1 b®+c*> olan daha biiyiik bir
karenin kenarlar1 6zdeslestirilerek de benzer sekilde bir tor elde edilebilir. Bu tor

{ XY, X°Y"} grubu i¢in temel bir bolgedir.

Bu yeni torda buldugumuz {4,4},  figiiriin = b* + ¢’ olmak iizere n kdseye, 2n

kenara ve n yiize sahiptir.

Simdi biitiin olarak {4,4}; {X,Y} temel grubu i¢in bir Cayley diyagrami olarak
kullanilabilir. Boylece {4,4}, ’de {X,Y }/{ X PYe, X°Y"} boliim grubu igin bir Cayley

diyagrami olarak kullanilabilir. Bu da n mertebeli bir gruptur (Coxeter ve Moser 1957).

{4,4},. figliriniin yansimali olmasi igin gerek ve yeter sart bc(b-c)=0

olmasidir. Bu durumda {4,4}, ’nin grubu [4,4] / {X"Y°, X~°Y"}'dir. Burada

X =R,R,RR, ve Y =R,R,R,R,

dir.

Boylece sirayla 8b” ve 16¢” mertebeli {44}, ve {4,4} . gruplary

R12:R22:Rsz:(R1R2)4:(R2R3)4:(R3R1)2:I (2.1)

bagintilarina sirasiyla

(RR,R,R,)’ =1 ve (R;R,R)* =1 (2.2)
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ekstra bagintilarini ekleyerek elde edilir.

Ozellikle {4,4},, torunun bir ytizlii bolinmemis halidir. Benzerlikten {4,4}, /’m
genellestirilmesi olarak cinsi p olan bir yiizey lizerinde bir yiize sahip {4p,4p},,

figiirleri de elde edilebilir.

Diger taraftan yansimali-olmayan {4,4}, _ figiiriiniin grubu 4(b* +c? ) mertebeli

[4,4]* XY, X°Y"}dir. Buda S*=T?=(ST)* =1 bagmtilarma (STS)"(S’T)° =1

ekstra bagintilar1 katilarak elde edilir.

¢ =0 ya da b = c oldugunda, bu grup 2.1. ve 2.2. bagintilariyla verilen grubun 2

indeksli bir alt grubu olur.

Cayley diyagrami olarak {4,4}’ e sahip olan [4,4] lin diger alt gruplarinin;

a) (XY, T:XY =YX, T>=LTXT = X, TYT =Y ')
b) (X,Y,P;XY =YX,P*=Y,P"'XP=X")

©)
(R.R.R,.Y; R*=R” =R’ =1, RY =YR, R'Y =YR', R,RR, =R,R,RR, =R, RYR, =Y )
d) <P,Q,T; P?=Q>T?=1,TPT = Q’1> oldugu bilinmektedir (Coxeter ve Moser 1957).

Tor uizerindeki {3,6} ve {6,3} Tipindeki Diizgiin Figiirler:

3, 6]* sonsuz grubu {3,6} figliriiniin bir ylzinii temel bolge kabul eden 6

indeksli bir normal alt gruba sahiptir. Bu degismeli grup;

25



X =S7'TST,Y =STST,Z =TSTS™' seklindeki ii¢ teleme ile iiretilir. Buradaki X ve Y

aralarindaki 120° lik a¢1 olan 6telemeler olup, orjini X*Y? Gtelemesi ile (x,y) noktasina

tasirlar.

XY ve X °Y® Stelemeleri, aralarinda 120° lik a1 olan Gtelemeler olup (ya
da carpimlar I’y1 verecek Y °Z°,Z°X", X °Y" ii¢ dtelemesi de alinabilir). [3,6]* ‘nin

diger bir alt grubunu iretirler, bu; {X,Y} ya da {X)Y,Z} ye benzerdir (ve boylece

izomorfiktir).

(1,0), (0,0), (-c,b), (b-c,2b+c), (2b,2b+c), ((2b+c,b+2c) koselerine sahip daha
bliyiik altigenin karsilikli kenarlar1 6zdeslenerek de benzer sekilde bir tor elde edilir.
Bunun alan1 b*+bc+c® olup { X**Y°, X °Y"} ya da {Y °Z°,Z°X", X °Y"} grubu

i¢in bir temel bolgedir.

Bu yeni tor iizerinde buldugumuz {6,3}, _ figiiriiniin t=b* +bc+c* olmak iizere

2t kosesi, 3t kenar1 ve 2t liggensel yiizl vardir.

Simdi tim {3,6}; {X,Y,Z} temel grubu i¢in bir Cayley diyagrami olarak
kullamlabilecegi gibi, {3, 6}b . tmertebeli bir grup olan {X,Y,Z}/{Y Z 27X, XY}

boliim grubu i¢inde bir Cayley diyagrami olarak kullanilabilir.

Heawod’un bahsettigi gibi {6,3}21 figiirii yedi renkten daha az renk ile

renklendirilemez.

{3,6}, . ve {6,3}, _ figiiriiniin yansimali olmas i¢in gerek ve yeter sart bc(b-c) =

0 olmasidir. Bu durumda {3,6}, ’nin grubu; [3,6] / { X"*°Y*, X °Y" }"dir. Burada

X =(R3R, )?RyR, ve Y =R;R,(R3R, )?
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Rf =R3 =R$ =(RiR;)® =(RyR3 )° = (RgR; )? =1 dir.
Béylece sirastyla 12b? ve 36¢2 mertebeli {3.6}, , ve {3,6}, _ gruplari;

Rf =R =R§ =(RjRy)’ =(RjR3 )’ =(RgR; )’ =1 (2.3)
bagintilarina sirasiyla

(R{R,R3R,HR3R, )P =T ve (RRyR3R,R5 )% =1 (2.4)
ekstra bagintilarini ekleyerek elde edilir.

Diger taraftan yansimali-olmayan {3,6}, ~ ve {6,3}  figiirlerinin grubu;
6(b*> +bc+c?) mertebeli [3,6]" /{XP™Y® X°vP 1} *dir. Bu da S®=T2=(ST)® =1

bagintisina (S_lTST )b(STS_lT )¢ =1 ekstra bagintilar1 katilarak elde edilir.

¢ =0 ya da b = c oldugunda, bu grup 2.3. ve 2.4. bagintilariyla verilen grubun 2

indeksli bir alt grubu olur.

Cayley diyagrami olarak {3,6} ya da {6,3}’e sahip olan [3,6]’nin diger alt

gruplarinin;

a) <x Y.,Z,S;;XYZ =2YX =1,S7 =1, XS, =Y ,S;Ys, = 2,5;'25, = x>

b) <Sl,82,R;Sf -s¥=(s,S,)® =I,R? =,RS,R =sgl>

oldugu bilinmektedir, (Coxeter ve Moser 1957).
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2.6. Torlarmn baglantih toplamlar1 Uzerindeki Diizgiin Figiirler

Onceki kisimlarda gordiik ki; kiire ve tor iizerindeki diizgiin figiirlerin sayist
sonsuz ¢okluktadir. Akla gelen ilk soru cinsi > 2 olan yonlendirilebilir bir yiizeyin de
sonsuz ¢oklukta diizgiin figiire sahip olup olmadigidir. Bunun cevabi olumsuzdur. Yani
g = 2 olmak iizere yonlendirilebilir bir S yiizeyinin cinsi g ise S’nin lizerinde sadece

sonlu sayida diizgiin figiir vardir (Cangiil 1993).

Ikinci bir soru ise boyle bir S yiizeyi verildiginde bunlarin toplam sayisinin kag
tane oldugudur. Buna kesin bir cevap heniiz verilmemistir. Ornegin g = 2 iken iki self-
dual figiir ve ikiser ikiser dual olan 8 tane diizgiin figiir olmak iizere toplam 10 adet
diizgiin figiir bulunmaktadir. g = 3 iken dordii self-dual ve on altist ikiser ikiser dual

olan toplam 20 adet diizgiin figiir mevcuttur.

Cinsi g = 4 olan bir ylizey 5’1 self-dual toplam 19 diizgiin figiire,
Cinsi g = 5 olan bir ylizey 6’s1 self-dual toplam 26 diizgiin figiire,
Cinsi g = 6 olan bir yiizey 3’1 self-dual toplam 23 diizgiin figiire,
Cinsi g = 7 olan bir yiizey 4’1 self-dual toplam 26 diizgiin figiire

sahiptir. Asagida cinsi 2, 3, 4, 5, 6 ve 7 olan diizgiin figiirlerin tablolar1 verilmistir.

TABLO 2. 6. 1.

CINSI 2 OLAN DUZENLI FIGURLER

Figiir Mertebe Otomorfizm Grubu
(8, 81 8 Gs
{10, 5} 10 Gio
{5, 10} 10 Gio
{6, 6} 12 G2 X G6
{8, 4} 16 <2, 4>
{4, 8} 16 <2, 4>
{6, 4} 24 (4,6,2)
{4, 6} 24 (4,6,2)
{8,3} 48 <3,4>
(3,8} 48 <3, 4>
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TABLO 2. 6. 2.

CINSI 3 OLAN DUZENLI FIGURLER

Figiir Mertebe Otomorfizm Grubu
(12, 12} 12 G
{14, 7} 14 G
(7,14} 14 G
{8, 81 16 Gs x G»
{8, 81 16 <2,2>
{12, 4} 24 <6, 2; 2>
(4,12} 24 <6,2;2>
{6, 6} 24 <3,3;2>
(8, 4} 32 <2,8;2>
{4, 8} 32 <2, 8;2>
(8, 4} 32 <2, 4>
{4, 8} 32 <2, 4>
{12, 3} 48 <2, 3>
(3,12} 48 <2,3>
{6, 4} 48 <2,4;2>
{4, 6} 48 <2,4; 2>
(8, 31 96 2,3,8;3)
(3,8} 96 2,3,8;3)
(7,3} 168 2,3,7;4)
3,7} 168 2,3,7;4)
TABLO 2. 6. 3.

CINSI 4 OLAN DUZENLI FIGURLER

Figiir Mertebe Otomorfizm
Grubundaki Baginti

{16, 16} 16 R’S™
{18, 9} 18 R*S™
{9, 18} 18 R*S™
{10, 10} 20 RS’
{12, 6} 24 R*S™
{6, 12} 24 R'S™
{16, 4} 32 R*S™
{10, 4} 32 R*S™
{4, 10} 40 (RS™)’
16, 6} 40 (RS™)’
(6, 6} 36 (RS™)’
(12,3} 36 (R*,9)
(5,5} 72 (R*,S)
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{6, 4} 60 (RS’

{4, 6} 72 (R’S?)?

{4, 6} 72 (R’S?)?

(5,4} 120 (R*S?)’

(4,5} 120 (R*S?)’
TABLO 2. 6. 4.

CINSI 5 OLAN DUZENLI FIGURLER

Figiir Mertebe Otomorfizm
Grubundaki bagint1

{20, 20} 20 R’S™
(22,11} 22 R"S™
(11,22} 22 RS
(12,12} 24 R’S?
{15, 6} 30 R’S™
(6,15} 30 RS
{20, 4} 40 RS
{4, 20} 40 RS
{8, 8} 32 (R*,S);(R’S?)?
(8,8} 32 (R")*R*;(R’S?)?
(12, 4} 48 (RS™)?
{4, 12} 48 (RS™)?
{6, 6} 48 (R*, S (R?S?)?
(8,4} 64 (R*,S?)
{4, 8} 64 (R*,S?)
(8, 4) 64 (R)* R*(RS™)*
(4,8) 64 (R)¥ R*;(RS™)*
(10, 3} 120 (R’,S)
{3, 10} 120 (R,S)
(5,5} 80 (R?,8%)’
{6, 4} 96 (R*,S%)*
{4, 6} 96 (R*,S%)*
(8,3} 192 (R*,S'R*S)
(3,8} 192 (R*,S'R*S)
(5,4 160 (RS™H?*
(4,5} 160 (RS™?
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TABLO 2. 6. 5.

CINSI 6 OLAN DUZENLI FIGURLER

Figiir Mertebe Otomorfizm
Grubundaki bagmti
(24, 24} 24 R'S™
{26, 13} 26 R"”S™
(13,25} 26 R"*S™
(14, 14} 28 R’S?
(15,10} 30 R’S™
{10, 15} 30 R’S™
(24, 4} 48 RS
(4,24} 48 RS
{9, 9} 36 RS’
(14, 4) 56 (RS™)’
(4, 14} 56 (RS™)’
{10, 5} 50 (R%,9)
{5, 10} 50 (R%,9)
(8,6} 48 (RS™)?
{6, 8} 48 (RS™)?
(8,6} 48 R*S™
{6, 8} 48 R*S™
{9, 4} 72 (R)°R’
(4,9} 72 (R)°R’
{10, 3} 150 (R?*S?)’
(3, 10} 150 (R?*S?)’
{6, 4} 120 (RS7'Y’
{4, 6} 120 (RS7'Y’
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TABLO 2. 6. 6.

CINSI 7 OLAN DUZENLI FIGURLER

(11 ,12 ,2)212 Mertebe (0, 11 ,12 ,2),(16
N’nin tanimlama bagmtilar

(28,28,2) 28 x12x5t
(30, 15, 2) 30 xi4xyt
(16, 16, 2) 32 xfx§
(16,16, 2) 3 x10x3
(21,6,2) Y X X537
(12,6,2) 48 XS X35 X3 Xo
©.6,2) 54 x3| %, %3
9.6.2) 54 X3 | X1 %5
9, 6,2) 54 [Xl,xg}

3,2 -3 2
(7,7,2) 56 X3x3 ;(xl, x2)
(28,4,2) 56 x14x3

-1 2

(16,4,2) 64 (x1 x2)
(16,4,2) 64 X1 XX O X
(12,3,2) 144 X3 [xfxz} Xy [xfsz

2 1)
(7,3,2) 504 (xllxz ) X

Yukarida listelenmis olan diizgiin figiirler incelendiginde asagidaki sonug

goriliir:

Iddia 2. 6. 1. Cinsi 0 < g < 8 olan y&nlendirilebilir bir S yiizeyi iizerindeki diizgiin

figtirlerin tipi {p, q} ise kK = maks{p, g} olmak tizere k = 4g+2’dir.
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Yani p ve g’nun alabilecegi maksimum deger 4g+2°dir. Bu iddia bize cinsi g > 7
olan diizgiin figiirleri arastirirken oldukca faydali olacaktir. Ciinkii p ve q’ya bagli olan
Riemann-Hurwitz formiiliinde miimkiin olan tim p, g sayilarmi 4g+2’den kiiclik

secerek inceleyecegimizden {p, q} ¢iftlerini sonlu sayiya indirebiliriz.
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3. HECKE GRUPLARI VE DUZGUN FiGURLER

Hecke, E. 1936°da figiirler ve (2, m, n) tipindeki tiggen gruplarinin Schreier
koset graflar1 arasinda 1-1 bir esleme bulundugu gosterilmistir. Benzer olarak diizgiin
figlirler ve yine (2, m, n) tipindeki tiggen gruplarinin Schreier koset graflari arasinda da

benzer bir eslemenin var oldugu ispatlanmistir. Bu esleme su sekildedir:

Ik olarak (2, q, o) tipindeki Hecke grubu denilen {icgen gruplarindan m|q

olacak sekilde (2, m, n) tiggen grubuna bir 6 homomorfizmi vardir. M, {m, n} tipindeki
bir diizgiin figiir olsun. Jones ve Singerman’in sonucu geregi (2, m, n) liggen grubunun
M’ye karsilik gelen bir N alt grubu vardir. N’nin 6_1( N ) ters goriintiisiinii diistinelim.
Buna baslangigta aldigimiz Hecke grubunun bir normal alt grubudur diyecegiz.

Hecke gruplar1 (modiiler grup dahil) ayrik gruplarin 6nemli bir sinifini olusturur.
Normal alt gruplarinin ¢alisilmasi da bu esleme yardimiyla kolaylastirilabilir. Ornegin;
buradaki n sayisi 6_1( N) normal alt grubunun seviyesine karsilik gelir. Diizgiin

figiiriin kose sayisi ise karsilik gelen normal alt grubun parabolik sinif sayisidir.
Eger M{m, n} tipinde bir diizgiin figiir, N’de M’ye karsilik gelen normal alt grup

ise permutasyon metodu ve Riemann-Hurwitz Formiilii geregi N’nin simgesi:

1+g(1_i_1];m,wwn>
2\2 m n m

seklinde hesaplanabilir.

Son formiil yardimiyla {m, n} tipinde bir diizgiin figiiriin var olup olmadig

kararlastirilabilir.

Yukaridaki eslemenin verilen bir diizgiin figlire karsilik gelen normal alt
grubunun bulunmasinda nasil kullanilacagini bir 6rnekle goérelim:

Ornek 3.1. Tor iizerindeki {4, 4} tipindeki diizgiin figiirleri hatirlayalim. {4, 4}
tipindeki bir diizgiin figiir b, ¢ = 0 olmak iizere (ikisi birden 0 degil) {4,4}bC

seklindeydi. Bunun otomorfizm grubunun mertebesi p = 4(b2 +c? )’dir. bu say1 ayn



zamanda karsilik gelen N normal alt grubunun H(?\.q ) Hecke grubu ig¢indeki indeksini
verir. Yani ‘H(?»q ) :N‘ =pu’dir. Hatirlanacagi gibi permiitasyon metodu geregi

H(g ) "nun bir homomorfizmini gz 6niine almak gerekir.
0:H(hq)—>(2,4,4)

bir homomorfizm olsun. H(kq )=(2,9,%) oldugundan 4|q olmalidir. q = 4k , ke Z*

seklinde alinabilir. O zaman H(?»q ) :N ’nin permiitasyon gosterimi:

R—>(2)(2)...(2) u|2 tane
S—>(4)(4)...(4) pl4 tane
T —>(4)(4)...(4) p|4 tanedir.

O zaman N’nin simgesi

(g;k(“/4),oo(“/4))

olmak zorundadir. Burda R?=S% =1 oldugundan ve R’deki devirlerin boyu 2

oldugundan simgede p/4 tane 4k / 4 = Kk periyodu yer almistir. Son olarak T’nin
gosterimindeki devir sayist u/4 oldugundan p/4 tane oo yer almistir. Yani N’nin
parabolik siif sayisi1 u/4 olur. Burada g = 1 oldugu Riemann-Hurwitz Formiilii
yardimiyla gosterilebilir. Dolayisiyla p=4t, t € Z seklinde bir indekse sahip ve {4, 4}

tipinde bir diizgiin figiire karsilik gelen bir N normal alt grubu;

t
N =Lk oy=F  * TICy
k=1
seklindedir.
Dikkat edilirse H(Ay )/ N ’nin permiitasyon gosterimindeki devir sayilari p/2

ve u/4 tanedir. Dolayisiyla 4|u oldugu agiktir. Bu yiizden yukaridaki hesaplamalarda
w=4t alinmistir. Burada n = 4 normal alt grubun seviyesi olup, t de parabolik sinif
sayisidir. Sonug olarak, eger 4, u’yii bolmez ise H(%q ) 'nun {4, 4} tipinde bir diizgiin

figiire kars1 gelen ve indeksi p olan higbir normal alt grubu yoktur.
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