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ÖZET 

 
Doktora Tezi 

 
4IE  DEKİ YÜZEYLERİN BİR KARAKTERİZASYONU 

 
Betül BULCA 

 
Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 
Danışman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

 
Bu çalışmada 4E  deki yüzeylerin 1. ve 2. temel form katsayıları yardımıyla bazı 

sınıflandırmaları verilmiştir. Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş 

bölümüdür. İkinci bölümde çalışmanın ilerideki bölümlerinde kullanılan tanım ve 

kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde 4E  deki yüzeyler ele alınmıştır. Bu bölüm 7 

kısımdan oluşmaktadır. Bunlar sırasıyla rotasyon yüzeyleri, Vranceanu yüzeyleri, regle 

yüzeyleri, Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri, kanal yüzeyleri, meridyen 

yüzeyleri ve tensör çarpım yüzeyleridir. Dördüncü bölüm orijinal sonuçlar içermekte 

olup bu bölümde, üçüncü bölümde ele alınan yüzeylerden 1-tipinde Gauss dönüşüme 

sahip olup olmadıkları incelenmiştir. Beşinci bölümde 4E  deki yüzeylerin eğrilik 

elipsleri ele alınmıştır. Üçüncü bölümde ele alınan yüzeylerin eğrilik elipsleri 

karakterize edilmiştir. Bazı orijinal sonuçlar elde edilmiştir. Son bölümde üçüncü 

bölümde ele alınan yüzeylerin Ganchev-Milousheva değişmezleri hesaplanmış, bazı 

orijinal sonuçlar elde edilmiştir.  

 
 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: W-eğrileri, Regüler Yüzey, Gauss Eğriliği, Ortalama Eğrilik, 
Normal Eğrilik, Eğrilik Elipsi 
2012, ix + 111 sayfa. 
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ABSTRACT 
 

PhD Thesis 
 

A CHARACTERIZATION OF A SURFACES IN 4IE  
 

Betul BULCA 
 

Uludağ University 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 
 

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN 
 

In this thesis, some characterizations of the surfaces in 4E  with the help of  coefficients 

of the first and second fundamental form are given. This thesis consists of six chapters. 

First chapter is introduction. In the second chapter some basic definitions and theorems 

which will be used in the other chapters are given. In the third chapter surfaces in 4E  

are considered. This chapter consists of seven part. These are respectively rotation 

surfaces, Vranceanu surfaces, ruled surfaces, Ganchev-Milousheva rotational surfaces, 

canal surfaces, meridian surfaces and tensor product surfaces. The fourth section 

contains the original results. In this section, the third section dealt with whether the 

surfaces is examined with 1-type Gauss map. In the fifth chapter the curvature ellipses 

of surfaces in 4E  are discussed. The curvature of the ellipses of the surfaces which is 

discussed in the third chapter has been characterized. Some of the original results are 

obtained. In the final chapter Ganchev-Milousheva invariants of the surfaces which is 

examined in the third chapter are calculated. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Key words: W-curves, Regular Surdace, Gauss curvature, Mean Curvature, Normal 
curvature, Elipse of curvature 
2012, ix + 111 pages. 
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1. GİRİŞ 

Bu çalışmanın amacı 4E  deki bazı yüzeylerin 1. ve 2. temel form katsayıları yardımıyla 

bazı sınıflandırmalarını vermektir.  

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölüm temel kavramlar olup iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda 4E  deki 

bazı özel eğriler ele alınmıştır. Özellikle, 4E  deki sabit eğrilikli eğriler ve eğrilikleri 

oranı sabit olan eğriler incelenmiştir. Bu tür eğrilerin parametrik gösterimleri ve 

eğrilikleri verilmiştir. İkinci kısımda 4E  deki yüzeylerin ikinci temel formu, ortalama 

eğrilik fonksiyonu, Gauss ve normal eğrilikleri tanımlanmış ve bunlarla ilgili bazı temel 

özellikler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde 4E  deki genelleştirilmiş rotasyon yüzeyleri, Vranceanu yüzeyleri, 

regle yüzeyleri, Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri, tensör çarpım yüzeyleri, kanal 

yüzeyleri ve meridyen yüzeylerinin 1. ve 2. temel form katsayıları hesaplanmıştır. Bu 

katsayılara bağlı olarak, ifade edilen yüzeylerin Gauss, ortalama ve normal eğrilikleri 

hesaplanmıştır. Bu eğrilikler yardımıyla yüzeylerin Wintgen ideal yüzey olması 

durumundaki gerek ve yeter şartlar elde edilmiştir.  

Dördüncü bölümde, üçüncü bölümde ele alınan Vranceanu yüzeyleri, Ganchev-

Milousheva rotasyon yüzeyleri, meridyen yüzeyleri ve tensör çarpım yüzeylerinin 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip olmaları ile ilgili temel sonuçlar elde 

edilmiştir. 

Beşinci bölümde, üçüncü bölümde ele alınan yüzeylerin eğrilik elipsleri ile ilgili temel 

sonuçlar elde edilmiştir. Yüzey üzerindeki bir noktanın eğrilik elipsiyle olan bağlantısı 

ele alınıp, üçüncü bölümde verilen yüzeyler için eğrilik elipsi şartları incelenmiştir. 

Son bölümde ise üçüncü bölümde ele alınan yüzeylerin Ganchev- Milousheva 

değişmezleri ile ilgili temel sonuçlar elde edilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.0. Giriş       

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar, teorem ve 

tanımlar verilmiştir. Bu bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda 4E  deki bazı 

özel eğriler ele alınmıştır. Bunlar, 4E  deki sabit eğrilikli eğriler (W-eğrileri) ve 

eğrilikleri oranı sabit olan eğriler (eğim eğrileri) dir. Bu tür eğrilerin parametrik 

gösterimleri ve eğrilikleri ile ilgili bazı hesaplamalar yapılmıştır.  

İkinci kısımda 4E  de regüler bir yama ile verilen yüzeylerin ikinci temel formları, 

Gauss, ortalama ve normal eğrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazı sonuçlar 

verilmiştir.  

2.1. E4 de Eğriler 

4-boyutlu Öklid uzayı 4E  ün regüler bir eğrisi 4: ERI   (yani 0)(  t ) olsun. 

Eğer,   nın yüksek mertebeden türevleri )(),(),(),( tttt ıv   lineer bağımsız ve 

)(),(),(),(),( ttttt vıv    lineer bağımlı ise   ya 4-ranklı Frenet eğrisi adı verilir. 

Her bir 4-ranklı Frenet eğrisi   nın  4321 VVVV ,,,  ortonormal 4-çatısı ve 

RIkkk :,, 321 , Frenet eğrilikleri için  
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Frenet denklemleri sağlanır, burada )(tv    dır (Gluck 1966). Bununla birlikte 

)(),(),(),( tttt ıv   vektörlerine Gram-Schmidt ortonormalleştirme yöntemi 

uygulandığında   eğrisinin ortonormal çatısı  4321 ,,, VVVV  olmak üzere bu çatının 

vektörleri 
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biçiminde elde edilir. Böylece   eğrisinin Frenet eğrilik fonksiyonları 

42,
)()(

)(
)(

11
1 


 j

tEtE

tE
tk

j

j
j                              (2.1.4) 

yardımıyla hesaplanır. 

Tanım 2.1.1:   eğrisi 4-ranklı bir Frenet eğrisi olsun.   nın Frenet eğrilikleri  

321 ,, kkk  sabit ise   ya genelleştirilmiş vida eğrisi ya da helis adı verilir (genel bir 

helis eğrisi tanımı için bakınız, Chen ve ark. 1992). Bu eğriler Öklid dönüşümlerinin 1-

parametreli gruplarının izleri olduklarından F. Klein ve S. Lie bu eğileri W-eğrisi olarak 

tanımlamışlardır (Klein ve Lie 1871). 

Önerme 2.1.2: 4-boyutlu Öklid uzayı 4E  ün birim hızlı regüler bir eğrisi 
4: ERI  olsun.  Eğer   eğrisi 4-ranklı bir W-eğrisi ise   eğrisinin hız vektörü 
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sabit katsayılı lineer diferansiyel denklemini sağlar. 
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İspat:   birim hızlı eğri olduğundan (2.1.1) eşitliği yardımıyla Frenet denklemleri 
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biçimine dönüşür. Ayrıca )(1 sV    in yüksek mertebeden türevleri yardımıyla 
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bulunur. Böylece 3V  ikinci ve dördüncü türevlerden yok edilirse istenilen sonuç elde 

edilir (bkz. Aminov 2001, syf 12).  

Önerme 2.1.3. 4E  de 2d-ranklı ( 2,1d ) birim hızlı W-eğrisi parametrik olarak 





2

1
0 )sincos()(

i
iiii sbsaas                              (2.1.8) 

biçiminde tanımlanır. Burada 21210 ,,,, bbaaa  4E  de sabit vektörler ve 21    pozitif 

reel sayılardır. Böylece 2-ranklı W-eğrisi bir çemberdir (Chen ve ark. 1992). 

Aşağıdaki örnekler verilebilir. 

Örnek 2.1.4: ( 3S  de helisler) 
4E  e gömülmüş birim 3-küre )1(3S  ile gösterilsin.  Böylece 43 ES   üzerindeki helis 

eğrisi 

 )sin(sin),cos(sin),sin(cos),cos(cos)( bsbsasass                            (2.1.9) 

ile tanımlanır. Burada  

 22
4

2
3

22
2

2
1

2222 sin,cos1sincos  xxxxveba                                   (2.1.10) 

dir. 
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Örnek 2.1.5: 4: EI    












 )cos(),sin(),cos(),sin(1)( 2

2

2
2

2

2
1

1

1
1

1

1

2
2

2
1

tm
m
rtm

m
rtm

m
rtm

m
r

rr
t              (2.1.11) 

eğrisi )( 2
2

2
1

2
2
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2
1

2
2

2
2

2
1 rrmmmrmr   şartını sağladığında küresel bir W-eğrisi (yani, 

küre üzerinde yatan bir eğri) olur (Monterde 2007). 

Örnek 2.1.6: 4E  de 4-ranklı kapalı ve birim hızlı ( r2 uzunluklu) bir W-eğrisi 









 )sin(1),cos(1),sin(1),cos(1

2
)( 2

2

2

2

1

1

1

1 r
sm

mr
sm

mr
sm

mr
sm

m
rs                       (2.1.12) 

biçiminde parametrelendirmeye sahip bir eğridir. Burada 21 ,mm  pozitif tamsayılardır 

(Chen 1983). 

Örnek 2.1.7: (2.1.8) eşitliği yardımıyla 4E  de 4-ranklı bir W-eğrisi aşağıdaki 

parametrelendirme ile verilir; 

 .sin,cos,sin,cos)( dvbdvbcvacvav                            (2.1.13) 

Burada, 20  v , a,b,c,d reel sabitler, 0,0  dc  dır. Genelliği bozmadan   nın 

birim hızlı olması isteniyorsa 12222  dbca  alınmalıdır. Böylece dc   halinde   bir 

çemberdir, dc   halinde ise 4E  de bir eğridir. Bu eğrinin  4321 ,,, VVVV  Frenet çatısı 

ve 321 ,, kkk  Frenet eğrilikleri (2.1.2)-(2.1.4) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki şekilde 

hesaplanabilir; 

 
 
 
 dvbddvbdcvaccvacv

dvbddvbdcvaccvacv

dvbddvbdcvaccvacv

dvbddvbdcvaccvacv

ıv sin,cos,sin,cos)(

,cos,sin,cos,sin)(

sin,cos,sin,cos)(

,cos,sin,cos,sin)(

4444

3333

2222

















 

 

türevleri yardımıyla 

 ,cos,sin,cos,sin)()(1 dvbddvbdcvaccvacvvE    

 ,sin,cos,sin,cos

)(
)()(),()()(

2222

2
1

1
12

dvbddvbdcvaccvac

vE
vEvEvvvE
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 ,cos,sin,cos,sin)(

)(
)()(),(

)(
)()(),()()(

22

2
2

2
22

1

1
13

dvacdvaccvbdcvbddcabcd

vE
vEvEv

vE
vEvEvvvE



 
 

 dvacdvaccvbdcvbd
dbca

dcdabc

vE
vEvEv

vE
vEvEv

vE
vEvEvvvE ıvıvıvıv

sin,cos,sin,cos)(

)(
)()(),(

)(
)()(),(

)(
)()(),()()(

2222
4242

2222

2
3

3
32

2

2
22

1

1
14







 

 

bulunur. Vektörlerin normları hesaplanırsa 

,)()(),()(

,)(,1)(

4242

2222

4
22

3

4242
2

2222
1

dbca

dcdabcvEdcabcdvE

dbcavEdbcavE







 

elde edilir.  Ayrıca (2.1.4)  yardımıyla   nin Frenet eğrilikleri 

424213

4
3

4242

22

12

3
2

4242

11

2
1

)()(
)(

,)(
)()(

)(

,
)()(

)(

dbca

cd
vEvE

vE
k

dbca

dcabcd
vEvE

vE
k

dbca
vEvE

vE
k











                                                (2.1.14) 

dir. Böylece,   eğrisinin Frenet çatısı 

 

 

 

 dvacdvaccvbdcvbd
kvE

vEvV

dvacdvaccvbdcvbd
vE
vEvV

dvbddvbdcvaccvac
kvE

vEvV

dvbddvbdcvaccvac
vE
vEvV

sin,cos,sin,cos1
)(
)()(

,cos,sin,cos,sin
)(
)()(

sin,cos,sin,cos1
)(
)()(

,cos,sin,cos,sin
)(
)()(

2222

14

4
4

3

3
3

2222

12

2
2

1

1
1









                   (2.1.15)  

biçiminde hesaplanır (Detaylı bilgi için bakınız, Ganchev ve Milousheva 2008a). 

Tanım 2.1.8:   eğrisi 4-ranklı bir Frenet eğrisi olsun.   nın Frenet eğrilikleri oranı 

 
1

3

1

2 ,
k
k

k
k                                                                                                        (2.1.16) 
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sabit ise   ya eğim eğrisi (slope curve)  adı verilir (Goncharova 2008).  

Monterde, 2007 yılında yaptığı çalışmasında bu tür eğrileri eğrilikleri oranı sabit olan 

eğriler yani ccr-eğrileri olarak adlandırmıştır (Monterde 2007). Bu eğriler ile ilgili bazı 

sonuçlar Öztürk ve arkadaşlarının 2008 de yaptıkları çalışmada verilmiştir (Öztürk ve 

ark. 2008). 

Önerme 2.1.9: 4: ERI   birim hızlı regüler bir eğri olsun.  Eğer   eğrisi 4-

ranklı bir eğim eğrisi ise   nın hız vektörü 

0)1( 1
2

2
1

2
22

4
1

4

 V
dt

Vd
dt

Vd                             (2.1.17) 

sabit katsayılı lineer diferensiyel denklemini sağlar (Goncharova 2008). 

 İspat:   birim hızlı eğri olduğundan (2.1.1) eşitliği yardımıyla Frenet denklemleri 

314

4213

3112

211

),(
),(

,

VkV
VVkV

VVkV
VkV












                             (2.1.18) 

biçimine dönüşür. Böylece )(s  eğim eğrisi üzerinde dskt 1 parametre değişimi 

yapıldığında dskdt 1  bulunur. Buradan 1V  in yüksek mertebeden türevleri alınırsa 

,)1()1()1(

,)1(

,

,1

3
22

1
2422

4
1

4

42
231

3
1

3

31
2

2
1

2

2
1

21
11

VV
dt
ds

ds
dV

dt
ds

ds
dV

dt
Vd

VV
dt
ds

ds
dV

dt
ds

ds
dV

dt
Vd

VV
dt
ds

ds
dV

dt
Vd

V
k

Vk
dt
ds

ds
dV

dt
dV















 

eşitlikleri elde edilir. Böylece 3V  ü ikinci ve dördüncü türevlerden yok edersek istenilen 

sonuç bulunur.  

Sonuç 2.1.10: 4: ERI   4-ranklı bir eğim eğrisi olsun. Bu takdirde )(s nın hız 

vektörü  

tBtAtBtAV 222211111 sincossincos                                                    (2.1.19) 
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dir. Burada 2121 ,,, BBAA  sabit vektörler 21  ,  ise ,  nün fonksiyonlarıdır 

(Goncharova 2008). 

2.2. nE  de Yüzeyler 

M yüzeyi nEEUX  2:  yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp  noktasındaki teğet 

uzayı )(MTp , uX  ve vX  ile gerilen bir vektör uzayıdır. Böylece M nin birinci temel 

formu 
22 2 GdvFdudvEduI                                               (2.2.1) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada 

vv

vu

uu

XXG

XXF

XXE

,

,,

,,







                     (2.2.2) 

olup ,  bir Öklid iç çarpımıdır. Bununla birlikte (2.2.2) yardımıyla 

22 FEGXX vu                      (2.2.3) 

elde edilir. Eğer 0 vu XX  ise ),( vuX  yaması regülerdir denir. 

Şu andan itibaren aksi söylenmedikçe ),( vuX  yaması regüler kabul edilecektir ve 
22 WFEG                        (2.2.4) 

ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2.1: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. nE  

de Riemann koneksiyonu ~  ile gösterilsin. Bu durumda her )(, MYX   lokal vektör 

alanları için M yüzeyi üzerindeki indirgenmiş Riemann koneksiyonu   olmak üzere M 

nin ikinci temel form dönüşümü 

,~),(;)()()(: YYYXhMMMh XX         (2.2.5) 

biçiminde tanımlanır. Bu dönüşüm iyi tanımlı olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatürde 

(2.2.5) eşitliği Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.2: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. )(MX   ve 

)(M   için M nin şekil operatörü dönüşümü  

 
  XXXAMMMA ~;)()()(:                                      (2.2.6) 
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biçiminde tanımlanır. Burada XA ,   ya karşılık gelen şekil operatörü ve   ise 

)(M  normal demete ait normal koneksiyondur.  Herhangi )(, MYX   için 

 ),,(, YXhYXA                                 (2.2.7) 

dir. Bu operatör self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatürde (2.2.6) eşitliği Weingarten 

denklemi olarak bilinir (Chen 1973). 

Ayrıca )(,, MZYX   için M yüzeyinin ikinci temel formu h nın kovaryant türevi 

),(),(),(),)(( ZYhZYhZYhZYh XXXX    

dir. Böylece Codazzi denklemi 

),)((),)(( ZXhZYh YX                                (2.2.8) 

dir (Chen 1973). 

Tanım 2.2.3: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  yamasının 2. 

mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  ve normal vektör alanları 221 ,,, nNNN   
olmak üzere M nin ikinci temel form katsayıları  

kvv
k

kuv
k

kuu
k

NXc

nkNXc

NXc

,

21,,

,,

22

12

11







                             (2.2.9) 

şeklinde tanımlanır (Mello 2003). 

Tanım 2.2.4: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu durumda M nin  

Christoffel sembolleri k
ij ( 2,,1  kji ) 

)(2
2

)(2
2

)(2)(2

)(2
2

)(2
2

2
2
222

1
22

2
2

122
1
12

2
2

112
1
11

FEG
FGFFEG

FEG
FGGGGF

FEG
FEEG

FEG
FGGE

FEG
FEEEEF

FEG
FEFFGE

uvvvuv

vuuv

uvuvuu





























                        (2.2.10) 

biçiminde tanımlanır. Burada 1
12

1
21   ve 2

12
2
21   dir (Gray 1993). 
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Sonuç 2.2.5: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. 0F  için M nin 

Christoffel sembolleri 

vvv
v

vuv
u

vuv
u

uuv
v

uuv
v

uuu
u

XX
GG

GXX
EE

G

XX
EG

GXX
EE

E

XX
GG

EXX
EE

E

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

,1
2

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11













                                        (2.2.11) 

İspat: (2.2.2) ve (2.2.10) eşitliklerinden (2.2.11) elde edilir. 

Önerme 2.2.6: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu takdirde )(, MXX vu   ve   )(,...,, 221 MNNN n


    için  

2
2

222
2
221

1
22

2
22

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
12

1
12

2
2

112
2
111

1
11

2
11

1
11

...~
...~
...~
















n
n

vuvXvv

n
n

vuvXuv

n
n

vuuXuu

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

NcNcNcXXXX

v

u

u

                       (2.2.12) 

dir (Gray 1993). 

Böylece (2.2.12), (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde 

edilir. 

Sonuç 2.2.7: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

Bu takdirde 

2
2

222
2
221

1
22

2
2

122
2
121

1
12

2
2

112
2
111

1
11

...),(

...),(

...),(
















n
n

vv

n
n

vu

n
n

uu

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

NcNcNcXXh

                  (2.2.13) 

dir. 

Sonuç 2.2.8: M yüzeyi nERDX  2:  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde  

vuvvvv

vuuvvu

vuuuuu

XXXXXh

XXXXXh

XXXXXh

2
22

1
22

2
12

1
12

2
11

1
11

),(

),(

),(







                           (2.2.14) 

dir. 
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Sonuç 2.2.9: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. 0F  ise bu takdirde 

vvvvuvuvvvvv

vvuvuuuvuvvu

vuuvuuuuuuuu

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

,1,1),(

,1,1),(

,1,1),(







                                              

(2.2.15) 

İspat: (2.2.11) ve (2.2.14) eşitliklerinden (2.2.15) elde edilir. 

Tanım 2.2.10: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

Gauss eğrilik fomksiyonu  







2

1

2
1222112 ))((1 n

i

iii ccc
W

K                                                              (2.2.16) 

dir (Mello 2009). 

Tanım 2.2.11: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde her   )(, 21 MXX   ve   )(,...,, 221 MNNN n


    ortonormal bazları için M 

nin ortalama eğrilik vektör alanı 







2

1

n

i
iiNHH                                                    (2.2.17) 

dir. Burada  

 





2

1
2212112 2

2
1 n

i

iii
i EcFcGc

W
H                                                                           (2.2.18) 

M nin i.nci ortalama eğrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama eğrilik 

fonksiyonu HH   dir (Mello 2003). 

Önerme 2.2.12: M yüzeyi nERUX  2:  regüler yaması ile verilsin.  Böylece 

21, XX vektörleri )(MTp  nin ortonormal bir bazı olmak üzere  

,,

,

22

1


















u

u
uvv

u

u

X
XXXX

W
EX

X
XX

                                                                       (2.2.19) 

dir. Burada 2=W FEG  olarak (2.2.4) eşitliğinde tanımlanmıştır. 
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İspat. uX , vX  vektörlerine Gram-Schmidt ortonormalleştirme yöntemi uygulandığında 

,,

,

22

1

u

u
uvv

u

X
XXXXE

XE





                                                                          (2.2.20) 

elde edilir. Buradan ,
1

1
1 E

EX   
2

2
2 E

EX   yardımıyla (2.2.19) sonucuna ulaşılır.  

Böylece (2.2.19) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki sonuçlar bulunur.

Önerme 2.2.13: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(MTp  nin bir  21, XX  ortonormal bazı için  

),(),(2),(),(

),(),(1),(

),(1),(

2

2

2222

21

11

uuvuvv

uuvu

uu

XXh
EW

FXXh
W

FXXh
W
EXXh

XXh
WE
FXXh

W
XXh

XXh
E

XXh







                               (2.2.21) 

dir.  

Önerme 2.2.14: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(MTp  nin bir  21, XX  ortonormal bazı için M nin Gauss eğriliği 

),(),,(),(),,( 21212211 XXhXXhXXhXXhK                                              (2.2.22) 

dir (Chen 1973).  

İspat. (2.2.21) eşitliğinden 

),(),,(

),(),,(2),(),,(1

),(),(2),(),,(1

),(),,(

22

2

22

2

2

22

2211

uuuu

vuuuvvuu

uuvuvvuu

XXhXXh
EW

F

XXhXXh
EW

FXXhXXh
W

XXh
EW

FXXh
W

FXXh
W
EXXh

E

XXhXXh







                   (2.2.23) 

ve benzer şekilde 
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),(),,(

),(),,(2),(),,(1

),(),(1),,(),(1

),(),,(

22

2

2

2121

uuuu

uuvuvuvu

uuvuuuvu

XXhXXh
EW

F

XXhXXh
WE

FXXhXXh
W

XXh
WE
FXXh

W
XXh

WE
FXXh

W

XXhXXh







                     (2.2.24) 

bulunur. Buradan, eşitliklerin farkı alınırsa 

 ),(),,(),(),,(1
),(),,(),(),,(

2

21212211

vuvuvvuu XXhXXhXXhXXh
W

XXhXXhXXhXXh




                        (2.2.25) 

 elde edilir. Böylece (2.2.13) yardımıyla 

 










2

1

2
1222112

2

))((1

),(),,(),(),,(1

n

i

iii

vuvuvvuu

ccc
W

XXhXXhXXhXXh
W               (2.2.26) 

bulunur. Buradan  (2.2.26)  denklemi  (2.2.16) ile kıyaslandığında istenilen sonuç elde 

edilir. 

Sonuç 2.2.15: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(MTp  nin bir  vu XX ,  bazı için M nin Gauss eğriliği 

 ),(),,(),(),,( vuvuvvuu2 XXhXXhXXhXXh
W

1K                                  (2.2.27) 

dir. 

İspat. (2.2.26)  ve (2.2.16) eşitlikleri yardımıyla istenilen sonuç elde edilir.  

Sonuç 2.2.16: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde her   )(, 21 MTXX p  ortonormal bazı için M nin ortalama eğrilik vektörü 

 ),(),(
2
1

2211 XXhXXhH                    (2.2.28) 

dir (Chen 1973). 
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İspat. (2.2.21) eşitliğinden 

),(),(2),(),(),( 2222211 uuvuvv XXh
W
GXXh

W
FXXh

W
EXXhXXh                (2.2.29) 

bulunur. Ayrıca (2.2.13) eşitliği (2.2.29) de kullanılırsa 

  i

n

i

iii NEcFcGc
W

XXhXXh 





2

1
22121122211 21),(),(               (2.2.30) 

elde edilir. Böylece (2.2.30) ile (2.2.17) kıyaslanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.17: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(M  nin bir  vu XX ,  bazı için M nin ortalama eğrilik vektörü 

 ),(),(2),(
2

1
2 uuvuvv XXGhXXFhXXEh

W
H 


              (2.2.31) 

dir. 

İspat. (2.2.30), (2.2.29) ve (2.2.17) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Tanım 2.2.18: nEM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. )(M  nin 

ortonormal bir bazı  21, XX  olmak üzere M nin ikinci temel form katsayıları 

,),,( kji
k
ij NXXhh                                         (2.2.32) 

ile tanımlanır (Chen 1973). 

Önerme 2.2.19: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde her   )(, 21 MXX   ve   )(,,, 221 MNNN n


    ortonormal bazları 

için ikinci temel form katsayıları )21(  n  

















 


















11

2

122222222

11122112

11
1111

21),,(

,1),,(

,),,(

c
E
FFcEc

W
NXXhh

c
E
Fc

W
NXXhh

E
cNXXhh

                                              (2.2.33)  

dir. 

İspat. (2.2.13) ve (2.2.21) denklemlerinden (2.2.33) elde edilir.  
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Sonuç 2.2.20: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

N  ya göre şekil operatörü matrisi  


































 







 









11

2

122221112

1112
11

211

1

c
E
FFcEc

W
c

E
Fc

W

c
E
Fc

WE
c

AN               (2.2.34) 

dır. 

İspat. (2.2.6) ve (2.2.7) eşitliklerinden 

212111

221111

2211111

),,(),,(

,,

XhXh

XNXXhXNXXh

XXXAXXXAXA NNN













 

dir. Benzer şekilde  

2221122 XhXhXAN





 
elde edilir. 

Böylece 
NA  şekil operatörü matrisi  









 





2221

1211

hh
hh

AN                                                                                                     (2.2.35)

 
olduğundan (2.2.33) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir.  

Önerme 2.2.21: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

Gauss eğriliği 

 
221

det



nNNN AAAK                             (2.2.36) 

dir (Chen 1973). 

İspat. (2.2.35) matrisinin determinantı alınıp (2.2.33) eşitliğindeki değerler yerine 

yazılırsa 
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2
1222112

22
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2
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22
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1
22

1
11

))((1

)()()(

det
221

n

i

iii

nnn

NNN

ccc
W

hhhhhhhhh

AAA
n





 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Önerme 2.2.22: 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilen nEM   yüzeyinin 

ortalama eğrilik vektörü  

      221 2212
1


 nNNN NAİzNAİzNAİzH

n
                          (2.2.37) 

dir (Chen 1973). 

İspat. (2.2.34) de verilen matrisler (2.2.36) de yerine yazılırsa (2.2.17) elde edilir. Bu da 

bize istenilen sonucu verir. 

Tanım 2.2.23: nEM   yüzeyi ile normal demeti )(M  nin eğrilik tensörleri 

sırasıyla 

 ZZZZYXR YXXYYX ,),(                                       (2.2.38) 

ve 

)(),,(),(),( MXAYhYAXhYXR                                         (2.2.39) 

şeklinde tanımlanır. Böylece her )(,,, MWZYX   ve )(, M   için nEM   

yüzeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sırasıyla  

,),(),,(),(),,(,),( WYhZXhZYhWXhWZYXR                                        (2.2.40) 

  YXAAYXR ,,,),(                                                                                (2.2.41) 

dir (Chen 1973).  

Burada  ,  Lie parantez operatörü  

 
  XYYXXYYXYX

MMM

YX 


,),(
)()()(:,




 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer R =0 ise M yüzeyi düz (flat) normal koneksiyonludur denir.  
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Tanım 2.2.24: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(M  ve )(M  uzaylarının  21, XX  ve   21,  nN   ortonormal 

bazları için M nin normal eğriliği 
2/12

1

2

21 ,),(








 





n

N NNXXRK


                                                                      (2.2.42) 

şeklinde tanımlanır (DeSmet ve ark. 1999). 

Açıklama 2.2.25: 4EM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. 

Bu takdirde )(M  ve )(M  uzaylarının  21, XX  ve  21, NN  ortonormal bazları 

için M nin normal eğriliği 

1221 ,),( NNXXRK N
                                                                                     (2.2.43) 

şeklinde tanımlanır (Guadalupe ve Rodriguez 1983). 

Önerme 2.2.26: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal 

eğriliği 

   1
22

1
11

2
12

2
11

2
22

1
12 hhhhhhK N                             (2.2.44) 

dir . 

İspat. (2.2.39) eşitliği yardımıyla 

),(),(),( 1221221 22
XAXhXAXhNXXR NN                 (2.2.45) 

elde edilir. Böylece (2.2.45) in 1N  ile iç çarpımından 

   1
22

1
11

2
12

2
11

2
22

1
12

2
12

1
22

2
11

1
12

2
22

1
12

2
12

1
11

2
2
121

2
112

1
221

1
122

2
221

2
122

1
121

1
11

1221

1121211221

,,

,,

),,(),,(,),(

2121

22

hhhhhh

hhhhhhhh

XhXhXhXhXhXhXhXh

XAXAXAXA

NXAXhNXAXhNNeeR

NNNN

NN











 

bulunur. 

Sonuç 2.2.27: 4EM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde 0NK  olması için gerek ve yeter şart 0R  olmasıdır. 
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Önerme 2.2.28: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal 

eğrilik fonksiyonu  

3

1
12

2
11

2
12

1
11

1
22

2
11

2
22

1
11

1
22

2
12

2
22

1
12 )()()(

W
ccccGccccFccccEK N


                             (2.2.46) 

dir. 

İspat. (2.2.33) deki eşitlikler (2.2.44) de yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir.  

Sonuç 2.2.29: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin normal eğrilik 

fonksiyonu  

 



2

1,

2
1

1
2

2
2

1
1

1
ji

ij
jijiN gcccc

g
K                                                                               (2.2.47) 

dır. Burada  











2221

1211

gg
gg

g ij , 












1121

12221
gg
gg

g
g ij , 2)det( Wgg ij   

dır (Aminov 2001).  

Açıklama 2.2.30: Normal eğrilik fonksiyonu NK  aynı zamanda Gauss torsiyonu olarak 

da bilinir. (Detaylı bilgi için bkz. Aminov 2001) 0)( pK N  olması için gerek ve yeter 

şart Mp  noktasının yarı-umbilik olmasıdır.  Her Mp  noktası yarı-umbilik olan 

yüzey yarı-umbilik yüzey denir (Gutierrez-Nunez ve ark. 2008).  

Tanım 2.2.31: ),( vuX  regüler yaması ile verilen bir 4EM   yüzeyinin Gauss, normal 

ve ortalama eğrilikleri 

02  NKKH                                                                                                 (2.2.48) 

eşitliğini sağlar ise M ye Wintgen ideal yüzey adı verilir (Wintgen 1979).  

Tanım 2.2.32: nEM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bu 

takdirde )(, MYX   için  

,,),,( 2 YXHYXh 


H


                                                                            (2.2.49) 

şartı sağlanırsa M ye yarı-umbilik yüzey denir (Chen 1972). 
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3. 4E DE YÜZEYLER 

 

3.0. Giriş 

Bu bölümde 4E  deki bazı özel yüzeyler ele alınmıştır. Bu yüzeyler sırasıyla rotasyon 

yüzeyleri, Vranceanu yüzeyleri, regle yüzeyleri, küresel çarpım yüzeyleri, tensör çarpım 

yüzeyleri, kanal yüzeyleri ve meridyen yüzeyleridir. Bu yüzeylerin Gauss,  ortalama ve 

normal eğrilikleri hesaplanmış, Wintgen ideal yüzeyi olmaları durumları ile ilgili bazı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

 

3.1. 4E  de Genelleştirilmiş Rotasyon Yüzeyleri 
4: ERI   eğrisi (2.1.13) parametrelendirilmesiyle verilen 4-ranklı bir W-eğrisi 

olsun. G. Ganchev ve V. Milousheva 2008 yılında yaptıkları çalışmada  

 20,),()()()()(),( 42  uJvuVvBuVvAuvuX                  (3.1.1) 

regüler yüzey yaması ile verilen yüzeyler tanımlamışlardır. Burada )(vAA  , )(vBB  , 

RJ   üzerinde tanımlı türevlenebilir fonksiyonlar olup  

    JvvBkvAkvAk

vBvA





,0)()(1)(

0)()(
2

32
2

1

22

 

şartları sağlanır. Bu yüzeyler   eğrisinin  )(),( 42 uVuV  vektörleri ile gerilen normal 

düzleminde yatan düzlemsel eğrilerin 1-parametreli ailesidir. O nedenle bu yüzeylere 

genelleştirilmiş rotasyon yüzeyleri denilmektedir (Moore 1919). Burada )(2 uV  ve 

)(4 uV  vektörlerinin (2.1.15) eşitliklerindeki değerleri (3.1.1) de yerine yazılırsa 

genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinin parametrik denklemi 













duvBacvAbd
k

bduvBacvAbd
k

b

cuvBbdvAac
k

acuvBbdvAac
k

avuX

sin)))()((1(,cos)))()((1(

,sin)))()((1(,cos)))()((1(),(

22

1

22

1

22

1

22

1  

biçimine dönüşür. Ayrıca 
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 )()(1)(

,)()(1)(

22

1

22

1

vBacvAbd
k

bvg

vBbdvAac
k

avf





                             (3.1.2) 

alınırsa yukarıdaki denklem 

 duvgduvgcuvfcuvfvuX sin)(,cos)(,sin)(,cos)(),(                             (3.1.3) 

biçimine dönüşür. Burada )(vf  ve )(vg   türevlenebilir fonksiyonlardır. Eğer 

 )(),()( vgvfv   düzlemsel döngü eğrisi olarak tanımlanırsa  

0))(())((0)()( 222222  vgvfvevgdvfc  

şartlarını sağlar (Ganchev ve Milousheva 2008a).  

Genelleştirilmiş rotasyon yüzeyleri ile ilgili aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  

Önerme 3.1.1: M yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin Gauss eğriliği 

22222222

22222222222

)())()((
))()(()())()((

gdfcgf
gfgffgdcgfcfgdgffggdfcK




      (3.1.4)                                                                                                                             

dir (Arslan ve ark. 2011a). 

İspat: M yüzeyinin tanjant uzayı 

),sin)(,cos)(,sin)(,cos)((),(

)cos)(,sin)(,cos)(,sin)((),(

duvgduvgcuvfcuvfvuX
v
X

duvdgduvdgcuvcfcuvcfvuX
u
X

v

u









                (3.1.5) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece M nin 1. temel form katsayıları 

22

22

))(())((),(),,(

,0),(),,(

,))(())((),(),,(

vgvfvuXvuXG

vuXvuXF

vdgvcfvuXvuXE

vv

vu

uu







                                                       (3.1.6) 

dir. Ayrıca X in ikinci mertebeden kısmi türevleri  

),sin)(,cos)(,sin)(,cos)((),(
),cos)(,sin)(,cos)(,sin)((),(

)sin)(,cos)(,sin)(,cos)((),( 2222

duvgduvgcuvfcuvfvuX
duvgdduvgdcuvfccuvfcvuX

duvgdduvgdcuvfccuvfcvuX

vv

uv

uu






           (3.1.7) 

dir. Bununla birlikte M yüzeyinin normal uzayı  
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)cos)(,sin)(,cos)(,sin)((
))(())((

1),(

),sin)(,cos)(,sin)(,cos)((
))(())((

1),(

222

221

duvcfduvcfcuvdgcuvdg
vdgvcf

vuN

duvfduvfcuvgcuvg
vgvf

vuN











 

 (3.1.8) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece  (2.2.9), (3.1.7) ve (3.1.8)  eşitlikleri yardımıyla ikinci 

temel form katsayıları  

0),(),,(

,
))(())((

))()()()((),(),,(

,0),(),,(

,
))(())((

)()()()(),(),,(

,0),(),,(

,
))(())((

)()()()(),(),,(

2
2
22

222
2
12

2
2
11

221
1
22

1
1
12

22

22

1
1
11






















vuNvuXc

vdgvcf

vgvfvgvfcdvuNvuXc

vuNvuXc

vgvf

vgvfvgvfvuNvuXc

vuNvuXc

vgvf

vfvgdvgvfcvuNvuXc

vv

uv

uu

vv

uv

uu

                                        (3.1.9) 

bulunur. Sonuç olarak (3.1.6) ve (3.1.9) eşitlikleri (2.2.16) da yerine yazılırsa 

))((1 22
12

1
22

1
11 ccc

EG
K                      (3.1.10) 

elde edilir. İkinci temel form katsayılarının değerleri yerine yazılırsa  


















 22

222

22

22

2222 )()(
)(

)()(
))((

))())(()()(
1

dgcf
gfgfdc

gf
fgdgfcgfgf

dgcfgf
K  

bulunur. Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde (3.1.4) eşitliği elde edilir.  

Önerme 3.1.1 in yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.1.2: M  yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M  nin düz (flat) bir yüzey olması için gerek ve 

yeter şart 

0))()(()())()(( 22222222222  gfgffgdcfgdgfcfggfgdfc (3.1.11) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a). 
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Önerme 3.1.3: M yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğrilik vektörü 

122222322

22222222

)())()((2
))())((())(( N

gdfcgf
gffgdgfcfggfgdfcH 

















               (3.1.12) 

dir (Arslan ve ark. 2011a). 

İspat: (2.2.17), (3.1.6) ve (3.1.9) eşitlikleri kullanılarak M nin ortalama eğrilik vektörü 

1
1
22

1
11 )(

2
1 NEcGc
EG

H 


                       (3.1.13) 

olarak bulunur. Ayrıca (3.1.6) ve (3.1.9) eşitlikleri (3.1.13) eşitliğinde yerine yazılırsa 

1
22

22

22

22
222222

)))()((
)()(

))()((
)()(

(
))())(()()((2

1

Ngf
gf

fgdgfc

dgcf
gf

gfgf
dgcfgf

H

















 

elde edilir. Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde (3.1.12) eşitliği elde edilir.  

Önerme 3.1.3. yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.1.4: M  yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M  nin minimal bir yüzey olması için gerek ve yeter 

şart 

0))())((())(( 22222222  gffgdgfcfggfgdfc                           (3.1.14) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a). 

Önerme 3.1.5: M  yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin normal eğriliği 

      
22222222

222222

)())()((
)()()()()(

gdfcgf
dgcfgfgfgffgdgfcgfgfcdKN 


     (3.1.15) 

dir. 

İspat. (3.1.6) ve (3.1.9) eşitlikleri (2.2.46) da yerine yazılırsa genelleştirilmiş rotasyon 

yüzeyinin normal eğriliği 
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2/3

2
12

1
22

2
12

1
11

)(EG
cEccGcKN


                                                                                            (3.1.16) 

dir. Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde (3.1.15) eşitliği elde edilir. 

Önerme 3.1.5 ve Açıklama 2.2.30 dan aşağıdaki sonuç elde edilir; 

Sonuç 3.1.6:  M  yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M  nin yarı-umbilik yüzey olması için gerek ve 

yeter şart 

       0)()()()()( 222222  dgcfgfgfgffgdgfcgfgfcd  

olmasıdır. 

Önerme 3.1.7: M  yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde KKN   olması için gerek ve yeter şart 

   02
12

1
22

1
11

2
12  cGcEcGcE                             (3.1.17) 

olmasıdır. 

İspat. (3.1.16) ve (3.1.10) eşitliklerinden (3.1.17) elde edilir.  

Aşağıda bazı özel durumlar incelenmiştir; 

I. Durum: 01
11

2
12  cGcE  olsun.                                                            (3.1.18) 

II. Durum: 02
12

1
22  cGcE  olsun.                                                            (3.1.19) 

Böylece aşağıdaki sonuçlar elde edilir; 

Sonuç 3.1.8: Genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi I. Durum’ daki (3.1.18) şartını sağlasın. 

Bu takdirde M yüzeyinin 

i)   eğrisi bir çemberdir ( dc  durumu) ya da 

ii)   döngü eğrisi   )(,)()( / vgvgv dc  ( dc  durumu) 

parametrelendirmesi ile verilen bir eğridir. 

İspat. Farzedelim ki 01
11

2
12  cGcE  olsun. Bu takdirde (3.1.6) ve (3.1.9) yardımıyla 

0))((  gcfgfddc  
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bulunur. Böylece dc  , yada 0 gcfgfd  durumları söz konusudur. Birinci durumda 

Örnek 2.1.7 yardımıyla    bir çember belirtir. İkinci durumda ise   dcvgvf /)()(   

bulunur.  

Sonuç 3.1.9: 4EM   yüzeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen genelleştirilmiş 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M  nin döngü eğrisi  )(),()( vfvfv    biçiminde 

bir parametrelendirmeye sahip (orijinden geçen bir doğru) ise M  yüzeyi II. Durumdaki 

(3.1.19) eşitliğini sağlar.  

İspat. (3.1.6) ve (3.1.9) yardımıyla 

     )()()()()( 22222
12

1
22 gfgfgfcdgfgfdgcfcGcE   

dır. Böylece )()( vgvf  olması durumunda 02
12

1
22  cGcE  bulunur. Bu da bize 

istenilen sonucu verir. 

Aşağıda 4E  de bazı rotasyon yüzeyi örnekleri verilmiştir; 

Örnek 3.1.10: (Düz Klein şişesi) 

,
2
1,1,sin2)(,cos)(  dcvvgvvf                                                    (3.1.20) 

parametrelendirmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi düz Klein şişesi olarak 

bilinir (Tompkins 1941). 

Örnek 3.1.11: (Blaschke yüzeyi) 

 uvuvuvuvvuX 2sin)cos1(,2cos)cos1(,sinsin,cossin1),( 


              (3.1.21) 

parametlendirmesi ile verilen yüzeye Blaschke yüzeyi adı verilir (Kim ve Lee 1993). 

Burada  

2,1),cos1(1)(,sin1)(  dcvvgvvf 





                   (3.1.22) 

alındığında 4E  de bir rotasyon yüzeyi olduğu görülür. Ayrıca burada  , M  yüzeyinin 

geodezik eğriliğidir. Bununla birlikte Y.H. Kim Mp  noktası boyunca her bir 

geodeziğin 4E  de bir W-eğrisi olduğunu da ispatlamıştır. 
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  a)                                      b)                                          c) 

Şekil 3.1.1. Blashke yüzeyleri; a) 2k , b) )2exp(/1 vk  , c) )2sin(/1 vk   

Örnek 3.1.12: (Banchoff yüzeyi) 

1,2,2sin)(,cos)( 2  dcvvgvvf                       (3.1.23) 

parametrelendirme ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi Banchoff yüzeyi olarak 

bilinir (Banchoff 1978). 

Örnek 3.1.13: (Döngü yüzeyi)  

Genelleştirilmiş rotasyon yüzeyinde 1)(,)(  vgvvf  ve  Rdc ,1 alınsın. Bu 

yüzey döngü yüzeyi olarak adlandırılır (Geysens ve ark. 1983).  

              
                             a)                                      b)                                          c) 

 
Şekil 3.1.2. a) Klein şişesi , b) Banchoff yüzeyi, c) Döngü yüzeyi. 

Örnek 3.1.14: (Aminov rotasyon yüzeyi) 

Rbadcvbvgvavf  ,;1,1,sin)(,cos)(                                                    (3.1.24) 

parametrelendirmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi Aminov rotasyon yüzeyi 

olarak bilinir (Aminov 1994). Böylece Aminov rotasyon yüzeyi için  

 2222222

2222

2sin)(4
2cos)(16

vabba
vabbaKK N




                 (3.1.25) 



 

26 
 

 

bulunur. Böylece, ba   durumunda 0 NKK  elde edilir. Bu durumda yüzey 

Clifford tor yüzeyi olur (Yoon 2003). 

Örnek 3.1.15: (Lawson yüzeyi) 

1,,sin)(,cos)(   dRcvvgvvf                                                        (3.1.26) 

parametrelendirmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi Lawson yüzeyi olarak 

bilinir (Lawson 1970). Bu yüzeyler )1(3S  de minimal yüzeylerdir. Bu yüzeyin Gauss 

eğriliği  

2222

22222

)sincos(
)sincos(
vvc

cvvcK



  

dir. Eğer 1c  ise 0K  dır. Bu durumda yüzey bir çeşit düz Aminov yüzeyi olur. 

         
                                             a)                                              b) 

Şekil 3.1.3. Lawson yüzeyleri; a) 1c , b) 2/1c  

Örnek 3.1.16: (r-tüp)  

  eğrisi 4E  de bir W-eğrisi olsun.   eğrisi etrafında sabit r-yarıçaplı bir tüp  

)(sin)(cos)(),( 42 uvVruvVruvuXM      ( 2,0  vu )                        (3.1.27) 

ile tanımlanır (Geysens ve ark. 1983). Bu yüzey (3.1.1) ve (3.1.3) denklemleri 

yardımıyla 

)sincos(1)(

),sincos(1)(

22

1

22

1

vracvrbd
k

avg

vrbdvrac
k

avf




 

fonksiyonlarıyla tanımlı bir genelleştirilmiş rotasyon yüzeyidir.  
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      a)                                              b) 
Şekil 3.1.4. r-tüp; 1 bar , 4,3  dc , ii) 3 dbr , 1 ca . 

 

Örnek 3.1.17:  

1,1;cos)()(,
cos1

sin)( 2 


 dcvvfvg
v

vvf                                                   (3.1.28) 

parametrelendirmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi Whitney küresi olarak 

bilinir (Borrelli ve ark. 1995). Bu yüzeyler NKK   şartını sağlayan Wintgen ideal 

yüzeylerdir (Chen 2010). 

 

3.2. 4E  de Vranceanu Yüzeyleri 

Tanım 3.2.1: (3.1.3) parametrelendirilmesi ile verilen genelleştirilmiş rotasyon 

yüzeyinde 1 dc  ve 

vvrvg
vvrvf

sin)()(
cos)()(




                                       (3.2.1) 

alındığında elde edilen rotasyon yüzeyi Vranceanu yüzeyi adını alır (Vranceanu 1977).  

Bu yüzeye ait bazı örnekler Şekil 3.2.1 de verilmiştir.  

         

Şekil 3.2.1. Vranceanu yüzeyleri; a) 1)( vr , b) vvr )( , c) )exp()( vvr   
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Vranceanu yüzeyinin 1. temel form katsayıları 

22

2

))(())((),(),,(

,0),(),,(

,))((),(),,(

vrvrvuXvuXG

vuXvuXF

vrvuXvuXE

vv

vu

uu







                                                             (3.2.2) 

dir. Ayrıca (3.2.1) ve (3.1.9) eşitlikleri yardımıyla Vranceanu yüzeyinin ikinci temel 

form katsayıları  
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vrvrvrvrvuNvuXc

vuNvuXc

vrvr

vrvuNvuXc

vv

uv

uu

vv

uv

uu

                                (3.2.3) 

dir. Böylece (3.2.3) ve (3.2.2) eşitlikleri (2.2.16) da yerine yazılırsa Vranceanu 

yüzeyinin Gauss eğriliği  

222

2

)))(())(((
)()())((

urur
urururK




                                                                (3.2.4) 

dır. Benzer şekilde (3.2.3) ve (2.2.17) eşitliklerinden ortalama eğrilik vektörü 

  12/322

22

)()(2
))((2))((3)()( N

vrvr
vrvrvrvrH 
















                                         (3.2.5)    

elde edilir.  

Önerme 3.2.2: Vranceanu yüzeyinin düz olması için gerek ve yeter şart 

0))(()()( 2  vrvrvr                                (3.2.6) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a). 

Bu önerme yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir.  

Sonuç 3.2.3: Vranceanu yüzeyinin düz olması için gerek ve yeter şart 

Revr v    ,;)(                                     (3.2.7) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a).  
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İspat. (3.2.6) diferensiyel denkleminin çözümünden istenilen sonuç elde edilir (bkz. 

Ek1). 

Açıklama 3.2.4: Eğer (3.2.7) eşitliğinde 1  ve 0  alınırsa 1)( ur  elde edilir. Bu 

durumda yüzey Clifford tor yüzeyi olur (Yoon 2003).  

Önerme 3.2.5: Vranceanu yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart 

0))((2))((3)()( 22  vrvrvrvr                        (3.2.8) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a). 

Sonuç 3.2.6: Vranceanu yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart 

Rba
vbva

vr 



 ,;
)2cos()2sin(

1)(                                     (3.2.9) 

olmasıdır (Arslan ve ark. 2011a).  

İspat. (3.2.8) diferensiyel denkleminin maple ile çözümünden istenilen sonuç elde edilir 

(bkz. Ek2). 

Açıklama 3.2.7: Önerme 3.2.5 de ifade edilen minimal yüzeyler Eisenhart’ın 

çalışmasında ele alınmış olup R-yüzeyleri olarak bilinir (Eisenhart 1912). 

Önerme 3.2.8: Vranceanu yüzeyinin normal eğriliği 

222

2

)))(())(((
)()())((

urur
urururKN 


                             (3.2.10) 

dir. 

İspat. (3.2.1) ve (3.1.15) eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir.  

Sonuç 3.2.9: Vranceanu yüzeyi için KKN  dir.  

Önerme 3.2.10: Vranceanu yüzeyinin Wintgen ideal yüzey olması  

( 2HKK N  şartının sağlanması) için gerek ve yeter şart 

0)()())((2))(( 22  vrvrvrvr                      (3.2.11) 

olmasıdır. 
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İspat. KKN    olduğundan (3.2.4) ve (3.2.5) eşitlikleri yardımıyla istenilen sonuç elde 

edilir.  

Sonuç 3.2.11: Vranceanu yüzeyinin Wintgen ideal yüzey olması için gerek ve yeter şart 

Rbavavbvr  ,;)2sin()2cos()(                 (3.2.12) 

olmasıdır. 

İspat. (3.2.11) diferensiyel denkleminin Maple ile çözümünden istenilen sonuç elde 

edilir (bkz. Ek3). 

 

3.3. 4E  de Regle Yüzeyler 

4-boyutlu Öklit uzayı 4E de bir  eğrisi ve bir V


 vektörü verilsin. V


 vektörünün   

eğrisi boyunca hareket ettirilmesi ile 4E  de bir M yüzeyi oluşur. Bu yüzeye 4E  ün 

regle yüzeyi adı verilir. Farz edelim ki bu eğri  

))(),(),(),(()( 4321 ufufufufu                     (3.3.1) 

ve hareketli vektör  

))(),(),(),(()( 4321 ugugugugu                    (3.3.2) 

ile tanımlansın. Burada if  ve ig  fonksiyonları türevlenebilir kabul edildiğinden 

)(u ve )(u  regülerdir. Böylece )(u  vektörünün )(u  eğrisi boyunca hareket 

ettirilmesiyle elde edilen M  regle yüzeyi  

)()(),(: uvuvuXM                        (3.3.3) 

yaması ile verilir. )(u  birim vektör alındığında, yüzeyin v parametresi )(u  pozitif 

yönü boyunca p noktasının )(u  eğrisine olan uzaklığına eşit olur. Bu şekilde 

tanımlanan )(u  eğrisine yüzeyin üreteç eğrisi ve )(u  vektörüne de yüzeyin 

döngüleri denir (Plass 1939). 

Eğer tüm )(u  vektörleri aynı noktada kesişirlerse birim hiperküreyi orijinde kesen bir 

koni oluşturur. Bu koniye yüzeyin üreteç konisi denir. Bundan sonra )(u  birim hızlı 

eğri ve 0)(),(  uu   olarak kabul edilecektir. 

Böylece aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 
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Önerme 3.3.1: M yüzeyi 4E  de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yüzey 

olsun. Bu takdirde M yüzeyinin p noktasındaki Gauss eğriliği 







  2,1,1

uuvuvuv XX
E

XX
E

K                    (3.3.4) 

dir (Bayram ve ark. 2009). 

İspat: ),( vuXp   noktasında M yüzeyinin teğet uzayı 

),(
)()(

uX
uvuX

v

u







                     (3.3.5) 

ile gerilir. Böylece (2.2.2) eşitliğinden 1. temel form katsayıları 

1,,

,0,,,

,,,21, 2













vv

vu

uu

XXG

vXXF

vvXXE

                    (3.3.6) 

dir. Ayrıca X in ikinci mertebeden kısmi türevleri yardımıyla 

0
),(





vv

uv

X
uX 

                                                      (3.3.7) 

dir. Böylece 

0,

,0,





vvv

vuv

XX

XX
                                                                                                           (3.3.8) 

bulunur.  

Böylece (3.3.8) ve (2.2.15) eşitliklerinden 

0),(

,,1),(

,,1,1),(







vv

uuuvuvvu

vuuvuuuuuuuu

XXh

XXX
E

XXXh

XXX
G

XXX
E

XXXh

                          (3.3.9) 

elde edilir. Böylece (2.2.27) eşitliğinden 4EM   regle yüzeyinin Gauss eğriliği 

,
),(),,(

E
XXhXXh

K vuvu                                                             (3.3.10) 

dir. Buradan (3.3.9) eşitliği (3.3.10) da yerine yazılırsa (3.3.4) elde edilir.  

Önerme 3.3.1 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 
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Sonuç 3.3.2: M yüzeyi 4E  de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yüzey 

olsun. M yüzeyinin Gauss eğriliği 

22

2

),,21(
)(),()(),(







vv

uuuu
K                                                            (3.3.11) 

dir (Bayram ve ark. 2009). 

İspat. (3.3.5) eşitliği yardımıyla  

  ,,,,,, vXXXX uuvuvuv                                               (3.3.12) 

elde edilir. Böylece (3.3.12) deki eşitlikler (3.3.4) de yerine yazılırsa istenilen sonuç 

elde edilir.  

Açıklama 3.3.3: 4E  de bir regle yüzeyin Gauss eğriliği K=0 ise açılabilir yüzeydir. 

Açılabilir yüzeyler burulmuş eğrilerin teğet sel yüzeyleridir. Bununla birlikte 0K  

Gauss eğriliğine sahip 4E  deki tüm yüzeyler açılabilir regle yüzeyler olmak zorunda 

değildir (bkz. Plass 1939, syf. 9). 

Örnek 3.3.4: Üreteç eğrisi )(v , 4E  de birim hızlı bir eğri olsun. Bu eğrinin Frenet 

vektörleri )(uVi , 41  i  olmak üzere  

)()(),(: uvVuvuXM ii                              (3.3.13) 

parametrelendirilmesiyle verilen regle yüzeylerinin Gauss eğrilikleri aşağıdaki tabloda 

verilmiştir (Bayram ve ark. 2009); 

Tablo 3.3.1 Regle Yüzeyler 
Yüzey Gauss Eğriliği (K) 

2M  
22

2
22

1

2
2

))1(( kvvk
k


  

3M  
22

3
22

2
2

2
3

2
2

)1( kvkv
kk



  

4M  
22

3
2

2
3

)1( kv
k


  

                                         

Tablo 3.3.1 yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir (Bayram ve ark. 2009); 
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i) )(u  üreteç eğrisi düzlemsel bir eğri ise 2M ve 3M  düz yüzeylerdir.  

ii) )(u  üreteç eğrisi 3E de bir uzay eğrisi ise 4M  düz yüzeydir. 

Önerme 3.3.5: M yüzeyi 4E  de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yüzey 

olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğrilik vektörü 

),(
2
1

uu XXh
E

H                     (3.3.14) 

dir (Bayram ve ark. 2009). 

İspat. (3.3.3) regle yaması ile verilen M yüzeyi için 0F  ve ),( vv XXh =0 olduğundan 

(2.2.31) denklemi yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.3.6: (3.3.3) regle yaması ile verilen bir M yüzeyinin p noktasındaki ortalama 

eğriliği 

2
2

4
),(),,(

E
XXhXXh

H uuuu                                                                              (3.3.15) 

dir. 

Örnek 3.3.7: 4E  de 

)0,0,sin,(cos)0,,0,0(),( uuvbuvuX                                                                   (3.3.16) 

regle yaması ile verilen yüzey 3E  de yatan helikoid yüzeyidir. Bu yüzey için  

vXXXXXX uuvuuuvu  ,,0,,0,  

dir. Bu eşitlikler (3.3.9) denkleminde yerine yazılırsa 0),( uu XXh  bulunur. Bu 

nedenle helikoid yüzeyi minimaldir. Bu yüzeyin Gauss eğriliği ise 22

2

vb
bK



  dir. 

Sonuç 3.3.8: 4E  de minimal olan tek yüzey 3E de yatan minimal bir regle yüzeyi, yani 

helikoiddir (Plass 1939). 

Tanım 3.3.9: (3.3.3) yamasıyla verilen regle yüzeyinde )(u  birim vektörü için 





4

2
)(

i
iiVu                     (3.3.17) 
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alındığında  





4

2
)(),(

i
iiVvuvuX                    (3.3.18) 

regle yaması elde edilir. Bu yamayla tanımlanan yüzey genelleştirilmiş standart regle 

yüzeyi olarak bilinir (Goncharova 2006a). Burada iV  ler birim hızlı   eğrisinin Frenet 

vektörleridir. Ayrıca, )(u  eğrisinin hız vektörü  





4

1
)(

i
iiVau                    (3.3.19) 

olup, burada 

3344

432233

3222

211

,
,

,







ka
kka

ka
ka







                  (3.3.20) 

dır. 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 3.3.10: (3.3.18) yamasıyla verilen genelleştirilmiş standart regle yüzeyinin 

Gauss eğriliği 

2

2
4

2
3

2
2

E
aaaK 

                    (3.3.21) 

dir (Goncharova 2006b). 

İspat: (3.3.11), (3.3.19) ve (3.3.20) eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir.  

 

3.4. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yüzeyleri 
dmEMf :  dönüşümü m-boyutlu altmanifold M den (m+d)-boyutlu Öklit uzayına 

dmE  bir gömme (embedding) ve nn ESg 1:  dönüşümü ise 1nS  (n-1)-küresinin 

standart gömmesi olsun. Bu takdirde 0)(, 1  ufMu  ve nSv için   

 X:M× 1nS → 1 dnmE   

))()(),(),...,(),((),( 121 vgufufufufvuX dmdm                                                  (3.4.1) 
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şeklinde tanımlanan dönüşüm rotasyonel gömme olarak bilinir (Kuiper 1970). Bu 

dönüşüm nE  nin 1dmE  etrafında döndürülmesiyle elde edilir.  

Tanım 3.4.1: 2:, ER   düzlemsel eğriler olsun. ))(),(()( 21 ufufu   ve 

))(),(()( 21 vgvgv   şeklinde verilsin. Bu takdirde bu eğrilerin küresel çarpımı 

))()(),()(),((),(
:),(

22121

32

vgufvgufufvuX
EEvuX


 

                                                             (3.4.2) 

şeklinde tanımlanır. 1010 , vvvuuu   için ),( vuX  yaması 3E  de bir küresel 

çarpım yüzeyi tanımlar (Jaklic ve ark. 2000).  

Örnek 3.4.2: (3.4.2) eşitliğinde 

vavgvavg
uufuauf

22

11

sin)(,cos)(

,cos)(,sin)(

3221

211







                                                                          (3.4.3) 

alındığında 
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vuvuX ,
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,
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1

3

2

1

                   (3.4.4) 

yaması ile verilen küresel çarpım yüzeyi süperkuadrik olarak bilinir. Bu yüzeyin kapalı 

denklemi 

1
1

2

221

2

3

3

2

2

2

2

1
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a
x

a
x

a
x                                                                                     (3.4.5) 

dir. Uygulama olarak a) 1.021   , b) 5.021   , c) 121   , d) 1,3 21   , 

e) 3,1 21    ve f) 321    değerleri için yüzey örnekleri Şekil 3.4.1 de verilmiştir. 

             
  a)                                        b)                                           c) 
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                         d)                                        e)                                           f) 

Şekil 3.4.1 Süperquadrik Yüzeyler 
 

Açıklama 3.4.3: (3.4.2) eşitliğinde )(v  eğrisi birim çember alınırsa 

)sin)(,cos)(),((),( 221 vufvufufvuX                               (3.4.6) 

parametrelendirmesi ile verilen küresel çarpım yüzeyi dönel yüzey halini alır (O’Neill 

1997). 

Örnek 3.4.4: 3E  deki   (3.4.6) yaması ile verilen dönel yüzeyin üzerindeki  

))(,sin)(,cos)(()( 211 vfvvfvvfv   

parametrelendirmesiyle verilen uzay eğrisi birim hızlı ve )1(2S de yatan küresel bir eğri 

ise bu taktirde 1)( 2
v  ve 1)( 2

 v   dir. Buradan 

   
      1)()()(

1)()(
2

2
2

1
2

1

2
2

2
1





vfvfvf

vfvf
                                                                                 (3.4.7) 

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin Maple yardımıyla çözümünden  

(bkz. Ek4)

  )(sec)(1)(),tanh()( 2
121 cvhvfvfcvvf   

elde edilir. 

Tanım 3.4.5: 3: ER   bir uzay eğrisi ve 2: ER   bir düzlemsel eğri olsun. 

))(),(),(()( 321 ufufufu   ve ))(),(()( 21 vgvgv   şeklinde verilsin. Bu takdirde bu 

eğrilerin küresel çarpımı 

))()(),()(),(),((),(
:

231321

42

vgufvgufufufvuX
EEX


 

                                                 (3.4.8) 



 

37 
 

 

şeklinde tanımlanır. 2121 , vvvuuu   için ),( vuX  yaması 4E  de bir küresel 

çarpım yüzeyi tanımlar. 

Örnek 3.4.6: (3.4.8) eşitliğinde 

vavgvavg

uufuuaufuauf
22

1111

sin)(,cos)(

sin)(,sincos)(,cos)(

4231

322
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11







                                      (3.4.9) 

alındığında 
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                  (3.4.10) 

yaması ile verilen küresel çarpım yüzeyi elde edilir. Bu yüzeyin kapalı denklemi 
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2

1
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a
x

a
x

a
x

a
x                                                                        (3.4.11) 

dir.  

Örnek 3.4.7: (Otsuiki Küresi)  

)sin),(),(()( 21 uufufu   ve )sin,(cos)( vvv                            (3.4.12) 

alındığında küresel çarpım 

)sinsin,cossin),(),((),( 21 vuvuufufvuX                                                           (3.4.13) 

şeklinde tanımlanır. Burada  20,  vRu  ve uff 22
2

2
1 sin)()(   dir. 

Bu çarpımı ilk defa T. Otsuiki 1966 yılında (Otsuiki 1966) da tanımlamıştır. Aynı 

çalışmasında ayrıca 

a) uufuufuuf sin)(),
2

(sin
3
4)(),

2
(cos

3
4)( 3

3
2

3
1  , 

b) uufuuufuuuf sin)(),2sin(sin
2
1)(),2cos(sin

2
1)( 3

2
2

2
1   

durumlarını da göz önüne almıştır. a) durumu için ),( vuX  yamasıyla verilen yüzey 4E  

ün 3-boyutlu alt uzayında yatmayan Otsuiki küresi (non-round) olarak adlandırılır. Aynı 
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zamanda bu yüzey sabit Gauss eğriliğine sahiptir. Bu yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri 

Şekil 3.4.2 de verilmiştir. 

           
                                        a)                                                     b) 

Şekil 3.4.2. Otsuiki küresinin 3E  deki izdüşümleri 

Son zamanlarda G. Ganchev ve V. Milousheva ))(),(),(()( 321 ufufufu   birim hızlı 

uzay eğrisi ile )sin,(cos)( vvv   çemberinin genel çarpımını  

 vufvufufufvuvuX sin)(,cos)(),(),()()(),( 3321  ,  03 f                    (3.4.14) 

küresel çarpım yüzeyi olarak ele almışlardır. Burada 20,  vRu  ve   birim hızlı 

(yani; 1)'()'()'( 2
3

2
2

2
1  fff ) dır (Ganchev ve Milousheva 2008b). (3.4.14) yaması 

ile verilen yüzeyler Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri olarak adlandırılır. Burada 

)(u  eğrisi yüzeyin döngü eğrisi olarak adlandırılacaktır. 

Örnek 3.4.8: (3.4.14) yaması ile verilen Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri 

 
 
 53,5,sin3)()

,53,5sin3,sin)()
,cos,53,)()






uuuue
uuuud

ueeuc uu





 

döngü eğrileri ile verilsin. Bu yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri Şekil 3.4.3 de verilmiştir. 

            
                 c)                                              d)                                               e) 

Şekil 3.4.3. Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeylerinin 3E  deki izdüşümleri 
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Önerme 3.4.9: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-

Milousheva rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin Gauss eğriliği 

3

3

f
fK


                                                                                                                 (3.4.15) 

dir. 

İspat: M yüzeyinin tanjant uzayı 

 

 vufvufvuX
v
X

vufvufufufvuX
u
X

v

u

cos)(,sin)(,0,0),(

,sin)(,cos)(),(),(),(

33

3321









                                           (3.4.16) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece M nin 1. temel form katsayıları 

)(,

,0,

,1,

2
3 ufXXG

XXF

XXE

vv
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                                                                                             (3.4.17) 

dir. Burada )(2
3

22 ufFEGW   dir. 

Ayrıca M nin ikinci kısmi türevleri  

)sin,cos,0,0(),(
),cos,sin,0,0(),(
),sin,cos,,(),(

33

33

3321

vfvfvuX
vfvfvuX
vfvfffvuX

uu
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                                                                        (3.4.18) 

dir. Bununla birlikte M yüzeyinin normal uzayı   

)sin)(,cos)(,,(1),(

),sin,cos,,(1),(

21212121131332322

33211

vffffvffffffffffffvuN

vfvfffvuN







  

vektör alanları ile gerilir. Burada  

2
3

2
2

2
1 )()()( fff   

)(u  döngü eğrisinin eğriliğidir.  

Böylece ikinci temel form katsayıları 
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                                                                         (3.4.19) 

dir. Burada  

12211 ffff  ,                                     (3.4.20) 

)(u  eğrisinin Oe1e2 düzlemine izdüşümü olan ))(),(()( 211 ufufu   eğrisinin 

eğriliğidir. 

Ayrıca (2.2.16) yardımıyla  

EG
ccK

1
22

1
11                                                                                                                (3.4.21) 

elde edilir. Böylece (3.4.17) ve (3.4.19) daki eşitlikler (3.4.21) de yerine yazılırsa 

istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 3.4.9 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.4.10: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin düz (flat) bir yüzey olması için gerek ve yeter 

şart 

Rbabauuf  ,,)(3                                                                                           (3.4.22) 

olmasıdır. 

İspat: (3.4.15) eşitliğinin sıfır olmasından ispat kolayca görülebilir. 

Sonuç 3.4.11: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin sabit Gauss eğriliğine sahip olması için gerek 

ve yeter şart 
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a
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a
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a
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ee

ee

auf                 (3.4.23) 

olmasıdır. 



 

41 
 

 

İspat: (3.4.15) eşitliğinin u ya göre kısmi türevinden  

,2
3

3333

f
ffff

u
K 



  

elde edilir. Böylece sabit Gauss eğriliğine sahip olması için  

03333  ffff                                                                                                         (3.4.24) 

olmalıdır. (3.4.24) diferansiyel denkleminin Maple ile çözümünden (3.4.23) elde edilir 

(bkz. Ek5). 

Önerme 3.4.12: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-

Milousheva rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğrilik vektör alanı 

2
3

1
1

3

3

222
N

f
N

f
fH














 



                                                                                  (3.4.25) 

dir. 

İspat: (2.2.17), (3.4.17) ve (3.4.19) eşitlikleri kullanılarak M  nin ortalama eğrilik 

vektör alanı 

    2
2
221

1
22

1
112

1 NEcNEcGc
EG

H 


                      (3.4.26) 

olarak bulunur. Ayrıca (3.4.17) ve (3.4.19) eşitlikleri (3.4.26) eşitliğinde yerine yazılırsa 
















 

 2
13

1
332

32
32

1 NfNfff
f

H







 

elde edilir. Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde (3.4.25) eşitliği elde edilir.  

Önerme 3.4.12 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.4.13: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M  nin minimal bir yüzey olması için gerek ve yeter 

şart  

01   ve K2  

olmasıdır. 
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İspat: 01   ise )(u  eğrisinin Oe1e2 düzlemine izdüşümü olan )(1 u eğrisi düz bir 

doğru olur. 

Önerme 3.4.14: (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen her bir Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyi yarı-umbiliktir. 

İspat.  (3.4.17) ve (3.4.19) eşitliklerinden 0F , 01
12 c , 02

11 c  ve 02
12 c  dır. Bu 

değerler (2.2.47) de yerine yazılırsa NK 0 bulunur.  

(3.4.15) ve (3.4.25) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.4.15: M  yüzeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal yüzey olması  

( 2HKK N  şartının sağlanması) için gerek ve yeter şart 

04)(2 2
1

2
333

22
3

4   ffff  

olmasıdır. 

İspat. (3.4.15) ve (3.4.25) eşitliklerinden istenilen sonuç elde edilir.  

 

3.5. Tensör Çarpım Yüzeyleri 

Tanım 3.5.1: 2
1 : ERc   ve 2

2 : ERc   düzlemsel eğriler olsun. ))(),(()(1 uuuc   

ve ))(),(()(2 vvvc   şeklinde verilsin. Bu takdirde bu eğrilerin tensör çarpımı 

))()(),()(),()(),()((),(
: 42

21

uvuvuvuvvuX
EEccX


       (3.5.1) 

şeklinde tanımlanır. Bu yamayla verilen yüzeye 4E  de bir tensör çarpım yüzeyi denir 

(Mihai ve ark. 1995).  

(3.5.1) eşitliğinde )sin,(cos)(1 uuuc   ve ))(),(()(2 vvvc   alınırsa tensör çarpım 

yüzeyi 

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),(: uvuvuvuvvuXM       (3.5.2) 

halini alır.  

Önerme 3.5.2: M  yüzeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin Gauss ve normal eğrilik fonksiyonları birbirine eşit olup  
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22 )()(
)()()(

 



vbvcvbKK N                                                                                        (3.5.3) 

dir. Burada 

,
)()(

)(

,)(

22

22

















vc

vb
                                                                                                 (3.5.4) 

reel değerli türevlenebilir fonksiyonlardır. 

İspat: M yüzeyinin tanjant uzayı 

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),(

),cos)(,cos)(,sin)(,sin)((),(

uvuvuvuvvuX
v
X

uvuvuvuvvuX
u
X

v

u













                            (3.5.5) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece M nin 1. temel form katsayıları 

22

22

))(())((,

,0,

,)()(,

vvXXG

XXF

vvXXE

vv

vu

uu











                                                                            (3.5.6) 

dir. 

Ayrıca M nin ikinci kısmi türevleri  

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),(
),cos)(,cos)(,sin)(,sin)((),(
),sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),(

uvuvuvuvvuX
uvuvuvuvvuX
uvuvuvuvvuX

uu

uv

uu










                                 (3.5.7) 

dir. Bununla birlikte M yüzeyinin normal uzayı  

)cos)(,cos)(,sin)(,sin)((1),(

),sin)(,sin)(,cos)(,cos)((1),(

2
2

2
1

uvuvuvuv
c

vuN

uvuvuvuv
c

vuN












               (3.5.8) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece  (2.2.9), (3.5.7) ve (3.5.8) eşitlikleri yardımıyla ikinci 

temel form katsayıları 
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vvvvvuNvuXc
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uv

uu







                                              (3.5.9) 

dir. Sonuç olarak (3.5.6) ve (3.5.9) eşitlikleri (2.2.16) ve (2.2.47) de yerine yazılırsa  

EG
cccK

22
12

1
22

1
11 )(

  ve 2/3

1
22

2
12

2
12

1
11

)(EG
cEccGcKN


  

elde edilir. Son eşitlikler yeniden düzenlenirse istenilen sonuç elde edilir.  

Önerme 3.5.2 yardımıyla aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.5.3: M  yüzeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin düz (flat) bir yüzey olması için gerek ve yeter şart )(2 vc  

orijinden geçen bir doğru ya da   

      0)()( 2222                                       (3.5.10) 

eşitliğini sağlayan bir eğri olmasıdır. 

İspat: (3.5.3) eşitliğinin sıfır olmasından ispat kolayca görülebilir. 

Önerme 3.5.4: M  yüzeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin ortalama eğriliği 

22 )()(2
)()(
 




vcvbH


                                                                                            (3.5.11) 

dir. Burada )(vb ve )(vc fonksiyonları (3.5.4) de tanımlanmıştır. 

İspat: (2.2.17), (3.5.6) ve (3.5.9) eşitlikleri kullanılarak M  nin ortalama eğrilik vektörü 
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  1
1
22

1
112

1 NEcGc
EG

H 


                                 (3.5.12) 

olarak bulunur. Ayrıca (3.5.9) ve (3.5.6) eşitlikleri (3.5.12) eşitliğinde yerine yazılırsa 

      
   12/32222

2222

)()(2
)()()()()()()()()()( NvvvvvvvvH










 

elde edilir. Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde (3.5.11) eşitliği elde edilir. 

Sonuç 3.5.5: M  yüzeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin minimal olması için gerek ve yeter şart 2c eğrisinin orijin 

merkezli bir hiperbol olmasıdır (Mihai ve ark. 1995). 

Sonuç 3.5.6: M  yüzeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensör çarpım yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal yüzey olması için gerek ve yeter şart 

0))(())())(((3 2222                                         (3.5.13) 

olmasıdır. 

İspat. (3.5.3) ve (3.5.11) eşitliklerinden  

0)()(3  vcvb  

elde edilir. Ayrıca (3.5.4) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.5.7: )sin)(,cos)(()(2 vvrvvrvc   eğrisi ile )sin,(cos)(1 uuuc   çemberinin 

tensör çarpım yüzeyi  

)sinsin)(,sincos)(,cossin)(,coscos)((),( uvvruvvruvvruvvrvuX   

yamasıyla verilen bir yüzeydir.  

Bu yüzey yamasında ikinci ve üçüncü bileşenler yer değiştirilirse Vranceanu yüzeyi 

elde edilir.   
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3.6. Kanal Yüzeyleri 

Tanım 3.6.1: 4E regüler birim hızlı bir eğri olsun ve 

)0),(),(),(()( 321 ufufufu           (3.6.1) 

parametrelendirmesiyle verilsin.  4321 ,,, eeee ,   eğrisinin Frenet çatısı olmak üzere 

aşağıdaki Frenet denklemleri sağlansın; 

0)(
),()()(

),()()()()(
),()()(

),()(

4

23

312

21

1








ue
ueuue

ueuueuue
ueuue

ueu







        (3.6.2) 

Burada,   ve   sırasıyla   eğrisinin eğrilik ve burulmasıdır. Böylece, 

 vuevueuruvuXM sin)(cos)()()(),(: 43          (3.6.3) 

parametrelendirmesiyle verilen yüzeye 4E  de bir kanal yüzeyi adı verilir (Gal ve Pal 

2009). Burada )(ur reel değerli türevlenebilir bir fonksiyondur. 

Örnek 3.6.2: 3E  de helis eğrisi  

),sin,cos()(
c

bu
c
ua

c
uau   

üzerine kurulan kanal yüzeyi 

)sin)(,cos)(,coscos)(sin,cossin)(cos(),( vurv
c
uar

c
buv

c
u

c
ubr

c
uav

c
u

c
ubr

c
uavuX 

 

parametrelendirmesiyle ifade edilir. 

Örnek 3.6.3: 3E  de genel helis eğrisi 








 


2
,

3
)1(,

3
)1()(

2/32/3 uuuu  

üzerine kurulan kanal yüzeyi 








 








vurvuru

vuuruvuuruvuX

sin)(,cos
2
)(

2

,cos
2

)1)((
3

)1(,cos
2

)1)((
3

)1(),(
2/12/32/12/3

 

parametrelendirmesiyle ifade edilir. 
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Önerme 3.6.4: M yüzeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Bu takdirde M nin Gauss eğriliği 







  22 ,1,1,,,1,1

vuvuuvuvuvuvvuuuvvuu XX
G

XX
E

XXXXXX
E

XX
EG

K

            (3.6.4) 

dir. 

İspat. ),( vuXp   noktasında M yüzeyinin teğet uzayı 

,cos)(sin)(
,sin)(cos)(cos)(

43

4321

veurveurX
veurveurveureX

v

u



 
      (3.6.5) 

ile gerilir. Böylece (2.2.2) eşitliğinden 1. temel form katsayıları 

2

2222

)(,

,0,

,cos)()())((1,

urXXG
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vuururXXE

vv

vu

uu





 

                   (3.6.6) 

dir. Ayrıca X(u,v) yamasının ikinci kısmi türevleri 

43

432

43
2

21

sin)(cos)(
,cos)(sin)(sin)()(

,sin)())()()((cos

)cos)()(cos))()(()((cos)()()(

veurveurX
veurveurveuurX

veureuururv

evuurvuuruveuuruX

vv

uv

uu














                (3.6.7) 

dir. Böylece (3.6.5) ve (3.6.7) eşitliklerinden 

0, vvv XX             (3.6.8) 

elde edilir. Buradan (3.6.8) ve (2.2.15) eşitlikleri (2.2.27) de yerine yazılıp F=0 durumu 

göz önünde bulundurularak (3.6.4) eşitliği elde edilir.  

Sonuç 3.6.5: M yüzeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Bu takdirde M nin Gauss eğriliği 

 
  
















22443

22222

2 ))((1)()()(cos)()(
))()()(()()()()()())((2)(2cos)()(

uruururvuur
uuruuruururuuruvur

GE
urK




 

             (3.6.9) 

dir.  
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İspat. (3.6.5) ve (3.6.7) eşitliklerinden  

)()(,

,sincos)()(,

),()(,

),()(cos))()()(()(,

,))((sin)()(,

),()(cos)()(,

22

2
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ururXX

vvuurXX
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ururvuuruurXX

urvuurXX

ururvuurXX
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uvv

uuu
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                         (3.6.10) 

elde edilir. Böylece (3.6.10) deki eşitlikler (3.6.4) de yerine yazılırsa istenilen sonuç 

elde edilir. 

Önerme 3.6.8: M yüzeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Bu takdirde M nin ortalama eğriliği 
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          (3.6.11) 

dir.  

İspat. 0F  olduğundan (2.2.31) eşitliğinden  

EG
XXhXXh

G
XXh

E
XXh

H vvuuvvuu ),(),,(2),(),(
4 2

2

2

2
2




 

dır. Ayrıca (2.2.15) yardımıyla 
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vuvuvvvuvvvvvvv

uuvvuuuuvuuuuuuuuu
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  (3.6.12) 

elde edilir. Buradan (3.6.8) ve (3.6.12) yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.6.9: M yüzeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Bu takdirde M nin ortalama eğriliği 
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)))((1)()(2)()(

))()())()((((cos)()(2cos)()(4
}))()()((()(2)()()(2)())((3)(4
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(3.6.13) 

dir.

 

İspat. (3.6.5) ve (3.6.7) eşitliklerinden 

)()(cos))()()(()(,

,sincos)()(,

,)(,
,))(()cos)()(cos))()(()((

cos)))(())()()(()()()((,
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2222222

ururvuuruurXX

vvuurXX
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vuruururukuurXX
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vuu

vvvv

uuuu



















 

bulunur. Ayrıca (3.6.10) ve yukarıdaki eşitlikler Önerme (3.6.8) deki denklemde yerine 

yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.6.10: M yüzeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Eğer   düz bir doğru ise M  nin Gauss ve ortalama eğriliği sırasıyla 

 22))((1)(
)(
urur

urK





 
ve 

 
 322

22222

))((1)(4

)1)()(2)())((1())(())(()(

urur

ururururururH






 

dir.  

İspat.   düz bir doğru ise bu takdirde eğrilikleri 0)()(  uu   dır. Böylece bu 

değerler (3.6.9) ve (3.6.13) de yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Örnek 3.6.11:   eğrisi helis olmak üzere  

a) 3/)( ueur  ,  b) 3)( uur  ,  c) 53)(  uur  

fonksiyonları için yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri aşağıdaki şekillerde verilmiştir. 
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                 a)                                           b)                                          c) 
Şekil 3.6.1. Helis eğrisinin kanal yüzeyinin  3E  deki izdüşümleri 

 

Örnek 3.6.12:   eğrisi genel helis olmak üzere  

d)
2

)( ueur  ,  e) 25)( uur  ,  f) 53)(  uur  

fonksiyonları için yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri aşağıdaki şekillerde verilmiştir. 

         
            d)                                           e)                                          g) 

Şekil 3.6.2. Genel helis eğrisinin kanal yüzeyinin  3E  deki izdüşümleri 
 

Örnek 3.6.13:   eğrisi düz bir doğru olmak üzere  

g) ueur )( ,  h) uur sinh)(   

fonksiyonları için yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri aşağıdaki şekillerde verilmiştir. 

 

                                              g)                                          h) 

Şekil 3.6.3. Düz doğru üzerine kurulan kanal yüzeyinin  3E  deki izdüşümleri 
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3.7. Meridyen Yüzeyleri 
4E  ün standart ortonormal çatısı  4321 ,,, eeee  olmak üzere  321 ,, eee  tarafından 

gerilen orijin merkezli birim küre )1(2S  olsun. Bu takdirde )1(2S  birim küresi üzerinde 

birim hızlı RJvv  ),(  eğrisi verilsin.  T  olmak üzere   eğrisinin çatısı 

 )(),(),( vvNvT   ile verilir ve 

)()()(
),()()()(

),()(

vTvvN
vvNvvT

vTv











         (3.7.1) 

denklemleri sağlanır. Burada, )(v    eğrisinin küresel eğriliğidir ve )(u  da 

))(),(()(: 21 uuu     meridyen eğrisinin eğriliği olup  

2
1

1
2121

))((1

)()()()()(
u

uuuuu








       (3.7.2) 

dır. 

Tanım 3.7.1: ))(),(()(: 21 uuu    eğrisi birim hızlı bir eğri olsun. Bu takdirde 

421
2 )()()(),(: euvuvuXM                                 (3.7.3) 

parametrelendirmesiyle verilen 2M  yüzeyi   meridyen eğrisinin 4E  de 4Oe  ekseni 

etrafında döndürülmesiyle elde edilen 43 EM   rotasyonel hiperyüzeyinde yatan bir 

yüzeydir. Böylece 2M  yüzeyi 3M ün meridyenlerinden oluştuğundan meridyen yüzeyi 

adı verilir (Ganchev ve Milousheva 2010). Burada )(1 u ve )(2 u  reel değerli 

türevlenebilir fonksiyonlardır. Böylece ))(),(),(()( 321 vvvv    olmak üzere 

(3.7.3) parametrelendirilmesiyle verilen meridyen yüzeyi  

))(),()(),()(),()((),(: 2312111
2 uvuvuvuvuXM                                          (3.7.4) 

yamasıyla ifade edilir. 

Örnek 3.7.2. 3E de birim hızlı, küresel bir eğri 

 )3tanh()sin(),3tanh()cos(,)3(tanh1)( 2  vvvvvv  

olmak üzere (Şekil 3.7.1 a)), )(v nin oluşturduğu meridyen yüzey yaması 

 uuvvuvvuvvuX sin,cos)3tanh(sin,cos)3tanh(cos,cos)3(tanh1),( 2   
şeklinde seçilirse bu yüzeyin 3E deki izdüşümü Şekil 3.7.1 b) deki gibidir. 
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a)                                                   b) 

Şekil 3.7.1. Küresel eğri ve meridyen yüzeyi 

 

Önerme 3.7.3: M yüzeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin Gauss eğriliği 

)(
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1
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u
uuK


 

                      (3.7.5) 

dır.  

İspat: M yüzeyinin tanjant uzayı 
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                                          (3.7.6) 

vektör alanları ile gerilir. Böylece M nin 1. temel form katsayıları 

2
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,0,
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uXXG

XXF

XXE
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                                                                                            (3.7.7) 

dir. Böylece 2
1

22 ))(( uFEGW   dır. 

Ayrıca M nin ikinci kısmi türevleri  
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                                                                    (3.7.8) 

dir. Bununla birlikte M yüzeyinin normal uzayı   
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4122

1

)()()(),(
),(),(

euvuvuN
vNvuN

 


                                                                         (3.7.9) 

vektör alanları ile gerilir. 

Böylece ikinci temel form katsayıları 
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                               (3.7.10) 

dir. Böylece (2.2.16) yardımıyla  

G
ccK

2
22

2
11                                                                                                                (3.7.11) 

elde edilir. Böylece (3.7.7) ve (3.7.10) daki eşitlikler (3.7.11) de yerine yazılırsa 

istenilen sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.7.4: M yüzeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M yüzeyinin düz bir yüzey olması için gerek ve yeter şart )(u  

eğrisinin )),(()( 1 cuu    biçiminde bir eğri ya da M yüzeyinin açılabilir bir regle 

yüzeyi olmasıdır. 

İspat: (3.7.5) eşitliğinden 
)(

)()(

1

2

u
uuK


 

  olduğundan 0)( u  ya da 0)(2  u  dır. 

Eğer 0)(2  u  ise   meridyen eğrisi )),(()( 1 cuu    biçimindedir. Eğer 0)( u  

ise (3.7.2) eşitliğinden 0)(1  u  olur. Böylece   meridyen eğrisi düz bir doğrudur ve 

0K  olduğundan meridyen yüzeyi açılabilir regle yüzeydir.  

Önerme 3.7.5: M yüzeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü 

),(
)(2

)()()(),(
)(2

)(
2

1

21
1

1

vuN
u

uuuvuN
u

vH




  




                                               (3.7.12) 

dir. 
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İspat. (3.7.7) ve (3.7.10) eşitlikleri (2.2.17) de yerine yazılırsa 

),(
2

),(
2 2

2
22

2
11

1

1
22 vuN

G
cGcvuN

G
cH 




 

bulunur. Son eşitlik yeniden düzenlenirse istenilen sonuç elde edilir.    

Önerme 3.7.6: M yüzeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M yüzeyinin normal eğriliği 0NK  dır. 

İspat.  (3.7.7) ve (3.7.10) eşitlikleri (2.2.47) de yerine yazılırsa 0NK
 
bulunur.   

Sonuç 3.7.7: M  yüzeyi (3.7.3) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen yüzeyi 

olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal yüzey olması için gerek ve yeter şart  

)(
)()(

1

2

u
uu







   ve   0)( v                   (3.7.13) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

İspat. (3.7.5) ve (3.7.12) eşitlikleri yardımıyla  

0)( 2
21

2     

denklemi elde edilir. Bu denklem yardımıyla da (3.7.13) eşitliği bulunur. 
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4. 4E  DE 1-TİPİNDE GAUSS DÖNÜŞÜMÜNE SAHİP OLAN YÜZEYLER  

 

4.0. Giriş 

Bu bölümde, bir önceki bölümde ele alınan Vranceanu yüzeyleri, tensör çarpım 

yüzeyleri, meridyen yüzeyleri ve Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeylerinin 1-tipinde 

Gauss dönüşüme sahip olmaları için gerek ve yeter şartlar elde edilmiştir.  

4.1.  4E  de Bir Yüzeyin Gauss Dönüşümü 

Tanım 4.1.1: M yüzeyi nEEUX  2:  yaması ile verilsin. M üzerinde tanımlı 

herhangi bir türevlenebilir   fonksiyonu için   nin Laplası 

 
iiXii XXX  ~~~                     (4.1.1) 

şeklinde tanımlanır (Chen 1973). 

Tanım 4.1.2: nE nin ortonormal çatısı neee ,...,, 21 olmak üzere 21,ee  vektör alanları 

M yüzeyine teğet ve nee ,...,3  vektör alanları da normal olsun. Bu takdirde M nin Gauss 

dönüşümü 

  )()( 21 peepG                                                                                                     (4.1.2) 

biçiminde tanımlanır. Burada   dış çarpımı belirtir. 

Eğer M yüzeyinin Gauss dönüşümü  

)( CGfG


                     (4.1.3) 

şartını sağlarsa M yüzeyi noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahiptir denir.  Burada f 

fonksiyonu M üzerinde sıfırdan farklı türevlenebilir bir fonksiyon ve C


 sabit bir 

vektördür (Baikoussis ve Blair 1992), (Baikoussis ve ark. 1993), (Baikoussis ve 

Verstraelen 1993) ve (Kim ve Yoon 2000a).  

Eğer f fonksiyonu sabit değil ise M ye has 1-tipinde Gauss dönüşüme sahiptir denir.  

Ayrıca 0


C  (ya da 0


C ) M yüzeyi 1. çeşit (yada 2. çeşit) 1-tipinde Gauss dönüşüme 

sahiptir denir (Chen ve ark. 2005), (Choi ve Kim 2001), (Kim ve Yoon 2000b) ve (Kim 

ve Yoon 2005).  
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4.2. 4E  de 1-tipinde Gauss Dönüşümüne Sahip Olan Yüzeyler 

4.2.1. Vranceanu Yüzeyi 

Bu kısımda Bölüm 3.2 de  

)sinsin)(,cossin)(,sincos)(,coscos)((),( uvvruvvruvvruvvrvuX                (4.2.1.1) 
yamasıyla verilen Vranceanu yüzeyinin 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması için 

gerek ve yeter şartlar incelenmiştir. 

M  bir Vranceanu yüzeyi olmak üzere M  nin p noktasındaki teğet uzayı )(MTp  

 21, XX  ve p noktasındaki normal uzayı )(MTp
  ise 21, NN  ortonormal bazları ile 

gerilsin. Bu vektörler sırasıyla  

)coscos,sincos,cossin,sinsin(

),sin)(,cos)(,sin)(,cos)((
)(

1

),sin)(,cos)(,sin)(,cos)((
)(

1
)(

1

),cossin,sinsin,coscos,sincos(
)(

1

2

1

2

1

uvuvuvuvN

uvBuvBuvCuvC
vA

N

uvCuvCuvBuvB
vAvvA

X

uvuvuvuv
uvr

X

















 

biçiminde oluşturulur. Burada  

vvrvvrvC
vvrvvrvB

vrvrvA

cos)(sin)()(
,sin)(cos)()(

,))(())(()( 22






                                                 (4.2.1.2) 

dır. 

Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla  
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                                           (4.2.1.3)                                                
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elde edilir (Mihai 2004, Rouxel 1980). Burada 

  ,
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                          (4.2.1.4)   

                  

dır. Böylece (4.2.1.3) deki denklemlerin teğet ve normal bileşenleri  
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                                                    (4.2.1.5) 

dir.  

Ayrıca (3.1.9),(2.2.33) ve (4.2.1.5) eşitliklerinden 
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2
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hhh
hhh




 

elde edilir.  

Buradan M nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla 

222

2

))((
)()(

rr
rrrK




                                                                                   (4.2.1.6) 

ve 

)(
2
1  H                                                                                                       (4.2.1.7)  

dir. 

M nin Gauss dönüşümü  (4.1.2) yardımıyla  21 XXG   dir. Böylece G nin Laplası 

(4.1.1) eşitliğinden 

GGGGG XXXXXX XX 22112211

~~~~~~
                                                 (4.2.1.8) 
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ile hesaplanır. Böylece kovaryant türevlerden 
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elde edilir. Buradan (4.2.1.3) yardımıyla 

   

22
2

21
2

11
2

21
2

21211212

2112

)()(2
)(2)()(2)(2

~~)(~~)(

))()((~~~

1111

111

NXvkv
NNvNXvkvXXv

NXNXvNXNXv

NXvNXvG

XXXX

XXX

















(4.2.1.9) 
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                (4.2.1.10) 

benzer şekilde 
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                     (4.2.1.11) 

0~
22

 GXX
                                                                                                        (4.2.1.12) 

dir. Böylece (4.2.1.9)- (4.2.1.12) eşitlikleri (4.2.1.8) de yerine yazılırsa 
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                          (4.2.1.13) 

elde edilir. Burada 
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dır. Farz edelim ki Vranceanu yüzeyinin Gauss dönüşümü harmonik (yani 0


G ) 

olsun. Böylece (4.1.3) eşitliğinden 0)( CGf


 dır. Eğer 0f  ise CG


  için M 

yüzeyi bir düzlem parçası belirtir, fakat düzlem bir Vranceanu yüzeyi değildir. İkinci 

olarak 0f  olsun. Bu takdirde (4.2.1.13) den  

)()(3 22 vv   =0 

dır. Bu da bize 0   sonucunu verir. Bu bir çelişki oluşturacağından bu durum söz 

konusu olamaz. 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.1.1: Harmonik Gauss dönüşümüne sahip Vranceanu yüzeyi yoktur (Arslan 

ve ark. 2011b). 

Farz edelim ki  (4.2.1.1) yamasıyla verilen Vranceanu yüzeyi noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşüme sahip (Yani )( CGfG


 ) olsun. Bu takdirde  (4.1.3) ve (4.2.1.13) 

yardımıyla 

 
 

 )()()(2,
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vvvNNCf

vXvkvNXCf
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vvXXCff

























                           (4.2.1.14) 

dir. Burada 0f  olup türevlenebilir bir fonksiyondur. Ayrıca   fonksiyonu M nin her 

noktasında sıfırdan farklı bir fonksiyondur. Böylece (4.2.1.13) yardımıyla 

0,

,0,

12

21





NXC

NXC




                                                       

(4.2.1.15) 

dır. (4.2.1.15) eşitliklerinin sırasıyla 1X  ve 2X  ye göre kovaryant türevleri alınırsa 

(4.2.1.3) ve (4.2.1.14) eşitlikleri yardımıyla 
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     0)()()()()(2)()()()()(3)(

)()(2)(2)()()()(3)()(

0~,~,
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elde edilir. Bu denklemlerden f yi çekersek  

 
   

     )()()()(

2)()()(1)()(5
2

22

222

vvXvXvk
vkvvvkvf








                                                        (4.2.1.16) 

bulunur. Ayrıca (2.2.8) ve (2.2.41) Codazzi ve Gauss denklemlerinden sırasıyla  

  )()()()()(2)( 2
2 vkvvvkvvX                                                                 (4.2.1.17) 

ve 

    )()()()()()()()()( 222
22 vvvvkvvvkXvkvX                              (4.2.1.18) 

eşitlikleri elde edilir. Böylece (4.2.1.17) eşitliği (4.2.1.18) de yerine yazılırsa 

     0)(1)()()( 2
2  vkXvkvv               (4.2.1.19) 

denklemi elde edilir.  

Aşağıdaki durumlar incelenebilir; 

I. Durum: 0


C  hali: 

Vranceanu yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde 

(4.2.1.14) denkleminin son eşitliğinden 0)()(  vv   dır. Böylece (4.2.1.6) 

denkleminden 0K  bulunur. Buradan Sonuç 3.2.3 den Rbaaevr bv  ,;)(  dır. O 

halde (4.2.1.4) yardımıyla .)( sbtbvk   bulunur. Buradan 0)()(  vv   eşitliği 

(4.2.1.17) de yerine yazılırsa   )()()( 2
2 vvkvX    dir. Böylece )()( vkv    elde 

edilir. Bu diferansiyel denklemin çözümünden Rckev ckv   ,,)(  elde edilir. 

Böylece .)( sbtvk   ve 0)()(  vv   ifadeleri (4.2.1.16) da yazılırsa  

)1(4 2)(2   bef cbv                                                                                              (4.2.1.20) 

elde edilir. 
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Teorem 4.2.1.2: M yüzeyi düz bir Vranceanu yüzeyi olsun. Eğer M yüzeyinin Gauss 

dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde ise )1(4 2)(2   bef cbv  dir. 

Açıklama 4.2.1.3: M yüzeyi 1. çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olsun. 

Bu takdirde )()( vv    olduğundan (4.2.1.6) eşitliği yardımıyla 0K  bulunur. Eğer 

1a  ve 0b  alınırsa 1)( vr  elde edilir. Bu durumda Açıklama 3.2.4 den yüzey 

Clifford tor yüzeyi olur (Yoon 2003).  

II. Durum: Vranceanu yüzeyinin Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. 

Yani 0


C  olsun. Bu takdirde aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

II-(a) Durumu: Vranceanu yüzeyinin düz olması hali.  

Vranceanu yüzeyi düz bir yüzey (yani  )()( vv   ) olsun. Bu takdirde  (4.2.1.14) 

eşitliğinden 0


C  bulunur. Bu da bir çelişki oluşturur. Bu nedenle bu durum söz 

konusu olamaz. 

II-(b) Durumu: Vranceanu yüzeyinin düz olmaması hali. 

Farzedelim ki  0)(0  pKMpM  kümesi boş kümeden farklı olsun. Bu takdirde 

0M  üzerindeki her noktada )()( vv    dır. Böylece (4.2.1.4) eşitliği (4.2.1.19) da 

yazılırsa 0M  üzerinde 

   0))((1)( 2/1222  rrrrr                                                                         (4.2.1.21) 

dır. Ayrıca (4.2.1.6) denkleminden 0)( 2  rrr  olduğundan  

1)( 22  rr                                                                                                         (4.2.1.22) 

dir. Böylece (4.2.1.22) eşitliğinin türevi alınırsa 0M  üzerinde    0 rrr  elde edilir. 

Farz edelim ki 0Mp  noktasında 0 rr  olsun. 0M  alt kümesinde p noktasını 

içeren bir bileşen  00  rMpQ  olsun. Böylece Q  üzerinde 0)( vk  dır. Buradan 

(4.2.1.19) eşitliğinde 0k  alınırsa )()( vv    elde edilir ki bu da varsayımımız ile 

çelişir. Böylece 0M  üzerinde   

0 rr                                 (4.2.1.23) 

olmalıdır. Bu diferansiyel denklemin çözümünden 

)sin()cos()( 0201 vvcvvcvr                                                                       (4.2.1.24)                        
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bulunur (bkz. Ek6). Burada 12
2

2
1  cc  ve 0v  sabitlerdir. Böylece M bağlantılı ve K 

sürekli olduğundan 0MM   dır. Yani, M yüzeyi düz noktalara sahip değildir.

Böylece aşağıdaki sonuç ispatlanmış olur. 

Teorem 4.2.1.4: M yüzeyi düz olmayan bir Vranceanu yüzeyi olsun. Eğer M yüzeyinin 

Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde M yüzeyi  

  uvuvuvuvvvcvvcvuX sinsin,cossin,sincos,coscos)sin()cos(),( 0201  . 

yamasıyla verilen bir yüzeydir. 

Ayrıca (4.2.1.16) ve (4.2.1.24) eşitliklerinden aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 4.2.1.5: M yüzeyi düz olmayan bir Vranceanu yüzeyi olsun. M yüzeyinin Gauss 

dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde 23
2 

r
f dir. 

 

4.2.2. Tensör Çarpım Yüzeyi 

Bu kısımda Bölüm 3.5 de  

)sin)(,sin)(,cos)(,cos)((),(: uvuvuvuvvuXM   

yamasıyla tanımlanan tensör çarpım yüzeyinin 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip 

olması için gerek ve yeter şartlar incelenmiştir. 
M bir tensör çarpım yüzeyi olmak üzere M nin p noktasındaki teğet uzayı )(MTp  

 21, XX  ve p noktasındaki normal uzayı )(MTp
  ise 21, NN  ortonormal bazları ile 

gerilsin. Bu vektörler sırasıyla  

)cos)(,cos)(,sin)(,sin)((
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biçiminde oluşturulur. Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla 
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                      (4.2.2.1)      

elde edilir. Burada                                                                   
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                     (4.2.2.2) 

dir.    Böylece (4.2.2.1) deki denklemlerin teğet bileşenleri sırasıyla 
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1
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ve 
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N

N
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                             (4.2.2.3) 

dır. Benzer şekilde normal bileşenleri 
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dir. Böylece (4.2.2.3) denkleminden M nin şekil operatörü matrisleri 
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)(0
0)(

1 vc
vb

AN ,  












0)(
)(0

2 vb
vb

AN                                                         (4.2.2.4) 

biçimindedir. 

M nin Gauss dönüşümü  (4.1.2) yardımıyla  21 XXG   dir. Böylece G nin Laplası 

(4.1.1) eşitliğinden 

GGGGG XXXXXX XX 22112211

~~~~~~
                                                 (4.2.2.5) 

ile hesaplanır. Böylece kovaryant türevlerden 

2112

2121

21

)()(

)~()~(

)(~~

11

11

NXvbNXvb

XXXX

XXG

XX

XX







 

ve 

1122

2121
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)()(

)~()~(

)(~~

22

22

NXvcNXvb

XXXX

XXG

XX

XX







 

elde edilir. Buradan (4.2.2.5) ve (4.2.2.1) yardımıyla 
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                       (4.2.2.6) 

 
 

 
  21222

11221
22

1111112

2222222

1122
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NXvcXXXvcvb

NXvcNXvcNXvcX
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                  (4.2.2.7) 

benzer şekilde 

1122

)(

)()()()(

~)(~~
2211

NXvcvaNXvbva

GvaGG XXvaXX



                                (4.2.2.8) 

0~
22

 GXX
                                                                                                           (4.2.2.9) 

dir. Böylece (4.2.2.6)- (4.2.2.9) eşitlikleri (4.2.2.5) de yerine yazılırsa 
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  22221

11221
22

))()(3)(())()()((2
))()(2)()()(())()(3(

NXvbvavbXNNvbvcvb
NXvbvavcvavcXXXvcvbG


   (4.2.2.10) 

elde edilir. Burada 

 

  )(1)(

)(1)(

2
2

2
2

vb
vc

vbX

vc
vc

vcX













 

dır. 

Farz edelim ki tensör çarpım yüzeyinin Gauss dönüşümü harmonik olsun, yani 0


G  

olsun. Böylece (4.2.2.10) denkleminden 

 
  0)()(2)()()(

,0)()(3)(
,0)()()(

,0)()(3

2

2

2

22








vbvavcvavcX
vbvavbX

vbvcvb

vcvb

              (4.2.2.11) 

eşitlikleri elde edilir. (4.2.2.11) in ilk eşitliğinden 0)( vb  ve 0)( vc  bulunur. 

Böylece (4.2.2.4) eşitliğinden M nin 4E de toplam geodezik bir yüzey olduğu sonucuna 

varılır. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.2.1: (3.5.2) yamasıyla verilen tensör çarpım yüzeyi harmonik Gauss 

dönüşümüne sahip ise bir düzlem parçasıdır (Arslan ve ark. 2011c). 

Farz edelim ki  (3.5.2) yamasıyla verilen tensör çarpım yüzeyi noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşüme sahip olsun. Bu takdirde  (4.1.3) ve (4.2.2.10) yardımıyla 

 
 
 )()()(2,

),()(3)(,

),()(2)()()(,

),()(3,

21

222

211

22
21

vbvcvbNNCf

vbvavbXNXCf

vbvavcvavcXNXCf

vcvbXXCff

















              (4.2.2.12) 

dir. Burada 0f  olup türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece (4.2.2.10) yardımıyla 

0,

,0,

12

21





NXC

NXC




                                                      (4.2.2.13) 
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dır. (4.2.2.13) eşitliklerinin 1X  ve 2X  ye göre kovaryant türevleri alınırsa (4.2.2.1) ve 

(4.2.2.12) eşitlikleri yardımıyla 

    
     0)()(2)()()()()()(3)(

)()()(2)()(3)()(

0~,~,

2
22

2
2

2121 11







vbvavcvavcXvafvcvbvb

vbvcvbvbvavbXva

NXCNXC XX



 

ve  

    
     0)()(3)()()()(3)(

)()()(2)()(2)()()()(

0~,~,

2
22

2
2

1212 11







vbvavbXvafvcvbvb

vbvcvbvbvavcvavcXva

NXCNXC XX



 

elde edilir. Bu denklemlerden f  yi çekersek  

   
b

cbbcbacabvbXvcXaf )42()5)()(( 22
22 

                                  (4.2.2.14)              

elde edilir. Ayrıca (2.2.8) ve (2.2.41) Codazzi ve Gauss denklemlerinden sırasıyla  

  )()()()(2)(2 vcvavbvavbX                                                                          (4.2.2.15) 

ve 

  )()()()()( 22
2 vcvbvbvavaX                                                                       (4.2.2.16) 

eşitlikleri elde edilir.  

Aşağıdaki durumlar incelenebilir; 

I. Durum: 0


C  hali: 

Tensör çarpım yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde 

(4.2.2.12) denkleminin son eşitliğinden  

  0)()()(  vbvcvb                                                                                              (4.2.2.17) 

olur. Böylece (3.5.3) denkleminden 0K  bulunur.  

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Önerme 4.2.2.2:  M  yüzeyi (3.5.2) yamasıyla verilen bir tensör çarpım yüzeyi olsun. 

Eğer M  yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde M  düz 

bir yüzeydir (Arslan ve ark. 2011c).   

(4.2.2.17) eşitliğinden aşağıdaki alt durumlar söz konusudur; 
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I (a) 0)()(  vcvb   olsun 

Bu durumda (4.2.2.4) denkleminden tensör çarpım yüzeyi bir düzlem belirtir. 

Örnek 4.2.2.3: vv  )(  ve vv 21)(    alındığında yüzey yaması 

)sin1,sin,cos1,cos(),(: 22 uvuvuvuvvuXM    

biçimine dönüşür. Buradan 0)()(  vcvb  eşitliği sağlandığından tensör çarpım yüzeyi 

düzdür. Ayrıca 0H  olduğundan yüzey minimaldir. 

I (b) 0)( vb   ve )()( vcvb  olsun. 

Farzedelim ki  )()(0 vcvbMpM   kümesi boş kümeden farklı olsun. Bu takdirde 

(4.2.2.17) eşitliğinden 0M  üzerindeki her noktada 0)( vb  dır. Böylece (4.2.2.15) 

eşitliğinden 0)()( vcva  elde edilir. Eğer bazı 00 Mv  için 0)( 0 va ise bu durumda 

0)( 0 vc elde edilir ki bu da bir çelişki oluşturur. Dolayısıyla 0)( va  dır. Böylece 

(4.2.2.2) den sbtv )(  ve sbtv )(  bulunur. Buradan )(2 vc düzlemsel eğrisi sabit 

olamayacağından bu durum söz konusu olamaz. Sonuç olarak 0)( vb hali söz konusu 

değildir.  

I (c) )()( vcvb   ve 0)( vb  olsun  

Böylece (4.2.2.16) eşitliğinden  

  0)()( 2
2  vavaX  

bulunur. Buradan 

0)()()( 2
2  vavcva  

eşitliği elde edilir. 

Eğer )(2 vc birim hızlı eğri ise bu takdirde 

0)()( 2  vava                                                                                                   (4.2.2.18) 

bulunur. Böylece  (4.2.2.18) denkleminin aşikar çözümü 0)( va  veya aşikar olmayan 

çözümü  

0

1)(
vv

va


                  (4.2.2.19) 
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dir. Bununla birlikte (4.2.2.2) ve (4.2.2.19) eşitliklerinin ortak çözümünden 

 
  0

22

22 1
))(())((2

))(())((
vvvv

vv









                (4.2.2.20) 

bulunur. Denklemin çözümünden 
2

0
22 )())(())(( vvvv    

elde edilir. Ayrıca )(2 vc birim hızlı olduğundan bazı )(v  fonksiyonu için  

))(sin()()),(cos()( vvvv                                       (4.2.2.21) 

eşitlikleri sağlanır. Bununla birlikte (4.2.2.2) eşitliğinden 

)()()()()()( vvvvvvc                                              (4.2.2.22) 

bulunur. Ayrıca, (4.2.2.15) eşitliğinde )()( vcvb   alınıp (4.2.2.19) eşitliğinde yerine 

yazılırsa 

0

)()(
vv
vbvb


  

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin çözümünden  

R
vv

vb 


  ,)(
0

                                 (4.2.2.23) 

sonucuna ulaşılır. Böylece (4.2.2.22), (4.2.2.23) eşitlikleri ve )()( vcvb   yardımıyla 

0ln)( vvv    

elde edilir. Bu eşitlik (4.2.2.21) de yerine yazılırsa 

  dvvvvdvvvv )lnsin()(,)lncos()( 00                            (4.2.2.24) 

bulunur. Benzer şekilde tersi de doğrudur. 

Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur; 

Teorem 4.2.2.4: M  yüzeyi (3.5.2) yamasıyla verilen bir tensör çarpım yüzeyi olsun. 

Eğer M  yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde ise M  yüzeyi ya 

düzlemdir ya da  


udvvvudvvv

udvvvudvvvvuXM

sin)lnsin(,sin)lncos(

,cos)lnsin(,cos)lncos(),(:

00

00











 

parametrelendirmesine sahip bir yüzeydir (Arslan ve ark. 2011c).  
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Açıklama: Yukarıdaki teoremde )(2 vc  eğrisi birim hızlı bir eğri olarak düşünülmüştür. 

Örnek 4.2.2.5: )(2 vc eğrisi bir çember, yani vvvv sin)(,cos)(    alındığında tensör 

çarpım yüzeyi  

)sinsin,sincos,cossin,cos(cos),(: uvuvuvuvvuXM   

parametrelendirmesiyle ifade edilen bir çeşit Clifford tor yüzeyidir. Bu da düz bir 

yüzeydir. Fakat 1H  olduğundan minimal değildir.  

II. Durum: Tensör çarpım yüzeyinin Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. 

Yani 0


C olsun. Bu durumda yüzey düz olmayan bir yüzeydir. Farz edelim ki 

 0)(0  pKMpM  kümesi boş kümeden farklı olsun. Bu taktirde )()( vcvb   ve 

0)( vb dır. Böylece )(2 vc  eğrisi birim hızlı bir eğri olmak üzere (4.2.2.2) deki 

eşitlikler (4.2.1.5) ve (4.2.1.6) da yerine yazılırsa 0M  üzerinde 

   0                                                             (4.2.2.25) 

ve 

     
  0

))((1
2

2222








    (4.2.2.26) 

diferansiyel denklemleri elde edilir. 

Aşağıdaki örneklerde parametrik denklemlerle verilen düzlemsel eğriler birim hızlıdır 

ve (4.2.2.25) ile (4.2.2.26) denklemlerini sağlarlar (bkz. Ek10). 

Örnek 4.2.2.6: )(2 vc  eğrisi 

  vv)( , vv 21)(                  (4.2.2.27) 

alındığında tensör çarpım yüzeyi  

)sin1,sin)(,cos1,cos)((),(: 22 uuvuuvvuXM    

parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olan bir 

yüzeydir (bkz. Ek7). 
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Örnek 4.2.2.7: )(2 vc  eğrisi 

vv ln)(  , 











1
1arctan1)(
2

2

v
vv              (4.2.2.28) 

alındığında tensör çarpım yüzeyi  
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vuvvuXM
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1arctan1,sinln

,cos
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1arctan1,cos(ln),(:

2

2

2

2

 

parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olan bir 

yüzeydir (bkz. Ek8).   

Örnek 4.2.2.8: )(2 vc  eğrisi 
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e
hevev
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1
1arctan1)(,)(                                                   (4.2.2.29) 

alındığında tensör çarpım yüzeyi  

)sin
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1arctan1,cos(),(:
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v
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parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olan bir 

yüzeydir (bkz. Ek9).   

 

4.2.3. Meridyen Yüzeyi 

Bu kısımda Bölüm 3.7 de  

))(),()(),()(),()((),(: 2312111
2 uvuvuvuvuXM   

yamasıyla tanımlanan meridyen yüzeyinin 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması 

için gerek ve yeter şartlar incelenmiştir. M  bir meridyen yüzeyi olmak üzere M  nin p  

noktasındaki teğet uzayı )(MTp   21, XX  ve p  noktasındaki normal uzayı )(MTp
  

ise 21, NN  ortonormal bazları ile gerilsin. Bu vektörler sırasıyla  
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biçiminde oluşturulur.  Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla 
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                   (4.2.3.1)      

elde edilir. Burada )(v ,   eğrisinin küresel eğriliğidir ve )(u  da 

))(),(()(: 21 uuu     meridyen eğrisinin eğriliği olup (3.7.2) eşitliğinde verilmiştir.  

Böylece (4.2.3.1) deki denklemlerin teğet bileşenleri sırasıyla 
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                                                (4.2.3.2)                                                        

dır. Benzer şekilde normal bileşenleri 
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dir. Böylece (4.2.3.2) denkleminden M nin şekil operatörü matrisleri 
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                                                        (4.2.3.3) 

biçimindedir. 

M nin Gauss dönüşümü  (4.1.2) yardımıyla  21 XXG   dir. Böylece G nin Laplası 

(4.1.1) eşitliğinden 

GGGGG XXXXXX XX 22112211

~~~~~~
                                                 (4.2.3.4) 

ile hesaplanır. Böylece kovaryant türevlerden 
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elde edilir. Buradan (4.2.3.4) ve (4.2.3.1) yardımıyla 
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             (4.2.3.5) 
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          (4.2.3.6) 

benzer şekilde 
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11

 GXX
                                                                                                          (4.2.3.7) 
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                                                        (4.2.3.8) 

dir. Böylece (4.2.3.5)- (4.2.3.8) eşitlikleri (4.2.3.4) de yerine yazılırsa 
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        (4.2.3.9)                                

elde edilir.  

Farz edelim ki  (3.7.4) yamasıyla verilen meridyen yüzeyi noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşüme sahip olsun. Bu takdirde  (4.1.3) ve (4.2.3.9) yardımıyla 
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                       (4.2.3.10) 

dir. Burada 0f  olup türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece (4.2.3.9) yardımıyla 

0,

,0,

21

21





NNC
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                                                      (4.2.3.11) 

dır.  

Ayrıca, Gauss ve Codazzi denklemlerinden sırasıyla 

)(
)(

2

1

u
u


 


 , 0)(2  u                                                                                      (4.2.3.12) 

ve 

)(
)(

1

2

u
u


 


 , 0)(1  u                                                                                         (4.2.3.13) 

elde edilir. 
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(4.2.3.11) eşitliklerinin 1X  ve 2X  ye göre kovaryant türevleri alınırsa (4.2.3.1)  ve 

(4.2.3.10) eşitlikleri yardımıyla 
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                        (4.2.3.14) 
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                                                            (4.2.3.15) 

ve 
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                                                         (4.2.3.16)                      

elde edilir. Böylece (4.2.3.14) eşitliğinden f  yi çekersek 
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f                      (4.2.3.17) 

bulunur. 

I. Durum: 0


C  hali: 

Meridyen yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde  

(4.2.3.10) eşitliklerinden  
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                                          (4.2.3.18) 

bulunur. Son eşitlikten iki durum söz konusudur; 

I-(a): 0)(,0)( 1  uv   hali, 

I-(b): 0)( v  (sabit), 0)(1  u  hali. 
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Bu durumları sırasıyla ele alalım; 

I-(a): 0)( v  ve 0)(1  u olsun. Bu durumda )(v  eğrisi )1(2S  üzerindeki büyük 

çemberdir. Böylece M yüzeyi  221 ,, NXX  ile gerilen 3-boyutlu uzayda yatan bir 

yüzeydir. Eğer 0  ise   eğrisi düz bir doğru olup M yüzeyi açılabilir bir yüzeydir 

(Ganchev ve Milousheva 2010).  

I-(b): 0)( v (sabit) ve 0)(1  u  olsun. Bu durumda  (4.2.3.12) denkleminden  

0  dır. Bu durumda   eğrisi düz bir doğrudur.  Buradan yüzeyin Gauss eğriliği 

0K  dır. M yüzeyi açılabilir bir regle yüzeydir.  Ayrıca )(v sabit olduğundan  )(v  

eğrisi )1(2S üzerinde bir çemberdir. M yüzeyi 3-boyutlu uzayda açılabilir bir regle 

yüzeydir (Ganchev ve Milousheva 2010). 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir; 

Teorem 4.2.3.1: M yüzeyi bir meridyen yüzeyi olsun. Eğer M yüzeyinin Gauss 

dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde ise M yüzeyi 3E de yatan açılabilir bir yüzeydir. 

0  durumunda M bir açılabilir regle yüzeyidir. 

II. Durum: 0


C  hali: 

Meridyen yüzeyinin Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde  

(4.2.3.15) eşitliğinden  

0)(  v                  (4.2.3.19) 

elde edilir. Böylece aşağıdaki durumlar söz konusudur; 

II-(a): ,0)( u  sabitv )(  hali, 

II-(b): 0)( v  (sabit), 0)( u  hali. 

Bu durumları sırasıyla ele alalım; 

II-(a): 0)( u  ve sabitv )(  olsun. Bu durumda   eğrisi düz bir doğru ve )(v  

eğrisi )1(2S  üzerinde bir çember değildir. Böylece 4EM   yüzeyi açılabilir regle 

yüzeydir (Ganchev ve Milousheva 2010). 
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II-(b): 0)( v  (sabit), 0)( u  olsun. Bu durumda   eğrisi düz bir doğru değildir. 

Ayrıca )(v  eğrisi )1(2S  üzerinde sıfırdan farklı sabit küresel eğriliğe sahip bir 

çemberdir.  

0)( v  (sabit) olduğundan (4.2.3.16) eşitliğinden 

011                                                                                                       (4.2.3.20) 

elde edilir. Böylece (4.2.3.19) ve (4.2.3.12) denklemlerinden  

R







 ;
)(1 2

1

11                                                                                        (4.2.3.21) 

diferensiyel denklemi oluşturulur. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.3.2: M  yüzeyi bir meridyen yüzeyi olsun. Eğer M  yüzeyinin Gauss 

dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde ise 4EM   yüzeyi açılabilir regle yüzey ya da 

meridyen eğrisi 

1)()(,)(1 2
2

2
1

2
111                 (4.2.3.22) 

şartlarını sağlayan bir yüzeydir. 

 

4.2.4. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yüzeyi 

Bu kısımda Bölüm 3. 4 de  

 vufvufufufvuXM sin)(,cos)(),(),(),(: 3321  

yamasıyla tanımlanan Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter şartlar incelenmiştir. 
M bir tensör çarpım yüzeyi olmak üzere M nin p noktasındaki teğet uzayı )(MTp  

 21, XX  ve p noktasındaki normal uzayı )(MTp  ise 21, NN  ortonormal bazları ile 

gerilsin. Bu vektörler sırasıyla  

            
 
  ),cos,sin,0,0

,sin)(,cos)(),(),(

2

33211

uvvX
vufvufufufX




 

)sin)(,cos)(,,(1),(

),sin)(,cos)(),(),((1),(

21112111131332322

33211

vffffvffffffffffffvuN

vufvufufufvuN







  

biçiminde oluşturulur. Burada  
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2
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2
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2
1 )()()( fff  ,                 (4.2.4.1) 

)(u  döngü eğrisinin eğriliğidir. Burada  

12211 ffff  ,                                  (4.2.4.2) 

)(u  eğrisinin Oe1e2 düzlemine izdüşümünün eğriliğidir. 

Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardımıyla 
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                                    (4.2.4.3) 

elde edilir. 

Böylece (4.2.4.3) deki denklemlerin teğet bileşenleri sırasıyla 
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                                                         (4.2.4.4) 

dır. Benzer şekilde normal bileşenleri 
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dir. Böylece (4.2.4.4) denkleminden M nin şekil operatörü matrisleri 
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                                                             (4.2.4.5) 

biçimindedir. 

M nin Gauss dönüşümü  (4.1.2) yardımıyla  21 XXG   dir. Böylece G nin Laplası 

(4.1.1) eşitliğinden 

GGGGG XXXXXX XX 22112211

~~~~~~
                                                 (4.2.4.6) 
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ile hesaplanır. Böylece kovaryant türevlerden 
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elde edilir. Buradan (4.2.4.6) ve (4.2.4.3) yardımıyla 
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                    (4.2.4.8) 

benzer şekilde 

0~
11
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                                              (4.2.4.9) 
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                              (4.2.4.10)                                                         

dir. Böylece (4.2.4.7)- (4.2.4.10) eşitlikleri (4.2.4.6) da yerine yazılırsa 

221221 )()()( NXucNXubXXuaG               (4.2.4.11) 

elde edilir. Burada 
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             (4.2.4.12) 

dir (Arslan ve ark. 2010). 

Teorem 4.2.4.1:  Gauss dönüşümü harmonik olan Ganchev-Milousheva rotasyon 

yüzeyi yoktur (Arslan ve ark. 2010). 

İspat. Farz edelim ki küresel çarpım yüzeyinin Gauss dönüşümü harmonik olsun, yani 

0


G  olsun. Böylece (4.2.4.11) denkleminden 0)()()(  ucubua  olmalıdır. Fakat 

0)( ua olduğundan çelişki elde edilir. Bu nedenle 0


G  dır.   

Farz edelim ki  (3.4.14) yamasıyla verilen Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip olsun. Bu takdirde  (4.1.3) ve (4.2.4.11) 

yardımıyla 
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                                                 (4.2.4.13) 

dir. Burada 0f  olup türevlenebilir bir fonksiyondur. Böylece (4.2.4.11) yardımıyla 
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                                                      (4.2.4.14) 

dır. (4.2.4.14) eşitliklerinin 1X  ve 2X  ye göre kovaryant türevleri alınıp (4.2.4.3) ve 

(4.2.4.13) eşitlikleri kullanılırsa 
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             (4.2.4.17) 

eşitlikleri elde edilir. Böylece (4.2.4.15) ve (4.2.4.16) eşitliklerinden f fonksiyonu 

çekilirse  

)()(
3

3 uaub
f
ff 




                 (4.2.4.18) 

 ve  

)()(
1

3 uaucff 




                 (4.2.4.19) 

bulunur. Buradan bu denklemler birbirine eşitlendiği takdirde  

31 )()( fucub                  (4.2.4.20) 

elde edilir. 

I. Durum: 0


C  hali: 

Ganchev-Milousheva rotasyon  yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde 

olsun. Bu takdirde  (4.2.4.13) eşitliklerinden  

0)(
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                                                           (4.2.4.21) 

bulunur. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.4.2: M  yüzeyi bir Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi olsun. Eğer M  

yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 1-tipinde ise 
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eşitlikleri sağlanır. 
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II. Durum: 0


C  hali: 

Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin Gauss dönüşümü 1. çeşit noktasal 2-tipinde 

olsun. Ayrıca M yüzeyi düz bir yüzey olsun. Böylece (3.4.15) eşitliğinden 0)(3  uf  

olup Rbabauuf  ,,)(3  dir. Bu takdirde  (4.2.4.15)- (4.2.4.17) eşitliklerinden 

 

0)(

,0)()()(

,0)()(

1

1
3

3







ub

fuaucuf

ubuf



               (4.2.4.22) 

elde edilir. (4.2.4.22) eşitliklerinden birincisi ele alınırsa 0)(3  auf  olduğundan 

0)( ub  olmalıdır. Böylece (4.2.4.12) eşitliğinden 

0
)(
)(

3

3 



uf
uf                           (4.2.4.23) 

bulunur. bauufauf  )(,)( 33  değerleri (4.2.4.23) de yerine yazılırsa 
bau

a






  

diferansiyel denklemi elde edilir. Böylece eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa 
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olup buradan  

R
bau




  0,                                     (4.2.4.24) 

bulunur. Ayrıca yüzeyin döngü eğrisi )(u  birim hızlı olduğundan 

22
2

2
1 1)()( aff   dir. Buradan )(u  bir fonksiyon olmak üzere 

)(sin
),(cos

2

1

uf
uf







                (4.2.4.25) 

yazılabilir. Burada 22 1 a  dır.  

Böylece bauuf )(3 , (4.2.4.24) ve (4.2.4.25) eşitlikleri (4.2.4.1) de yerine yazılırsa 

 )(u  elde edilir. Buradan 

)(
)(

bau
u





  

diferansiyel denklemi elde edilir. Böylece eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa 
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olup buradan  

bau
a

u  ln)(

   

elde edilir. Bu eşitlik (4.2.4.25) de yerine yazılırsa 
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               (4.2.4.26)  

bulunur. 

Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.4.3: M  yüzeyi bir Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi olsun. Eğer M  

yüzeyinin Gauss dönüşümü 2. çeşit noktasal 1-tipinde ise yüzeyin döngü eğrisi 
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              (4.2.4.27)  

parametrelendirmesi ile verilir (Arslan ve ark. 2010).  

Açıklama 4.2.4.4: Yukarıdaki teoremde (4.2.4.27)  parametrelendirmesiyle verilen eğri 

için 














)(
)( 1

2

bau
auc


  

değeri sıfırdan farklı olmak zorundadır. Eğer  0)( uc  olursa Teorem 4.2.4.2 gereği 

yüzey 1.çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşüme sahip olacaktır. 
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5. 4E  DEKİ YÜZEYLERİN EĞRİLİK ELİPSLERİ  

 

5.0. Giriş 

Bu bölümde 3. Bölümde ele alınan bazı yüzeylerin eğrilik elipsleri ile ilgili bazı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

 

5.1.  Yüzeylerin Eğrilik Elipsleri 
4EM   yüzeyi 2),(:),( RDvuvuX   regüler yaması ile verilsin. Bir Mp  

noktasındaki )(MTp  teğet uzayında ]2,0[   açısı ile verilen bir çember alınsın. 

Böylece )(MTp
  normal düzlem ile 21 sincos XXX    doğrultu vektörünün 

oluşturduğu doğrunun direk toplamı olan Mp  noktasındaki hiper düzlem ile M  nin 

arakesit eğrisi   ile gösterilsin. Burada 21, XX vektörleri )(MTp  nin ortonormal bir 

bazıdır. Bu eğriye M  nin p noktasında ve X yönünde normal kesit eğrisi adı verilir. 

Ayrıca   nın   normal eğrilik vektörü )(MTp
  de yatan bir vektördür. Ayrıca   açısı 

0 dan 2 ye değiştiğinde bu vektör )(MTp
  de bir elips oluşturur. Bu elipse M nin p 

noktasındaki eğrilik elipsi denir. Böylece 

 X 21 sincos XX                (5.1.1)  

vektörü normal kesit eğrisinin birim vektörü olsun. Bu takdirde   normal eğrilik 

elipsi 21, NN çatısında 
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ile verilir. Böylece M nin p noktasındaki eğrilik elipsi 

 1),(:),()(  XMTXXXhpE p                                                                      (5.1.2) 

ile gösterilir. Burada h  ifadesi ),( vuX  yamasının ikinci temel formudur. Bunun bir 

elips belirttiğini görmek için 21 sincos XXX    yardımıyla  
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CBHXXh


 2sin2cos),(                     (5.1.3) 

formülüne bakmak yeterlidir. Burada  

 

),(

,),(),(
2
1

21

2211

XXhC

XXhXXhB







                   (5.1.4) 

normal vektörler ve H


 ortalama eğrilik vektörüdür. Bu bize X in birim çember etrafında 

bir tur attığında ),( XXh  vektörünün H


 merkezli elips etrafında iki tur attığını gösterir. 

Bu elips p noktasında X(u,v) nin E(p) elipsidir. Açık olarak E(p) elipsi bir nokta ya da 

bir doğruya dejenere olabilir. 4E  deki yüzeylerin eğrilik elipsleri genel anlamda Wong 

tarafından çalışılmıştır (Wong 1946). Daha genel bilgi için (bkz. Little 1969, Mochida 

ve ark. 1995, Rouxel 1980). 

Önerme 5.1.1:  ,),(),(
2
1

2211 XXhXXhB 


 ),( 21 XXhC 


 vektörleri E(p) nin yarı 

eksenleri olmak üzere 
C
CN

B
BN 





 21
~,~  pozitif yönlendirme seçilsin. Bu takdirde M 

nin normal eğriliği 

,),(),(),( 212211 XXhXXhXXhKN                                                                (5.1.5) 

dir (Godalupe ve Rodriguez 1983). 

İspat.  a, b, c vektörleri )(MTp
 normal uzayının elemanları olmak üzere  

bcaacbcba ,,))((                                (5.1.6) 

endomorfizmi ve (2.2.39) yardımıyla  

  ),(),(),(),( 21221121 XXhXXhXXhXXR                            (5.1.7) 

olduğu görülür. Böylece (5.1.6) yardımıyla 

    
 ),(),(
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dir. Buradan 
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bulunur. Ayrıca B


 ile C


 birbirine dik olduklarından 

0),(),,(),( 212211  XXhXXhXXh  

dir. Böylece bu eşitlik bir önceki denklemde yerine yazılırsa (5.1.5) elde edilir.  

Sonuç 5.1.2:  ,),(),(
2
1

2211 XXhXXhB 


 ),( 21 XXhC 


 vektörleri E(p) nin yarı 

eksenleri olmak üzere 
C
CN

B
BN 





 21 ,  pozitif yönlendirme seçilsin. Bu takdirde M 

nin normal eğriliği 
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  hhhhhhK N                                              (5.1.8) 

dir.  

İspat. (2.2.21) ve (2.2.32) eşitlikleri (5.1.5) de yerine yazılırsa  (5.1.8) elde edilir. � 

Sonuç 5.1.3: B


 ve C


 vektörleri E(p) nin yarı eksenleri olmak üzere E(p) eğrilik 
elipsinin alanı  

NK

CBA

2









 

dır (Godalupe ve Rodriguez 1983). 

İspat. (5.1.4) ve (5.1.5) eşitlikleri yardımıyla istenilen sonuç elde edilir. � 

Önerme 5.1.4: 4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin B


 ve C


vektörleri 

E(p) eğrilik elipsinin nin yarı eksenleri olmak üzere 
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NKKH 
2                                (5.1.9) 

dir (Guadalupe ve Rodriguez 1983). 

İspat:  
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                                                 (5.1.10) 

dır. Böylece  

),(),,(2

),(),,(),(),,(

),(),(),,(),(4

2121

22221111

22112211
2

XXhXXh

XXhXXhXXhXXh

XXhXXhXXhXXhH







                                         (5.1.11) 

olduğundan 

),(),(),(4),(),,(440 2122112121
2 XXhXXhXXhXXhXXhH             (5.1.12) 

elde edilir. Ayrıca (2.2.22) ve (5.1.5) eşitlikleri  (5.1.12) de yerine yazılırsa (5.1.9) elde 

edilir.  

Önerme 5.1.5: 4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Aşağıdaki ifadeler 

birbirine denktir: 

i) E(p) eğrilik elipsi bir doğru ya da bir noktaya dejenere olur. 

ii) B


 ile C


 lineer bağımlıdır. 

iii) 0R  dır. 

iv) Eğer  iN  ortonormal normal çatı ise 
iNA  matrisleri ( 21  i ) 

köşegenleştirilebilirdir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).  
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Tanım 5.1.6: 4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. ),( vuX  nin E(p) 

eğrilik elipsi bir çember yani, 0, CB


 ve CB


  eşitlikleri sağlanırsa M ye 

süperkonformal yüzey adı verilir. (Godalupe ve Rodriguez 1983).  

Açıklama 5.1.7: (5.1.9) denkleminin eşitliği durumunda eğrilik elipsi bir çember 

belirtir. Yani eğrilik elipsinin bir çember belirtmesi için gerek ve yeter şart 

02  NKKH                                                                                                             

olmasıdır. Süperkonformal yüzeyler aynı zamanda Wintgen ideal yüzey olarak da 

adlandırılır (Wintgen 1979).  

 

5.2.  Yüzeylerin Eğrilik Elipsleri ile İlgili Temel Sonuçlar 

5.2.0.  Giriş 

4EM   yüzeyi ),( vuX  regüler yaması ile verilsin. Bu takdirde M  nin ikinci temel 

form katsayıları yardımıyla )( p  determinantı ve )( pA  matrisi sırasıyla  

)(

20
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22

2
12

2
11

1
22

1
12
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11
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22
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12
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11

1
22
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12
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11

p

hhh
hhh

hhh
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p                                       (5.2.0.1) 

ve 

)()(
2
22

2
12

2
11

1
22

1
12

1
11 p

hhh

hhh
pA












                                       (5.2.0.2) 

biçiminde tanımlanır (Mochida ve ark. 1995). 

Açıklama 5.2.0.1: 2,,1,0  nkjick
ij  ise M yüzeyi toplam (total) geodezik olarak 

adlandırılır. Bu durumda yüzey 2-düzlem içinde yatar. Eğer k
ijc  lardan en az bir tanesi 

sıfırdan farklı ise 1))(( pArank  olup ),( uu XXh , ),( vu XXh   ve ),( vv XXh  

kolineerdir.  )(MTp
  nin orijini p noktası olarak alındığında aşağıdaki sınıflandırmalar 

verilebilir (Mochida ve ark. 1995): 
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a) 0)(  p  ise p noktası E(p) eğrilik elipsinin dışındadır. Bu noktaya M nin hiperbolik 

noktası adı verilir. 

b) 0)(  p  ise p noktası E(p) eğrilik elipsinin üzerindedir. Bu noktaya M nin parabolik 

noktası adı verilir. 

i) 0)(  p  ve 0)( pK  ise p noktası sanal tipinde büküm noktasıdır. 

ii) 0)(  p  ve 0)( pK  ise  

2))(( pArank  için p noktası bozulmamıştır. 

1))(( pArank  için p noktası reel tipinde büküm noktasıdır. 

 iii) 0)(  p  ve 0)( pK ise p noktası düz tipinde büküm noktasıdır. 

c) 0)(  p  ise p noktası E(p) eğrilik elipsinin içindedir. Bu noktaya M nin eliptik 

noktası adı verilir. 

5.2.1.  Vranceanu Yüzeyleri 

Bu kısımda Vranceanu yüzeyleri için eğrilik elipsleri ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 
4EM   bir Vranceanu yüzeyi olmak üzere (2.2.33) ve (3.2.3) eşitlikleri yardımıyla  
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,
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h

                                                                 

(5.2.1.1) 

bulunur. Böylece (5.2.1.1) eşitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazılırsa 

 322

22
22

12
1
22

1
11

))(())((
))(())((2)()()()(

vrvr
vrvrvrvrhhhp




                                             (5.2.1.2) 

bulunur.  

Önerme 5.2.1.1: Vranceanu yüzeyinin bir p noktasının eğrilik elipsinin üzerinde 

bulunması (parabolik nokta olması) için gerek ve yeter şart  

0))(())((2)()( 22  vrvrvrvr                      (5.2.1.3) 

olmasıdır. 
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İspat: Açıklama 5.2.0.1 den p noktasının parabolik nokta olması için 0)(  p  

olmalıdır. Böylece (5.2.1.2) eşitliğinin sıfıra eşitlenmesiyle (5.2.1.3) elde edilir.  

Sonuç 5.2.1.2: Vranceanu yüzeyinin bir p noktasının eğrilik elipsinin üzerinde 

bulunması (parabolik nokta olması) için gerek ve yeter şart 

Rba
vbva

vr 


 ,;
)cos()sin(

1)(                              (5.2.1.4) 

olmasıdır. 

İspat: (5.2.1.3) diferensiyel denkleminin Maple ile çözümünden istenilen sonuç elde 

edilir (bkz. Ek11).  

 

5.2.2.  Regle Yüzeyler 

Bu kısımda regle yüzeylerinin eğrilik elipsleri ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

Önerme 5.2.2.1: 4EM  yüzeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle 

yüzey olsun.  ,),(),(
2
1

2211 XXhXXhB 


 ),( 21 XXhC 


 vektörleri E(p) nin yarı 

eksenleri olmak üzere 
C
CN

B
BN 





 21 ,  pozitif yönlendirme seçilsin. Bu takdirde M 

nin normal eğriliği  

),(),(
)(

1
vuuuN XXhXXh

EE
K                                                                     (5.2.2.1) 

dır. 

İspat. (2.2.21) eşitliğinde 0F  ve 0),( vv XXh  alınırsa 

0),(

),(1),(

),(1),(

22

21

11







XXh

XXh
W

XXh

XXh
E

XXh

vu

uu

                (5.2.2.2) 

bulunur. Böylece (5.2.2.2) deki eşitlikler (5.1.5) de yerine yazılırsa istenilen sonuç elde 

edilir.   
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Önerme 5.2.2.2: 4EM  yüzeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle 

yüzey olsun. Bu takdirde )(MTp
  nin orijini olan p noktası non-dejenere olup E(p) 

eğrilik elipsinin üzerinde yatar. 

İspat: 0),( vv XXh  olduğundan (2.2.13) yardımıyla 02
22

1
22  cc  dır. Böylece 

(2.2.33) yardımıyla (5.2.0.1) eşitliğinden 0)(  p  bulunur. Buradan Mp  noktasının 

E(p) eğrilik elipsi üzerinde (parabolik nokta) olduğu görülür. Ayrıca 0)( pK  ve 

2))(( pArank  olduğundan E(p) eğrilik elipsi non-dejenere olur. 

Teorem 5.2.2.3: 4EM   yüzeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle 

yüzey olsun. Bu takdirde M  nin süperkonformal olması için gerek ve yeter şart 

0),(),,( vuuu XXhXXh  ve ),(
2

1),( uuvu XXh
E

XXh              (5.2.2.3) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. 

İspat: (2.2.19) eşitliği, F=0 ve 0),( vv XXh  yardımıyla  

),(
2
1

uu XXh
E

B 


 ve ),(1
vu XXh

E
C 


 

elde edilir. M süperkonformal olduğundan Tanım 5.1.6 dan  

0, CB


 ve CB


  

eşitlikleri sağlanmalıdır. Bu da bize istenilen sonucu verir. 

Tersine, (5.2.2.3) eşitlikleri sağlanırsa M yüzeyinin süperkonformal olduğu görülür.  

 

5.2.3.  Ganchev-Milousheva Rotasyon Yüzeyleri 

Bu kısımda Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyleri için eğrilik elipsleri ile ilgili bazı 

sonuçlar verilmiştir.  
4EM   bir Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi olmak üzere (2.2.33), (3.4.17) ve 

(3.4.19) eşitlikleri yardımıyla  
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(5.2.3.1)

 bulunur. Böylece (5.2.3.1) eşitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazılırsa
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                                 (5.2.3.2)                            

bulunur.  

Önerme 5.2.3.1: Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin bir p noktası eliptik bir 

noktadır. 

İspat: Açıklama 5.2.0.1 den p noktasının parabolik nokta olması için 0)(  p  

olmalıdır. Böylece (5.2.3.2) eşitliğinden 0)(  p  sağlandığından p noktası eliptik bir 

noktadır. 

Önerme 5.2.3.2: Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin bir p noktası düz tipinde bir 

büküm noktası 

ise yüzeyin döngü eğrisi 

 acuacu ,1,)( 1
2

2   

ya da 






  acucacvcu ,1,)( 4

2
2

2
32  

parametrelendirmeleri ile verilir. 

İspat: 0)(  p ve 0)( pK  olsun. Bu takdirde (5.2.3.2) ve (3.4.15) eşitliklerinden 

sırasıyla 1 =0 ve 03 f elde edilir. Böylece (3.4.20) ve 1)'()'()'( 2
3

2
2

2
1  fff  

eşitliğinden  
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0
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                                                                                            (5.2.3.3) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin çözünden istenilen sonuca ulaşılır 

(bkz. Ek12).   

5.2.4.  Tensör Çarpım Yüzeyleri 

Bu kısımda tensör çarpım yüzeyleri için eğrilik elipsleri ile ilgili bazı sonuçlar 

verilmiştir.  

4EM   bir tensör çarpım yüzeyi olmak üzere (2.2.33), (3.5.6) ve (3.5.9) eşitlikleri 

yardımıyla  
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                                                                           (5.2.4.1) 

bulunur. Böylece (5.2.4.1) eşitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazılırsa 

   
   322322

3

22
12

1
22

1
11
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 hhhp
                                              (5.2.4.2) 

bulunur.  

Önerme 5.2.4.1: Tensör çarpım yüzeyinin bir p noktasının eğrilik elipsinin üzerinde 

bulunması (parabolik nokta olması) için gerek ve yeter şart  

   0                                  (5.2.4.3) 

olmasıdır. 
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İspat: Açıklama 5.2.0.1 den p noktasının parabolik nokta olması için 0)(  p  

olmalıdır. Böylece (5.2.4.2) eşitliğinden (5.2.4.3) elde edilir.   

Sonuç 5.2.4.2:  )(),()(2 vvvc   eğrisi birim hızlı bir eğri olmak üzere oluşturulan  

tensör çarpım yüzeyinin bir p noktası eğrilik elipsi üzerinde (parabolik nokta) ise 

 )(),()(2 vvvc   yada  43212 ,)( cvccvcvc   

dır. 

İspat.  )(),()(2 vvvc   eğrisi birim hızlı olduğundan (5.2.4.3) ile ortak çözümden 

istenilen sonuç elde edilir (bkz. Ek13).  

 

5.2.5.  Meridyen Yüzeyleri 

Bu kısımda meridyen yüzeyleri için eğrilik elipsleri ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir.  

4EM   bir meridyen yüzeyi olmak üzere (2.2.31), (3.7.7) ve (3.7.10) eşitlikleri 

yardımıyla  
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(5.2.5.1)

 
bulunur. Böylece (5.2.4.1) eşitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazılırsa

 

2
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2221
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hhp                                               (5.2.5.2) 

bulunur.  

Önerme 5.2.5.1: Meridyen yüzeyinin her bir noktası parabolik noktadır. 

İspat: Açıklama 5.2.0.1 den p noktasının parabolik nokta olması için 0)(  p  

olmalıdır. Böylece (5.2.5.1) eşitliğinden 0)(  p  sağlandığından p noktası parabolik 

bir noktadır. 
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6.  4E  DEKİ YÜZEYLERİN GANCHEV-MILOUSHEVA DEĞİŞMEZLERİ 

 

6.0. Giriş 

Bu bölümde, 3. Bölümde ele alınan Vranceanu yüzeyleri, Ganchev-Milousheva 

rotasyon yüzeyleri, meridyen yüzeyleri ve tensör çarpım yüzeylerinin Ganchev-

Milousheva değişmezleri incelenmiştir.  

 

6.1. Ganchev-Milousheva Değişmezleri 

M yüzeyi 42: EEUX   yaması ile verilsin. M nin ),( vuXp  noktasındaki 1. ve 

2. temel form katsayıları sırasıyla E, F, G ve 2
22

1
11 ,, cc  olmak üzere 
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1 cc
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                       (6.1.3) 

fonksiyonları tanımlanır (Ganchev ve Milousheva 2008b).  

Tanım 6.1.1: M yüzeyi nEEUX  2:  regüler yaması ile verilsin. M nin p 

noktasındaki teğet vektörleri uX  ve vX   olmak üzere  
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biçiminde tanımlanan MTMT pp :  lineer dönüşümünün matris temsilcisi 
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bulunur. Bununla birlikte 
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                                                (6.1.5) 

şeklinde tanımlanan fonksiyonlara sırasıyla M yüzeyinin 1. ve 2. değişmezleri adı verilir 

(Ganchev ve Milousheva 2008b). Bu çalışmada k ve   fonksiyonları M yüzeyinin 1. ve 

2. Ganchev-Milousheva  değişmezleri olarak adlandırılmıştır. 

Teorem 6.1.1: 4EM   yüzeyinin 2. değişmezi   ve normal eğriliği NK  olmak üzere 

NK  

dir. 

İspat. (6.1.1)  eşitliğinden  
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                     (6.1.6) 

elde edilir. Bu eşitlikler (6.1.2) de yerine yazılırsa 
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                    (6.1.7) 

bulunur. Böylece (6.1.7) deki fonksiyonların eşitlikleri (6.1.5) deki   nun eşitliğinde 

yerine yazılırsa  
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bulunur. Böylece (2.2.46) eşitliği yardımıyla yukarıdaki ifadenin NK  normal eğriliğine 

eşit olduğu görülür.  

Teorem 6.1.2: 4EM   yüzeyinin 1. değişmezi k  olmak üzere  4k  dır. 

İspat. (5.2.0.1) determinantının değeri hesaplanırsa 
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                 (6.1.8) 

elde edilir. Böylece (2.2.33) denklemindeki k
ijh  değerleri (6.1.8) de yerine yazılırsa 
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elde edilir. Benzer şekilde (6.1.7) deki fonksiyonların eşitlikleri (6.1.5) deki k  nın 

eşitliğinde yerine yazılırsa 
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elde edilir.  

Sonuç 6.1.3: 02  k  dır. 

İspat. (6.1.3) ve (6.1.5) eşitliklerinden 

0)(4)2()(4 22
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E

FEG
E
Fk  

elde edilir. 

Teorem 6.1.4: 4EM   yüzeyinde 0F  olmak üzere M yüzeyinin minimal olması 

için gerek ve yeter şart  

02  k            (6.1.9) 

olmasıdır (Ganchev ve Milousheva 2008b). 

İspat: 0F  ve 0H


 olsun. Bu takdirde (2.2.18) denkleminden 
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elde edilir. Böylece (6.1.10) eşitlikleri (6.1.1) de yerine yazılırsa 02   elde edilir. 

Benzer şekilde 
EG

13 


  dir. Buradan 

GN
M

EL









,0
,
 

bulunur ve (6.1.5) de yerine yazılırsa    ve 2k  elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.  

Sonuç 6.1.5. 4EM   yüzeyinin açılabilir bir regle yüzeyi olması için gerek ve yeter 

şart 0k , 0 ve 0K  olmasıdır (Ganchev ve Milousheva 2008b). 

Önerme 6.1.6: 4EM   yüzeyinin değişmezleri olan k ve   nın işaretlerine göre M 

nin noktaları aşağıdaki gibi dört farklı tipte incelenebilir (Ganchev ve Milousheva 

2008b); verilen bir Mp  noktası için; 

i) 0 k  ise p noktası düzlemseldir, 

ii) 0k  ise p noktası eliptiktir, 

iii) 0,0  k  ise p noktası paraboliktir, 

iv) 0k  ise p noktası hiperboliktir. 

6.1.1. Vranceanu Yüzeyinin Değişmezleri 
4EM   yüzeyi bir Vranceanu yüzeyi olsun. Bu takdirde (3.2.3) denklemindeki 2. 

temel form katsayılarının değerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazılırsa  

22

3

1
)(rr

r


 , 02  , 
22

22

3
)(

))(2(
rr

rrrrr



 ,                                       (6.1.1.1) 

ve 

),( vuL 22

2

)(
2

rr
r


 , 0),( vuM , 22

22

)(
))(2(2),(

rr
rrrrvuN




                    (6.1.1.2) 

elde edilir. Böylece (6.1.1.1) ve (6.1.1.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine 

yazılırsa Vranceanu yüzeyinin 1. ve 2. Ganchev-Milousheva değişmezleri sırasıyla 
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22
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  ve  222

2
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rr
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                                                          (6.1.1.3) 

olarak hesaplanır.  
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Açıklama 6.1.1.1: 0,0  k  halinde Önerme 5.1.1.1 ve Sonuç 5.2.1.2 deki sonuçlar 

elde edilir. 

 

6.1.2. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yüzeyinin Değişmezleri 
4EM   yüzeyi Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyi olsun. Bu takdirde (3.4.19) 

denklemindeki 2. temel form katsayılarının değerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde 

yerine yazılırsa  

01  , 132 f , 03  ,                                                                                  (6.1.2.1) 

ve 

),( vuL 0 , 1),( vuM , 0),( vuN                                                                 (6.1.2.2) 

elde edilir. Böylece (6.1.2.1) ve (6.1.2.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine 

yazılırsa Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin Ganchev-Milousheva değişmezleri 

sırasıyla  

2
3

2
1

f
k 

  ve 0                             (6.1.2.3) 

olarak hesaplanır. 

Buradan aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  

Sonuç 6.1.2.1: 0k olduğundan Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin her bir 

Mp noktası eliptiktir (bkz. Önerme 5.2.3.1). 

Sonuç 6.1.2.2: Ganchev-Milousheva rotasyon yüzeyinin bir Mp noktasının 

düzlemsel olması için )(u  döngü eğrisinin 21eOe  düzlemine izdüşümü bir doğru 

olmalıdır. 

İspat: p noktasının düzlemsel olması için 0 olduğundan 0k  olmalıdır. Bu da 

01   olmasını gerektirdiğinden ispat tamamlanmış olur.  

 

6.1.3. Tensör Çarpım Yüzeyinin Değişmezleri 
4EM   tensör çarpım yüzeyi olsun. Bu takdirde  (3.5.9) denklemindeki 2. temel form 

katsayılarının değerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazılırsa  



 

 

 

99

 

22223

2

2222

2

1

)()(
))((

0
)()(





















                                                                            (6.1.3.1) 

ve 

 

))())(((
))((2),(

0),(
))())(((

2),(

2222

2222

2



















vuN

vuM

vuL

                                                                    (6.1.3.2) 

elde edilir. 

Böylece (6.1.3.1) ve (6.1.3.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine yazılırsa 

tensör çarpım yüzeyinin Ganchev-Milousheva değişmezleri sırasıyla 

322322
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))()(()(
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ve  

222222

22222

))()(()(
))()(()())()((








  

olarak hesaplanır.  

 

6.1.4. Meridyen Yüzeyinin Değişmezleri 
4EM   meridyen yüzeyi olsun. Bu takdirde (3.7.10) denklemindeki 2. temel form 

katsayılarının değerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazılırsa  

01  ,  12  , 03  ,                                                                             (6.1.4.1) 

ve 

),( vuL 0 , ),( vuM , 0),( vuN                                                             (6.1.4.2) 

elde edilir. 

Böylece (6.1.4.1) ve (6.1.4.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine yazılırsa 

meridyen yüzeyinin Ganchev-Milousheva değişmezleri sırasıyla  

2
1

22


k  ve 0                  (6.1.4.3) 
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olarak hesaplanır. 

Buradan aşağıdaki sonuçlar elde edilir.  

Sonuç 6.1.4.1: 0k olduğundan meridyen yüzeyinin her bir Mp noktası paraboliktir 

(bkz. Önerme 5.2.5.1). 

Sonuç 6.14.2: Meridyen yüzeyinin Mp noktası düzlemsel ise M yüzeyi açılabilir 

regle yüzeydir. 

İspat: p noktasının düzlemsel olması için 0 olduğundan 0k  olmalıdır. Böylece 

0  olduğundan   eğrisi düz bir doğru olacaktır. Aynı zamanda yüzeyin Gauss 

eğriliği 0K  olduğundan M yüzeyi açılabilir bir regle yüzey olur.  
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EKLER 

EK0: Bu tezde 4E  de  

)),(),,(),,(),,((),( vuwvuzvuyvuxvuX   

regüler yaması ile verilen yüzeylerin 3E  deki izdüşümleri Maple 12 programında  

)..,..],,,([3 dcvbauwzyxdplot   

komutu kullanılarak çizdirilmiştir. 

EK1: (3.2.6) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden 
> ode1:=diff(r(v),v,v)*r(v)-diff(r(v),v)^2=0; 
 

0)()()(:1
2

2

2
















 vr

dv
dvrvr

dv
dode  

> dsolve (ode1); 
2_)( )1(_ Cevr vC  

elde edilir. 

EK 2: (3.2.8) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden  
> ode2:=diff(r(v),v,v)*r(v)-3*diff(r(v),v)^2-2*r(v)^2=0; 

0)(2)(3)()(:2 2
2

2

2
















 vrvr

dv
dvrvr

dv
dode  

> dsolve (ode2); 
 

)2cos(2_)2sin(1_
1)(,

)2cos(2_)2sin(1_
1)(

vCvC
vr

vCvC
vr





  

 
elde edilir. 

EK 3: (3.2.11) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden  
> ode3:=8*(r(v)^2+(diff(r(v),v))^2)*( (diff(r(v),v))^2- r(v)*diff(r(v),v,v)) 
-( 3*(diff(r(v),v))^2+2*(r(v))^2- r(v)*diff(r(v),v,v))^2 =0; 

0)()()(2)(3

)()()()()(8:3

2

2

2
2

2

2

222
2









































































vrvr
dv
dvrvr

dv
d

vrvr
dv
dvr

dv
dvr

dv
dvrode

 

 
> dsolve (ode3); 

)2cos(2_)2sin(1_)(,)2cos(2_)2sin(1_)( vCvCvrvCvCvr   
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elde edilir.   

EK 4: (3.4.7) diferansiyel denklem sisteminin Maple 12 programı yardımıyla 
çözümünden  
> sys_ode4 := f1(v)^2+f2(v)^2 =1,  f1(v)^2+diff(f1(v),v)^2+diff(f2(v),v)^2 =1; 

1)(2f)(1f)(1f,1)(2f)(1f:4_
22

222 












 v

dv
dv

dv
dvvvodesys  

> dsolve([sys_ode4]); 
         
 
  }],1)(1f)(2f,1)(1f)(2f{,)1_tanh()(1f[

}],1)(1f)(2f,1)(1f)(2f{,)1_tanh()(1f[

,0)(2f,1)(1f,0)(2f,1)(1f

22

22







vvvvCvv

vvvvCvv

vvvv

 

elde edilir.   
 
EK 5: (3.4.24) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden 
> ode5:=diff(f3(u),u,u)*diff(f3(u),u)-f3(u)*diff(f3(u),u,u,u)=0; 

0)(3f)(3f)(3f)(3f:5 3

3

2

2

























 u

du
duu

du
du

du
dode  

> dsolve (ode5);  
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1)(3f
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1)(3f
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2

1_
2

1_
2_
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ee
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elde edilir.  

EK 6:  (4.2.1.23) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden 
> ode6:=r(v)+diff(r(v),v,v)=0; 

0)()(:6 2

2









 vr

dv
dvrode  

> dsolve (ode6); 
)cos(2_)sin(1_)( vCvCvr   

EK 7: Aşağıdaki Maple 12 programı (4.2.2.27) eşitliğinin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26) 
denklemlerini sağladığını gösterir; 
> x(t):=p*t+q; 

qptt :)(x  
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> y(t):=sqrt(1-p^2)*t; 
tpt 21:)(y   

> a:=diff(y(t),t,t)*x(t)-diff(x(t),t,t)*y(t): 
> b:=diff(x(t),t)*x(t)+diff(y(t),t)*y(t): 
> c:=diff(y(t),t,t)*diff(x(t),t)-diff(x(t),t,t)*diff(y(t),t): 
> d:=1+diff(x(t),t,t)*x(t)+diff(y(t),t,t)*y(t): 
> e:=x(t)^2+y(t)^2: 
> f:=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),t)*y(t): 
> A:=   a-b*c: 
> B:=d*e-b^2-f*(f-c*e): 
> k:=simplify(A); 

0:k  
> l:=simplify(B); 

0:l  

EK 8: Aşağıdaki Maple 12 programı (4.2.2.28) eşitliğinin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26) 
denklemlerini sağladığını gösterir; 
> x(t):=ln(t); 

)ln(:)(x tt   
> y(t):=sqrt(t^2-1)+arctan(1/sqrt(t^2-1)); 















1
1arctan1:)(y
2

2

t
tt  

> a:=diff(y(t),t,t)*x(t)-diff(x(t),t,t)*y(t): 
> b:=diff(x(t),t)*x(t)+diff(y(t),t)*y(t): 
> c:=diff(y(t),t,t)*diff(x(t),t)-diff(x(t),t,t)*diff(y(t),t): 
> d:=1+diff(x(t),t,t)*x(t)+diff(y(t),t,t)*y(t): 
> e:=x(t)^2+y(t)^2: 
> f:=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),t)*y(t): 
> A:=   a-b*c: 
> B:=d*e-b^2-f*(f-c*e): 
> k:=simplify(A); 

0:k  
> l:=simplify(B); 

0:l . 

EK 9: Aşağıdaki Maple 12 programı (4.2.2.29) eşitliğinin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26) 
denklemlerini sağladığını gösterir; 
> x(t):=exp(t); 

tet :)(x  
> y(t):=sqrt(1-exp(2*t))-arctanh(1/sqrt(1-exp(2*t))); 















)2(
)2(

1
1arctan1:)(y

t
t

e
et  

> a:=diff(y(t),t,t)*x(t)-diff(x(t),t,t)*y(t): 
> b:=diff(x(t),t)*x(t)+diff(y(t),t)*y(t): 
> c:=diff(y(t),t,t)*diff(x(t),t)-diff(x(t),t,t)*diff(y(t),t): 
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> d:=1+diff(x(t),t,t)*x(t)+diff(y(t),t,t)*y(t): 
> e:=x(t)^2+y(t)^2: 
> f:=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),t)*y(t): 
> A:=   a-b*c: 
> B:=d*e-b^2-f*(f-c*e): 
> k:=simplify(A); 

0:k  
> l:=simplify(B); 

0:l  
EK 10: Aşağıdaki Maple 12 programları (4.2.2.27)- (4.2.2.29) de parametrik 
denklemleri verilen düzlemsel eğrilerin birim hızlı olduklarını göstermektedir. 
> alpha1(v):=a*v+b; 

bavv :)(1  
> beta1(v):=int( sqrt(1-diff(alpha1(v),v)^2), v ); 

vav 21:)(1   
> alpha2(v):=ln(v); 

)ln(:)(2 vv   
> beta2(v):=int( sqrt(1-diff(alpha2(v),v)^2), v ); 

1
1

1arctan11

:)(2
2

2
2

2

2






























v

v
vv

v
v

v  

> alpha3(v):=exp(v); 
vev :)(3  

> beta3(v):=int( sqrt(1-diff(alpha3(v),v)^2), v ); 


















2
2

)(1

1arctan)(1:)(3
v

v

e
hev

 
EK 11: (5.2.1.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden

 > ode7:=r(v)*diff(r(v),v,v)-2*diff(r(v),v)^2-r(v)^2=0; 

0)()(2)()(:7 2
2

2

2
















 vrvr

dv
dvr

dv
dvrode  

> dsolve(ode7); 

)2cos(2_)2sin(1_
1)(

vCvC
vr


  

elde edilir. 

EK 12: (5.2.3.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden

 > sys_ode8:= diff(f1(v),v)^2+diff(f2(v),v)^2=1-a^2,  diff(f1(v),v)*diff(f2(v),v,v)-
diff(f2(v),v)*diff(f1(v),v,v)=0; 

0)(1f)(2f)(2f)(1f

,1)(2f)(1f:8_

2

2

2

2
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dv
dv

dv
dv

dv
dv

dv
d

av
dv
dv

dv
dodesys
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> dsolve([sys_ode8]); 

 
     
 

]1_1)(1f)(2f

,1_1)(1f)(2f,3_2_)(1f[

,1_)1)(1()(2f,1_)1)(1()(2f,2_)(1f
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2
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Cdvav
dv
dv

Cdvav
dv
dvCvCv
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elde edilir. 

EK 13: (5.2.4.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programı yardımıyla çözümünden

 > sys_ode9:= diff(alpha(v),v)*diff(alpha(v),v,v)+diff(beta(v),v)*diff(beta(v),v,v)=0,  
alpha(v)*diff(beta(v),v)-beta(v)*diff(alpha(v),v)=0; 

0)()()()(

,0)()()()(:9_ 2
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2
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dv
dvv

dv
dv

v
dv
dv

dv
dv

dv
dv

dv
dodesys




 

> dsolve([sys_ode9]); 
         
         
    IvvvIvvv

vCvCvCvCvCv
CvCvvCvv

)()(),()(,)()(
,)(1_)(,3_2_)(,1_)(,2_)(

,2_1_)(,0)(,1_)(,0)(










 

ve benzer şekilde 
> sys_ode10:= diff(alpha(v),v)*diff(alpha(v),v,v)+diff(beta(v),v)*diff(beta(v),v,v)=0,  
diff(alpha(v),v)*diff(beta(v),v,v)-diff(beta(v),v)*diff(alpha(v),v,v)=0; 

0)()()()(

,0)()()()(:10_
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dv
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dv
dv
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dv
dv

dv
dv

dv
dv

dv
dodesys





 

> dsolve([sys_ode10]); 
         
    
    1_)()(,1_)()(,)()(

,2_1_)(,4_3_)(
,1_)(,3_2_)(,1_)(,2_)(

CIvvCIvvvv
CvCvCvCv
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