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OZET

Doktora Tezi

IE* DEKI YUZEYLERIN BiR KARAKTERIZASYONU
Betiil BULCA

Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Bu cahismada E* deki yiizeylerin 1. ve 2. temel form katsayilar1 yardimiyla bazi
siniflandirmalar1 verilmistir. Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris

bolimiidiir. Ikinci bolimde calismanm ilerideki boliimlerinde kullanilan tanim ve

kavramlar verilmistir. Uciincii bolimde E* deki yiizeyler ele alinmistir. Bu bolim 7
kisimdan olugmaktadir. Bunlar sirasiyla rotasyon yiizeyleri, Vranceanu ylizeyleri, regle
yiizeyleri, Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyleri, kanal yiizeyleri, meridyen
ylizeyleri ve tensor ¢arpim yiizeyleridir. Dordiincii boliim orijinal sonuglar icermekte

olup bu boliimde, iiclincii boliimde ele alinan yiizeylerden 1-tipinde Gauss doniisiime

sahip olup olmadiklar1 incelenmistir. Besinci bolimde E* deki yiizeylerin egrilik
elipsleri ele almmustir. Ucgiincii boliimde ele alman yiizeylerin egrilik elipsleri
karakterize edilmistir. Baz1 orijinal sonuglar elde edilmistir. Son boliimde {iglincii
bolimde ele aliman yiizeylerin Ganchev-Milousheva degismezleri hesaplanmis, bazi

orijinal sonuclar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: W-egrileri, Regiiler Yiizey, Gauss Egriligi, Ortalama Egrilik,
Normal Egrilik, Egrilik Elipsi
2012, ix + 111 sayfa.



ABSTRACT

PhD Thesis

A CHARACTERIZATION OF A SURFACES IN /E*
Betul BULCA

Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Kadri ARSLAN

In this thesis, some characterizations of the surfaces in E* with the help of coefficients
of the first and second fundamental form are given. This thesis consists of six chapters.

First chapter is introduction. In the second chapter some basic definitions and theorems

which will be used in the other chapters are given. In the third chapter surfaces in E*
are considered. This chapter consists of seven part. These are respectively rotation
surfaces, Vranceanu surfaces, ruled surfaces, Ganchev-Milousheva rotational surfaces,
canal surfaces, meridian surfaces and tensor product surfaces. The fourth section
contains the original results. In this section, the third section dealt with whether the

surfaces is examined with 1-type Gauss map. In the fifth chapter the curvature ellipses

of surfaces in E* are discussed. The curvature of the ellipses of the surfaces which is
discussed in the third chapter has been characterized. Some of the original results are
obtained. In the final chapter Ganchev-Milousheva invariants of the surfaces which is

examined in the third chapter are calculated.

Key words: W-curves, Regular Surdace, Gauss curvature, Mean Curvature, Normal
curvature, Elipse of curvature
2012, ix + 111 pages.
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1. GIRIS

Bu calismanin amact E* deki bazi ylizeylerin 1. ve 2. temel form katsayilar1 yardimiyla
baz1 siniflandirmalarini vermektir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Ik bdliim giris bo liimiidir.

Ikinci boliim temel kavramlar olup iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda E * deki

baz1 dzel egriler ele almmustir. Ozellikle, E  deki sabit egrilikli egriler ve egrilikleri

orani1 sabit olan egriler incelenmistir. Bu tiir egrilerin parametrik gosterimleri ve

egrilikleri verilmistir. ikinci kisimda E* deki yiizeylerin ikinci temel formu, ortalama
egrilik fonksiyonu, Gauss ve normal egrilikleri tanimlanmis ve bunlarla ilgili bazi temel

ozellikler verilmistir.

Ugiincii boliimde E * deki genellestirilmis rotasyon yiizeyleri, Vranceanu yiizeyleri,
regle yiizeyleri, Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyleri, tensor ¢arpim yiizeyleri, kanal
ylizeyleri ve meridyen yiizeylerinin 1. ve 2. temel form katsayilar1 hesaplanmistir. Bu
katsayilara bagl olarak, ifade edilen ylizeylerin Gauss, ortalama ve normal egrilikleri
hesaplanmistir. Bu egrilikler yardimiyla yiizeylerin Wintgen ideal ylizey olmasi
durumundaki gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.

Doérdiinci boliimde, tclinci bolimde ele alinan Vranceanu yilizeyleri, Ganchev-
Milousheva rotasyon ylizeyleri, meridyen ylizeyleri ve tensér g¢arpim ylizeylerinin
noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahip olmalar1 ile ilgili temel sonuglar elde
edilmistir.

Besinci boliimde, ticiincii boliimde ele alinan yiizeylerin egrilik elipsleri ile ilgili temel
sonuclar elde edilmistir. Yiizey iizerindeki bir noktanin egrilik elipsiyle olan baglantis1
ele alinip, tiglincii boliimde verilen yilizeyler icin egrilik elipsi sartlar1 incelenmistir.

Son bolimde ise tgiincii bolimde ele alinan ylizeylerin Ganchev- Milousheva

degismezleri ile ilgili temel sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.0. Giris

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi1 temel kavramlar, teorem ve
tanimlar verilmistir. Bu boliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda E 4 deki bazi

ozel egriler ele alinmistir. Bunlar, E * deki sabit egrilikli egriler (W-egrileri) ve
egrilikleri orani sabit olan egriler (egim egrileri) dir. Bu tiir egrilerin parametrik
gosterimleri ve egrilikleri ile 1lgili baz1 hesaplamalar yapilmaistir.

ikinci kisimda E* de regiiler bir yama ile verilen yiizeylerin ikinci temel formlari,
Gauss, ortalama ve normal egrilikleri ile ilgili temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmistir.
2.1. E* de Egriler

4-boyutlu Oklid uzay1 E * in regiiler bir egrisi y:/ c R > E 4 (yani ||;/’(t)|| #0) olsun.
Eger, y nin yiiksek mertebeden tiirevleri y'(¢),y"(),y"(¢),y" (¢t) linecer bagimsiz ve
'), y"(6),y"(),y" (¢),y" (t) lineer bagimli ise y ya 4-rankli Frenet egrisi ad1 verilir.
Her bir 4-rankli Frenet egrisi y nm {V,,V,,V;,V,} ortonormal 4-catisi ve

k. ,k,,k,:1 — R, Frenet egrilikleri i¢gin

V! 0k 007V
v, —k, 0 k, 0|V
Pl=y ’ ’ (2.1.1)
vy 0-ky 0 k| V,
v, 0 0-k 0|V,

Frenet denklemleri saglanir, burada v:||;/’(t)|| dir (Gluck 1966). Bununla birlikte
y'(),y"(6),y"(t),y" (t) vektorlerine Gram-Schmidt ortonormallestirme yOntemi
uygulandiginda y egrisinin ortonormal c¢atisi {V],VZ,V3,V4} olmak tizere bu catinin

vektorleri



El (t) = }/’(t)a

Ey(0)=7"(0) -y (0. () ” zl(f)ﬁ ,

E(0) =7"(0)~ (y"(0), E, (1) ” fl’((t;ﬁz ~(y"(0), B () e (’ﬁ (2.1.2)
E4(r>=y”(f)—<y”(t>,E](t>>”5&2—<y”(t>,E2(r>>”g((f))”z (r.2.0); 3(())”
yardimuyla

Vl.(t):”izi—(?, <i<4 (2.1.3)

biciminde elde edilir. Boylece y egrisinin Frenet egrilik fonksiyonlar1

£,

ko ()=—""L1 1 __ 2<
m® |E, . |E @) :

(2.1.4)

yardimiyla hesaplanir.

Tanmm 2.1.1: y egrisi 4-rankli bir Frenet egrisi olsun. y nin Frenet egrilikleri
ki, ky, ks sabit ise y ya genellestirilmis vida egrisi ya da helis ad1 verilir (genel bir

helis egrisi tanimi i¢in bakiniz, Chen ve ark. 1992). Bu egriler Oklid doniisiimlerinin 1-
parametreli gruplarmin izleri olduklarindan F. Klein ve S. Lie bu egileri W-egrisi olarak

tanimlamislardir (Klein ve Lie 1871).

Onerme 2.1.2: 4-boyutlu Oklid uzay1 E* in birim hizh regiiler bir egrisi

y:IcR—>E 4 olsun. Eger y egrisi 4-rankli bir W-egrisi ise ¥ egrisinin hiz vektori

4
dlf+(k]2+k22+k3)cjiV + kK, =0 (2.1.5)
S

sabit katsayil1 lineer diferansiyel denklemini saglar.



Ispat: ¥ birim hizl egri oldugundan (2.1.1) esitligi yardimiyla Frenet denklemleri

V] :leza

Vo =k kb, (2.1.6)

!

V, ==kV,+kV,,
Vi ==k,

bicimine doniisiir. Ayrica ¥, = y'(s) in yiiksek mertebeden tiirevleri yardimiyla

"

h= _k12V1 +hkVs,

Ve —k (k* + kW, + ko ke, (2.1.7)
V=0T 0 W =l O+ e+ kY

bulunur. Boylece V; ikinci ve dordiincii tiirevlerden yok edilirse istenilen sonug elde

edilir (bkz. Aminov 2001, syf 12). [

Onerme 2.1.3. E* de 2d-rankh (d =1, 2) birim hizl1 W-egrisi parametrik olarak

2
y(s)=ay+ Y (a;cos s +b; sin 1;5) (2.1.8)

i=1
bi¢iminde tanimlanir. Burada a, a;, a,,b,b, E % de sabit vektorler ve U, < u, pozitif

reel sayilardir. Boylece 2-ranklit W-egrisi bir cemberdir (Chen ve ark. 1992).

Asagidaki ornekler verilebilir.

Ornek 2.1.4: (S° de helisler)
E* e gémiilmiis birim 3-kiire S°(1) ile gosterilsin. Boylece S° < E* {izerindeki helis

egrisi

¥(s) = (cos ¢ cos(as), cos ¢ sin(as),sin ¢ cos(bs),sin ¢sin(bs)) (2.1.9)

ile tanimlanir. Burada
a’cos’d+b*sin*d=1 ve x| +x; =cos’ ¢, x; +x; =sin’ ¢ (2.1.10)

dir.



Ornek 2.1.5: y: 1 —» E*

| .
y(t):—(r—]sm(m]t) D cos(m,t),2-sin(m, 1)~ 2 cos(mzt)] 2.1.11)
1”12 +r22 1 m, m, m,

egrisi n’mi +r;m> =m’m;(r’ +r)) sartim sagladiginda kiiresel bir W-egrisi (yani,

kiire lizerinde yatan bir egri) olur (Monterde 2007).
Ornek 2.1.6: E* de 4-rankli kapali ve birim hizli ( 27 » uzunluklu) bir W-egrisi

y(s) = os(12 1)— (78 L cos28), L gin(M2S (2.1.12)
\/_ room, rooom, r

bi¢iminde parametrelendirmeye sahip bir egridir. Burada m, ,m, pozitif tamsayilardir

(Chen 1983).

Ornek 2.1.7: (2.1.8) esitligi yardimiyla E* de 4-rankhi bir W-egrisi asagidaki
parametrelendirme ile verilir;

y(v) = (a coscv,asin cv,bcosdv, b sin dv). (2.1.13)

Burada, 0 <v <27, a,b,cd reel sabitler, ¢ >0,d >0 dir. Genelligi bozmadan y nin
birim hizli olmasi isteniyorsa a’c’ +b°d* =1 alinmalidir. Bdylece ¢ =d halinde y bir
cemberdir, ¢ # d halinde ise £* de bir egridir. Bu egrinin V,,V,,V,,V,} Frenet catist

ve k., k,,k; Frenet egrilikleri (2.1.2)-(2.1.4) esitlikleri yardimiyla asagidaki sekilde

hesaplanabilir;
y'(v) = ( acsin cv,ac coscv,—bd sin dv,bd cos dv)
y"(v) = ( ac® coscv,—ac” sin cv,—bd* cosdv,—bd” sin dv)
y"(v) = ( ac’ sin cv,—ac’ coscv,bd” sin dv,~bd’ cosdv)

yV(v)= (ac coscv,ac” sin ev,bd* cosdv,bd* sin dv)

tiirevleri yardimiyla
E,(v) = 7'(v) = (= acsin ¢v, ac cos cv,—bd sin dv, bd cos dv),
£ (v)

£

= (— ac® cos cv,—ac2 sin cv,—bd cosdv,—bd 2 sin dv)

E;(0)= 7" )= (7" ) Ey(v)) — -5



El (V) " E2 (V)
- 7/ (V)a E (V)
Eof R o

=abcd (c2 —d* )(bd sin cv,—bd cos cv,—ac sin dv, ac cos dv),

E;(v) =7"(m) = (r"(v), E;(v))

E E E
E,0)=7" 0~ (7" 0 E ) (0, By () 20y ),y ()2
Q! |20 A
2 42,2 2
= abczd4 (Cbz;(f ) (baf2 coscv,bd? sin cv,—ac? cosdv,—ac’ sin dv)
a“c’ +
bulunur. Vektorlerin normlar1 hesaplanirsa
|E,0)|=Va*c? +b%d* =1, |E,(v)|=Va’c* +b%d*,
_ 22 _abc*d*(c* -d?)
|E;(v)| = abed(c® —d?), |E,(v)|= i
elde edilir. Ayrica (2.1.4) yardimiyla ¥ nin Frenet egrilikleri
B0 _ e
k=" —= +b°d”,
ClEelEG]
||E3 (V)” abed(c* —d*)
ky, = = , 2.1.14
TIEONEO] S ra S
o
T EOIEG] et b2t
dir. Boylece, y egrisinin Frenet ¢atisi
V.(v)= 210) = (— acsin cv, ac coscv,—bd sin dv,bd cos dv),
A
V,(v)= 50 _ l(— ac’® coscv,—ac’ sin cv,—bd* cosdv,—bd”* sin dv)
|| &, 2.1.15)
V,(v) = 0 = (bd sin cv,—bd coscv,—acsin dv,ac cos dv),
£
V,(v)= E0) _ l(baf2 coscv,bd? sin cv,—ac’ cosdv,—ac’ sin dv)
||E4(V)|| k,

biciminde hesaplanir (Detayl1 bilgi i¢in bakiniz, Ganchev ve Milousheva 2008a).

Tanimm 2.1.8: y egrisi 4-rankli bir Frenet egrisi olsun. ¥ nin Frenet egrilikleri oram

k) k

, 2.1.16
K k1 ( )




sabit ise y ya egim egrisi (slope curve) adi verilir (Goncharova 2008).

Monterde, 2007 yilinda yaptig1 calismasinda bu tiir egrileri egrilikleri orant sabit olan
egriler yani ccr-egrileri olarak adlandirmistir (Monterde 2007). Bu egriler ile ilgili baz1
sonuglar Oztiirk ve arkadaslarmin 2008 de yaptiklar1 ¢calismada verilmistir (Oztiirk ve

ark. 2008).

Onerme 2.1.9: y:/cR— E* birim hizli regiiler bir egri olsun. Eger y egrisi 4-

rankl1 bir egim egrisi ise ¥ nin hiz vektorii

d'v, s L.d
+(1+4 + ‘
dt’ ( #) ar’

sabit katsayili lineer diferensiyel denklemini saglar (Goncharova 2008).

+ 1V =0 (2.1.17)

Ispat: y birim hizli egri oldugundan (2.1.1) esitligi yardimiyla Frenet denklemleri

W=kV,,
Vi=k(-V, +AV5),
Vi=k(=AV,+ul,),
Vi=—kuV;

(2.1.18)

bicimine doniigiir. Bdoylece y(s) egim egrisi lizerinde ¢ = J. k;ds parametre degisimi
yapildiginda dt = k,ds bulunur. Buradan V|, in yiiksek mertebeden tiirevleri alinirsa

ar, _dvds _

KV =V,
di  ds di k
2
d?zﬂﬁz_y/]_my/}’
a  ds di

d’v, dV, ds dV, ds
ST Yl L
dr’ ds dt ds dt
d'v, ) dV, ds dV, ds
=—(AV+D)—2—+21 L (D + A0+ A+ iV,
a ( )ds i uds i ( W ( uW;

esitlikleri elde edilir. Boylece V5 1 ikinci ve dordiincii tiirevlerden yok edersek istenilen

(B ), + AV,

sonu¢ bulunur. [
Sonu¢ 2.1.10: y:/cR— E* 4-rankli bir egim egrisi olsun. Bu takdirde y(s)nin hiz

vektori

V1 = A; cosuyt + Bysin vt + A, cosLyt + B, sin Uyt (2.1.19)



dir. Burada A, 4,,B,,B, sabit vektorler v;,v, ise A,u niin fonksiyonlaridir

(Goncharova 2008).

2.2. E" de Yiizeyler
M yiizeyi X :U < E* — E" yamas! ile verilsin. M nin p € X (u,v) noktasmndaki teget

uzay1 T,(M), X, ve X, ile gerilen bir vektor uzayidir. Boylece M nin birinci temel

formu

I = Edu’® + 2Fdudv + Gdv* (2.2.1)
esitligi ile hesaplanir. Burada

E=(X,X,)

F=(X,.X,) (2.2.2)
G=(X,X,)

olup <,> bir Oklid i¢ ¢arpimidir. Bununla birlikte (2.2.2) yardimiyla

|x,x x| = EG-F? (2.2.3)
elde edilir. Eger X, x X #0 ise X(u,v) yamasi regiilerdir denir.

Su andan itibaren aksi sOylenmedik¢e X (u,v) yamasi regiiler kabul edilecektir ve

EG-F*=w? (2.2.4)

ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.1: M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. E"

de Riemann koneksiyonu V ile gosterilsin. Bu durumda her X,Y € y(M) lokal vektér
alanlar1 i¢in M yiizeyi iizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak iizere M

nin ikinci temel form doniigiimii
h:y(M)x y(M)— y*(M); (X,Y)=V, Y-V, Y, (2.2.5)
bi¢iminde tanimlanir. Bu doniisiim iyi tanimli olup simetrik ve 2-lineerdir. Literatiirde

(2.2.5) esitligi Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Tamm 2.2.2: M c E" vyiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. VX € y(M) ve
& e y (M) igin M nin sekil operatérii doniisiimii

A (MY x g (M) > x(M); 4: X ==V y&+Vxé (2.2.6)



biciminde tammlanir. Burada 4.X, & ya karsilik gelen sekil operatorii ve V* oise

2+ (M) normal demete ait normal koneksiyondur. Herhangi X,Y € y(M) igin

(4:X.7) = (h(X,Y),E) (2.2.7)

dir. Bu operator self-adjoint ve 2-lineerdir. Literatiirde (2.2.6) esitligi Weingarten

denklemi olarak bilinir (Chen 1973).

Ayrica VX,Y,Z € y(M) i¢in M yiizeyinin ikinci temel formu /4 nin kovaryant tiirevi
(V WY, Z)=Vh(Y,Z)- WV ,Y,Z)-h(Y,V ,Z)

dir. Boylece Codazzi denklemi

(Vh)Y,Z)=(Vyh)(X,Z) (2.2.8)

dir (Chen 1973).

Tamim 2.2.3: M < E" yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. X (u,v) yamasimin 2.

mertebeden kismi tirevler1 X, ,X, ,X  ve normal vektor alanlart N, N,,...,N, ,

uu ? uy? n

olmak tlizere M nin ikinci temel form katsayilar

c]k] :<qu’Nk>’
cty =(X,,N,), 1<k<n-2 (2.2.9)
c§2 :<va’Nk>

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Tanm 2.2.4: M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu durumda M nin

Christoffel sembolleri l"l.;‘ (1<, j,k<2)

\ GE,-2FF,+FE, _, 2EF,-EE,-FE,
Iy = 3 Iy = 3
2AEG - F?) 2AEG - F?)
ry = 25 2 FGZ” rg - L%t FE; (2.2.10)
2AEG - F?) 2AEG - F?)
1 _2GF,-GG,~FG, , _EG,~2FF,+FG,
22 2 22 2
2AEG - F?) 2AEG - F?)

bigiminde tanimlanir. Burada T, =T, ve I;, =T, dir (Gray 1993).



Sonu¢ 2.2.5: M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. F =0 igin M nin

Christoffel sembolleri
E, 1 ~E, 1
I_‘]]I :2E:E<XW’XM> I_‘]21 :f:_E<Xuv’Xu>
E, 1 G, 1
I = o :E<XW,XM> I} = e :E<XW,XV> (2.2.11)

-G 1 G, 1
I_‘2]2 :2—E,M:_E<XMV’XV> F222:2é:E<va’Xv>

Ispat: (2.2.2) ve (2.2.10) esitliklerinden (2.2.11) elde edilir.

Onerme 2.2.6: M yiizeyi X :U c R®> S5 E" regiiler yamasi ile verilen bir ylizey olsun.

Bu takdirde V X, X, € y(M) ve {N,,N,,..,.N,_,}e y*(M) icin

u u n

X, =V, X, =T\ X, +T X, +c\N, +¢N, +...+¢/°N,_,
X, = %Xu X, =T,X, +T2X, +c,N,+ciN, +..+c°N, (2.2.12)

n

R v/ _ 7l 2 1 2 n-2
X, _VX"XV =1,X,+I,X, +c, N, +c, Ny, +...+¢5°N,_,

n

dir (Gray 1993).

Boylece (2.2.12), (2.2.5) ve (2.2.6) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuclar elde

edilir.

Sonug¢ 2.2.7: M yilizeyi X :U C R®> S E" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun.
Bu takdirde

W(X,,X,)=c||N| + Ny +..+¢]T2N,_»

X, X,)=cl N +chHN, +..+ 52N, (2.2.13)
h(X,,X,)= 3Ny + 5Ny +..4+ B *N,_,

dir.

Sonug 2.2.8: M yiizeyi X : D < R> — E" regiiler yamasi ile verilen bir yiizey olsun. Bu
takdirde

WX, X,) = X, ~TH X, ~T(1X,

WX,y X)) = Xy —T X, —THX, (2.2.14)
WXy, X,) = Xy, =T X, ~THX,

dir.
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Sonu¢ 2.2.9: M < E" yiizeyi X (u,v) regiiler yamasi ile verilsin. F =0 ise bu takdirde

1 1

h(Xu’Xu)_qu _E<qu’Xu>Xu +E<Xuv’Xu>Xv

h(Xu’Xv):Xuv _%<XMV’XM>XM _é<Xuv’Xv>Xv (2215)
1 1

h(Xv’Xv)_va +E<Xuv’Xv>Xu _E<XVV’XV>XV

Ispat: (2.2.11) ve (2.2.14) esitliklerinden (2.2.15) elde edilir.
Tamm 2.2.10: X (u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamas ile verilen M — E" yiizeyinin

Gauss egrilik fomksiyonu
S i \2
K=—> (ci1e3 —(c12)) (2.2.16)
[
dir (Mello 2009).
Tamm 2.2.11: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde her {X],Xz}e x(M) ve {N],NZ,...,Nn_z}e x (M) ortonormal bazlar1 i¢in M

nin ortalama egrilik vektor alan

. n-2
H =) HN, 2.2.17)
i=l
dir. Burada
1 22 ) ) )
H; = 2 (Gclll —2Fc, +Ec;2) (2.2.18)

i=l

M nin i.nci ortalama egrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik

fonksiyonu H = Hﬁ” dir (Mello 2003).

Onerme 2.2.12: M yiizeyi X :U c R*> — E" regiiler yamas1 ile verilsin. Boylece

Xj, X, vektorleri T, (M) nin ortonormal bir bazi olmak tizere

X

u
1
|x.

E X
X2 :£{Xv _<Xv’Xu> XMZ\]a

2

(2.2.19)

w

u

dir. Burada W =+ EG — F* olarak (2.2.4) esitliginde tanimlanmistr.
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Ispat. X, X, vektorlerine Gram-Schmidt ortonormallestirme ydntemi uygulandiginda

E1:X

u>°

By = X,—(X,.X,) X, (2.2.20)

v

elde edilir. Buradan X = , Xy = yardimiyla (2.2.19) sonucuna ulagilir. [

|| i

Boylece (2.2.19) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonuglar bulunur.

Onerme 2.2.13: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R’ regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde 7, (M) nin bir {X 1, X 2} ortonormal bazi i¢in

HXX) = (XX,
h(X X)—ih(X X)—ih()( X)) (2.2.21)
12“*2 W u>“tv WE u’>“u e
E 2F F?
h(XZ’XZ):_Zh(Xv’Xv)_Wh(Xu’Xv)+ﬁh(Xu’Xu)
dir.

Onerme 2.2.14: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R’ regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde 7, (M) nin bir {X 1, X 2} ortonormal bazi i¢in M nin Gauss egriligi
K =(h(X,,X,),h(X,,X,))—(h(X}, X,),h(X}, X)) (2.2.22)

dir (Chen 1973).

Ispat. (2.2.21) esitliginden
<h(X1,X1),h(X2,X2)>

2F F?
Wh(Xu,XVHﬁh(Xu,Xu )>

2.2.23
2;2 <h(Xu’Xu)’h(Xu’Xv)> ( )

1
= <Eh(X ) h(X X)) -

1

:W@(Xu,Xu),h(Xva»—
F2

b (O XY, X))

ve benzer sekilde

12



((X1, X3), (X1, X3))
:<%h( X))~ —h( X)), h(X X)——h(X Xu)>

2F

2.2.24
:#OI(XM’XV)’]/Z(X X)>_W_<h(X Xv)’h(Xu’Xu)> ( )

F2

+
W2E

S (h(X,, X ) h(X,, X))

bulunur. Buradan, esitliklerin farki alinirsa

<h(X1’X1)ah(X2’X2)> _<h(X1’X2)ah(X1’X2)>

(2.2.25)
— (O XX X)) = (XXX, )

elde edilir. Boylece (2.2.13) yardimiyla

%(WXWXM),MXV,XV»—<h(Xu,Xv>,h(Xu,Xv>>)
(2.2.26)
Wz z (c1,¢h = (1))

bulunur. Buradan (2.2.26) denklemi (2.2.16) ile kiyaslandiginda istenilen sonug elde
edilir. [

Sonug¢ 2.2.15: M < E" yiizeyi X (u,v):(u,v) e D < R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde T, (M) nin bir {X,,, X, | baz1 i¢in M nin Gauss egriligi

1
K :p«h(Xu’Xu),h(Xva))—(h(Xu,XV),h(Xu,XV») (2.2.27)
dir.
Ispat. (2.2.26) ve (2.2.16) esitlikleri yardimiyla istenilen sonug elde edilir. [

Sonug 2.2.16: M c E" yiizeyi X (u,v):(u,v) e D < R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde her {X 1, X, }e T,(M) ortonormal bazi i¢in M nin ortalama egrilik vektorii
1
= (X, X))+ h(X, X)) (2.2.28)

dir (Chen 1973).

13



Ispat. (2.2.21) esitliginden

h(X,X)+h(X,,X,)= izh(Xv,Xv) —2—12h(Xu,XV) +£2h(Xu,Xu) (2.2.29)
/4 w w
bulunur. Ayrica (2.2.13) esitligi (2.2.29) de kullanilirsa
1 22 . . .
WX, X))+ h(X,,X,) = WZ(GC;, _2Fc, + Ec, N, (2.2.30)

i=1

elde edilir. Boylece (2.2.30) ile (2.2.17) kiyaslanirsa istenilen sonug elde edilir. [

Sonug¢ 2.2.17: M c E" yiizeyi X (u,v):(u,v) e D < R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde y (M) nin bir {X X v} bazi i¢in M nin ortalama egrilik vektorii
1

2

H= 2 (En(X,.X,)-2Fh(X,,X,)+Gh(X,,X,)) (2.2.31)
dir.
Ispat. (2.2.30), (2.2.29) ve (2.2.17) yardim1yla istenilen sonug elde edilir. [

Tamm 2.2.18: M c E" yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. y(M) nin

ortonormal bir baz1 {X|, X, } olmak tizere M nin ikinci temel form katsayilart
he =(h(X;. X ). N,
b =(h(X:. X)) N ), (2.2.32)

ile tanimlanir (Chen 1973).

Onerme 2.2.19: M c E" vyiizeyi X(u,v):(u,v)e D c R* regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde her {X,,X,}e y(M) ve {N,,N,,....,N, ,}e y*(M) ortonormal bazlari

icin ikinci temel form katsayilar1 (1<a <n-2)

s :<h(X1’X1)aNa>: o,

hy =(h(X,,X,),N,)= (cf; —%cﬁ ] (2.2.33)

5, :<h(X2aX2)aNa> :W(Eczz —2Fc¢, +?C”]
dir.

Ispat. (2.2.13) ve (2.2.21) denklemlerinden (2.2.33) elde edilir. [
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Sonucg 2.2.20: X (u,v):(u,v)e D c R* regiiler yamasi ile verilen M — E" yiizeyinin

N, ya gore sekil operatorii matrisi

=l i | - (2.2.34)
—(Cf; ——Cﬁj W{EC; —2FCE +?Cﬁ]
dir.

Ispat. (2.2.6) ve (2.2.7) esitliklerinden

Ay X, = (4, X, X)X, +(4, X, X, )X,
:<h(X1’X1)aNa>X1 +<h(X1aX2)aNa>X2
= h]D;X] +h10;X2

dir. Benzer sekilde

ANaXz :thl +h2azX2

elde edilir.

Béylece 4, sekil operatorii matrisi
hl h

Ay, :( ‘D: f] (2.2.35)
h2] h22

oldugundan (2.2.33) yardimiyla istenilen sonug elde edilir. []

Onerme 2.2.21: X (u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamasi ile verilen M < E" yiizeyinin

Gauss egriligi
K =det(dy +4, +..+4, ) (2.2.36)

dir (Chen 1973).

Ispat. (2.2.35) matrisinin determinant1 almip (2.2.33) esitligindeki degerler yerine

yazilirsa

15



det(ANI + Ay +...+ AN”_Z)
= hilhlzz - (hiz)z + hlzlhgz - (h122)2 +...+ h]nl—zhgz - (h]nz—z)z

1 & i i
= e Z(cnczz _(012)2)
i=l
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Onerme 2.2.22: X (u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamasi ile verilen M < E" yiizeyinin

ortalama egrilik vektori

H= % (g N, + (4 N, + .o+ 24y N, L) (2.2.37)

dir (Chen 1973).

Ispat. (2.2.34) de verilen matrisler (2.2.36) de yerine yazilirsa (2.2.17) elde edilir. Bu da

bize istenilen sonucu verir. []

Tamm 2.2.23: M c E" vyiizeyi ile normal demeti y (M) nin egrilik tensorleri

strasiyla

RX.Y)Z=VyVyZ-VyVxZ -V |xy[Z (2.2.38)
ve

R (X, V)E=h(X,A.Y)-h(Y,A.X), E€y" (M) (2.2.39)

seklinde tammlanir. Boylece her X,Y,Z,W e y(M) ve Eney (M) i¢in M c E"
ylizeyinin Gauss ve Ricci denklemleri sirasiyla

(RX.NZW)=(h(XW),h(Y,Z)) - (h(X,Z),h(Y,W)), (2.2.40)
(R*x.1En)=(4..4,]x.Y) (2.2.41)

dir (Chen 1973).

Burada [, ] Lie parantez operatorii

[ ] x(M)x (M) > (M)
X, V)= [X,Y]=XY-YX=V,Y-V X

bi¢iminde tanimlanir.

Eger R=0 ise M yiizeyi diiz (flat) normal koneksiyonludur denir.
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Tamm 2.2.24: M c E" yiizeyi X (u,v):(u,v) € D < R’ regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde y(M) ve y' (M) uzaylarinm {X 1LX 2} ve {Na },1 <a <n-2 ortonormal

bazlar1 i¢in M nin normal egriligi

I=a<p

w2 1/2
K, :{ Z<RL(X],X2)Nﬂ,Na>2} (2.2.42)
seklinde tanimlanir (DeSmet ve ark. 1999).
Aciklama 2.2.25: M c E* yiizeyi X (u,v):(u,v) € D < R* regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde y(M) ve y (M) uzaylarinin {X 1LX 2} ve {N1 , Nz} ortonormal bazlar1
icin M nin normal egriligi
Ky =(R"(X,.X,)N,.N,) (2.2.43)

seklinde tanimlanir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).

Onerme 2.2.26: X (u,v) regiler yamasi ile verilen bir M < E* yiizeyinin normal

epriligi
Ky = hllz (h222 - h121 )"' h122 (hll 1~ héz) (2.2.44)
dir .

Ispat. (2.2.39) esitligi yardimiyla
RY(X,, XN, = h(X,, Ay Xy) = h(X,, Ay X)) (2.2.45)
elde edilir. Boylece (2.2.45) in N, ile i¢ carpimindan
<Rl(e1,e2)N2,N1> :<h(X1,ANZXZ),N1>—<h(X2,ANZXI),N1>
= (A X, Ay, X, )= (Ay X, Ay X))
= <h111X1 +hi X, b X+ h222X2>_<h1]2X1 + oy Xy hE X+ h122X2>
= i\ hiy + hish3y = hiyhiy = hos by
= hllz (h222 - h121 )"‘ h122 (hll 17 héz )

bulunur. [

Sonug 2.2.27: M c E* yiizeyi X (u,v):(u,v) e D c R? regiiler yamasi ile verilsin. Bu

takdirde K, =0 olmasi igin gerek ve yeter sart R =0 olmasidir.
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Onerme 2.2.28: X (u,v) regiler yamasi ile verilen bir M < E* yiizeyinin normal

egrilik fonksiyonu

K, = E(cllzczzz —clzzcéz)—F(c]]]czzz 3_01210;2)+G(01110122 _C‘Z‘c:z) (2.2.46)
w

dir.

Ispat. (2.2.33) deki esitlikler (2.2.44) de yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir. [

Sonug 2.2.29: X (u,v) regiiler yamasi ile verilen bir M < E* yiizeyinin normal egrilik

fonksiyonu

K, \/_ Z(Cnczj c;iclzj )gij (2.2.47)

&g i, j=1

dir. Burada

| _
g, :{gn gl2j|’ g :_{ Exn gn},gZdet(gﬁ)ZWz
&n En gL78x 8n

dir (Aminov 2001).

Aciklama 2.2.30: Normal egrilik fonksiyonu K, ayni zamanda Gauss forsiyonu olarak
da bilinir. (Detayl bilgi i¢in bkz. Aminov 2001) K, (p) =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart p € M noktasinin yar-umbilik olmasidir. Her p € M noktasi yari-umbilik olan

ylizey yari-umbilik yiizey denir (Gutierrez-Nunez ve ark. 2008).

Tamm 2.2.31: X (u,v) regiiler yamast ile verilen bir M < E* yiizeyinin Gauss, normal

ve ortalama egrilikleri
|| - K ~|Ky|=0 (2.2.48)

esitligini saglar ise M ye Wintgen ideal yiizey ad1 verilir (Wintgen 1979).

Tamm 2.2.32: M c E" yiizeyi X(u,v):(u,v) € D c R* regiiler yamasi ile verilsin. Bu
takdirde VX,Y € y(M) igin
<h(X,Y),H> 2(x,Y), HHH (2.2.49)

sart1 saglanirsa M ye yari-umbilik yiizey denir (Chen 1972).
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3. E‘DE YUZEYLER

3.0. Giris

Bu boliimde E* deki bazi 6zel yiizeyler ele alimmustir. Bu yiizeyler sirasiyla rotasyon
ylizeyleri, Vranceanu yiizeyleri, regle ylizeyleri, kiiresel ¢arpim ylizeyleri, tensér ¢arpim
yiizeyleri, kanal ylizeyleri ve meridyen yiizeyleridir. Bu ylizeylerin Gauss, ortalama ve
normal egrilikleri hesaplanmis, Wintgen ideal yiizeyi olmalar1 durumlar ile ilgili bazi

sonuglar elde edilmistir.

3.1. E* de Genellestirilmis Rotasyon Yiizeyleri
y:Ic R— E" egrisi (2.1.13) parametrelendirilmesiyle verilen 4-rankli bir W-egrisi
olsun. G. Ganchev ve V. Milousheva 2008 yilinda yaptiklar1 calismada
Xw,v)=yu)+ AV)V,(u)+ B(v)WV4(u), ve J,0<u<2x (3.1.1)
regiiler ylizey yamasi ile verilen yiizeyler tanimlamislardir. Burada 4 = A(v), B = B(v),
J < R iizerinde taniml tiirevlenebilir fonksiyonlar olup

AW +B'(1)*>0

(kAW =1Y + (k, A(v) = ksB()) >0, ve J
sartlar1 saglanir. Bu ylizeyler y egrisinin {V2 (u),Vy (u)} vektorleri ile gerilen normal
diizleminde yatan diizlemsel egrilerin 1-parametreli ailesidir. O nedenle bu yiizeylere
genellestirilmis rotasyon yiizeyleri denilmektedir (Moore 1919). Burada V5(u) ve
Vy(u) vektorlerinin (2.1.15) esitliklerindeki degerleri (3.1.1) de yerine yazilirsa
genellestirilmis rotasyon yiizeyinin parametrik denklemi

X(u,v)= ((a + kl(—aczA(v) +bd*B(v)))coscu,(a+ kl(—aczA(v) +bd*B(v)))sin cu,
1 1

1 1

(b+ ki (—bd* A(v) — ac* B(v)))cosdu, (b + kl (~bd’ A(v) — ac® B(v)))sin du]

bi¢imine doniisiir. Ayrica
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fO)=a+ kl (- ac2A(v) + bd*B(v))
1

(3.1.2)
1 2 2

g)=b+-- (- bd24(v) - ac*B))
1

alinirsa yukaridaki denklem

X (u,v) = (f (v)cos cu, f(v)sin cu, g(v) cos du, g(v)sin du) (3.1.3)

bicimine doniisiir. Burada f(v) ve g(v) tilirevlenebilir fonksiyonlardwr. Eger

a(v)= ( f), g(v)) diizlemsel dongii egrisi olarak tanimlanirsa

L) +d?g(m)? >0 ve (f' (V) +(g'(»)* >0

sartlarin1 saglar (Ganchev ve Milousheva 2008a).
Genellestirilmis rotasyon yiizeyleri ile ilgili asagidaki sonuglar elde edilir.

Onerme 3.1.1: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis

rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin Gauss egriligi

k(L d )"~ [N g " ) P (gf" — &) (/) +(g))

3.14
() +@V (S +dg) 1
dir (Arslan ve ark. 2011a).
Ispat: M yiizeyinin tanjant uzayi
oX ) )
— =X, (u,v) = (—c¢f (v)sin cu, cf (v) cos cu,~dg(v) sin du, dg(v) cos du)
g; (3.1.5)
o X, (u,v)=(f"(v)coscu, f'(v)sin cu,g'(v)cosdu, g'(v)sin du),
\J

vektor alanlar ile gerilir. Boylece M nin 1. temel form katsayilar1

E = (X, .v), X, ,v) = (¢ () +(dg()’,

F=(X,u,v),X,(u,v)=0, (3.1.6)
G = (X, (.v), X, ) = (S0 + (g )’

dir. Ayrica X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri

X,, W,v)=(=c’f(v)coscu,~c> f(v)sin cu,~d’g(v)cos du,~d’ g(v)sin du)
X, (u,v) = (—cf'(v)sin cu,cf'(v)coscu,—dg'(v)sin du,dg'(v)cos du), (3.1.7)
X, (u,v)=(f"(v)coscu, f"(v)sin cu,g"(v)cosdu, g"(v)sin du),

dir. Bununla birlikte M ylizeyinin normal uzay1
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1
VU0 +(g'0)?

N, (u,v) = (—g'(v)coscu,—g'(v)sin cu, f'(v)cosdu, f'(v)sin du),

N,(u,v)=

(—dg(v)sin cu,dg(v)coscu,cf (v)sin du,—cf (v)cosdu)
V(1) +(dg()’

(3.1.8)
vektor alanlari ile gerilir. Boylece (2.2.9), (3.1.7) ve (3.1.8) esitlikleri yardimiyla ikinci

temel form katsayilar

2 ’ 2 '

el = o), ) = L QEO =8O )
JU ) + (')

0112 = <Xuv (u,v), Ny (u, V)> =0,
Chy = (X, (u,v), Ny (u,v)) = f’(v)g"(V)z— f"(v)g’gv) ,

V) + (') (3.1.9)
clzl = <qu (u’ V)’ NZ (u’ V)> = 0’
cd(f'(M)g() — (g’ ()

Jef ) + (dg(1))?

0122 = <Xuv(u’ V)’ NZ (u’ V)> =

9

c%z = <Xw(u,v),N2 (u,v)> =0
bulunur. Sonug olarak (3.1.6) ve (3.1.9) esitlikleri (2.2.16) da yerine yazilirsa
1
K:E_G(clllclzz_(clzz)z) (3.1.10)

elde edilir. ikinci temel form katsayilarinin degerleri yerine yazilirsa

o 1 ((f’g” ~SENC fg —d ) d’(fk —fg’)zj
(/) +(&) () +(dg)*) (/) +(g) (cf)* +(dg)’

bulunur. Son esitlik yeniden diizenlendiginde (3.1.4) esitligi elde edilir. [

Onerme 3.1.1 in yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.2: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis
rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin diiz (flat) bir yiizey olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

(@ f2+d*g*)fE —gf "N fg' —d gf") - c*d*(gf '~ f&) 2 ((f) +(g)*) =0(3.1.11)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).
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Onerme 3.1.3: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis

rotasyon yliizeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama egrilik vektorii

o ((c Aed’eH e gf”)+3(§' fg'—d? g{)((f) +(g) >] (3.1.12)
2/ + ()P (PP +d? e

dir (Arslan ve ark. 2011a).

Ispat: (2.2.17), (3.1.6) ve (3.1.9) esitlikleri kullanilarak M nin ortalama egrilik vektorii

(c;,G+cLE)N, (3.1.13)

T 2EG
olarak bulunur. Ayrica (3.1.6) ve (3.1.9) esitlikleri (3.1.13) esitliginde yerine yazilirsa

_ 1 f! 14 fﬂ ! 2 2
= ( ((¢f)* +(dg)®)
21 + (@) + (@) ()2 +(g")> ‘ ¢
DL (2 gy,

ey

elde edilir. Son esitlik yeniden diizenlendiginde (3.1.12) esitligi elde edilir. [
Onerme 3.1.3. yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.4: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis
rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin minimal bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

(2 +d> ) fE - g +(P ' - d g N(f) +(g)) =0 (3.1.14)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).

Onerme 3.1.5: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis

rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin normal egriligi

K - cd(ffg—fg’)((czfg' —dzgf’X(f’)2 +(g")’ ) (f’ "-fg ’)((Cf)z +(dg)2)) (3.1.15)
v () +(g)V) (S f*+d*g")

dir.

Ispat. (3.1.6) ve (3.1.9) esitlikleri (2.2.46) da yerine yazilirsa genellestirilmis rotasyon

yiizeyinin normal egriligi
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1 2 1 2
_ Gcnclz _Eczzclz
N — 2
(EG)3/

(3.1.16)
dir. Son esitlik yeniden diizenlendiginde (3.1.15) esitligi elde edilir. [
Onerme 3.1.5 ve Aciklama 2.2.30 dan asagidaki sonug elde edilir;

Sonu¢ 3.1.6: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis
rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin yari-umbilik ylizey olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

cd(fg - e g ~a’gr Ny + (&) )= (1 - 18N’ + (dg)?))=0

olmasidir.

Onerme 3.1.7: M yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen bir genellestirilmis

rotasyon ylizeyi olsun. Bu takdirde K, = K olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(\/Eclzz +\/Ec,',X\/Ec;2 —\/50122)20 (3.1.17)

olmasidir.
Ispat. (3.1.16) ve (3.1.10) esitliklerinden (3.1.17) elde edilir. [

Asagida bazi 6zel durumlar incelenmistir;

L. Durum: VEc%, +Ge!, =0 olsun. (3.1.18)
IL Durum: vEc, —/Gcl, =0 olsun. (3.1.19)

Boylece asagidaki sonuclar elde edilir;

Sonug¢ 3.1.8: Genellestirilmis rotasyon yiizeyi I. Durum’ daki (3.1.18) sartmi saglasin.
Bu takdirde M yiizeyinin

i) y egrisi bir ¢gemberdir (¢ = d durumu) ya da

ii) «a dongii egrisi a(v) = ((g(v))_”d ,g(v)) (¢ # d durumu)

parametrelendirmesi ile verilen bir egridir.

Ispat. Farzedelim ki vEc2, +vGc|, = 0 olsun. Bu takdirde (3.1.6) ve (3.1.9) yardimiyla
(c—d)dfg+cfg)=0
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bulunur. Béylece ¢ =d , yada df'g + cfg’ =0 durumlar1 s6z konusudur. Birinci durumda

—c/d

Ornek 2.1.7 yardimiyla y bir gember belirtir. Ikinci durumda ise f(v) = (g(v))

bulunur. [

Sonu¢ 3.1.9: M c E* yiizeyi (3.1.3) parametrelendirmesi ile verilen genellestirilmis
rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin dongii egrisi a(v) = (f(v),Af(v)) bigiminde
bir parametrelendirmeye sahip (orijinden gegen bir dogru) ise M yiizeyi II. Durumdaki
(3.1.19) esitligini saglar.

Ispat. (3.1.6) ve (3.1.9) yardimiyla
JEC, ~Ge, =((cf)? + (dg)* Nrg" - &) -cdl(f') + (&) X fg - /&)

dir. Boylece f(v) = Ag(v) olmasi durumunda JE Chy — \/50122 =0 bulunur. Bu da bize
istenilen sonucu verir. [

Asagida E* de bazi rotasyon yiizeyi 6rnekleri verilmistir;

Ornek 3.1.10: (Diiz Klein sisesi)
£ =cosv, g()=2sinv, e =1.d = (3.1.20)

parametrelendirmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon yiizeyi diiz Klein sisesi olarak

bilinir (Tompkins 1941).

Ornek 3.1.11: (Blaschke yiizeyi)
1,. . . )

X(u,v) :—(sm Kv cosu, sin kv sin u, (1 —coskv) cos 2u, (1 — cos kv) sin 2u) (3.1.21)
K

parametlendirmesi ile verilen yiizeye Blaschke yiizeyi ad1 verilir (Kim ve Lee 1993).

Burada
1. 1

f(v)=—sinkv, g(v)=—(-coskv), c=1,d =2 (3.1.22)
K K

alindiginda E* de bir rotasyon yiizeyi oldugu goriiliir. Ayrica burada x, M yiizeyinin
geodezik egriligidir. Bununla birlikte Y.H. Kim pe M noktast boyunca her bir

geodezigin E* de bir W-egrisi oldugunu da ispatlamistir.
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Sekil 3.1.1. Blashke yiizeyleri; a) k =2,b) k =1/exp(2v), ¢) k =1/sin(2v)

Ornek 3.1.12: (Banchoff yiizeyi)
f(v)=cos’v, g(v)=sin2v, c=2,d =1 (3.1.23)

parametrelendirme ile verilen genellestirilmis rotasyon yiizeyi Banchoff yiizeyi olarak

bilinir (Banchoft 1978).

Ornek 3.1.13: (Dongii yiizeyi)
Genellestirilmis rotasyon yiizeyinde f(v)=v,g(v)=1 ve c¢=1,d € R"alinsin. Bu

yiizey dongii yiizeyi olarak adlandirilir (Geysens ve ark. 1983).

b)

Sekil 3.1.2. a) Klein sisesi , b) Banchoff yiizeyi, ¢) Dongii yiizeyi.

Ornek 3.1.14: (Aminov rotasyon yiizeyi)

f(v)=acosv, g(v)=bsinv,c=1,d =1;a,be R (3.1.24)
parametrelendirmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon yiizeyi Aminov rotasyon yiizeyi
olarak bilinir (Aminov 1994). Boéylece Aminov rotasyon yiizeyi i¢in

_ 272,72 2
KK - 16a°b”(b" —a”)cos2v (3.1.25)

" (40 + (0> - a®)’sin> 20 )
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bulunur. Boylece, a=b durumunda K =K, =0 elde edilir. Bu durumda yiizey

Clifford tor ylizeyi olur (Yoon 2003).

Ornek 3.1.15: (Lawson yiizeyi)

f(v)=cosv, g(v)=sinv, ce R",d =1 (3.1.26)
parametrelendirmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon yilizeyi Lawson yiizeyi olarak
bilinir (Lawson 1970). Bu yiizeyler S°(1) de minimal yiizeylerdir. Bu yiizeyin Gauss
egriligi

K- (¢’ cos*v+sin’v)’ —¢?

(c*cos’v+sin’ v)?

dir. Eger ¢ =1 ise K =0 dir. Bu durumda yiizey bir ¢esit diiz Aminov yiizeyi olur.

Sekil 3.1.3. Lawson yiizeyleri; a) c=1,b) ¢ =1/2

Ornek 3.1.16: (r-tiip)

y egrisi E* de bir W-egrisi olsun. y egrisi etrafinda sabit 7-yaricapl bir tiip

M = Xu,v)=yu)+rcosvV,(u)+rsinvV,(u) (0<u,v<2r) (3.1.27)
ile tanimlanir (Geysens ve ark. 1983). Bu yiizey (3.1.1) ve (3.1.3) denklemleri
yardimryla

fv)y=a +ki(—ac2r cosv + bd*rsin V),
1

gv)=a +ki(—bd2r cosv —ac’rsin V)
1

fonksiyonlartyla tanimli bir genellestirilmis rotasyon yiizeyidir.
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a) b)
Sekil 3.1.4. r-tiip; r=a=b=1, c=3,d=4,1) r=b=d=3,a=c=1.

Ornek 3.1.17:
sinv
f(v)=m, gv)=f(v)cosv; c=1,d=1 (3.1.28)

parametrelendirmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon ylizeyi Whitney kiiresi olarak
bilinir (Borrelli ve ark. 1995). Bu ylizeyler K :|K N| sartin1 saglayan Wintgen ideal
yiizeylerdir (Chen 2010).

3.2. E* de Vranceanu Yiizeyleri

Tanmm 3.2.1: (3.1.3) parametrelendirilmesi ile verilen genellestirilmis rotasyon

yiizeyinde c=d =1 ve

f(v)=r(v)cosv

g(v)=r(v)sinv (3.2.1)

alindiginda elde edilen rotasyon yiizeyi Vranceanu yiizeyi adim alir (Vranceanu 1977).

Bu yiizeye ait bazi 6rnekler Sekil 3.2.1 de verilmistir.

Sekil 3.2.1. Vranceanu yiizeyleri; a) r(v) =1, b) r(v) = N c) r(v) =exp(v)
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Vranceanu yiizeyinin 1. temel form katsayilar1
E = (X, (u,v), X, u,v)) = (r(»)?,
F=(X,u,v),X,(u,v)=0, (3.2.2)
G = (X, w,v), X, (,v)) = (r())* + (' ()
dir. Ayrica (3.2.1) ve (3.1.9) esitlikleri yardimiyla Vranceanu yiizeyinin ikinci temel
form katsayilar1
r(v)?
Ve + (o)
cly = (X, (u, ), Ny (u,)) =0,
— (") + 207 () + (r(v)°
VrE)? + (1)

1= <qu (uav)’Nl(u’V)> =

22 :<XW(M,V),N1(M,V)> = ’ (323)

= <qu (uav)’NZ(u’V)>

0,

€3y = (Xyp (1,9), N (u,)) = 0
dir. Boylece (3.2.3) ve (3.2.2) esitlikleri (2.2.16) da yerine yazilirsa Vranceanu
yiizeyinin Gauss egriligi
k= (@) —r@)r'(w)
((r())” +(r'())*)*
dir. Benzer sekilde (3.2.3) ve (2.2.17) esitliklerinden ortalama egrilik vektorii

i (— r)r()+ 3070 + 20 ) ] N (3.2.5)
2(}*(1/)2 + r’(v)z)3

(3.2.4)

elde edilir.

Onerme 3.2.2: Vranceanu yiizeyinin diiz olmasi icin gerek ve yeter sart

() =) =0 (3.2.6)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).

Bu 6nerme yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.3: Vranceanu yiizeyinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r(vy=2e"; A, ueRr (3.2.7)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).
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Ispat. (3.2.6) diferensiyel denkleminin ¢oziimiinden istenilen sonug elde edilir (bkz.

Ek1). [

Aciklama 3.2.4: Eger (3.2.7) esitliginde A =1 ve u =0 alinirsa r(u) =1 elde edilir. Bu

durumda yiizey Clifford tor ylizeyi olur (Yoon 2003).

Onerme 3.2.5: Vranceanu yiizeyinin minimal olmasi igin gerek ve yeter sart
rF' () =3 (v)? = 2(r(n)* =0 (3.2.8)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).

Sonug 3.2.6: Vranceanu yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
+1
V)= —— ;a
\/ asin(2v) —bcos(2v)

r( ,beR (3.2.9)
olmasidir (Arslan ve ark. 2011a).

Ispat. (3.2.8) diferensiyel denkleminin maple ile ¢oziimiinden istenilen sonug elde edilir

(bkz. Ek2). []

Aciklama 3.2.7: Onerme 3.2.5 de ifade edilen minimal yiizeyler Eisenhart’in

calismasinda ele alinmis olup R-yiizeyleri olarak bilinir (Eisenhart 1912).

Onerme 3.2.8: Vranceanu yiizeyinin normal egriligi

K, = L0 —r@rw (3.2.10)
((r(u))” +(r'(u))")

dir.
Ispat. (3.2.1) ve (3.1.15) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.9: Vranceanu yiizeyi i¢in K, = K dir.

Onerme 3.2.10:  Vranceanu yiizeyinin Wintgen ideal yiizey olmasi

(K, + K = H? sartimin saglanmast) igin gerek ve yeter sart

(V) +2(r(v))* +r(W)r"(v) =0 (3.2.11)

olmasidir.
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Ispat. K, = K oldugundan (3.2.4) ve (3.2.5) esitlikleri yardimiyla istenilen sonug elde

edilir. [

Sonug 3.2.11: Vranceanu yiizeyinin Wintgen ideal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r(v) = +,/bcos(2v) —asin(2v); a,be R (3.2.12)

olmasidir.

Ispat. (3.2.11) diferensiyel denkleminin Maple ile ¢oziimiinden istenilen sonug elde

edilir (bkz. Ek3). []

3.3. E* de Regle Yiizeyler
4-boyutlu Oklit uzay1 E*de bir o egrisi ve bir V vektorii verilsin. ¥ vektdriiniin «
egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile E* de bir M yiizeyi olusur. Bu yiizeye E* iin

regle yiizeyi ad1 verilir. Farz edelim ki bu egri

a(u) = (f(w), f,W), f3(u), f4(u)) (3.3.1)
ve hareketli vektor
Bu) = (g (), g, (u), g3(u), g4(u)) (3.3.2)

ile tanimlansin. Burada f, ve g, fonksiyonlar1 tiirevlenebilir kabul edildiginden
a(u)ve P(u) regilerdir. Boylece [(u) vektorinin o(u) egrisi boyunca hareket
ettirilmesiyle elde edilen M regle ylizeyi

M X(u,v)=a(u)+vp(u) (3.3.3)
yamasi ile verilir. B(u) birim vektor alindiginda, ylizeyin v parametresi S(u) pozitif
yonii boyunca p noktasinin «(u) egrisine olan uzakligma esit olur. Bu sekilde
tanimlanan o(u) egrisine ylizeyin iirete¢ egrisi ve [(u) vektoriine de ylizeyin
dongiileri denir (Plass 1939).

Eger tim f(u) vektorleri ayn1 noktada kesisirlerse birim hiperkiireyi orijinde kesen bir

koni olusturur. Bu koniye yiizeyin iirete¢ konisi denir. Bundan sonra o (u) birim hizli
egri ve (a'(u), B(u)) =0 olarak kabul edilecektir.

Boylece asagidaki sonuglar elde edilir.

30



Onerme 3.3.1: M yiizeyi E* de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yiizey

olsun. Bu takdirde M ylizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi

1 1

K :—E{<XW,XW>—E<XW’XM>2}

dir (Bayram ve ark. 2009).

Ispat: p = X (u,v) noktasida M yiizeyinin teget uzayi

X, =a')+vp'(u)

X, =B,

ile gerilir. Boylece (2.2.2) esitliginden 1. temel form katsayilar1
E=(X,X,)=1+2v(a", ")+ V(B B),
F=(X,X,)=(c",B)+V(B,B)=0,

G=(x.%,)=(8.5)=1

dir. Ayrica X in ikinci mertebeden kismi tiirevleri yardimiyla
X, =B'(w),

X, =0

dir. Boylece

(X
(X

X,)=0,
X,)=0

uv o
o
bulunur.

Boylece (3.3.8) ve (2.2.15) esitliklerinden

uu uv’Xu>Xv’

1 1
WX, X)=X, —E<X X)X, +E<X

1
WX, X,)=X, ——(X
( u V) uv E<

uv?

X)X,

nX,,X,)=0

elde edilir. Boylece (2.2.27) esitliginden M < E* regle yiizeyinin Gauss egriligi

o <h(Xu,Xv>éh(Xu,Xv>> |

dir. Buradan (3.3.9) esitligi (3.3.10) da yerine yazilirsa (3.3.4) elde edilir. [

Onerme 3.3.1 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 3.3.2: M yiizeyi E* de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yiizey

olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi

<ﬁ’(u),ﬁ’(u)>—(06’2(“>”ﬁ'(’“>2>2 (3.3.11)
(1+2v{a’, B+ v (B, B"))

dir (Bayram ve ark. 2009).

Ispat. (3.3.5) esitligi yardimiyla

(X X ) = (B B')s (X X,) = (', ')+ (B B) (33.12)
elde edilir. Boylece (3.3.12) deki esitlikler (3.3.4) de yerine yazilirsa istenilen sonug
elde edilir. [

Aciklama 3.3.3: E* de bir regle yiizeyin Gauss egriligi K=0 ise agilabilir yiizeydir.
Acilabilir ylizeyler burulmus egrilerin teget sel ylizeyleridir. Bununla birlikte K =0

Gauss egriligine sahip E* deki tiim yiizeyler agilabilir regle yiizeyler olmak zorunda

degildir (bkz. Plass 1939, syf. 9).

Ornek 3.3.4: Ureteg egrisi a(v), E* de birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin Frenet
vektorleri V,(u), 1<i <4 olmak lizere

M, : X(u,v)=oa(u)+vV(u) (3.3.13)
parametrelendirilmesiyle verilen regle ylizeylerinin Gauss egrilikleri asagidaki tabloda

verilmistir (Bayram ve ark. 2009);
Tablo 3.3.1 Regle Yiizeyler

Yiizey Gauss Egriligi (K)
M, B k,’
((1—vk)* +vk,*)’
M;, B k,” + k32
A+vk,” +vk)
M, ok
A +vk)

Tablo 3.3.1 yardimiyla asagidaki sonugclar elde edilir (Bayram ve ark. 2009);
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1) a(u) lreteg egrisi diizlemsel bir egri ise M,ve M, diz ylizeylerdir.

ii) a(u) ireteg egrisi £ de bir uzay egrisi ise M, diiz yiizeydir.

Onerme 3.3.5: M yiizeyi E* de (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle yiizey

olsun. Bu takdirde M nin ortalama egrilik vektori

— 1

H=—nhX,,X 3.3.14
E (X,,X,) ( )

dir (Bayram ve ark. 2009).

Ispat. (3.3.3) regle yamasi ile verilen M yiizeyi icin F =0 ve h(X,,X,)=0 oldugundan

(2.2.31) denklemi yardimiyla istenilen sonug elde edilir. []

Sonug¢ 3.3.6: (3.3.3) regle yamasi ile verilen bir M yiizeyinin p noktasindaki ortalama

egriligi
hX,,X ), h(X,,X
Jf? = e Ko Xy X, 6315)
4F
dir.
Ornek 3.3.7: E* de
X(u,v)=1(0,0,bu,0) + v(cosu,sin u,0,0) (3.3.16)

regle yamasi ile verilen yiizey £ 3 de yatan helikoid ylizeyidir. Bu yiizey i¢in
(X,,X,)=0, (X,.X,)=0, (X

uu® " u uv?

X u> =y
dir. Bu esitlikler (3.3.9) denkleminde yerine yazilirsa A(X,,X,)=0 bulunur. Bu

—b?

b2

dir.

nedenle helikoid yiizeyi minimaldir. Bu yiizeyin Gauss egriligi ise K = 5
+v

Sonug 3.3.8: E* de minimal olan tek yiizey E’de yatan minimal bir regle yiizeyi, yani
helikoiddir (Plass 1939).

Tanim 3.3.9: (3.3.3) yamasiyla verilen regle ylizeyinde B(u) birim vektorii i¢in

4
Bw) =BV (3.3.17)

i=2
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alindiginda
4

X(u,v)=yw)+v)_ BV (3.3.18)
i=2

regle yamasi elde edilir. Bu yamayla tanimlanan yiizey genellestirilmis standart regle

yiizeyi olarak bilinir (Goncharova 2006a). Burada V; ler birim hizli y egrisinin Frenet

vektorleridir. Ayrica, f(u) egrisinin hiz vektorii

4
Bw)=> al; (3.3.19)
i=1
olup, burada
a; =—k B,
ay = By —ky Bs, (3.3.20)
ay = By +k By — k3 s,
ay = By + ks
dir.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.3.10: (3.3.18) yamasiyla verilen genellestirilmis standart regle yiizeyinin
Gauss egriligi
azz + a32 + a42
— s
dir (Goncharova 2006b).

K=

(3.3.21)

Ispat: (3.3.11), (3.3.19) ve (3.3.20) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir. [

3.4. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yiizeyleri

f:M — E™? déniisimii m-boyutlu altmanifold M den (m+d)-boyutlu Oklit uzaymna
E™ ¥ bir gdmme (embedding) ve g:S"" — E" doniisiimii ise N (n-1)-kiiresinin
standart gdmmesi olsun. Bu takdirde Yu e M, f{(u) #0 ve ve §" igin

XoMx sl prn+d-l

X(u,v)=(f1(), [oW)sees [ a1()s [y q (W)E(V)) (3.4.1)
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seklinde tanimlanan doniisiim rotasyonel gémme olarak bilinir (Kuiper 1970). Bu

doniisiim E£" nin E™! etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir.

Tamm 3.4.1: o,B:R— E*> diizlemsel egriler olsun. a(u)=(f;(u),f>(u)) ve
L) =(g(v),g,(v)) seklinde verilsin. Bu takdirde bu egrilerin kiiresel ¢arpimi

Xuv)=a®p:E*>E’
X (u,v) = (fi(w), () g (v), f,(u)g,(v))

seklinde tanimlanir. u, <u <u,,v,<v<v, ig¢in X(u,v) yamast E’ de bir kiiresel

(3.4.2)

carpim yiizeyi tanimlar (Jaklic ve ark. 2000).

Ornek 3.4.2: (3.4.2) esitliginde

fi(w)=a,;sin” u, f,(u)=cos” u,

(3.4.3)
g, (v)=a,cos™v, g,(v) =a,sin® v
alindiginda
a,sin” u
X (u,v) = a(u)® B(v) =| a, cos” veos™ u |, —% <u <%, —r<v<nm (3.4.4)

a,sin” veos™ u

yamasi ile verilen kiiresel ¢arpim ylizeyi siiperkuadrik olarak bilinir. Bu yiizeyin kapali
denklemi

)
&

& : &
kil K] I T

=1 (3.4.5)

a, a, a,

dir. Uygulama olarak a) ¢, =¢,=0.1,b)g, =¢,=0.5,¢) g, =¢,=-1,d) ¢ =3,¢, =1,

e)g =1,& =3 vef) ¢ =¢, =3 degerleri i¢in ylizey ornekleri Sekil 3.4.1 de verilmistir.
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Sekil 3.4.1 Siiperquadrik Yiizeyler

Aciklama 3.4.3: (3.4.2) oesitliginde pB(v) egrisi  birim ¢ember alinirsa
X(u,v)=(fi(w), f,(u)cosv, f,(u)sinv) (3.4.6)

parametrelendirmesi ile verilen kiiresel ¢carpim yiizeyi donel yiizey halini alir (O’Neill

1997).

Ornek 3.4.4: E° deki (3.4.6) yamasi ile verilen donel yiizeyin iizerindeki
y()=(fi(v)cosv, fi(v)sinv, £,(v))

parametrelendirmesiyle verilen uzay egrisi birim hizl1 ve S*(1)de yatan kiiresel bir egri

ise bu taktirde ||;/(v)||2 =1 ve ||}/'(v)||2 =1 dir. Buradan

(/) + (L) =1

2 2 2 (3.4.7)
(0] +(F0) + (o)) =1

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin Maple yardimiyla ¢dziimiinden
(bkz. Ek4)

fiv)=xtanh(v+c), f,(v)=+1-(f,(v)) =*sech(v+c)
elde edilir.

Tammm 3.4.5: o :R— E° bir uzay egrisi ve B:R— E* bir diizlemsel egri olsun.

a(u) =(fi(w), f,(w), f;(m)) ve B)=(g(v),g,(v)) seklinde verilsin. Bu takdirde bu
egrilerin kiiresel ¢arpimi
X=aQ®pB:E*—>E*

(3.4.8)
X (u,v) =(fi(w), £, W), f;(w)g,(v), f3(1) g, (V)
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seklinde tanmmlanir. u; <u <u,,v; <v<v, i¢in X(u,v) yamasi E 4 de bir kiiresel

¢arpim yiizeyi tanimlar.

Ornek 3.4.6: (3.4.8) esitliginde

fi(u) = a,cos’ u, f,(u)=a,cos” usin® u, f,(u)=sin"u (3.4.9)
g, (v)=a,cos™v, g,(v) =a,sin®v o

alindiginda

2¢,

a,cos™ ' u

a,cos” usin® u T T
Xu,v)y=au)® p)= ,——<u<—,—-n<v<rm (3.4.10)
a,sin“ucos®v| 2 2

a,sin® usin® v

yamasi ile verilen kiiresel ¢arpim ylizeyi elde edilir. Bu yiizeyin kapali denklemi

()
il £

&

+

xlor |x o o
1 2
_+_

a,

T T L2 (3.4.11)

a, a, a,

dir.

Ornek 3.4.7: (Otsuiki Kiiresi)

a(u)=(f,(w), f,(u),sinu) ve B(v)=(cosv,sinv) (3.4.12)
alimdiginda kiiresel carpim

X(u,v)=(f1(n), f>(u),sinu cosv,sinu sinv) (3.4.13)
seklinde tanimlanir. Burada u e R, 0<v <27z ve (f)* +(fy)> =sin’u dir.

Bu ¢arpimi ilk defa T. Otsuiki 1966 yilinda (Otsuiki 1966) da tanimlamistir. Ayni

calismasinda ayrica

2) () = %cos%%),fz () = gsirf(%),fg(u) — sinu,

b) £ (u)= %sinz ucosu), f,(u) = %sinz usin(2u), f,(u) = sin u

durumlarini da g6z Gniine almistir. a) durumu igin X (x,v) yamasiyla verilen yiizey E*

iin 3-boyutlu alt uzayinda yatmayan Otsuiki kiiresi (non-round) olarak adlandirilir. Ayni
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zamanda bu yiizey sabit Gauss egriligine sahiptir. Bu yiizeylerin E* deki izdiisiimleri

Sekil 3.4.2 de verilmistir.

a) b)
Sekil 3.4.2. Otsuiki kiiresinin E* deki izdiigiimleri
Son zamanlarda G. Ganchev ve V. Milousheva a(u) = (f;(u), f5 (), f3(«)) birim hizli

uzay egrisi ile B(v) = (cosv,sinv) ¢cemberinin genel garpimini

X(u,v)=a()® BO) = (f,(u), f,(w), f,()cosv, f,(u)sinv), f,>0 (3.4.14)
kiiresel carpim yliizeyi olarak ele almiglardir. Burada u e R, 0 <v <27 ve o birim hizh
(yani; (') +(£,")* +(f;")* =1) dir (Ganchev ve Milousheva 2008b). (3.4.14) yamasi

ile verilen ylizeyler Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyleri olarak adlandirilir. Burada

a(u) egrisi ylizeyin dongii egrisi olarak adlandirilacaktir.

Ornek 3.4.8: (3.4.14) yamasi ile verilen Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyleri
c)a(u)= (e“ e + 5,cosu),

d) a(u) = (sinu,3sin u +5,3u +5),
e)a(u)= (3sin u,u+53u+ 5)

dongii egrileri ile verilsin. Bu yiizeylerin E° deki izdiisiimleri Sekil 3.4.3 de verilmistir.

e)

Sekil 3.4.3. Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeylerinin £° deki izdiisiimleri
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Onerme 3.49: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen

Milousheva rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin Gauss egriligi

Ko K
S

dir.

Ispat: M yiizeyinin tanjant uzayi

E X, = (), S, i) cosv, fiwsinv),
%l =X, (u,v)= (0,0,—f3 (u)sin v,f3(u)cosv)
A%

vektor alanlari ile gerilir. Boylece M nin 1. temel form katsayilari
E=(X,X,)=1

F=(X,X,)=0,

G=(X,.X,)=f(u)

dir. Burada W? = EG - F* = f,”(u) dir.

Ayrica M nin ikinci kismi tiirevleri

X, (u,v)=(f 15, ficosv, fi'sinv),
X, (u,v)=(0,0,—fIsin v, f;cosv),
X, (u,v)=(0,0,—f; cosv,— f3sin v)

dir. Bununla birlikte M ylizeyinin normal uzay1

1 )
N, (u,v) = ;(f]’: 5, f5 €08V, f'sinv),
1

Ganchev-

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.17)

(3.4.18)

No(w.v) = (o fi= Lfs L= 1 (i = fifa)eosv, (ify = fifz)sinv)

vektor alanlar ile gerilir. Burada

k=Y + (D + (A
o(u) dongii egrisinin egriligidir.

Boylece ikinci temel form katsayilar
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clll :<qu(u’v)’Nl(uaV)>: >
01]2 :<X v(u,v),N](u,v)> 0,
)

u

0;2 = <Xw(u,v),N] (u,v))=— S5 ’
i ) (3.4.19)
‘= <qu(u’ V), N, (u, V)> =0,
0122 - <Xuv(u’ V), N, (u, V)> =0,
052 = <Xw(l/l,V), NZ(M,V)> = —&
dir. Burada
S SRR LA (3.4.20)

o(u) egrisinin Oeje; diizlemine izdiisimii olan o, (u)=(f,(u), f,(#)) egrisinin
egriligidir.
Ayrica (2.2.16) yardimiyla

_ clllc]22
EG
elde edilir. Boylece (3.4.17) ve (3.4.19) daki esitlikler (3.4.21) de yerine yazilirsa

(3.4.21)

istenilen sonug elde edilir. [}

Onerme 3.4.9 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.4.10: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva

rotasyon ylizeyi olsun. Bu takdirde M nin diiz (flat) bir ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
fi(u)=au+b,a,beR (3.4.22)
olmasidir.

Ispat: (3.4.15) esitliginin sifir olmasindan ispat kolayca goriilebilir. ]

Sonug¢ 3.4.11: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva
rotasyon ylizeyi olsun. Bu takdirde M nin sabit Gauss egriligine sahip olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart

S3(u) :% e[:'] e[z'z] +1 (3.4.23)

olmasidir.
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Ispat: (3.4.15) esitliginin u ya gore kismi tiirevinden

aK f f:‘; m
6u f32

elde edilir. Boylece sabit Gauss egriligine sahip olmasi i¢in

2

— L= (3.4.24)

olmalidir. (3.4.24) diferansiyel denkleminin Maple ile ¢6ziimiinden (3.4.23) elde edilir
(bkz. EKkS). [

Onerme 3.4.12: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-

Milousheva rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin ortalama egrilik vektor alani

H= (’; o ]N—z’; N, (3.4.25)
3 3

dir.
Ispat: (2.2.17), (3.4.17) ve (3.4.19) esitlikleri kullanilarak M nin ortalama egrilik
vektor alant

~ 1

A= %[(c,',c; +cLEN, +(cLEV, ] (3.4.26)
olarak bulunur. Ayrica (3.4.17) ve (3.4.19) esitlikleri (3.4.26) esitliginde yerine yazilirsa

I:[ |:(f3 f3 3”jjvl _fSKI N2:|
2f3 K K

elde edilir. Son esitlik yeniden diizenlendiginde (3.4.25) esitligi elde edilir. [

Onerme 3.4.12 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.4.13: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva
rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde M nin minimal bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

kK, =0ve k' =—K

olmasidir.
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Ispat: x, =0 ise a(u) egrisinin Oe;e; diizlemine izdiisiimii olan «, (u)egrisi diiz bir

dogru olur. [

Onerme 3.4.14: (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen her bir Ganchev-Milousheva

rotasyon yiizeyi yari-umbiliktir.

ispat. (3.4.17) ve (3.4.19) esitliklerinden F =0, ¢/, =0, ¢/, =0 ve ¢, =0 dir. Bu
degerler (2.2.47) de yerine yazilirsa K,, =0 bulunur. [

(3.4.15) ve (3.4.25) esitlikleri yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.4.15: M yiizeyi (3.4.14) parametrelendirmesiyle verilen Ganchev-Milousheva

rotasyon ylizeylr olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal ylizey olmasi

(K, + K = H? sartimin saglanmast) igin gerek ve yeter sart
K2 I () + 4] =0

olmasidir.

Ispat. (3.4.15) ve (3.4.25) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir. [

3.5. Tensor Carpim Yiizeyleri

Tanim 3.5.1: ¢,: R > E? ve ¢ :R—> E* diizlemsel egriler olsun. o) =(y(wm),ou))

ve ¢,(v) =(a(v), B(v)) seklinde verilsin. Bu takdirde bu egrilerin tensér ¢carpimi

X=¢®c,E* > E*
X (u,v) =(a()y (), B(v)y (u),a(n)d(u), B(v) ()
seklinde tammlanir. Bu yamayla verilen yiizeye E* de bir tensér ¢arpim yiizeyi denir

(Mihai ve ark. 1995).

(3.5.1)

(3.5.1) esitliginde ¢ (1) =(cosu,sinu) ve c,(v)=(a(v),B(v)) alinwrsa tensdr carpim

yiizeyi
M : X(u,v) = (a(v)cosu, f(v)cosu,a(v)sin u, B(v)sin u) (3.5.2)

halini alir.

Onerme 3.5.2: M yiizeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensor ¢arpim yiizeyi

olsun. Bu takdirde M nin Gauss ve normal egrilik fonksiyonlar1 birbirine esit olup
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o b)e() -b(v))
K=Ky= @+ (3 (3.5.3)

dir. Burada
af' —a'f
a’+p*
rnn nnt (3.5.4)
ety= 2P D
(@) +(B)

reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

b(v) =

Ispat: M yiizeyinin tanjant uzayi

ox =X, (u,v) =(—a(v)sinu,—B(v)sinu,c(v)cosu, B(v)cosu),

ou (3.5.5)

%ﬁ =X, (u,v)=(a'(v)cosu, f'(v)cosu,a’(v)sinu, f'(v)sin u)
v

vektor alanlar ile gerilir. Boylece M nin 1. temel form katsayilar1

E=(X,,X,)=a)’+BO),

F=(X,.X,)=0, (3.5.6)
G=(X,,X,)=(@' W)’ + (W)’
dir.

Ayrica M nin ikinci kismi tiirevleri
X, W,v) =(—a(v)cosu,—f(v)cosu,—a(v)sin u,—B(v)sin u),
X, (Wu,v)=(-a'(v)sinu,—B'(v)sinu,a’(v)cosu, f'(v) cosu), (3.5.7)

X, u,v)=(a"(v)cosu, f"(v) cosu,a"(v)sin u, B"(v)sin u)

dir. Bununla birlikte M ylizeyinin normal uzay1

Ny(u,v)= L,(—ﬂ’(v) cosu,a’'(v)cosu,—f'(v)sinu,a'(v)sin u),
Il (3.5.8)
N,(u,v) = ﬁ(—ﬁ(v) sin u,(v)sin u, B(v)cosu,—a(v)cosu)
2

vektor alanlari ile gerilir. Boylece (2.2.9), (3.5.7) ve (3.5.8) esitlikleri yardimiyla ikinci

temel form katsayilari
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a(MB'® —a' (B

clll = (X, (u,v), N, (u,v)) = ; >
| A
c]]2 = <Xuv(u’ V)’N] (u’ V)> =0,
IR A4 OV ORA LY.
' & (3.5.9)

0121 = <XW(Z/I,V),N2(Z/I,V)> =0,
(XN ) = OB )

12 uv \72 ¥ J)o 212 4 ”02” ’
052 = <XW(1/I,V),N2(M, V)> =0,

dir. Sonug olarak (3.5.6) ve (3.5.9) esitlikleri (2.2.16) ve (2.2.47) de yerine yazilirsa

11 22
K = 16 —(¢1,) ve K. = Gclllc122 _Eclzzcéz
EG N (EG)*"?

elde edilir. Son esitlikler yeniden diizenlenirse istenilen sonug elde edilir.[]
Onerme 3.5.2 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.5.3: M yiizeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensér carpim yiizeyi
olsun. Bu takdirde M nin diiz (flat) bir ylizey olmas1 i¢in gerek ve yeter sart c,(v)
orijinden gecen bir dogru ya da

(@B~ a'p o> + ) (ap' ~ a B )(@') +(B)})=0 (3:5.10)

esitligini saglayan bir egri olmasidir.
Ispat: (3.5.3) esitliginin sifir olmasindan ispat kolayca goriilebilir. ]

Onerme 3.5.4: M yiizeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensor ¢arpim yiizeyi

olsun. Bu takdirde M nin ortalama egriligi

b(v)+c(v)
2@y +(B')

ngz (3.5.11)

dir. Burada b(v)ve c(v) fonksiyonlari (3.5.4) de tanimlanmuistir.

Ispat: (2.2.17), (3.5.6) ve (3.5.9) esitlikleri kullanilarak M nin ortalama egrilik vektorii
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A= ﬁ{(c:]G+c;2E)N]} (3.5.12)

olarak bulunur. Ayrica (3.5.9) ve (3.5.6) esitlikleri (3.5.12) esitliginde yerine yazilirsa

i _lemBm-ampOl@) +(B) )+ lamB'm-a"mBmie’ + 8 ),
20 + B @) + () )"

1

elde edilir. Son esitlik yeniden diizenlendiginde (3.5.11) esitligi elde edilir. [

Sonu¢ 3.5.5: M yiizeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensér carpim yiizeyi
olsun. Bu takdirde M nin minimal olmas: i¢in gerek ve yeter sart c, egrisinin orijin

merkezli bir hiperbol olmasidir (Mihai ve ark. 1995).

Sonu¢ 3.5.6: M yiizeyi (3.5.2) parametrelendirmesiyle verilen tensér carpim yiizeyi

olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

3ap'-aB)(@) +(B))—(a’ + BN a'B"~a"B) =0 (3.5.13)

olmasidir.
Ispat. (3.5.3) ve (3.5.11) esitliklerinden
3b(v)—c(v)=0
elde edilir. Ayrica (3.5.4) yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.5.7: ¢,(v)=(r(v)cosv,r(v)sinv) egrisi ile ¢;(u)=(cosu,sinu) c¢emberinin

tensor ¢arpim ylizeyi
X (u,v)=(r(v)cosvcosu,r(v)sin vcosu,r(v)cosvsin u,r(v)sin vsin u)
yamasiyla verilen bir ylizeydir.

Bu yiizey yamasinda ikinci ve tgiincii bilesenler yer degistirilirse Vranceanu yiizeyi

elde edilir.
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3.6. Kanal Yiizeyleri

Tamm 3.6.1: y — E* regiiler birim hizl bir egri olsun ve

y (W) = (fi(w), f,(), f3(),0) (3.6.1)
parametrelendirmesiyle verilsin. {e1 ,€y,65, e4}, y egrisinin Frenet ¢atis1 olmak tizere

asagidaki Frenet denklemleri saglansin;

y'(u) = e (u),

el (u) = k(u)e, (u),

ey (u) = —k(u)e,(u) +7(u)e;(u), (3.6.2)
& (u) = ~t(u)e, (u),

e,(u)=0

Burada, k¥ ve 7 swrasiyla y egrisinin egrilik ve burulmasidir. Boylece,
M : X (u,v)=y(u)+r(u)(e,(u)cosv+e,(u)sin v) (3.6.3)
parametrelendirmesiyle verilen yiizeye E* de bir kanal yiizeyi adi verilir (Gal ve Pal

2009). Burada r(u) reel degerli tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

Ornek 3.6.2: E° de helis egrisi

b
y(u)=(a cos— asin L _u)
c c c
iizerine kurulan kanal yiizeyi
b b .
Xu,v)=(a cos ( ) N 6in 2 CosV,asin — 4 r(u) cosv 4 +_ar(u) cosv,r(u)sinv)
c c c c c c

parametrelendirmesiyle ifade edilir.

Ornek 3.6.3: E° de genel helis egrisi

~ (1+u)3/2 (1—u)3/2 u
y(u)—( 3 s 3 aﬁ]

iizerine kurulan kanal yiizeyi

1+u)2 1+ )2 32 a2
X(u,v):(( +Z) _r(u)(2+u) cosv,(1 Z) +r(u)(12 u) cosv,

cosv r(u)sin v]

E

parametrelendirmesiyle ifade edilir.
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Onerme 3.6.4: M yiizeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yiizeyi olsun.

Bu takdirde M nin Gauss egriligi

1
K =

1 1 1
_E_G{<qu’va>_E<qu’Xu><va’Xu>_<Xuv’Xuv>+E<Xuv’Xu>2 +E<Xuv’Xv>2}

(3.6.4)
dir.

Ispat. p = X(u,v) noktasinda M yiizeyinin teget uzayi

X, =¢ —r(u)r cosve, +r'(u)cosve, +r'(u)sin ve,, (3.6.5)
X, =-r(u)sin ve, + r(u)cosve,,

ile gerilir. Boylece (2.2.2) esitliginden 1. temel form katsayilar1

E=(X,X,)=1+ W) +ru)’t)’ cos’v,

F=(X,X,)=0, (3.6.6)
G=(X,,X,)=r(u)

dir. Ayrica X(u,v) yamasinin ikinci kismi tlirevleri

X, =Kk@)r(u)r(u)cosve, +(k(u)— (r(u)r(u)) cosv—r'(u)r(u)cosv)e,

+cosv(r"(u) — r(u)r(u)’)e; + " (u)sin ve,,

. . (3.6.7)
X, =r(u)r(u)sinve, —r'(u)sin ve, +r'(u) cos ve,,
X,, =-r(u)cosve, —r(u)sin ve,
dir. Boylece (3.6.5) ve (3.6.7) esitliklerinden
(X,,X,)=0 (3.6.8)

elde edilir. Buradan (3.6.8) ve (2.2.15) esitlikleri (2.2.27) de yerine yazilip F=0 durumu
g0z oniinde bulundurularak (3.6.4) esitligi elde edilir. []

Sonug¢ 3.6.5: M yiizeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal ylizeyi olsun.

Bu takdirde M nin Gauss egriligi

L) r(u)cos’ v(2r(u)2 +2(r'(w))’ t(u)’ — r(u)r"(u)r(u)’ + r'(u)r(u)(r(u)r(u))')
E’G |+ r(u)’t(u)* cos* v —r"(u) — r(u)r(u)? (l + (r'(u))z)

(3.6.9)
dir.
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Ispat. (3.6.5) ve (3.6.7) esitliklerinden

< s > r(u)’t(u)’ cos’ v—r(u)r'(u),

(X, X, ) =r(u)’ ()’ sin® v+ (' (u))’,

(X, X,) = r)r@)(r@)T@)) cos® v+ r'(w)r'(u), (36.10)
(X, X, ) ==r()r'(u),

(X, X,)=—=r()t(u)’ cosvsinv,

(X, X, ) = r()r'(u)

elde edilir. Boylece (3.6.10) deki esitlikler (3.6.4) de yerine yazilirsa istenilen sonug
elde edilir.

Onerme 3.6.8: M yiizeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yiizeyi olsun.

Bu takdirde M nin ortalama egriligi

e (X X)) 20X X)) (XX (XX
4a| = E2 ) A e ), G2 ), = >(2<XW,X> (X,,,X,))
<XMV’X > 2 <qu’Xu>2
AZ 2 (X s X, ) 4 (X, X, X X WX X, ) = A0 2l
+ EG (< uu > < uy? >) EG< uu >< ) > E3
(3.6.11)
dir,

Ispat. F =0 oldugundan (2.2.31) esitliginden

= h(X,,X
il <5

s e xof 2(ner, X )0 X)
G’ EG

dir. Ayrica (2.2.15) yardimiyla

I, )

uu > uu > uv? uu > uv?

=(X,.X, >—%<X X))+ 2<X XX X+ cl?<X < (3.6.12)

<X X,)+ 2(){ X NX,. X, )+ }E<X X>

v uy? v uy?

elde edilir. Buradan (3.6.8) ve (3.6.12) yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.6.9: M yiizeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal ylizeyi olsun.
Bu takdirde M nin ortalama egriligi
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|7 H2 B 4r(ul)2E2 {_ ré‘u)z (r@)r@)(r@)r )y cos® v+ ()" ()]

+r(u)’ cos’ vikw) r(u) t(u)” + ((rw)rw)) +r'(w)rw))’ —rw) t(u)*
+4c(u)’ +3(r (W) t(u)® = 2rw)r"(w)r(u)® + 2" (w)r@w)((rw)r )}y  (3.6.13)
+4rw)*t(u)? cos* v—2kw)r(u)* cosv(((r(u)r(w)) +r'(u)r(u))
T k() r(u)? = 2r ()" () + 1+ (7))}
dir.
Ispat. (3.6.5) ve (3.6.7) esitliklerinden
(X X o) = (@) 7 (@) k(@) + (7"() = ()T (@)*)* = (r"(u))*) cos’ v
+(k(u)— (r(u)r(u)) cosv—r'(u)r(u) cosv) + (r"(u))*,
(X,s X,,) = r(u)’,
(X, X,y =r(u)*t(u)’ cosvsin v,

uu > v

(X X, ) = ()T (u)(r(u)T (W) cos® v+ r'(u)r" (u)

bulunur. Ayrica (3.6.10) ve yukaridaki esitlikler Onerme (3.6.8) deki denklemde yerine

yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.6.10: M yiizeyi (3.6.3) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yiizeyi olsun.

Eger y diiz bir dogru ise M nin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla

K- —r"(u)
r)(1+ () |
Ve
1 0" @)* (@) + (L (P @) @r()r" () - 1)
4]
ar(u)2(1+ (7))? )
dir.

Ispat. y diiz bir dogru ise bu takdirde egrilikleri x(u)=t(u)=0 dir. Boylece bu

degerler (3.6.9) ve (3.6.13) de yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Ornek 3.6.11: y egrisi helis olmak iizere
a)r(u)=e"", b) r(u)=u’, ¢)r(u)=3u+5

fonksiyonlart igin yiizeylerin E* deki izdiisiimleri asagidaki sekillerde verilmistir.
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a) b) c)
Sekil 3.6.1. Helis egrisinin kanal yiizeyinin E° deki izdiisiimleri
Ornek 3.6.12: y egrisi genel helis olmak iizere
d)r(u) = e , ) r(w)=5u", Dr(u)=3u+5

fonksiyonlari igin yiizeylerin E> deki izdiisiimleri asagidaki sekillerde verilmistir.

Sekil 3.6.2. Genel helis egrisinin kanal yiizeyinin E* deki izdiisiimleri

Ornek 3.6.13: y egrisi diiz bir dogru olmak iizere
g)r(u)=¢€", h)r(u)=sinhu

fonksiyonlart igin yiizeylerin E* deki izdiisiimleri asagidaki sekillerde verilmistir.

g h)
Sekil 3.6.3. Diiz dogru iizerine kurulan kanal yiizeyinin E° deki izdiisiimleri
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3.7. Meridyen Yiizeyleri

E* iin standart ortonormal catisi {e,e,,e;,e,} olmak iizere {e,e,,e;} tarafindan
gerilen orijin merkezli birim kiire S*(1) olsun. Bu takdirde S*(1) birim kiiresi iizerinde
birim hizli y =y(v),veJ c R egrisi verilsin. 7=y" olmak tizere y egrisinin ¢atisi
{T v), N(v), y(v)} ile verilir ve

y'M=T®),
T'v)=k(V)NW)—y(v), (3.7.1)
N'(v)=-k()T(v)

denklemleri saglanir. Burada, x(v) y egrisinin kiiresel egriligidir ve «x,(u) da

a:a()=(a,u),a,(u)) meridyen egrisinin egriligi olup

K = (00~ et () = ) (3.7
1 (ai(w)

dir.

Tanmm 3.7.1: o :a(u)=(a,(u),o,(u)) egrisi birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde

M?: X (u,v) = o, (u)y(v) + o, (u)e, (3.7.3)
parametrelendirmesiyle verilen M 2 yiizeyl a meridyen egrisinin E* de Oe, ckseni
etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen M> — E* rotasyonel hiperyiizeyinde yatan bir
yiizeydir. Béylece M? yiizeyi M iin meridyenlerinden olustugundan meridyen yiizeyi
ad1 verilir (Ganchev ve Milousheva 2010). Burada o (u)ve a,(u) reel degerli
tirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece y =y(v)=(y,(v),7,(v),7;(v)) olmak iizere
(3.7.3) parametrelendirilmesiyle verilen meridyen ylizeyi

M2 X (u,v) = (@, (), (), 0, ()7, (v), 0, ()7, (v), 0, (1)) (3.7.4)

yamastyla ifade edilir.

Ornek 3.7.2. E’ de birim hizly, kiiresel bir egri

y(v)= (— \/1 —tanh’ (v + 3),— cos(v) tanh(v + 3),—sin(v) tanh(v + 3))

olmak tizere (Sekil 3.7.1 a)), y(v)nin olusturdugu meridyen yiizey yamasi

X(u,v)= (— \/1 —tanh®(v + 3) cosu,—cos v tanh(v + 3) cosu,—sin v tanh(v + 3) cosu, sin u)
seklinde segilirse bu yiizeyin E’ deki izdiisiimii Sekil 3.7.1 b) deki gibidir.
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a) b)

Sekil 3.7.1. Kiiresel egri ve meridyen yiizeyi

Onerme 3.7.3: M yiizeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yiizeyi

olsun. Bu takdirde M nin Gauss egriligi

K = Ka)2200) (3.7.5)
o, (u)

dir.

Ispat: M yiizeyinin tanjant uzayi

oX , ,
P X, (u,v) = oq(u)y(v) +a;(u)ey,
a; (3.7.6)
P XV(M,V) = al(u)T(v)
ov
vektor alanlari ile gerilir. Boylece M nin 1. temel form katsayilari
E=(X,X,)=1
F=(X,,X,)=0, (3.7.7)

G=(X,.X,)=(a(w))’
dir. Boylece W? = EG—F” = (a,(u))* dur.
Ayrica M nin ikinci kismi tiirevleri

X (u,v) = aj()y (v) + oy (u)ey,
X (u,v) =i )T (v), (3.7.8)

X ) = 0 @)k (V)N (v) = 0o (u)y (v)

dir. Bununla birlikte M ylizeyinin normal uzay1
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Ny(u,v) = N(v),
N () = -3 @)y () + efa)e, -7
vektor alanlari ile gerilir.
Boylece ikinci temel form katsayilar
clll = <qu(u,v),N1 (u,v)> =0,
X, (u,v),N, (u,v)> =0,
X, v), Ny (,v)) = o (u)x (v),
(X (), Noy (0, v) = 0 )y (u) = e () (u) = K, (u),
c12 < (u,v),Nz(u,v)>
&y =(X,,(u,v), Ny(u,v)) = (u)a; (u)

dir. Boylece (2.2.16) yardimiyla

|
o~

Cyp =

(3.7.10)

Cn:

)
G162
G
elde edilir. Boylece (3.7.7) ve (3.7.10) daki esitlikler (3.7.11) de yerine yazilirsa

K= (3.7.11)

istenilen sonug elde edilir. []

Sonu¢ 3.7.4: M ylizeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen ylizeyi

olsun. Bu takdirde M yiizeyinin diiz bir yiizey olmas1 i¢in gerek ve yeter sart a(u)
egrisinin a(u)=(a,(u),c) biciminde bir egri ya da M yiizeyinin agilabilir bir regle
yiizeyi olmasidir.

Ko (u)as (u)

Ispat: (3.7.5) esitliginden K =
o (u)

oldugundan «,(u)=0 yada o)(u)=0 dur.

Eger o) (u)=0 ise a meridyen egrisi a(u)=(a,(u),c) bigimindedir. Eger x,(u)=0
ise (3.7.2) esitliginden «(#) =0 olur. Boylece @ meridyen egrisi diiz bir dogrudur ve

K =0 oldugundan meridyen yiizeyi acilabilir regle ylizeydir. [

Onerme 3.7.5: M yiizeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yiizeyi

olsun. Bu takdirde M ylizeyinin ortalama egrilik vektorii

e K(V) KW N )+ K, (W)e, () + ay (u)
20, (u) 20, (u)

N, (u,v) (3.7.12)

dir.
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Ispat. (3.7.7) ve (3.7.10) esitlikleri (2.2.17) de yerine yazilirsa

1 2 2
=2 N )+ 0t

Y g )

bulunur. Son esitlik yeniden diizenlenirse istenilen sonug elde edilir. []

Onerme 3.7.6: M yiizeyi (3.7.3) parametrelendirmesi ile verilen bir meridyen yiizeyi

olsun. Bu takdirde M yiizeyinin normal egriligi K, =0 dur.
Ispat. (3.7.7) ve (3.7.10) esitlikleri (2.2.47) de yerine yazilirsa K y =0 bulunur. [J

Sonu¢ 3.7.7: M yiizeyi (3.7.3) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen ylizeyi
olsun. Bu takdirde M nin Wintgen ideal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ka(u)Z% ve x(v)=0 (3.7.13)

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat. (3.7.5) ve (3.7.12) esitlikleri yardimiyla
K2+ (0, — o) =0

denklemi elde edilir. Bu denklem yardimiyla da (3.7.13) esitligi bulunur.
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4. E* DE 1-TiPINDE GAUSS DONUSUMUNE SAHIP OLAN YUZEYLER

4.0. Giris
Bu boliimde, bir 6nceki boliimde ele almman Vranceanu yiizeyleri, tensor g¢arpim
yiizeyleri, meridyen yiizeyleri ve Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeylerinin 1-tipinde

Gauss doniisiime sahip olmalar1 i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.
4.1. E* de Bir Yiizeyin Gauss Déniisiimii

Tanmm 4.1.1: M yiizeyi X :U c E*> —» E" yamasi ile verilsin. M iizerinde tanimli

herhangi bir tiirevlenebilir v fonksiyonu i¢in y nin Laplast

<

Ay = _(ﬁxi x¥ _ﬁv,(ixil//) (4.1.1)

seklinde tanimlanir (Chen 1973).

Tamm 4.1.2: E"nin ortonormal ¢atist e,,e,,...,e, olmak iizere e,e, vektdr alanlari
M yiizeyine teget ve e;,...,e, vektor alanlar1 da normal olsun. Bu takdirde M nin Gauss
doniisiimii

G(p)=(e; ne,)p) (4.1.2)
bi¢iminde tanimlanir. Burada A dig ¢arpimi belirtir.

Eger M ylizeyinin Gauss doniistimii

AG = f(G+C) (4.1.3)

sartin1 saglarsa M yiizeyi noktasal 1-tipinde Gauss doniisiime sahiptir denir. Burada f
fonksiyonu M iizerinde sifirdan farkli tirevlenebilir bir fonksiyon ve C sabit bir
vektordiir (Baikoussis ve Blair 1992), (Baikoussis ve ark. 1993), (Baikoussis ve
Verstraelen 1993) ve (Kim ve Yoon 2000a).

Eger f fonksiyonu sabit degil ise M ye has 1-tipinde Gauss doniisiime sahiptir denir.
Ayrica C=0 (yada C = 6) M vyiizeyi 1. ¢esit (vada 2. ¢esit) 1-tipinde Gauss doniisiime
sahiptir denir (Chen ve ark. 2005), (Choi ve Kim 2001), (Kim ve Yoon 2000b) ve (Kim
ve Yoon 2005).
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4.2. E* de 1-tipinde Gauss Déniisiimiine Sahip Olan Yiizeyler
4.2.1. Vranceanu Yiizeyi

Bu kisimda Boliim 3.2 de

X (u,v)=(r(v)cosvcosu,r(v)cosvsin u,r(v)sin vcosu,r(v)sin vsin u) (4.2.1.1)
yamastyla verilen Vranceanu yiizeyinin 1-tipinde Gauss doniisiimiine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sartlar incelenmistir.

M bir Vranceanu ylizeyi olmak tizere M nin p noktasindaki teget uzayr T,(M)

{X X 2} ve p noktasindaki normal uzay1 T pL(M ) ise {N],Nz} ortonormal bazlar1 ile

gerilsin. Bu vektorler sirasiyla

1 0
X, =———=(—cosvsin u,cosvcosu,—sin vsin u,sin vcosu),
r(v) ou
B (B(v)cosu, B(v)sinu, C(v)cosu,C(v)sin u),
2T Ay ov A( )
N, = A(l ) =(—-C(v)cosu,—C(v)sin u, B(v)cosu, B(v)sin u),

N, = (—sin vsin u,sin v cosu, COS v SIn #,—COS VCOSU )

bi¢iminde olusturulur. Burada

AW) = r W) +(F (),
B(v)=r'(v)cosv—r(v)sinv, (4.2.1.2)

C(v)=r'(v)sinv+r(v)cosv

dir.

Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla

Vi X, = =AMk X, + AW)N,

VX, = u(N,

V., X, ==A(WN,

YX X, =AWk X, = A(V)N, (4.2.1.3)
Vy Ny = =2(0) X, = AWk(V)N,

VN, =A(0)X, + AmkW)N,

Vi N =—u(X,

Vi N, =X,
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elde edilir (Mihai 2004, Rouxel 1980). Burada

_ 1 _ 1

CA0) o)+ v

k(v) = M, (4.2.1.4)
)

20 () =) + ()

(o2 + o)

A(v)

H(v)

2

dir. Boylece (4.2.1.3) deki denklemlerin teget ve normal bilesenleri
Vi X, =AWk X,, Ay X,=i()X,,

Vv, X, =0, Ay X, = u(v)X,,
VX, = AMkMX,, Ay X, =-A(X,,
vV, X, =0, Ay X, ==2(M)X,

ve
WX, X)=AWN,, Dy Ny =-AWk(VN,,
WXy, X,)==A(V)N,, Dy N, =AW)k(V)N,, (4.2.1.5)
h(X,,X,)=pu(N, D, N,=D, N, =0,
dir.
Ayrica (3.1.9),(2.2.33) ve (4.2.1.5) esitliklerinden
b, =A,h,y=0hy,=p,
k=0, h, =2, h;, =0
elde edilir.

Buradan M nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

B ~ B (7")2 —I”I””
K=AMu-2)= s (4.2.1.6)
\(
|| Z%(u + 1) 4.2.1.7)
dir.

M nin Gauss donilisimii (4.1.2) yardimiyla G = (X AX 2) dir. Boylece G nin Laplasi
(4.1.1) esitliginden

~

—AG=V,V,G+V,V, G-V, G-V, G (4.2.1.8)
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ile hesaplanir. Boylece kovaryant tiirevlerden
V,G=V, (X, A X))
=(V i X)AX, + X, A (VX))
=—AW)X, AN, —A(W)X, AN,
ve
V,,G=V, (X, A X))
=(Vo XD)AX, + X, AV, X))
=AW)X, AN, +u(v)X, AN,
elde edilir. Buradan (4.2.1.3) yardimiyla
ViV G=V, (=A()X, AN, —A()X, AN,)
=2V, X, AN, + X, AV N )= 200V, X, AN, + X, AV, N,)
=2 (WX, A X, =22 (Wk(V)X, AN,—22*(V)N, A N,
+22(Vk(W)X, AN,

(4.2.1.9)

ViV G=V, (AWX, AN, +u()X, AN,)
= X,[AW X, AN, + AWV, X, AN, + A X, AV, N,
+ Xz[/,t(v)]X] AN, + ,u(v)ﬁsz] AN, +u)X, A §X2N1 (4.2.1.10)
=X+ W)X, A X, + Xz[,u(v)]X] AN,
+ X, [A0) X, AN, + 240\ ()N, AN, ,
benzer sekilde
ﬁvh xG= 6—,1(v)k(v)xz G= —A(V)k(v)ﬁxz G

(4.2.1.11)
=22 (Wk(V) X, ANy =20k ()X, AN,

~

Vo, .G=0 (4.2.1.12)
dir. Boylece (4.2.1.9)- (4.2.1.12) esitlikleri (4.2.1.8) de yerine yazilirsa
—AG = (X, [1(m)] - 22 W)k (v) + AWkE) (W)X, AN,
+ (322 k) + X, [AW)])X, AN, (4.2.1.13)
~BRW+ O, AX, - 220)A0) - uW)N, AN,
elde edilir. Burada

I It

Klu]=2Z )
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dir. Farz edelim ki Vranceanu yiizeyinin Gauss doniisiimii harmonik (yani AG =0)
olsun. Boylece (4.1.3) esitliginden f(G+C’):0 dir. Eger f#0 ise G =—C icin M
yiizeyi bir diizlem parcas1 belirtir, fakat diizlem bir Vranceanu yiizeyi degildir. Ikinci

olarak f =0 olsun. Bu takdirde (4.2.1.13) den
3P+ (v)=0
dir. Bu da bize A = =0 sonucunu verir. Bu bir ¢eliski olusturacagindan bu durum s6z

konusu olamaz.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.1.1: Harmonik Gauss doniisiimiine sahip Vranceanu yiizeyi yoktur (Arslan

ve ark. 2011Db).

Farz edelim ki (4.2.1.1) yamasiyla verilen Vranceanu yiizeyi noktasal 1-tipinde Gauss
dontisime sahip (Yani AG = f(G+ C’)) olsun. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.2.1.13)

yardimiyla

f+f<é,X AX >=3/12(v)+u2(v),

S(C X0 AN ) ==X, [u)]+ 222 (k) = Ak () (),

(4.2.1.14)
f< X, N> 322 (k) - X, [Av)]
F(CN AN ) = 220)(A(0) - u(v))

dir. Burada f # 0 olup tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Ayrica A fonksiyonu M nin her
noktasinda sifirdan farkl: bir fonksiyondur. Boylece (4.2.1.13) yardimiyla

(C.x, AN,) =0,
(C.x, AN =0
(4.2.1.15)

dir. (4.2.1.15) esitliklerinin sirasiyla X, ve X, ye gore kovaryant tiirevler: aliirsa

(4.2.1.3) ve (4.2.1.14) esitlikleri yardimiyla
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(CV X, AN, ) +(C X AV N, ) =0
— AWK B2 k) + X A0+ AW 222(0) + 240 u(v) ) -
~AMBZ M)+ 12 W)+ £ )+ AKX [H0)]- 222 k) + 20K ())= 0
ve
(CV Xy AN ) +(C X, AV N} =0
AWK [a0)] =222 k) + AR+ AW 272 () + 240 u(v)) -
S AMBR2 )+ 12 0) + £ )= AW B () + X, [A(1)])=0
elde edilir. Bu denklemlerden fyi ¢cekersek
£ =520K>0) +1)= A0 ) k> () + 2)
+ k(X [20)] = X, [um)]) + 1* )
bulunur. Ayrica (2.2.8) ve (2.2.41) Codazzi ve Gauss denklemlerinden sirasiyla

(4.2.1.16)

X,[A(0)]= 22 k() + A)u(v)k(v) (4.2.1.17)
Ve

X, [A0) k() + X, [k () + 202 (v) = 22 () = A0 p(v) (4.2.1.18)
esitlikleri elde edilir. Boylece (4.2.1.17) esitligi (4.2.1.18) de yerine yazilirsa

(AW) = W)V K> () +1)- X, [k(v)] = 0 (4.2.1.19)
denklemi elde edilir.

Asagidaki durumlar incelenebilir;

L. Durum: C =0 hali:
Vranceanu yiizeyinin Gauss doniisiimii 1. cesit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde

(4.2.1.14) denkleminin son esitliginden A(v)—u(v)=0 dir. Boylece (4.2.1.6)
denkleminden K =0 bulunur. Buradan Sonug 3.2.3 den r(v)=ae”; a,beR dir. O
halde (4.2.1.4) yardimiyla k(v)=b=sbht. bulunur. Buradan A(v)—u(v)=0 esitligi
(4.2.1.17) de yerine yazilirsa X,[A(v)]=k(v)A%(v) dir. Boylece A'(v)=kA(v) elde
edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden A(v)=e"*, k,ceR elde edilir.
Boylece k(v)=sbt. ve A(v)— u(v)=0 ifadeleri (4.2.1.16) da yazilirsa

[ =47 (b +1) (4.2.1.20)
elde edilir.
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Teorem 4.2.1.2: M ylizeyi diiz bir Vranceanu yiizeyi olsun. Eger M yiizeyinin Gauss

doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde ise f = 4e***(b*> +1) dir.

Aciklama 4.2.1.3: M yiizeyi 1. ¢esit noktasal 1-tipinde Gauss doniisiimiine sahip olsun.
Bu takdirde A(v) = u(v) oldugundan (4.2.1.6) esitligi yardimiyla K =0 bulunur. Eger

a=1 ve b=0 alnrsa r(v)=1 elde edilir. Bu durumda Aciklama 3.2.4 den yiizey
Clifford tor ylizeyi olur (Yoon 2003).

II. Durum: Vranceanu yiizeyinin Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olsun.

Yani C # 0 olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar s6z konusudur.

II-(a) Durumu: Vranceanu yiizeyinin diiz olmasi hali.

Vranceanu yiizeyi diiz bir ylizey (yani A(v) = u(v)) olsun. Bu takdirde (4.2.1.14)

esitliginden C=0 bulunur. Bu da bir celiski olusturur. Bu nedenle bu durum so6z

konusu olamaz.

II-(b) Durumu: Vranceanu ylizeyinin diiz olmamasi hali.

Farzedelim ki M, = {p eM |K (p)# 0} kiimesi bos kiimeden farkli olsun. Bu takdirde
M, tzerindeki her noktada A(v)=# u(v) dir. Boylece (4.2.1.4) esitligi (4.2.1.19) da
yazilirsa M, lizerinde

(" = N1 =62 + ()2 )=0 (4.2.1.21)
dir. Ayrica (4.2.1.6) denkleminden (')> —7r" # 0 oldugundan

P+ =1 (4.2.1.22)
dir. Boylece (4.2.1.22) esitliginin tiirevi alinirsa M|, iizerinde r’(r + r”) =0 elde edilir.
Farz edelim ki p e M, noktasinda »+r"#0 olsun. M alt kiimesinde p noktasini
iceren bir bilesen O = {p eM O|r’ = 0} olsun. Boylece Q {izerinde k(v) =0 dir. Buradan
(4.2.1.19) esitliginde k£ =0 alinirsa A(v) = u(v) elde edilir ki bu da varsayimimiz ile

celisir. Boylece M lizerinde

r+r"=0 (4.2.1.23)
olmalidir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden

r(v) =c, cos(v+v,)+c,sin(v+v,) (4.2.1.24)
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bulunur (bkz. Ek6). Burada ¢’ +¢,” =1 ve v, sabitlerdir. Boylece M baglantili ve K
strekli oldugundan M =M dir. Yani, M ylizeyi diiz noktalara sahip degildir.

Boylece asagidaki sonug ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.1.4: M yiizeyi diiz olmayan bir Vranceanu yiizeyi olsun. Eger M yilizeyinin
Gauss doniistimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde M yiizeyi
X (u,v) = (c, cos(v+v,) +c, sin(v+v,) ) cosvcosu,cos vsin u,sin vcos u,sin vsinu).

yamasiyla verilen bir yiizeydir.
Ayrica (4.2.1.16) ve (4.2.1.24) esitliklerinden asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.2.1.5: M yiizeyi diiz olmayan bir Vranceanu yiizeyi olsun. M yiizeyinin Gauss

dontistimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde f = % + 2 dir.
r

4.2.2. Tensor Carpim Yiizeyi

Bu kisimda Boliim 3.5 de

M : X(u,v) = (a(v)cosu, f(v)cosu,a(v)sin u, f(v)sin u)
yamasiyla tanimlanan tensér ¢arpim yiizeyinin 1-tipinde Gauss doniisiimiine sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.

M bir tensor ¢arpim ylizeyi olmak tzere M nin p noktasindaki teget uzayr 7,(M)

{X X 2} ve p noktasindaki normal uzay1 T pL(M ) ise {N],Nz} ortonormal bazlar1 ile

gerilsin. Bu vektorler sirastyla

1 0o 1
X, =9 () sin vy sina. | |
| ||c2(v)|| ou \/(OC(V))Z B (—a(v)sin u,—B(v) sin u, a(v) cosu, B(v) cosu)
= 1 i = ! ! 4 ' . ' .
2 = ley )| ov \/(a,(v))z LB (a'(v)cosu, B'(v)cosu,o'(v)sin u, B'(v)sin u),
M= : (=B'(v) cosu,a’(v)cosu,—f'(v)sinu,a'(v)sin u),
J@ @)+ (B )
N,(u,v)= 21 : (=B(v)smu,a(v)sinu, B(v)cosu,—a(v)cosu)
J@w)? + (B
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biciminde olusturulur. Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla

Vi X, =-a()X, +b()N,
ﬁxz X, =c(v)N,
Vi, X, =b()N,
V, X, =a(v)X, -b(v)N,
Y (4.2.2.1)
Vx Ny ==b(v)X; —a(v)N,
Vi Ny =b(»)X, +a(v)N,
%XZ N, =—c(v)X,
Vi, N, =b(v)X,
elde edilir. Burada
a(v) = a(ma'(v)+ BvB'(v) ’
(@)? + (BON@ @) + (B W)
b(v) = aMB'v)-a'(v)B) ’ (4.2.2.2)
(@) +(BE) N@ ) +(B®)’
b)= a'(WB"(v)-a"(MP'(v)
(@) +(Bep*)”
dir. Boylece (4.2.2.1) deki denklemlerin teget bilesenleri sirasiyla
VX, ==a(v)X,,
VX, =0,
VXIX2 =a(v)X,,
V. X, =0,
Ve
Ay X, =b(v)X,,
Ay X2 =M, (4.2.2.3)

Ay, X, =-b(v) X,
AN2 X, =-b(v)X,

dir. Benzer sekilde normal bilesenleri

h(Xl’Xl):b(V)Nla DXINI :_a(V)NZa
WX, X,)==b(V)N,, Dy N, =a()N,,
MX;,X,)=c()Ny Dy Ny=Dy N,=0

dir. Boylece (4.2.2.3) denkleminden M nin sekil operatdrii matrisleri
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A, :(b(v) 0 ] A, :( 0 _b(v)] (4.2.2.4)
‘ 0 c(v) Pol=b(v) 0

bi¢imindedir.
M nin Gauss doniisimii (4.1.2) yardimiyla G = (X AX 2) dir. Béylece G nin Laplas1
(4.1.1) esitliginden
—AG=V,V,G+V,V, G-V, G-V, G (4.2.2.5)
ile hesaplanir. Boylece kovaryant tiirevlerden
Vi G=V, (X;rX,)
= (ﬁxle)/\Xz +X /\(ﬁxle)
=—b(v)X, AN, —=b(v)X, AN,
ve
Vi G=V, (X,r X))
= (ﬁszl) ANXy+ XA (ﬁszz)
=b(v)X, AN, +c(v)X, AN,
elde edilir. Buradan (4.2.2.5) ve (4.2.2.1) yardimiyla
ViV, G=V, (-b()X, AN, —-b(¥)X, AN,)
= bWV, X, AN, + X, AV, N,)
—b)V y X, AN, + X, AV, N, (4.2.2.6)
=-2b’(V)X, A X, —2a(v)b(v) X, A N, —2b*(V)N, A N,
+2a(v)b(v)X, AN,

Vi Vy G=Vy (b()X, AN, +c(v)X, AN))
= X,[bW)]X, AN, +b(WV y Xy AN, +b(0) X, AV, N,
+ X, [c)]X, AN, + c(v)%x2 X, AN, +c(v)X| A %XZ N, (4.2.2.7)
= (b2 (V) + ()X, A X, + X, [e(0]X, AN,
+ X, [b(")]X, AN, +2b(v)e(V)N, A N,
benzer sekilde
Vo x,G=V_yx,G=-aV G
=—a(v)b(v)X, AN, —a(v)c(v)X; AN,

(4.2.2.8)

Vo, ,G=0 (4.2.2.9)

dir. Boylece (4.2.2.6)- (4.2.2.9) esitlikleri (4.2.2.5) de yerine yazilirsa
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—AG = -Bb* (V) + F (X, A X, + (X, [c)]+ a()e(v) = 2a(nb(v) X, A N,

(4.2.2.10)
+2b(V)(c(v) —=b(V)N; A N, + (X, [b()]+3a(mb(v)) X, AN,

elde edilir. Burada

X,fem]= 2L e
el ||a

4&wwﬂ=ﬁ15¢w>

dir.

Farz edelim ki tensor ¢arpim ylizeyinin Gauss doniisiimii harmonik olsun, yani AG = 0
olsun. Boylece (4.2.2.10) denkleminden
3b2(v) +c*(v) =0,

b()e(v) —b*(v) =0,
X,[b()]+3a(v)b(v) =0,

X, [c()]+ a()e(v) = 2a(v)b(v) = 0
esitlikleri elde edilir. (4.2.2.11) in ilk esitliginden H(v)=0 ve c(v)=0 bulunur.

(4.2.2.11)

Boylece (4.2.2.4) esitliginden M nin E*de toplam geodezik bir yiizey oldugu sonucuna

varilir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.2.1: (3.5.2) yamasiyla verilen tensdr carpim yiizeyi harmonik Gauss

dontistimiine sahip ise bir diizlem parcasidir (Arslan ve ark. 2011c).

Farz edelim ki (3.5.2) yamasiyla verilen tensor carpim ylizeyi noktasal 1-tipinde Gauss

doniisiime sahip olsun. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.2.2.10) yardimiyla
S+ 1(CX A Xy ) =30 () + 7 (v),
<c X, AN, ) ==X, [e()]- a@)ev) + 2a(v)bv),

> (4.2.2.12)
<c X, AN >——X [6(v)]-3a(m)b(),
<c N, AN > ~2b(v)(c(v) = b(v))
dir. Burada f # 0 olup tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece (4.2.2.10) yardimiyla
(C.x, AN,) =0,
] (4.2.2.13)
(C.x, AN =0
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dir. (4.2.2.13) esitliklerinin X, ve X, ye gore kovaryant tirevleri alinirsa (4.2.2.1) ve
(4.2.2.12) esitlikleri yardimiyla
(CV X, AN, ) +(C X AV N, ) =0
—a(W)(X, [bW)]+ 3a(m)b(»))+ 26> (v)(c () - b(v))
—bMBB () + 2 () + £ J+ )Xo [e)]+ a(v)e(v) - 2a(v)b(v)) =0
ve
(CV X AN +(C X, AV N} =0
a()(X; [c) ]+ a(v)e() - 2a(v)b(1)) + 26 (W)(c () - b(v))
—bMBB2W) + 2 (0)+ £ ) a() (X, ()] + 3a(1b(1)) =0
elde edilir. Bu denklemlerden £ yi gekersek

_ a(X,[ec()]- X, [b(v)]-5ab + ac) + b(2be - 4b° - *)

S , (4.2.2.14)
elde edilir. Ayrica (2.2.8) ve (2.2.41) Codazzi ve Gauss denklemlerinden sirasiyla

X, [p(")]=-2a(v)b(v) + a(v)c(v) (4.2.2.15)
Ve

X, [a()]+ a*(v) = B2 (v) = b(v)c(v) (4.2.2.16)

esitlikleri elde edilir.

Asagidaki durumlar incelenebilir;

L. Durum: C =0 hali:

Tensor carpim ylizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde
(4.2.2.12) denkleminin son esitliginden

b()(c(v)—b(v))=0 (4.2.2.17)
olur. Bdylece (3.5.3) denkleminden K =0 bulunur.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.2.2.2: M yiizeyi (3.5.2) yamasiyla verilen bir tensor ¢arpim yiizeyi olsun.
Eger M ylizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde ise bu takdirde M diiz
bir yilizeydir (Arslan ve ark. 2011c).

(4.2.2.17) esitliginden asagidaki alt durumlar s6z konusudur;
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I (a) b(v)=c(v)=0 olsun

Bu durumda (4.2.2.4) denkleminden tensor carpim yiizeyi bir diizlem belirtir.

Ornek 4.2.2.3: a(v)=Av ve B(v) =+1-2*v alindiginda yiizey yamasi

M : X (u,v) = (Avcosu,\1 — A*vcosu, Avsinu, /1 — 2> vsin u)

bi¢imine doniisiir. Buradan b(v) = c(v) =0 esitligi saglandigindan tensor ¢arpim yiizeyi

diizdiir. Ayrica H =0 oldugundan yiizey minimaldir.
I (b) b(v)=0 ve b(v)# c(v)olsun.

Farzedelim k1 M, = {p eM |b(v) # c(v)} kiimesi bos kiimeden farkli olsun. Bu takdirde
(4.2.2.17) esitliginden M, lzerindeki her noktada b(v)=0 dir. Boylece (4.2.2.15)
esitliginden a(v)c(v) =0 elde edilir. Eger baz1 v, € M i¢in a(v,) # 0ise bu durumda
c(v,) =0elde edilir ki bu da bir geliski olusturur. Dolayistyla a(v) =0 dir. Boylece
(4.2.2.2) den a(v)=sbt ve B(v)=sbt bulunur. Buradan c,(v)diizlemsel egrisi sabit

olamayacagindan bu durum s6z konusu olamaz. Sonug¢ olarak b(v) =0 hali s6z konusu

degildir.

I(c) b(v)=c(v) ve b(v)#0 olsun
Boylece (4.2.2.16) esitliginden
X, [a(v)]+ a’*(v)=0

bulunur. Buradan

a'(v)+ ||c; (v)”a2 (v)=0
esitligi elde edilir.
Eger c,(v) birim hizli egri ise bu takdirde
a()+a’(v)=0 (4.2.2.18)
bulunur. Boylece (4.2.2.18) denkleminin asikar ¢oziimii a(v) =0 veya asikar olmayan
¢Ozumi

1
A

a(v) = (4.2.2.19)
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dir. Bununla birlikte (4.2.2.2) ve (4.2.2.19) esitliklerinin ortak ¢dziimiinden

((oc(v))22+(ﬁ(V))22’ _ 1 (4.2.2.20)
2(@m)* +(BM)?) v+,

bulunur. Denklemin ¢6ziimiinden

(@)’ +(BM))* = u(v+v,)’
elde edilir. Ayrica c,(v) birim hizli oldugundan bazi 6(v) fonksiyonu i¢in
a'(v) =cos(6(v)), B'(v)=sin(0(v)) (4.2.2.21)
esitlikleri saglanir. Bununla birlikte (4.2.2.2) esitliginden
cv)=a'W)B"v)-a"mPB'(v)=60'(v) (4.2.2.22)
bulunur. Ayrica, (4.2.2.15) esitliginde b(v) =c(v) almip (4.2.2.19) esitliginde yerine
yazilirsa

-2

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden

b(v)=- ,LeR (4.2.2.23)

v+,
sonucuna ulasilir. Boylece (4.2.2.22), (4.2.2.23) esitlikleri ve b(v) = c(v) yardimiyla
O(v) = Aln|y +v,|

elde edilir. Bu esitlik (4.2.2.21) de yerine yazilirsa

a(v) = [cos(AIny+v,dv, B(v)=[sin(AIn[y+v,[)dv (4.2.2.24)

bulunur. Benzer sekilde tersi de dogrudur.
Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur;

Teorem 4.2.2.4: M ylizeyi (3.5.2) yamasiyla verilen bir tensér ¢arpim yiizeyi olsun.
Eger M vyiizeyinin Gauss doniisimii 1. g¢esit noktasal 1-tipinde ise M yiizeyi ya
diizlemdir ya da
M : X(u,v)= Ucos(l 1n|v + vo|)dvcosu,J.sin(i 1n|v + vo|)dv cosu,
[ cos(A Iy +v,dvsinu, [ sin(AIn[y + v, [)dvsin )

parametrelendirmesine sahip bir yiizeydir (Arslan ve ark. 2011c).
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Aciklama: Yukaridaki teoremde c,(v) egrisi birim hizli bir egri olarak diistintilmiistiir.

Ornek 4.2.2.5: ¢, (v) egrisi bir cember, yani a(v) = cosv, f(v) =sin v alindiginda tensr

carpim yiizeyi

M : X (u,v) = (cosvcosu,sin vcosu,cosvsin u,sin vsin u)

parametrelendirmesiyle ifade edilen bir g¢esit Clifford tor yilizeyidir. Bu da diiz bir
yiizeydir. Fakat H =1 oldugundan minimal degildir.

II. Durum: Tensor ¢arpim yiizeyinin Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olsun.
Yani C#0olsun. Bu durumda ylizey diiz olmayan bir yiizeydir. Farz edelim ki

M, = {p eM |K (p)# 0} kiimesi bos kiimeden farkli olsun. Bu taktirde b(v) # c(v) ve

b(v) #0dir. Boylece c,(v) egrisi birim hizli bir egri olmak tizere (4.2.2.2) deki

esitlikler (4.2.1.5) ve (4.2.1.6) da yerine yazilirsa M, lizerinde

aﬁrr_ﬁarr_(aar+ﬁﬁr)(arﬁrr_arrﬁr):0 (42225)

\

(+aa”+ ppfa’ + B)-(ap' = paap' = pa' = (@B~ pra')e + ) 150 oo
—(aa'+ BB’y =0
diferansiyel denklemleri elde edilir.

Asagidaki orneklerde parametrik denklemlerle verilen diizlemsel egriler birim hizlidir

ve (4.2.2.25) ile (4.2.2.26) denklemlerini saglarlar (bkz. Ek10).

Ornek 4.2.2.6: c,(v) egrisi

aW)=Av+u, B)=+1-1v (4.2.2.27)

alindiginda tensor carpim yiizeyi

M : X (u,v) = ((Av+ p)cosu,N1—A* cosu, (Av+ p)sin u,v1— A* sin u)

parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olan bir

yiizeydir (bkz. EK7).
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Ornek 4.2.2.7: c,(v) egrisi

a)=lnv, B(v)=+v’ -1+ arctan( ] (4.2.2.28)

vi—1

alindiginda tensor carpim yiizeyi

1
M:X(u,v):[(hqvcosu,\/vz—l+arctan( : ]cosu,
v -1

) 1 .
In vsinu, Vv’ -1 +arctan(\/2_]sm u]
v —1

parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olan bir

yiizeydir (bkz. EkS). [

Ornek 4.2.2.8: ¢, (v) egrisi

2
1-e”

a()=e", p(v)=+1-e* - arctanh( ! ] (4.2.2.29)

alindiginda tensor carpim yiizeyi

1
M : X (u,v) = (e’ cosu,N1—e” —arctanh( - ]cosu,
I-e™
1 .
——— [sinu)
1 _ eZv
parametrelendirmesiyle ifade edilen Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olan bir

yiizeydir (bkz. Ek9). ]

e’ sinu,1—e*’ —arctan h(

4.2.3. Meridyen Yiizeyi
Bu kisimda Boliim 3.7 de

M2 X (u,v) = ()7, (v), 04 W)y, (v), 0 () y3(v), 0 (u))
yamasiyla tanimlanan meridyen yiizeyinin 1-tipinde Gauss doniisiimiine sahip olmasi

icin gerek ve yeter sartlar incelenmistir. M bir meridyen ylizeyi olmak ilizere M nin p
noktasindaki teget uzayr 7,(M) {X],XZ} ve p noktasindaki normal uzay1 T pL(M )

ise {N,, N, } ortonormal bazlar1 ile gerilsin. Bu vektorler sirasiyla
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S

Xy = = o)y (V) + oz (e,

.
X
Xy = =T(),
ol
Nl = N(V)a

N, = —a; )y (v) + aj(u)e,

biciminde olusturulur. Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla

~

Vy X) =K, W)N,

RO PR RCAC)

ﬁx 2= 1 2
’ a;(u) ay(u) ay(u)
a(u)
V, X,=0
he (4.2.3.1)
VyN =0

Vy N, = —g (1) X,

§ N -_KW y
LU gy

~ o (u
VXZsz_—Z( ) 2

a;(u)
elde edilir. Burada «(v), y egrisinin kiiresel egriligidir ve k. (u) da
o:a(u)=(a,u),a,(u)) meridyen egrisinin egriligi olup (3.7.2) esitliginde verilmistir.

Boylece (4.2.3.1) deki denklemlerin teget bilesenleri sirasiyla

Vy X, =0, Ay X, =0,
XZXZZ_OH(“)X]’ ANXzzﬂXza
A ' a, (u)
(4.2.3.2)
Vi, X, =0, Ay, X, =Kk, W)X,
VXZXlzal(u)Xza AN2X2:a2(u)X2
a(u) o, (u)
dir. Benzer sekilde normal bilesenleri
Xy, X)) =K, (u)N,, DXINIZO’
hnX,,X,)=0, Dy N, =0,

Dy Ny =Dy N, =0

k) L, L e
X = e

dir. Boylece (4.2.3.2) denkleminden M nin sekil operatdrii matrisleri
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0 0 K, (1) 0

Ay =] k() |, Ay, = 0 o (1) (4.2.3.3)
oy (u) a(u)
bi¢imindedir.

M nin Gauss doniisimii (4.1.2) yardimiyla G = (X AX 2) dir. Béylece G nin Laplas1
(4.1.1) esitliginden
—AG=V,V,G+V,V, G-V, G-V, G (4.2.3.4)
ile hesaplanir. Boylece kovaryant tiirevlerden
ViG=V, (X, rX,)
= (ﬁxle)/\Xz + X, /\(ﬁxle)
=—Kk,(u)X, AN,
ve
ﬁsz = 6)(2 (X; A X))
= (ﬁszl) ANXy+ XA (ﬁszz)

S KO N s 2y N
oy (u) oy (u)

elde edilir. Buradan (4.2.3.4) ve (4.2.3.1) yardimiyla

ﬁxlﬁxl G= ﬁxl (=K, () X5 AN;)
= (e @)X, A Ny + K, (V5 Xy AN, )=k, ()X, AV ¢ N, 4.2.3.5)
= —ic}, )Xy A Ny = (i, (0)* Xy A X,

V,V,G=V, (LV)XI AN, +%2W x /\sz
’ Loy (u) o (u)

:X{LV)}YI AN+ 5D Gy AN KO N

a;(u) a;(u) ’ a,(u)
+%%X2X1 AN, + Zz((Z)) X, AV, N, (4.2.3.6)
1 1
_ _(’f W)+ (“52(”))2 ]Xl AX,+ X, {—K V) }Xl AN,
(a, () a,(u)
LKW s |
(@@)* " ()t

benzer sekilde

Vg, x,G=0 (4.2.3.7)
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§VX2X2G26 ' G: a](u)v G

_alzu;)(l al (u) 2
@ (u (4.2.3.8)
o (“)

dir. Boylece (4.2.3.5)- (4.2.3.8) esitlikleri (4.2.3.4) de yerine yazilirsa
AG - (x () + (@ @)’ + (0, )’ (k, W)’ ]X AKX { K (V) }X AN

(o, ()’ a, ()

K@) (a;(um; W) _ @@, _ . (u)] X, AN,
(o, () (@) o)

elde edilir.

Farz edelim ki (3.7.4) yamasiyla verilen meridyen yiizeyi noktasal 1-tipinde Gauss

(4.2.3.9)

doniisiime sahip olsun. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.2.3.9) yardimiyla
K2 (V) + (@ ()* + (0 () (i, (w))?

S+ /(G X A Xy) = ) |
f< > {O’:((‘;))} (4.2.3.10)
ACx, AN, )= aégzj)z)(m Lo (za)(u) o 23.
et =7

dir. Burada f # 0 olup tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece (4.2.3.9) yardimiyla

(C.x, AN;) =0,

B (4.2.3.11)
(C.N AN, )=0
dir.
Ayrica, Gauss ve Codazzi denklemlerinden sirasiyla
PO |CO BN (4.2.3.12)
o, (u)
ve
P AC) (4.2.3.13)
aj(u)’
elde edilir.
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(4.2.3.11) esitliklerinin X, ve X, ye gore kovaryant tiirevleri alinirsa (4.2.3.1) ve
(4.2.3.10) esitlikler1 yardimiyla
(CV 3 X, AN )+ (Co X, AV N, ) =0

' \]_a_é{l('z +(a£)2 +a12Ka2 _f\] o (42314)

+ K

a;{ ajay _air,

(V) } N (4.2.3.15)

KaX{“l (u)

\

(CV X AN, ) +(C X, AV, N, ) =0

! ! ! ! ! 4.2. .1
5{_Zﬁz+ﬁﬂg+Kr)¢ﬁ{Eﬁ}:0 (4.23.16)

2 2
a a a a\ a

elde edilir. Boylece (4.2.3.14) esitliginden f yi ¢ekersek

[P ’ 2 r\2 2 2
a.a oK K +(x +a, K
a]’( ]22_ 1 “—K;]+a;( ( 2)2 1 Ma ]
a Q, a
: , ‘ ,ah#0 (4.2.3.17)
a2

f:_

bulunur.

I. Durum: C =0 hali:

Meridyen yiizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde
(4.2.3.10) esitliklerinden

f= K2 (V) + (a3 () + (o4 (w)* (i, (w))”
CAC)N ’

0=x'(v),
__adwa) | @, @
(o (u))’ oy (u)
k(e
(,())®
bulunur. Son esitlikten iki durum s6z konusudur;

I-(a): k(v) =0, a;(u) # 0 hali,

(4.2.3.18)

+ (W),

I-(b): x(v) # 0 (sabit), a,(u) =0 hali.
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Bu durumlari sirasiyla ele alalim;

I-(a): k(v)=0 ve «/(u)#0olsun. Bu durumda y(v) egrisi S*(1) iizerindeki biiyiik
cemberdir. Boylece M yiizeyi {X],X 2,N2} ile gerilen 3-boyutlu uzayda yatan bir
yizeydir. Eger x, =0 ise a egrisi diiz bir dogru olup M yiizeyi acilabilir bir yiizeydir
(Ganchev ve Milousheva 2010).

I-(b): x(v)#0 (sabit) ve «/(u)=0 olsun. Bu durumda (4.2.3.12) denkleminden
Kk, =0 dir. Bu durumda « egrisi diiz bir dogrudur. Buradan yiizeyin Gauss egriligi
K =0 dir. M yiizeyi acilabilir bir regle yiizeydir. Ayrica x(v)sabit oldugundan y(v)
egrisi S°(1)iizerinde bir ¢emberdir. M yiizeyi 3-boyutlu uzayda agilabilir bir regle
ylizeydir (Ganchev ve Milousheva 2010).

Boylece asagidaki sonug elde edilir;

Teorem 4.2.3.1: M yiizeyi bir meridyen yiizeyi olsun. Eger M yiizeyinin Gauss
doniisiimii 1. cesit noktasal 1-tipinde ise M yiizeyi E’de yatan acilabilir bir yiizeydir.
k, =0 durumunda M bir acilabilir regle yiizeyidir.

IL. Durum: C #0 hali:

Meridyen yiizeyinin Gauss doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde olsun. Bu takdirde
(4.2.3.15) esitliginden

K, kK'(v)=0 (4.2.3.19)
elde edilir. Boylece asagidaki durumlar s6z konusudur;

I-(a): x,(u) =0, x(v)=#sabit hali,

II-(b): k(v)# 0 (sabit), x,(u) # 0 hali.

Bu durumlari sirasiyla ele alalim;

II-(a): x,(u)=0 ve x(v)#sabit olsun. Bu durumda o« egrisi diiz bir dogru ve y(v)
egrisi S?(1) ilizerinde bir ¢ember degildir. Boylece M — E* yiizeyi acilabilir regle
ylizeydir (Ganchev ve Milousheva 2010).
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II-(b): x(v)#0 (sabit), x,(u) #0 olsun. Bu durumda «a egrisi diiz bir dogru degildir.
Ayrica y(v) egrisi S°(1) iizerinde sifirdan farkli sabit kiiresel egrilige sahip bir
¢emberdir.

k(v) # 0 (sabit) oldugundan (4.2.3.16) esitliginden

Ko +ak, =0 (4.2.3.20)
elde edilir. Boylece (4.2.3.19) ve (4.2.3.12) denklemlerinden

"
a]a]

—=1; AeR (4.2.3.21)
1-(a))

diferensiyel denklemi olusturulur. Béylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.3.2: M ylizeyi bir meridyen yiizeyi olsun. Eger M yiizeyinin Gauss
doniisiimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde ise M c— E* yiizeyi acilabilir regle yiizey ya da
meridyen egrisi

a0 = 1-(a])’, (o))’ +(a))’ =1 (4.2.3.22)

sartlarini saglayan bir yiizeydir.

4.2.4. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yiizeyi
Bu kisimda Boliim 3. 4 de

M : X (u,v) = (f,(w), f, W), f,(u) cosv, f,(u)sin v)

yamasiyla tanimlanan Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin 1-tipinde Gauss
dontistimiine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.

M bir tensor ¢arpim ylizeyi olmak tzere M nin p noktasindaki teget uzayr 7,(M)
{X],XZ} ve p noktasindaki normal uzayi 7,(M) ise {N],Nz} ortonormal bazlar1 ile

gerilsin. Bu vektorler sirasiyla

X, = (), f3 @), f(u)cosv, f;(u)sin v)
X, = (0,0,—sin Vv, COS v), u)

N, (u,v) =%(f]”(u),fz”(u),ﬂ’(u)cosv, fo@)sinv),

1 ren " ! ren "ot ren "net ren nerN o
No(u,v) == (L= o Jsh'= S50 Uhf = i) eos v, (™= Jif) sinw)

bi¢iminde olusturulur. Burada
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=Y+ +UD (42.4.1)
a(u) dongii egrisinin egriligidir. Burada

k== (4.2.4.2)
a(u) egrisinin Oe;e; diizlemine izdiigiimiiniin egriligidir.

Bununla birlikte Gauss ve Weingarten denklemleri yardimiyla

V. X, =xN, VN, =—KX, +1N,
vszz =-Lx LN] _ﬁNZ VXINZ = -V,
3 3 3 ~ f”

_ f’ VXZNI :_3X2 (4.2.4.3)
VX, =22X, Kfs

) V. N =Sy
VX, =0 R
elde edilir.

Boylece (4.2.4.3) deki denklemlerin teget bilesenleri sirasiyla

VX]X] =0, AN]X] =X,
vszz :—%X], ANI/Y2 :—LXZ,
’ ’ (4.2.4.4)
VX]Xz =0, ANZX] =0,
VXZX] :£X2’ ANZXZ :_ﬁXz
/s K

dir. Benzer sekilde normal bilesenleri
h(X,, X,)=xkN,, DXINIZTNP
hX,,X,)=0, Dy N, =—1N,,
Dy N, =Dy N, =0

h(Xz’Xz):_LNl _ﬁNz
K K

dir. Boylece (4.2.4.4) denkleminden M nin sekil operatdrii matrisleri

K 0 , 0 0
Ay =l L, Ay,=|g _K (4.2.4.5)
i Kfs
bi¢imindedir.

M nin Gauss doniigiimii (4.1.2) yardimiyla G = (X AX 2) dir. Boylece G nin Laplasi
(4.1.1) esitliginden

~

~AG=V,V,G+V,V, G-V, G-V, G (4.2.4.6)
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ile hesaplanir. Boylece kovaryant tiirevlerden
VyG=V, (X, A X))
=(V i X)AX, + X, A (VX))
=-kX, AN,
ve
ViG=V, (X,r X))
=V, X)AX, + X, AV X))

_ Ly AN -Eix AN,
i K

elde edilir. Buradan (4.2.4.6) ve (4.2.4.3) yardimiyla

Vi V,G=V, (-kX, AN))
=X [k]X, AN, =&V , X, AN, kX, AV, N, (4.2.4.7)
=—X,[c]X, AN, —k’X, A X, —kTX, AN,

V.V, G= %Xz(——wf, AN —ELx A N2]

i K
- —§%X2X] AN, —§X1 AV, N, -
’ ’ (4.2.4.8)
K & K, \V/
——-V X, AN, ——-X, AV, N,
3 i
2 n2 "t '
_ _(—Kl +(f5) ]X] N X, - Ly, AN 5D x, A,
K fs K K
benzer sekilde
Vo xG=0 (4.2.4.9)
Vo 1G=Y , G=-L%,6="x,sN, (4.2.4.10)
: . /s /s
dir. Boylece (4.2.4.7)- (4.2.4.10) esitlikleri (4.2.4.6) da yerine yazilirsa
-AG=aw)X, A X, +b(u)X, AN, +c(u)X, AN, (4.2.4.11)

elde edilir. Burada
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2 2
a(u)=- x24T +(/5) ],K;to,f3>0;

3” 3! lg(;
b(u)=—| X[k |+ 532+ 22| 42.4.12
(u) [x]+ e J,}] ( )

3

c(u)=- Kt +K‘—f23’]

dir (Arslan ve ark. 2010).

Teorem 4.2.4.1: Gauss doniisiimii harmonik olan Ganchev-Milousheva rotasyon

ylizeyi yoktur (Arslan ve ark. 2010).

Ispat. Farz edelim ki kiiresel ¢arpim yiizeyinin Gauss doniisiimii harmonik olsun, yani

AG =0 olsun. Boylece (4.2.4.11) denkleminden a(u) =b(u) = c(u) =0 olmalidir. Fakat

a(u) < 0 oldugundan celigki elde edilir. Bu nedenle AG # 0 dir. [

Farz edelim ki (3.4.14) yamasiyla verilen Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyi

noktasal 1-tipinde Gauss doniigiime sahip olsun. Bu takdirde (4.1.3) ve (4.2.4.11)

yardimiyla
£+ F(C.X A X)) ==aw),
S(C.X AN ) ==bu), (4.2.4.13)

f<é,X2 /\N2>:—c(u)

dir. Burada f # 0 olup tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Boylece (4.2.4.11) yardimiyla

<5,X1 /\N1>=0,
(C.x, AN,) =0, (4.2.4.14)
(C.N AN, )=0

dir. (4.2.4.14) esitliklerinin X, ve X, ye gore kovaryant tiirevleri alinip (4.2.4.3) ve
(4.2.4.13) esitlikleri kullanilirsa

(CV 3, X AN+ (C X, AV N =0

(4.2.4.15)

b0~ aw )=0
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(C.Vy X, AN2>+<6,X1 AV N2} =0
f (4.2.4.16)
B3 e(u) - E-(au) + £) =0

VE Kf3
(C.V Ny AN, ) +(CoN AV, Ny ) =0

o N (4.2.4.17)
+_
o, —-c(u) 3 (u) =

esitlikleri elde edilir. Boylece (4.2.4.15) ve (4.2.4.16) esitliklerinden f fonksiyonu

cekilirse

f- ’jfb(u) a(u) (42.4.18)
ve

/= %c(u) a(u) (4.2.4.19)

bulunur. Buradan bu denklemler birbirine esitlendigi takdirde
bu)x, =c(u) fy' (4.2.4.20)
elde edilir.

I. Durum: C =0 hali:
Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde

olsun. Bu takdirde (4.2.4.13) esitliklerinden

f = —a(u),
b(u) =0, (4.2.4.21)
c(u)=0

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.2.4.2: M yiizeyi bir Ganchev-Milousheva rotasyon ylizeyi olsun. Eger M
ylizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 1-tipinde ise

f=x’ + X J([fﬁ k=0, f3;
K

3

’
K'+ 2 +$:0,
Ky S
K ’
m'+‘—f23:0

3

esitlikleri saglanir.
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IL. Durum: C # 0 hali:

Ganchev-Milousheva rotasyon yilizeyinin Gauss doniisiimii 1. ¢esit noktasal 2-tipinde
olsun. Ayrica M yiizeyi diiz bir yiizey olsun. Boylece (3.4.15) esitliginden f)(u)=0
olup f3(u)=au+b, a,b e R dir. Bu takdirde (4.2.4.15)- (4.2.4.17) esitliklerinden
f3@)b(u) =0,

flw)e(u) + %(a(u) +f)=0, (4.2.4.22)
K,b(u)=0

elde edilir. (4.2.4.22) esitliklerinden birincisi ele alnirsa f;(u)=a #0 oldugundan
b(u) =0 olmalidir. Boylece (4.2.4.12) esitliginden

K' +m =0 (4.2.4.23)
S3(w)
bulunur. f)(u)=a, f,(u)=au+b degerleri (4.2.4.23) de yerine yazilirsa L
K au+b
diferansiyel denklemi elde edilir. Boylece esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
J.gdu = —I T du = h1|1<| = —ﬂ,h1|au +b|
K au+b
olup buradan
A
K= ,0AeR (4.2.4.24)
au+b

bulunur. Ayrica ylizeyin dongii egrisi  oa(u) birim hizh  oldugundan
() +(f})* =1-a* dir. Buradan @(u) bir fonksiyon olmak iizere

£ = ueosO(w),
/3 = usin O(u)

yazilabilir. Burada u? =1-4? dur.

(4.2.4.25)

Boylece f5(u)=au+b, (4.2.4.24) ve (4.2.4.25) esitlikleri (4.2.4.1) de yerine yazilirsa

k =60'(u)u elde edilir. Buradan

0'(u) = A
u(au +b)
diferansiyel denklemi elde edilir. Boylece esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
j 0'(u)du = j A
u(au +b)
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olup buradan

O(u) = ih1|au + b|
ap

elde edilir. Bu esitlik (4.2.4.25) de yerine yazilirsa

flu) = usin(ihﬂau +b|]
ap

flw) = p cos(i In|au + b
o (4.2.4.26)

bulunur.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.4.3: M yiizeyi bir Ganchev-Milousheva rotasyon ylizeyi olsun. Eger M
ylizeyinin Gauss donlisimii 2. ¢esit noktasal 1-tipinde ise ylizeyin dongii egrisi

OC(I/I) = (fi (u)’ f2 (u)’f3(u))
fi(w) = Ju cos(i ln|au + bUdu,
ap

L@ ={p sin(ilnlau +bIJdu, (4.2.4.27)
ap
fiu)y=au+b

parametrelendirmesi ile verilir (Arslan ve ark. 2010).

Aciklama 4.2.4.4: Yukaridaki teoremde (4.2.4.27) parametrelendirmesiyle verilen egri

igin

It +Ka
€ty = _(l(au n b)]

degeri sifirdan farkli olmak zorundadir. Eger c(u) =0 olursa Teorem 4.2.4.2 geregi

yiizey 1.cesit noktasal 1-tipinde Gauss doniistime sahip olacaktir.
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5. E* DEKI YUZEYLERIN EGRILiK ELiPSLERI

5.0. Giris
Bu boliimde 3. Boliimde ele alinan bazi yilizeylerin egrilik elipsleri ile ilgili bazi

sonuglar elde edilmistir.

5.1. Yiizeylerin Egrilik Elipsleri

M cE* yizeyi X(u,v):(u,v)eD c R? regiiler yamasi ile verilsin. Bir peM
noktasindaki T,(M) teget uzaymda 0 €[0,27]agis1 ile verilen bir gember alinsin.
Boylece T pL(M ) normal diizlem ile X =cosfX;+sinfX, dogrultu vektoriiniin
olusturdugu dogrunun direk toplami olan p € M noktasindaki hiper diizlem ile M nin
arakesit egrisi y, ile gosterilsin. Burada X, X, vektorleri 7,(M) nin ortonormal bir
bazidir. Bu egriye M nin p noktasinda ve X yoniinde normal kesit egrisi ad1 verilir.

Ayricay, nin 1, normal egrilik vektori 7' pL(M ) de yatan bir vektordiir. Ayrica 6 agis1

0 dan 27 ye degistiginde bu vektor 7, pL(M ) de bir elips olusturur. Bu elipse M nin p

noktasindaki egrilik elipsi denir. Boylece

yp =X =cosf X, +sin0 X, (5.1.1)
vektdrii normal kesit egrisinin birim vektdrii olsun. Bu takdirde [n7y| normal egrilik
elipsi N;, N,catisinda

1 1 1 !
= ]’l” ‘;hzz " hll h22 c0329+h]]2 sin 26,

_ hi\ + n hi) = h3,
2

c0s 26 + h, sin 20

ile verilir. Boylece M nin p noktasindaki egrilik elipsi

E(p)={h(X,X): X e T,(M),|X]| =1} (5.1.2)

ile gosterilir. Burada 4 ifadesi X(u,v) yamasmin ikinci temel formudur. Bunun bir

elips belirttigini gormek i¢cin X =cosf X, +sin 8 X, yardimiyla
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WX,X)=H +cos20 B+sin 20 C (5.1.3)

formiiliine bakmak yeterlidir. Burada

1
(X, X)X, X)), (5.1.4)

B=
C=hX,X,)
normal vektdrler ve H ortalama egrilik vektoriidiir. Bu bize X in birim ¢ember etrafinda
bir tur attiginda A(X, X)) vektoriiniin H merkezli elips etrafinda iki tur attigin1 gosterir.

Bu elips p noktasinda X(u,v) nin E(p) elipsidir. A¢ik olarak E(p) elipsi bir nokta ya da

bir dogruya dejenere olabilir. E* deki yiizeylerin egrilik elipsleri genel anlamda Wong
tarafindan calisilmistir (Wong 1946). Daha genel bilgi i¢cin (bkz. Little 1969, Mochida
ve ark. 1995, Rouxel 1980).

Onerme 5.1.1: B :%(h(Xl,Xl) —h(X,,X,)), C=h(X;,X,) vektorleri E(p) nin yar

‘CUL
‘Ql

eksenleri olmak {izere ]Vl =— N ) = pozitif yonlendirme secilsin. Bu takdirde M

Q)

S

nin normal egriligi

Ky = [a(X1, X)) = (X, X[ X1, X)), (5.1.5)
dir (Godalupe ve Rodriguez 1983).

Ispat. a, b, c vektorleri T pL(M )normal uzaymin elemanlar1 olmak {izere
(anb)(c)=(b,c)a—(a,c)b (5.1.6)
endomorfizmi ve (2.2.39) yardimiyla

RH(X1,X5) = (h(X, X1) = h(X 5, X)) AB(X 1, X 5) (5.1.7)

oldugu goriiliir. Boylece (5.1.6) yardimiyla

KN:<RL(X1,X2)]V2,]V1>

:<((h(X1aX1)—h(Xz,Xz))/\h(Xl,XZ))|h(X1’X2) (h(Xl’Xl)—h(XzaXz))>

h(X1, X)) (A(X L X)) = h(X 5, X))

dir. Buradan
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(h(X1, X5),h(X}, X)) h( Xy, X)) = h(X2,X,),h(X}, X1) —h(X, X))
(X1, XA (X, X)) = B(X 5, X))

N:

(h(X1, X)) = h(X5, X3), (X1, X))
(X, X)X, X)) — (X5, X))

bulunur. Ayrica B ile C birbirine dik olduklarindan
(h(X1, X)) = h(X, X5),h(X1,X,))=0

dir. Boylece bu esitlik bir 6nceki denklemde yerine yazilirsa (5.1.5) elde edilir. [

-1 -
Sonu¢ 5.1.2: B :E(h(XlaXl) —h(XZ,XZ)), C=h(X,,X,) vektorleri E(p) nin yar1
eksenleri olmak {izere N, = H%, N, = ﬁ pozitif yonlendirme seg¢ilsin. Bu takdirde M

nin normal egriligi

1
Ky = (((hlll - h%z)z + (hlzl ~h3 )2 )((hllz)z + (hlzz )2 D ? (5.1.8)
dir.

Ispat. (2.2.21) ve (2.2.32) esitlikleri (5.1.5) de yerine yazilirsa (5.1.8) elde edilir. O

Sonu¢ 5.1.3: B ve C vektorleri E(p) nin yari eksenleri olmak iizere E(p) egrilik
elipsinin alani

A=|B]d]

T
=3
dir (Godalupe ve Rodriguez 1983).

Ispat. (5.1.4) ve (5.1.5) esitlikleri yardimiyla istenilen sonug elde edilir. O

Onerme 5.1.4: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamas ile verilsin B ve C vektorleri

E(p) egrilik elipsinin nin yar1 eksenleri olmak iizere
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|H|" > K +|K | (5.1.9)

dir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).

Ispat:

0 < (X1, X7) = h(X 5, X)| = 21X, X))
= [RCX,, X)) = (X, X + 4JaCX, X))
—4h(X1, X1) = h(X 5, X,)|[|A(X1, X))
= (h(X1, X)), h(X1, X))+ (h( X5, X)), h(X5, X))
—2(h(X1,X),h(X}, X))
—4|h(X, X)) = h(X 5, X)X, X )|

(5.1.10)

dir. Boylece

4H? = (h(X\, X)) + h(X2, X3),h(X,, X)) + h(X2, X))
= (h(X), X)), h(X), X))+ (h(X2, X,),h(X5, X)) (5.1.11)
+ 2<h(X1,X2),h(X1,X2)>

oldugundan

0<4H? —4(h(Xy, X,) h( X1, X2)) = 4|h( X1, X)) = h(X,, Xo)|| (X1, X5)| (5.1.12)

elde edilir. Ayrica (2.2.22) ve (5.1.5) esitlikleri (5.1.12) de yerine yazilirsa (5.1.9) elde
edilir. [

Onerme 5.1.5: M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Asagidaki ifadeler

birbirine denktir;

1) E(p) egrilik elipsi bir dogru ya da bir noktaya dejenere olur.

ii) B ile C lineer bagimhdr.

iii) R* =0 dur.

1v) Eger {N l.} ortonormal normal ¢ati ise 4, matrisleri (1<i<2)

kosegenlestirilebilirdir (Guadalupe ve Rodriguez 1983).
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Tamm 5.1.6: M c E* vyiizeyi X(u,v) regiler yamasi ile verilsin. X (u,v) nin E(p)
egrilik elipsi bir ¢ember yani, <l§,é>:0 ve HEH:HC’H esitlikleri saglanwrsa M ye
stiperkonformal yiizey adi verilir. (Godalupe ve Rodriguez 1983).

Ac¢iklama 5.1.7: (5.1.9) denkleminin esitligi durumunda egrilik elipsi bir ¢ember

belirtir. Yani egrilik elipsinin bir gember belirtmesi i¢in gerek ve yeter sart
2
|7 - & |k x| =0
olmasidir. Siiperkonformal yiizeyler ayni zamanda Wintgen ideal yiizey olarak da

adlandirilir (Wintgen 1979).

5.2. Yiizeylerin Egrilik Elipsleri ile Ilgili Temel Sonuclar

5.2.0. Giris

M c E* yiizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde M nin ikinci temel
form katsayilar1 yardimiyla A(p) determinanti ve A(p) matrisi sirasiyla

hlll 2h112 héz 0
1 h121 2h122 h222 0

A (5.2.0.1)
PD=3lo w oo wl
0 hlzl 2h122 h222
Ve
hohl R
Ap)=| T T p) (5.2.0.2)
h]] h]Z h22

bi¢iminde tanimlanir (Mochida ve ark. 1995).

Ac¢iklama 5.2.0.1: c,l; =0, 1<i, j,k<n-2 ise M ylizeyi toplam (total) geodezik olarak

adlandirilir. Bu durumda yiizey 2-diizlem i¢inde yatar. Eger c,l; lardan en az bir tanesi
sifirdan farkli ise rank(A(p))=1 olup h(X,,X,), h(X,,X,) ve hX,,X,)
kolineerdir. T If (M) nin orijini p noktas1 olarak alindiginda asagidaki smiflandirmalar

verilebilir (Mochida ve ark. 1995):
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a) A(p) >0 ise p noktast E(p) egrilik elipsinin disindadir. Bu noktaya M nin hiperbolik
noktasi adi verilir.
b) A(p) =0 ise p noktas1 E(p) egrilik elipsinin lizerindedir. Bu noktaya M nin parabolik
noktasi ad1 verilir.
1) A(p)=0 ve K(p) >0 ise p noktasi sanal tipinde biikiim noktasidir.
il) A(p)=0 ve K(p)<0 ise
rank(A(p)) =2 i¢in p noktasi bozulmamaistir.
rank(A(p)) =1 i¢in p noktasi reel tipinde biikiim noktasidir.
i11)) A(p) =0 ve K(p)=01se p noktasi diiz tipinde biikiim noktasidir.
c) A(p)<0 ise p noktast E(p) egrilik elipsinin i¢indedir. Bu noktaya M nin eliptik

noktasi ad1 verilir.

5.2.1. Vranceanu Yiizeyleri
Bu kisimda Vranceanu yiizeyleri i¢in egrilik elipsleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.
M < E* bir Vranceanu yiizeyi olmak iizere (2.2.33) ve (3.2.3) esitlikleri yardimiyla
B 1
L e o)
LSO + 20700 + (1)
on+orf? (5.2.1.1)
_ 1
Vo) +(' )
h121 = hllz = h222 =0

h

2
h12

bulunur. Boylece (5.2.1.1) esitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazilirsa

rr'(») = 2(r')? = (r())? (5.2.1.2)
() + ()]

A(p) = _h]]] hzlz (h122 )2 =
bulunur.

Onerme 5.2.1.1: Vranceanu yiizeyinin bir p noktasmm egrilik elipsinin {izerinde

bulunmasi (parabolik nokta olmasi) i¢in gerek ve yeter sart
FWF'(V) = 2(F (0)? = (r(v))* =0 (5.2.1.3)

olmasidir.
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Ispat: Aciklama 5.2.0.1 den p noktasmin parabolik nokta olmasi i¢in A(p)=0
olmalidir. Boylece (5.2.1.2) esitliginin sifira esitlenmesiyle (5.2.1.3) elde edilir.

Sonu¢ 5.2.1.2: Vranceanu yilizeyinin bir p noktasinin egrilik elipsinin {iizerinde
bulunmasi (parabolik nokta olmasi) i¢in gerek ve yeter sart
1

r(v) = 2Sin(v) — b oos() ; a,beR (5.2.1.4)

olmasidir.
Ispat: (5.2.1.3) diferensiyel denkleminin Maple ile ¢oziimiinden istenilen sonug elde

edilir (bkz. Bk11). [

5.2.2. Regle Yiizeyler

Bu kisimda regle yiizeylerinin egrilik elipsleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Onerme 5.2.2.1: M CE4yiizeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle

yiizey olsun. B :%(h(Xl,Xl)—h(XZ,XZ)), C=h(X,;,X,) vektorleri E(p) nin yar
eksenleri olmak {izere N, = H%, N, :ﬁ pozitif yonlendirme seg¢ilsin. Bu takdirde M
nin normal egriligi

Ky = ﬁ”h()(u,)(u (X, X)) (5.2.2.1)

dir.

Ispat. (2.2.21) esitliginde F =0 ve h(X,,X,)=0 alinirsa

h(Xl,XJ:%h(Xu,Xu)
hX,, X,) :%h(Xu,XV) (5.2.2.2)
h(Xz,Xz) =0

bulunur. Boylece (5.2.2.2) deki esitlikler (5.1.5) de yerine yazilirsa istenilen sonug elde
edilir. [
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Onerme 5.2.2.2: M CE4yiizeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle
yiizey olsun. Bu takdirde T pL(M ) nin orijini olan p noktasi non-dejenere olup E(p)

egrilik elipsinin iizerinde yatar.

Ispat: h(X ,»X,)=0 oldugundan (2.2.13) yardimyla céz = c%z =0 dir. Boylece
(2.2.33) yardimiyla (5.2.0.1) esitliginden A(p) =0 bulunur. Buradan p € M noktasinin
E(p) egrilik elipsi lizerinde (parabolik nokta) oldugu goriiliir. Ayrica K(p)<0 ve

rank(A(p)) =2 oldugundan E(p) egrilik elipsi non-dejenere olur. [
Teorem 5.2.2.3: M c E* yiizeyi (3.3.3) parametrelendirilmesiyle verilen bir regle
yiizey olsun. Bu takdirde M nin siiperkonformal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

(h(X, X,).h(X,, X)) =0 velh(X,. X,) h(X,. X,)

1
=|—= 5223
Hzﬁ (0223
esitliklerinin saglanmasidir.
Ispat: (2.2.19) esitligi, F=0 ve h(X,,X,)=0 yardimiyla
1

JE

elde edilir. M siiperkonformal oldugundan Tanim 5.1.6 dan

- 1 -
B:Eh(Xu’Xu) ve C= h(Xu’Xv)

(8.C)=0 ve [B]=|d]
esitlikleri saglanmalidir. Bu da bize istenilen sonucu verir.

Tersine, (5.2.2.3) esitlikleri saglanirsa M yiizeyinin stiperkonformal oldugu goriiliir. []

5.2.3. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yiizeyleri

Bu kisimda Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyleri i¢in egrilik elipsleri ile ilgili bazi
sonuglar verilmistir.

M c E* bir Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyi olmak iizere (2.2.33), (3.4.17) ve
(3.4.19) esitlikleri yardimiyla
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hy =—=>,
22 f‘3K
(5.2.3.1)
W2 :_ﬂ’
22 f‘3K
h112 = h121 = h122 =0
bulunur. Boylece (5.2.3.1) esitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazilirsa
Wy 0 hy O
10 0 h, O IR s
A(p):_ 1 22 1 (p):_( ll) ( 22) - _ l2 (5232)
410 hy 0  hy 4 47,
0 0 0 &
bulunur.

Onerme 5.2.3.1: Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin bir p noktasi eliptik bir

noktadir.

Ispat: Aciklama 5.2.0.1 den p noktasinin parabolik nokta olmasi icin A(p)<0
olmalidir. Boylece (5.2.3.2) esitliginden A(p) <0 saglandigindan p noktasi eliptik bir

noktadir.

Onerme 5.2.3.2: Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin bir p noktasi diiz tipinde bir

bukiim noktasi

ise yilizeyin dongii egrisi
o(u) = (c2 Al —a’u+c, ,a)

ya da

2
o(u) :(czv+c3,iw/1—a2 -c, u+c4,aj

parametrelendirmeleri ile verilir.

Ispat: A(p)=0ve K(p)=0 olsun. Bu takdirde (5.2.3.2) ve (3.4.15) esitliklerinden
sirastyla x,=0 ve f/'=0elde edilir. Boylece (3.4.20) ve (") +(f,")’ +(£")’ =1

esitliginden
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y’ﬁzj;fji):l—az (5.2.3.3)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziinden istenilen sonuca ulagilir

(bkz. Bk12). 1

5.2.4. Tensor Carpim Yiizeyleri

Bu kisimda tensor c¢arpim yiizeyleri i¢in egrilik elipsleri ile ilgili baz1 sonuglar

verilmistir.

M c E* bir tensér ¢arpim yiizeyi olmak iizere (2.2.33), (3.5.6) ve (3.5.9) esitlikleri
yardimiyla

p = _COF W) - d0BC)
V@) +(BY (@ + B?)
p _ OB —a"0B)
(@) +)?)" (5.2.4.1)
2 = _ZOPO e
V@' +(BY (@ + B?)
h222 = h121 = hllz =0

bulunur. Boylece (5.2.4.1) esitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazilirsa

A(p) = _h]]]h;2 (h122)2
(B —a'B) (a'B"—a"B') (5.2.4.2)
(062 + ﬁz)S((OC’)Z + (ﬁr)2)3

bulunur.

Onerme 5.2.4.1: Tensor ¢arpim yiizeyinin bir p noktasmin egrilik elipsinin iizerinde

bulunmasi (parabolik nokta olmasi) i¢in gerek ve yeter sart
(@B —a'B)a'B"—a"B)=0 (5.2.4.3)

olmasidir.
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Ispat: Aciklama 5.2.0.1 den p noktasmin parabolik nokta olmasi i¢in A(p)=0
olmalidir. Boylece (5.2.4.2) esitliginden (5.2.4.3) elde edilir.

Sonug¢ 5.2.4.2: ¢,(v)= (oc(v), ﬁ(v)) egrisi birim hizli bir egri olmak iizere olusturulan

tensor ¢arpim ylizeyinin bir p noktasi egrilik elipsi lizerinde (parabolik nokta) ise

c,(v)= (a(v),loc(v)) yada c,(v) = (c]v +c,,cv+ 04)
dir.

ispat. ¢,(v) =(a(v), B(v)) egrisi birim hizli oldugundan (5.2.4.3) ile ortak ¢6ziimden
istenilen sonug elde edilir (bkz. Ek13). []

5.2.5. Meridyen Yiizeyleri

Bu kisimda meridyen ylizeyleri igin egrilik elipsleri ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.

M c E* bir meridyen yiizeyi olmak iizere (2.2.31), (3.7.7) ve (3.7.10) esitlikleri

yardimiyla
h;2 = x() >
a(u)
=K (u ,
! “,( ) (5.2.5.1)
2 _ay(u)
hyy =—=—,
a;(u)
hlll = h122 = hllz =0
bulunur. Boylece (5.2.4.1) esitlikleri (5.2.0.1) de yerine yazilirsa
252 1 \2 2.2
A(p)=- Un ) ()" _ K z (5.2.5.2)
4 4a,
bulunur.

Onerme 5.2.5.1: Meridyen yiizeyinin her bir noktasi parabolik noktadr.

Ispat: Aciklama 5.2.0.1 den p noktasinin parabolik nokta olmasi icin A(p)<0
olmalidir. Boylece (5.2.5.1) esitliginden A(p) <0 saglandigindan p noktasi parabolik

bir noktadir.
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6. E* DEKi YUZEYLERIN GANCHEV-MILOUSHEVA DEGISMEZLERI

6.0. Giris
Bu bolimde, 3. Bdliimde ele alinan Vranceanu yiizeyleri, Ganchev-Milousheva
rotasyon Yyiizeyleri, meridyen ylizeyleri ve tensdr ¢arpim yilizeylerinin Ganchev-

Milousheva degismezleri incelenmistir.

6.1. Ganchev-Milousheva Degismezleri

M vyiizeyi X :U < E* - E* yamasi ile verilsin. M nin p € X (u,v) noktasindaki 1. ve

2. temel form katsayilar1 sirasiyla E, F, G ve c;,,---,c3, olmak iizere
11 0112 i1 Céz 0112 052
‘11 ‘12 i 2 C2
2A A 2A
Lw,v)="=L, Mu,v)==2, Nu,v)="=3; W =VEG-F? (6.1.2)
w w w
ve
. FM-GL , FL-EM | FN-GM , FM—-EN
N=—— 5 N = 2T 52T 5 (6.1.3)
EG-F EG-F EG-F EG-F

fonksiyonlar1 tanimlanir (Ganchev ve Milousheva 2008b).

Tamm 6.1.1: M yiizeyi X:U c E*> - E" regiiler yamasi ile verilsin. M nin p
noktasindaki teget vektorleri X, ve X olmak tizere
1 2
y(Xu) = 7/1Xu N Xv
1 2
y(XV) = 7/2Xu + 7/2XV

bi¢iminde tanimlanan y : 7,M — T,M lineer déniistimiiniin matris temsilcisi

1.2
y = (711 712 } (6.1.4)
72 72
dir. Boylece
E F L M
g = , h =
i¢cin
y=—hg™!
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bulunur. Bununla birlikte

LN — M? 1. EN +GL-2FM
EG-F 2 2(EG—-F*)

(6.1.5)

seklinde tanimlanan fonksiyonlara sirasiyla M ylizeyinin 1. ve 2. degismezleri ad1 verilir

(Ganchev ve Milousheva 2008b). Bu ¢alismada & ve r fonksiyonlar1 M yiizeyinin 1. ve

2. Ganchev-Milousheva degismezleri olarak adlandirilmistir.

Teorem 6.1.1: M — E* yiizeyinin 2. degismezi r ve normal egriligi K, olmak iizere
=K,

dir.

Ispat. (6.1.1) esitliginden

A, =cl\chy —chets

A, = cy\65 = ey (6.1.6)
Ay = €1yt = €€y

elde edilir. Bu esitlikler (6.1.2) de yerine yazilirsa

1 2 12
2(cy ¢y —C€iy)

Lu,v)= ,
(u,v) v
1 2 1 2
M(M,V) — (011022 022011) , (617)
w
N(u,v) = 2(01]20222 _0;20122)
w

bulunur. Boylece (6.1.7) deki fonksiyonlarm esitlikleri (6.1.5) deki 7 nun esitliginde
yerine yazilirsa

__EN+GL-2FM
2EG-F?)

12 21 12 21 12 21
_ E(eipeyy —cipey) = Fei6y) = ¢iep) + Gleyi6p = ¢1i61p)
3
/4

bulunur. Boylece (2.2.46) esitligi yardimiyla yukaridaki ifadenin K, normal egriligine

esit oldugu goriiliir. [
Teorem 6.1.2: M c E* yiizeyinin 1. degismezi k olmak iizere k = 4A dur.

Ispat. (5.2.0.1) determinantinin degeri hesaplanirsa
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— 4(h1]1h122 — h121 hllz )(hllz h222 — h122 héz) — (h121 héz — h]]] h222 )2
4

A

(6.1.8)

elde edilir. Boylece (2.2.33) denklemindeki h;‘ degerleri (6.1.8) de yerine yazilirsa
_ 4(01]10122 _012101]2)(01]20222 _01220122)_(01210;2 _clllczzz)2
4w
elde edilir. Benzer sekilde (6.1.7) deki fonksiyonlarin esitlikleri (6.1.5) deki & nin

A

esitliginde yerine yazilirsa

p o LN -M’
 EG-F’
_ Al ey — e )(€nnCan = hey) = (€6 — €113’
W
=4A

elde edilir.

Sonug 6.1.3: 72 —k >0 dir.

Ispat. (6.1.3) ve (6.1.5) esitliklerinden

2
M k)=~ +2§y5>2 +4EGTF(W >0

elde edilir.

Teorem 6.1.4: M c E* yiizeyinde F =0 olmak iizere M yiizeyinin minimal olmas1
icin gerek ve yeter sart

°—k=0 (6.1.9)
olmasidir (Ganchev ve Milousheva 2008b).

Ispat: F =0 ve H =0 olsun. Bu takdirde (2.2.18) denkleminden
Ec), +Gc/, =0,
Ec;, +Gcl =0

bulunur. Buradan

c! __Ecl _pc]
2 = 1 = FCr
E

2 G, 2
Cop =——7 € = Py
E

(6.1.10)
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elde edilir. Boylece (6.1.10) esitlikleri (6.1.1) de yerine yazilirsa A, =0 elde edilir.

Benzer sekilde 4 = A dir. Buradan
G E

L=pE,
M =0,
N = pG

bulunur ve (6.1.5) de yerine yazilirsa 7 =p ve k=p° elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur. [

Sonug 6.1.5. M c E* yiizeyinin agilabilir bir regle yiizeyi olmasi igin gerek ve yeter
sart k=0, 7 =0ve K =0 olmasidir (Ganchev ve Milousheva 2008b).

Onerme 6.1.6: M c E* vyiizeyinin degismezleri olan k ve 7 min isaretlerine gére M
nin noktalar1 asagidaki gibi dort farkli tipte incelenebilir (Ganchev ve Milousheva
2008b); verilen bir p € M noktas1 i¢in;

1) k=7 =0 1se p noktasi dlizlemseldir,

1) k£ <0 ise p noktasi eliptiktir,

i11) k =0,7 #0 ise p noktasi paraboliktir,

1v) k>0 ise p noktas1 hiperboliktir.

6.1.1. Vranceanu Yiizeyinin Degismezleri
M c E* yiizeyi bir Vranceanu yiizeyi olsun. Bu takdirde (3.2.3) denklemindeki 2.

temel form katsayilarmin degerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazilirsa

P r(=rr" +2(r") +1%)
A=l A =0,A = (6.1.1.1)
1 ”/'2 +(r!)2 2 3 \/”'2 +(r!)2
ve
2 Y "2 2
L) = ——25  Muv)=0, Nuv)= 2200 +r7) (6.1.1.2)

r2+(rr)2 ’ r2+(rr)2

elde edilir. Boylece (6.1.1.1) ve (6.1.1.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine

yazilirsa Vranceanu ylizeyinin 1. ve 2. Ganchev-Milousheva degismezleri sirasiyla
4" =2(r")? —1?) ') —rr"
- 2 2 ver= 2 n2 P
(2 +02) (- +(?)

olarak hesaplanir.

k

(6.1.1.3)
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Aciklama 6.1.1.1: k£ =0,7 #0 halinde Onerme 5.1.1.1 ve Sonug 5.2.1.2 deki sonuglar
elde edilir.

6.1.2. Ganchev-Milousheva Rotasyon Yiizeyinin Degismezleri
M c E* vyiizeyi Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyi olsun. Bu takdirde (3.4.19)
denklemindeki 2. temel form katsayilarmin degerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde

yerine yazilirsa

A=0,A=-fxK, A, =0, (6.1.2.1)
ve
Lu,v)y=0, M(u,v)=-x,, Nu,v)=0 (6.1.2.2)

elde edilir. Boylece (6.1.2.1) ve (6.1.2.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine
yazilirsa Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin Ganchev-Milousheva degismezleri

strasiyla

2
K
k=—"_ver=0 (6.1.2.3)

3
olarak hesaplanir.

Buradan asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 6.1.2.1: k <Ooldugundan Ganchev-Milousheva rotasyon yiizeyinin her bir

p € M noktasi eliptiktir (bkz. Onerme 5.2.3.1).

Sonu¢ 6.1.2.2: Ganchev-Milousheva rotasyon ylizeyinin bir p € M noktasinin
diizlemsel olmas1 i¢in a(u) dongi egrisinin Oeje, diizlemine izdiislimii bir dogru

olmalidir.
Ispat: p noktasmin diizlemsel olmasi i¢in 7 =0 oldugundan k=0 olmaldir. Bu da

k; = 0 olmasini gerektirdiginden ispat tamamlanmis olur. [

6.1.3. Tensor Carpim Yiizeyinin Degismezleri
M c E* tensor carpmm yiizeyi olsun. Bu takdirde (3.5.9) denklemindeki 2. temel form

katsayilarmin degerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazilirsa
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A =- (afper)
Ja? + B2 (@) + (B
A, =0 (6.1.3.1)
5, (@B = paep - pa’)
\/062+ﬁ2\/(06’)2+(ﬁ’)2

ve
L) =y 2O =P

(@ +B)(@) +(B))
M(u,v)=0 (6.1.3.2)
N(u’v) _ 2(a2ﬁ!_ﬁ2a!)(a!2ﬁﬂ_ﬁ!?!!)

(@ +B)(@) +(B))
elde edilir.

Boylece (6.1.3.1) ve (6.1.3.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine yazilirsa
tensOr ¢carpim yiizeyinin Ganchev-Milousheva degismezleri sirasiyla
_ 4(aﬁ’ _ ﬁar)fﬁ (arﬁrr _ ﬁrarr)
(@ +B*) (@) +(B))

\(

(@B~ pa’)@B"— pa’)e’ + B (ap'~ pa’) (@) +(B))
(@ + B (@) +(B))

olarak hesaplanir.

6.1.4. Meridyen Yiizeyinin Degismezleri
M < E* meridyen yiizeyi olsun. Bu takdirde (3.7.10) denklemindeki 2. temel form

katsayilarmin degerleri (6.1.1) ve (6.1.2) denklemlerinde yerine yazilirsa

A=0,A, =-ak,k, A, =0, (6.1.4.1)
ve

L(u,v)=0, M(u,v)=-k,k, Nu,v)=0 (6.1.4.2)
elde edilir.

Boylece (6.1.4.1) ve (6.1.4.2) denklemlerindeki ifadeler (6.1.5) de yerine yazilirsa

meridyen ylizeyinin Ganchev-Milousheva degismezleri sirasiyla

2.2

f=—"a® e =0 (6.1.4.3)

2
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olarak hesaplanir.

Buradan asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 6.1.4.1: % < 0 oldugundan meridyen yiizeyinin her bir p € M noktasi paraboliktir
(bkz. Onerme 5.2.5.1).

Sonu¢ 6.14.2: Meridyen ylizeyinin p € M noktas1 diizlemsel ise M yiizeyi agilabilir
regle yiizeydir.

Ispat: p noktasinin diizlemsel olmas1 i¢in 7 = 0 oldugundan k=0 olmahdir. Boylece

K, =0 oldugundan o egrisi diiz bir dogru olacaktir. Ayn1 zamanda yiizeyin Gauss

egriligi K =0 oldugundan M yiizeyi acilabilir bir regle yiizey olur. []
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EKLER
EKO: Bu tezde E* de
Xu,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v), w(u,v))
regliler yamasi ile verilen ylizeylerin £ 3 deki izdiisiimleri Maple 12 programinda
plot3d([x,y,z+w],u=a.b,v=c..d)
komutu kullanilarak ¢izdirilmistir.

EK1: (3.2.6) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éziimiinden
> odel:=diff(r(v),v,v)*r(v)-diff(r(v),v)*2=0;

2
odel = (j—;r(v)]r(v) — (%r(v)] =0

> dsolve (odel);
r(v)y=e-" 2
elde edilir.

EK 2: (3.2.8) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éziimiinden
> ode2:=diff(r(v),v,v)*r(v)-3*diff(r(v),v) 2-2*r(v)"2=0;

de2 = L ) fr( )—{i ( )T—%( )? =0
ode2 = dvzrv r(v dvrv V) =
> dsolve (ode2);

1 1
J_Clsin(2v) -~ _C2cos(2v)’ r) == J_Clsin(2v)— _C2cos(2v)

r(v)=

elde edilir.

EK 3: (3.2.11) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢oziimiinden
> 0de3:=8*(r(v)"2+(diff(r(v),v))"2)*( (diff(r(v),v))"2- r(v)*diff(r(v),v,v))
-( 3*(diff(r(v),v)) 2+2*(r(v))"2- r(v)*diff(r(v),v,v))*2 =0;

2 2
ode3 = S[r(v)z + (% r(v)j ][[%r(\/)] - (j—;r(v)]r(v)]

5 2
_ [3(%@)) +2r(v)? - (j—;r(v)]r(v)] =0
> dsolve (ode3);

r(v) = \/_Cl sin(2v) + C2cos(2v), r(v) = —\/_Cl sin(2v) + C2cos(2v)
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elde edilir. [

EK 4: (3.4.7) diferansiyel denklem sisteminin Maple 12 programi yardimiyla
¢Oziimiinden
> sys_ode4 := fl1(v)"2+£2(v)"2 =1, fl(v)"2+diff(f1(v),v)"2+diff(f2(v),v)"2 =1;

d > (d ?
sys_ode4 = f1(v)> +f2(v)* = 1,f1(v)* + (— fl(v)j + (—fz(v)j =1
dv dv

> dsolve([sys_ode4]);
[10v) =1} 2() = 0} [{f1(v) =1}, {F2(v) = 0f}

[{f1(v) = tanh(v + _CD)}{f2(v) = /- F1(v)* + 1,F2(v) = —/— F1(»)* +1}],
[{f1(v) = —tanh(v + _CD)},{f2(v) = /- F1(1)* + 1,£2(v) = —/ = F1(v)* +1}],

elde edilir. [

EK 5: (3.4.24) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢oziimiinden
> ode5:=diff(f3(u),u,u)*diff({3(u),u)-3(u)*diff(3(u),u,u,u)=0;

d* d d’
> dsolve (ode?);

| (
f3(u)=— |- = e
RIS t

elde edilir. [J

EK 6: (4.2.1.23) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢6ziimiinden
> ode6:=r(v)+diff(r(v),v,v)=0;
J2
ode6:=r(v) —r(v)|=0
( )( 17 ( )]
> dsolve (ode6);
r(v)=_Clsin(v)+ C2cos(v)

EK 7: Asagidaki Maple 12 program (4.2.2.27) esitliginin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26)
denklemlerini sagladigini1 gosterir;
> X(0):=p¥tq;

x(t)=pt+q
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> y(t):=sqrt(1-p”2)*t;

y(0)=1-p*t
> a:=diff(y(t),t,t) *x(t)-diff(x(t),t,t) *y(t):
> br=diff(x(t),t)*x(t) +diff(y(1),0) *y(1):
> c:=diff(y(t),t,t) *diff(x(t),t)-diff(x(t),t,t) *diff(y(t),t):
> d:=1+diff(x(0),6,6)*x()+Hdiff(y(t), 4,0 *y(1):
> er=x(t)"2+y(t)"2:
> f=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),0) *y(t):
> A= a-b*c:
> Bi=d*e-b"2-f¥(f-c*e):
> k:=simplify(A);

> l:=simplify(B);

EK 8: Asagidaki Maple 12 program (4.2.2.28) esitliginin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26)
denklemlerini sagladigini1 gosterir;
> x(t):=In(t);
x (1) :=In(?)
> y(t):=sqrt(t"2-1)+arctan(1/sqrt(t"2-1));

y(&) =~Nt* -1+ arctan{ \/tzl——lj

> ar=diff{y(t).t,) *x(t)-diff(x(t),t.) *y(t):

> br=diff(x(t),t)*x(t) +diff(y(t),0) *y(1):

> c:=diff(y(t),t,) *diff(x(t),0)-diff{(x(t),t,) *diff{y(t),0):
> d:=1+diff(x(),4,0) *x (1) +diffy (1), *y(b):

> e:=x(t)"2+y(t)"2:

> f=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),0) *y(t):

> A:= a-b*c:

> B:i=d*e-b"2-f*(f-c*e):

> k:=simplify(A);

> l:=simplify(B);

EK 9: Asagidaki Maple 12 program (4.2.2.29) esitliginin (4.2.2.25) ve (4.2.2.26)
denklemlerini sagladigin1 gosterir;
> x(t):=exp(b);
x(t)=¢é
> y(t):=sqrt(1-exp(2*t))-arctanh(1/sqrt(1-exp(2*t)));

y(t) =v1-e?) — arctan(ﬁ]
> as=diff(y(t).t.6y*x(O)-diff(x(0). 1.0 *y(0):
> br=diff(x(t).0)*x(0) +diffy (0).0) *y(0):
> co=diff(y(t),t.ty* difRX(0).£)-diFRCx (L), L0 * iRy (0).0):
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> d:=1+diff(x(t),t,t) *x(t)+diff(y(t),t,t) *y(t):
> e:=x(t)"2+y(t)"2:
> fi=diff(y(t),t)*x(t)-diff(x(t),t) *y(t):
> A= a-b*c:
> B:i=d*e-b"2-f*(f-c*e):
> k:=simplify(A);

k=0
> l:=simplify(B);

[:=0
EK 10: Asagidaki Maple 12 programlar1 (4.2.2.27)- (4.2.2.29) de parametrik
denklemleri verilen diizlemsel egrilerin birim hizli olduklarin1 géstermektedir.
> alphal(v):=a*v+b;

al(v)y=av+b

> betal (v):=int( sqrt(1-diff(alphal(v),v)*2), v );

Bl(v) =~1-a’v

a2(v):=In(v)
> beta2(v):=int( sqrt(1-diff(alpha2(v),v)*2), v );

/ 2
-1 1
v >V \/v2—1+arctan
v v -1
\/vz—l

a3(v)=e"
> beta3(v):=int( sqrt(1-diff(alpha3(v),v)*2), v );

B3(v)=41-(")* - arctanh(%}
1-(e")

EK 11: (5.2.1.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éziimiinden
> ode7:=r(v)*diff(r(v),v,v)-2*diff(r(v),v) 2-r(v)"2=0;

2
odeT = r(v){j—zzr(v)] - 2(dir(v)] —r(v)*=0
v v

> alpha2(v):=In(v);

L2v) =

> alpha3(v):=exp(v);

> dsolve(ode7);
1

) = T (2 ¢ C2eos@y)

elde edilir.

EK 12: (5.2.3.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢éziimiinden
> sys_ode8:= diff(f1(v),v)"2+diff(f2(v),v)"2=1-a"2, diff(f1(v),v)*diff(f2(v),v,v)-
diff(2(v),v)*diff(f1(v),v,v)=0;

d > (d ?
sys _ode8 = (—fl(v)] + (—f2(v)j =1-a?,
dv dv

d d* d d’
(Efl(v)j(ﬁm(v)] - (Em(v)](ﬁ fl(v)] =0
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> dsolve([sys_odeS8]);

[F100) = C2}{r20) = —J=(@—D(a+ v+ _C1p{r2(v) == (a—D(a+ v+ _ci1f|
2
[{fl(v)= C2v+ C3},{f2(v) = j \/ — (difl(v)] +1-a’dv+ Cl},
\%

2
{f2(v) = —j\/— (%fl(v)] +1-a’dv+ Cl}]

elde edilir.

EK 13: (5.2.4.3) diferansiyel denkleminin Maple 12 programi yardimiyla ¢ézliimiinden
> sys_ode9:= diff(alpha(v),v)*diff(alpha(v),v,v)+diff(beta(v),v)*diff(beta(v),v,v)=0,
alpha(v)*diff(beta(v),v)-beta(v)*diff(alpha(v),v)=0;

sys _ode9 = (ia(v)j d—za(v) ( B (v)j — B |=
- "~ \av dv*

a(v)( ﬁ(v)] B (v)( a(v)]
> dsolve([sys_ode9]);
Ha(m) =0L{B(v) = Cll][la(m=0L{B(»=_Clv+ C2}]
[l =_c2}{pv) = _Cli}[fa( = _C2v+_C3}L{B(v) = _Clam)}}
[la(v) = 2} AB) = ~Ta(v), BK) = a(W)] ]

ve benzer sekilde
> sys_odel0:= diff(alpha(v),v)*diff(alpha(v),v,v)+diff(beta(v),v)*diff(beta(v),v,v)=0,
diff(alpha(v),v)*diff(beta(v),v,v)-diff(beta(v),v)*diff(alpha(v),v V) =0;

sys _odel0 = ( a(v)j(—za(v)] ( ﬂ(v)j( ﬁ(v)]
d
OC(V)( 7B (V)] B (V)(—z OC(V)] =0
dv

> dsolve([sys_odel0]);
[l =_c2}{pv) = _Cli}[la(v) = _c2v+_c3L{B()=_cl1}]
fa()= C3v+ Ca4l{pr)=_ Clv+ C2}]

[la() =a()},{B0) =—a(MI +_C1L,B(v) =amI +_Cl]
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