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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

OKLID UZAYINDA CONCHOID EGRILER VE YUZEYLERIN BiR
KARAKTERIZASYONU

S. Neslihan ORUC

Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Betiil BULCA

Bu tez ¢alismasinda Oklid uzayindaki conchoid egrileri ve yiizeyleri ele alinmustir.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris bolimidiir.

Ikinci boliimde bu ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan Oklid uzayindaki
egri ve ylizeylerle ilgili baz1 temel tanimlar ve kavramlar ele alinmistir.

Ugiincii boliimde diizlemde ve 3-boyutlu uzayda conchoid egrileri tanimlanmustir. Ayrica
bu egrilerin egrilikleri hesaplanip bunlarla ilgili sonuglar verilmistir. Elde edilen
sonuglara gore baz1 6rnekler verilip grafikleri ¢izdirilmistir.

Dérdiincii boliimde 3 ve 4-boyutlu Oklid uzaymda conchoidal yiizeyler calisiimistir. Ik
olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda daha énceden verilen conchoidal yiizey tanimina bagl
olarak egrilikleri ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ayrica 3-boyutlu uzayda bir conchoid
egrisinin dondiiriilmesi ile elde edilen donel yiizey ile ilgili sonuglar verilip grafikleri
¢izdirilmistir. Son olarak 4-boyutlu Oklid uzaymdaki conchoidal yiizey tanim1 verilip bu
yiizeylerin diiz ve minimal olmalari ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ayrica 4-boyutlu
uzayda rotasyonel yiizeyler ve meridyen yiizeylerinin conchoidal yiizey olmasi 6rnek
olarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Conchoid, Pascal Limagonu, donel yiizey, Gauss egriligi, ortalama
egrilik

2019, vi + 46 sayfa.



ABSTRACT

MSc Thesis

A CHARACTERIZATION OF CONCHOID CURVES AND SURFACES IN EUCLIDEAN
SPACES
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Betiil BULCA

In this thesis, conchoid curves and surfaces in Euclidean space are considered.
This thesis consists of four chapters.
The first chapter is the introduction.

The second chapter contains some well-known definitions and terms about curves and
surfaces in Euclidean space which will be used in other chapters.

In the third chapter, conchoid curves are defined on plane and 3- dimensional Euclidean
space. Furthermore, the curvatures of these curves are calculated and the results are given.
According to the results, some examples are given and plot their graphics.

In the fourth chapter, conchoidal surfaces are studied in 3 and 4- dimensional Euclidean
space. Firstly, in the 3- dimensional Euclidean space, the results of the curvature of the
conchoidal surface are obtained. Also, the results are given of the surface of revolution
obtained by rotating a planar conchoid curve in 3- dimensional space and are plotted the
graphics of the surface. Finally, the definition of the conchoidal surface in the 4-
dimensional Euclidean space is given. Also some results are obtained that these surfaces
become flat and minimal. In the last part the rotational surfaces in the 4- dimensional
space and the meridian surfaces are conchoidal surfaces are given as examples.

Key words: Conchoid, Limacons Pascal, surface of revolution, Gaussian curvature, mean
curvature
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1. GIRIS

Conchoidin icadi M.O. 2. Yiizyilda Pappus ve diger klasik yazarlar tarafindan Nicomed’e
atfedilmistir. Eski genel verilere dayanarak conchoid egrisi Nicomed tarafindan bir agiy1
tice bolmek i¢in tasarlanmigtir. Uzun yillar boyunca bir¢ok matematik¢iyi ugrastirmis
olan bazi problemler vardir. Bunlar; kiipiin iki katina biiylitiilmesi, c¢emberin
karelestirilmesi, herhangi bir ag¢inin {i¢ esit pargaya bdliinmesi gibi bazi problemlerdir.
Bu problemlerin yalniz pergel ve cetvel kullanilarak c¢oziilememesi iizerine bir¢ok
matematik¢i bunlar iizerinde yillarca ¢alismalar yapmiglardir. Bu problemlerden birisi
olan herhangi bir a¢inin ii¢ esit pargaya boliinmesi olup bu problemi ilk ortaya atanlardan
birisi Hipias olup problemin ¢dzlimii i¢in yol gdsteren Arsimet olmustur. Bir¢ok kaynaga
gore de M.O. 200 lii y1llarda problemin ¢oziimiine kaynak gosterilen Nicomed conchoidi
olarak adlandirilan egri Nicomed tarafindan tasarlanmistir. Pappus da bu egriyi lice
bolmede kullanmigtir. Conchoid kelimesi Yunanca kabuklu anlamina gelen “conch”
kelimesinden tiiretilmistir. Midye kabugu sekli olarak da kaynaklarda ge¢mektedir.
Ayrica bazi yerlerde cochloid olarak da adlandirilir (Sentiirk 1990), (Lockwood 1961).
Bu egri daha sonra 17. yiizyilda analitik geometri ve kalkiiliisde yeni metotlara birer 6rnek
olarak bircok matematik¢i tarafindan favori olmustur. 1837 yilinda Pierre Wantzel
tarafindan keyfi bir aginin klasik yollarla {ige boliinemeyecegi ispatlanmistir (Wantzel
1837). Problemin ortaya atilmasiyla birlikte bircok matematik¢i tarafindan merak edilen
bu soru tizerine conchoid egrilerine 6rnek olacak giiniimiizde de ¢okga bilinen bir¢ok egri
elde edilmistir. Bunlardan ilki Hippias in kuadratriks egrisi olup daha sonra bilinen
Nicomed conchoidi, Pascal Limagonu, sikloid egrisi vb. en ¢ok bilinen 6rneklerdir.

Bir conchoid egrisi diizlemsel bir egri, sabit bir nokta ve sabit bir uzaklik yardimiyla elde
edilir. Diizlemsel bir egri iizerindeki hareketli bir noktadan sabit uzaklikta bulunan dogru
tizerindeki noktalarin kiimesi bu diizlemsel egrinin conchoidini verir. Bir diiz dogru ile
elde edilen conchoid egrisi Nicomed conchoidi ve bir ¢ember ile elde edilen conchoid

egrisi ise Pascal Limagonu olarak bilinir (Sendra ve Sendra 2008).

Conchoid egrileri ile bilgiler birgok temel kaynak ve kitapta bulunabilir (Yates 1947,
Lawrance 1972, Weisstein 2003, Gleaser ve ark. 2016). Conchoid egrilerinin birgok

uygulama alanlar1 oldugu bilinmektedir. Ozellikle binalarin ve yapilarin insasinda



conchoid egrilerinden faydalanilmistir. Albert Diirer’in “Underweysung der Messung”
kitabinda Limagon egrilerini iiretmek i¢in bazi metotlar verildigi goriilebilir (Diirer
1525). Ayrica bu egriler fizik, astronomi, optik, elektromanyetik ¢alismalar, biyoloji ve
tibbi miihendislikte uygulama alanlar1 olarak kullanilmaktadir (Kerrick 1959, Azzam
1992, Sultan 2005).

Optik caligmalarinda bir koninin i¢indeki yansima ve kirilmalarin ilmekli bir egri seklinde
hareket gosterdigi ve bu egrinin de Nicomed conchoidi oldugu belirlenmistir
(Szmulowicz 1996). Buradaki yansima geometrilerinin sayisi g6z oniine alindiginda bu
calismalarin sonuglarmin goriintiileme dist optik alaninda (1s1k  toplayici, 1s1n
sekillendirici, reflektor vb.) uygulama bulabilmesi miimkiin olmustur. Ayrica yine bu
Nicomed conchoid egrisi bir yansitici olarak heliostat denilen sistemlerde
kullanilmaktadir. Bir giines yogunlastirici olarak adlandirilan bu heliostat sistemlerinde
ortak diizlemde bulunan ¢ok sayida ayna ve yansitma koluyla konumlandirilmasi bu
conchoid egrilerinden faydalanilarak yapilmis olup giines 1s1g1n1 ortak bir odak noktasina
toplamak igin kullanilir (Hickerson 2010). Bununla birlikte Nicomed conchoidi ve Pascal
Limaconun statik alanlarin ve yiiksek frekansli dalgalarin birer sinir egrisi olabilecegine
dair ¢alismalar yapilmistir (Lin ve ark. 2001). Bunun disinda bu egrilerle tipta ve
biyomedikalde insan kalga kemigi i¢in galismalar yapilmistir. Kal¢a kemigi tam bir
kiiresel yapiya sahip olmadigindan kemigin birlestigi noktanin merkezini kiire merkezi
gibi diistiinmek dogru olmayacaktir. Bu nedenle kemigin girintisinin oldugu bolge bir
conchoid yap1 benzeri oldugundan bu bdlgede olusacak eklem rahatsizliklarinin MR
gorlintiileme ile ¢oziimiinde bu egriler ve yiizeyler ele alinmistir (Kang 2004, Menschik

1997).

Klasik anlamda conchoid yapinin olusturulmasi reel afin diizlemdeki egriler i¢in
yapilmistir. J.R. Sendra ve J. Sendra cebirsel bir conchoid egri yapisindan bahsetmis ve
bu egrilerin cebirsel 6zelliklerini vermislerdir (Sendra ve Sendra 2008). Daha sonra bu
cebirsel egrilerin rasyonel parametrelendirmelerini de vermiglerdir (Sendra ve Sendra
2010). Ayrica diizlemsel iki egrinin conchoid doniisiimii iizerinde ¢alismiglar da
yapilmistir (Albano ve Roggero 2010). 3-boyutlu Minkowski uzaymnda uzay benzeri
conchoid egriler de M. Dede tarafindan ¢alisilmistir (Dede 2013). Ayrica conchoid yiizey



kavrami da egri kavramina dayandirilarak verilmis olup kuadriklerin conchoid yiizeyleri,
kiirenin conchoidi, regle yiizeylerin conchoidleri ile ilgili caligmalar yapilmistir (Gruber
ve Peternell 2013), (Peternell ve ark. 2013), (Peternell ve ark. 2011), (Peternell ve ark.
2015), (Odehnal ve Hamann 2012).

Bu tez ¢aligmasinda da belirtilen kaynaklardaki tanimlara dayanarak diizlemsel conchoid
egrileri ve 3-boyutlu Oklid uzayindaki conchoid yiizeyleri ele alinmistir. Bu egriler ve
yiizeylerin geometrik 6zelliklerini belirleyen egrilikleri hesaplanmis ve bunlarla ilgili
ornekler verilmistir. Ayrica donel yilizeyler birde bu egrilerle ele alinmis ve hesaplamalar
yapitlmistir. Bunlara ek olarak 3-boyutlu uzayda conchoid egrileri tanimlanmis ve
egrilikleri ile birlikte baz1 6rnekler verilmistir. Ayrica conchoid yiizey kavrami 4-boyutlu
uzayda ele alinmis ve bu yiizeylerin diiz ve minimal olma durumlan ile ilgili bazi

siniflandirmalar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. E® de Egriler

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzay1r E® deki egriler konusundan temel hatirlatmalar

verilmistir.

Tamim 2.1.1. V reel bir vektor uzay1 A da V ile birlesen bir reel afin uzay olmak iizere
V de bir i¢ ¢arpim islemi olarak

(,):VxV >R
" (2.1)
(x,y)—><x,y>=ZXiyi

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa A afin uzayma Oklid uzay: adi verilir ve E" ile gosterilir

(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.12. |=(a,b)cR agk bir aralik olmak {lizere, a«a:1 —>E"

diferensiyellenebilir fonksiyonuna E" de bir egri denir (O’neill 1997).

Tamm 2.1.3. o : | = R — E?® egrisi verilsin. Vs e | i¢in |a'(s)|=1 is¢ « ya birim hizli

egri denir. Ayrica o' # 0 iSe « ya regiiler egri ad1 verilir (O’neill 1997).

Tanmmm 2.1.4. o :1 < R — E® regiiler bir egri ve T =’ bu egrinin teget vektor alani

olsun. T,N,B, a egrisi lizerindeki her noktada birbirine dik olan {i¢ vektor alan1 olmak

lizere, T,N,B lgliisiine « egrisi lizerindeki Frenet ¢atis1 denir ve

_ al(s)
el
N (s) = B(s)x T (s), (2.2)
B(s) = a'(s) xa”(s)

o) (9]
esitlikleri ile verilir. Burada T,N,B sirasiyla birim teget, normal ve binormal vektorler

olarak adlandirilir.



Teorem 2.1.5. «: 1 = R — E?® regiiler egrisi verilsin. {T,N,B}, bu egrinin Frenet ¢atisi

olmak lizere Frenet- Serret formiilleri

T'(s) =v(s)x(s)N(s),
N'(s) = V(s)(=x(S)T (s) + 7(s) B(s)), (2.3)
B'(s) = —v(s)z(s)N(s)

dir. Burada, v(s) = |a'(s)||, « egrisinin hiz fonksiyonudur. Ayrica x(s) Ve z(s) Frenet

egrilikleri olup sirasiyla,

x(s) = M , (2.4)
o' (s)]
o) (a'(s)x a"(s), &"(s)) 25)

lee’(s) x " (3)|*

seklinde tanimlanir (O’neill 1997).

Aciklama. Eger o egrisi diizlemsel bir egri ise, a(s)=(x(s),y(s)) olmak ilizere o

egrisinin egriligi,

(s) - x'(s)y"(zs)—x"(s>2y'§/s2> (2.6)
()2 +(y'(5)?)

seklinde hesaplanabilir.
2.2. E" de Yiizeyler

Tammm 2.2.1. M yiizeyi X(u,v):(u,v)e Dc E* - E" yamasi ile verilsin. M
yiizeyinin keyfi segilmis bir p e X (u,v) noktasindaki teget uzayr T (M), {X,,X,} ile
gerilen bir vektor uzayidir. Boylece M nin birinci temel formu

| =g,,du?+2g,,dudv + g,,dv? (2.7)

esitligi ile hesaplanir. Burada

11 =<Xu,Xu>,
9z = (Xur X,) (28)
922 :<Xv’xv>

olup (,) bir Oklid i¢ ¢arpimidir. Bununla birlikte (2.8) yardimiyla

”Xu x X, ‘= 01192 — 9122 =w? (2-9)




elde edilir. Eger X, x X, = 0 ise X (u,v) yamasi regiilerdir.
M < E" yiizeyi X (u,v) regiler yamasi ile verilen bir ylizey olsun. E" de Riemann
koneksiyonu v ile gosterilsin. Bu durumda her X,Y e (M) lokal vektor alanlari igin

M yiizeyi lizerindeki indirgenmis Riemann koneksiyonu V olmak ilizere M nin ikinci

temel form dontistimii

h:z(M)x (M) > 2" (M); h(X,Y)=V,Y -V, Y (2.10)
bi¢ciminde tanimlanir ve Gauss denklemi olarak bilinir (Chen 1973). Bu doniisiim iyi
taniml1 olup simetrik ve 2-lineerdir.

M < E" ylizeyi X(u,v) regiiler yamasi ile verilsin. ¥X € (M) Ve N e (M) i¢in
M nin sekil operatorii dontlistimii

Az (M)x (M) = z(M); AJX ==V, N +VLiN (2.11)
bigiminde tanimlanir. Burada A X , N ye karsilik gelen sekil operatdrii ve v* ise
2+ (M) normal demete ait normal koneksiyonudur. Herhangi X,Y € (M) i¢in

(AL X,Y)=(h(X,Y),N) (2.12)
dir ve bu denklem Weingarten denklemi olarak bilinir (Chen 1973). Bu operator self-

adjoint ve 2-lineerdir.

Tanmm 2.2.2. M ylizeyl X (u,v):(u,v)e D<= E? - E" yamas! ile verilsin. X (u,v)

yamasimin ikinci mertebeden kismi tiirevleri X, X,,, X, ve normal vektor alanlari

N,,N,,..., N, , olmak lizere M nin ikinci temel form katsayilar1, 1<k <n-2 i¢in

Clkl = <qu'Nk>’

Co = (X Ny ), (2.13)
C|2<2 = <X w ! N k >

seklinde tanimlanir (Mello 2003).

Teorem 2.2.3. X (u,v):(u,v)e D < E? > E" regiiler yamasi ile verilen M c E"

yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu
n-2

L3 (elhch — (€)?) (2.14)

k=1

K=W2

ve ortalama egrilik vektor alani



2

>

- 1 N
H = W (Clklg 2t ng 95 — chkz o )\I k (2'15)
k=1
dir. Burada
1
H kK — 2\N—2(C1klg 2t ng 91, — 2C1kz ng) (2'16)

M nin k-mc1 ortalama egrilik fonksiyonudur. Bununla birlikte M nin ortalama egrilik

fonksiyonu H =H|—TH dir (Mello 2003, 2009).

Tanmm 2.2.4. M < E" yiizeyi X (u,v) regiler yamasi ile verilsin. Bu durumda M nin

Christoffel sembolleri T, 1<i, j,k <2

_ g22(gll)u B 2912 (g12 )u + glz(gll)v _ 2911(912 )u — gll(gll)v -0 (gll)u

M 2W ? - T 2W 2
0,,19:1), = 912192 ), 01:\92 ), = 9:2\911),
rllz _ 22( 11)2W212( zz) , rl22 _ 11( 22)2W212( 11) (2.17)
L = 2922(912)v — gzz(gzz)u — ng(gZZ)v r2 - gll(gZZ)v ~ 2912(912)\/ + glz(gzz)u
2 2W 2 Lo 2W 2

bi¢iminde tanimlanir. Burada 7, = r;, ve r =r} dir (Gray 1997).

Onerme 2.2.5. M yiizeyi X :U c R> — E" regiiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde

vX,, X, € x(M) V& N;,N,,..,N, , e x"(M) i¢gin

Xuo =V Xy =ThX, +TEX, + N, + AN, +. 4+ ) 2N,
X, =€Xuxv =TLX, +TAX, +C,N, +CAN, +..+Cch2N (2.18)
X, :§vav =TLX, +T2X, +CcL,N, +¢4N, +..+ch?N

dir (Gray 1997).
Boylece (2.18), (2.11) ve (2.12) denklemleri yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 2.2.6. M yiizeyi X :U < R?> — E" regiiler yamas ile verilsin. Bu takdirde
h(X,,X,)=¢c;N, +c N, +...+ ¢ °N_,,

h(X,, X,)=c,N, +c N, +...+ ¢ °N, ,, (2.19)
h(X,,X,)=C;,N, +C5N, +...+¢),°N

dir (Bulca 2013).



Sonug 2.2.7. M ylizeyi X :U < R* — E" regiiler yamasi ile verilsin. Bu takdirde
h(X,,X,) =X, —T5hX, -T2X,,

h(X,,X,) =X, -T5LX, -T5X,, (2.20)
h(X,,X,) =X, -TLX, -T%X,

dir (Bulca 2013).

Sonug¢ 2.2.8. X (u,v) ylizeyi X (u,v):(u,v) e D c E* — E" regiiler yamasi ile verilsin.
Bu takdirde T (M) ninbir {x, X} baziigin M nin Gauss egriligi

K =V%(<h(xu,xu),h(xv, X)) = (h(X,, X, ) h(X,, X)) (2.21)

dir (Bulca 2013).

Sonu¢ 2.2.9. M < E" ylizeyi X (u,v):(u,v) e D c E* —» E" regiiler yamasi ile verilsin.

Bu takdirde (M) ninbir {x , x,} bazii¢in M nin ortalama egrilik vektorii

1
H =ZW—Z(gnh(xv,xv)—2912h<xu,xv)+gzzh(xu,xu)) (2.22)

dir (Bulca 2013).



3. CONCHOID EGRILER

Bu béliimde Oklid uzayindaki diizlemsel egriler ve conchoid egrileri ele almmustir.
Diizlemde verilen bir egrinin ve bunun conchoid egrisinin egrilikleri hesaplanmis ve bazi
sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglarla ilgili ornekler verilip egrilerin grafikleri
cizdirilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzaymda conchoid egrileri tanimlanmustir. Bu
egrilerin ve bunlarin conchoid egrilerinin egrilikleri hesaplanmistir. Elde edilen sonuglara

gore verilen egri 6rnekleri i¢in egrilerin ve conchoidlerinin grafikleri ¢izdirilmistir.

3.1. E? de Conchoid Egriler

Bir egrinin conchoid egrisinin yapisinin olusturulmasi bilinen bir kavramdir ve eski
Yunanlilara kadar dayanmaktadir. Bir conchoid egrisi diizlemsel bir egri, sabit bir nokta
ve sabit bir uzaklik yardimiyla elde edilir. C diizlemsel bir egri (profil egrisi), A
diizlemde sabit bir nokta (odak noktas1) ve d sabit bir uzaklik olsun. C egrisi lizerindeki
hareketli P noktasindan d uzaklikta bulunan AP dogrusu iizerindeki Q noktalarmin
kiimesi C egrisinin conchoidini verir (Sekil 3.1). Bilinen iki klasik conchoid Nicomedes

conchoidi ve Pascal Limaconu dur. Burada profil egrileri sirasiyla diiz bir dogru ve

¢emberdir (Sendra ve Sendra 2008, 2010).

Sekil 3.1. Conchoid egrisinin geometrik yapisi

Bu egrilerin analitik gosteriminde kolaylik olmasi agisindan odak noktasi A = (0,0) orijin

noktas1 olarak alinabilir. Ayrica conchoid egrileri polar koordinatlarda da asagidaki gibi

tanimlanir.



Tamm 3.1.1. ¢c: | « R — E? diizlemsel bir egri ve polar koordinatlardaki gosterimi de
c(t) =r(t)(cost,sint) olsun. C  egrisinin  conchoidi olan D  egrisi

d(t) = (r(t) £ d )(cos t,sin t) olarak tanimlansim. Boylece C ve conchoidi olan D egrileri

sirastyla

c(t) = r(t)k(t) (3.1)
ve

d(t) = (r(t) + d)k(t) (3.2)

ile gosterilir. Burada, k(t) egrisi, S* birim ¢emberinin bir parametrelendirmesi olmak
lizere |k (t)| =1 dir (Peternell ve ark. 2011).

Boylece, diizlemde verilen bir egri ve conchoid egrisi ile ilgili asagidaki sonuglar

verilebilir.

Onerme 3.1.2. ¢c: 1 = R — E? egrisi (3.1) parametrelendirmesi ile verilen bir egri olmak

lizere c(t) egrisinin egriligi «(t),

2(r')? —rr"+r?
t) = 3.3
K( ) (r2 +(r/)2)3/2 ( )

dir.

Ispat. (3.1) parametrelendirmesi ile verilen C egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri aliirsa

c'(t)=(r'cost—rsint,r'sint+rcost), (3.4)
c"(t)=(r"cost—2r'sint—rcost,r"sin t+2r'cost —rsin t) '

elde edilir. Bu tiirevler (2.6) esitliginde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 3.1.3. d: I — R — EZegrisi, ¢ egrisinin (3.2) parametrelendirmesi ile verilen
conchoid egrisi olsun. O halde, d(t) egrisinin egriligi,

2(r = (r£d)r"+(r+d)?
((r£d)®+(r)?*)*

Ky (1) = (3.5)

dir.
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Ispat. (3.2) parametrelendirmesi ile verilen d egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri aliirsa

d'(t)=(r'cost—(r+d)sint,r'sint+(r+d)cost),

3.6
d"(t)=(r"cost—2r'sint—(r+d)cost, r"sin t+2r'cost—(r £d)sin t) (3.6)

elde edilir. Benzer sekilde, bu tiirevler (2.6) esitliginde kullanilirsa (3.5) bulunur.

Sonu¢ 3.1.4. ¢c:1 « R— EZegrisi (3.1) parametrelendirmesi ile verilen bir egri olsun.

Eger c diiz bir dogru ise r(t) = 1 dir.
c,sint—c,cost

Ispat. c:1 <R — E? egrisi (3.1) esitligindeki polar koordinatlarla verilmis diizlemsel
bir egri olsun. ¢ egrisi diiz bir dogru ise «(t)=0 olup (3.3) esitliginden
2(r')?> —rr” +r? = 0 bulunur. Boylece bu diferensiyel denklemin ¢6ziimiinden istenilen

sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.5. ¢c: 1 <« R — E?, (3.1) parametrelendirmesi ile verilen bir egri olsun. Eger ¢
birim hizli bir egri ise, (%%j merkezli bir % yarigapli ¢emberdir. Burada,
c’+c,” =1, c,c, R dir.

Ispat. c:1 = R — EZegrisi (3.1) esitligindeki polar koordinatlarla verilmis diizlemsel

') =r?+(r")? =1 dir. Bu

bir egri olsun. c¢ egrisi birim hizl bir egri olmak iizere,

diferensiyel denklemin ¢ozliimiinden r(t) =c,cost+c,sint elde edilir. Burada,

c’+c,’=1, c,c, e R dir. Boylece, ¢ egrisi, [ﬁc_Zj merkezli % yarigapl bir
2 2

cemberdir.

Burada cemberin conchoid egrisi ile ilgili asagidaki sonug verilir (Glaeser ve ark. 2016).

Teorem 3.1.6. Pascal'in limagonu bir ¢emberin conchoididir.

Asagida bu sonuglarla ilgili 6rnekler verilmis ve grafikleri ¢izdirilmistir.
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Ornek 3.1.7.

1) ¢ diiz bir dogru olsun. O halde, r(t) = i almirsa c(t) = _L(cos t,sin t) dir ve c
sin t sin t

egrisinin conchoid egrisi d (t) = (ii dj(cos t,sin t) olur (Nicomedes’in conchoidi).
sin t

(Sekil 3.2a).

2) c egrisi bir g:ember olsun. O halde, c(t) = %(eos t +sin t)(cos t,sin t) Ve ¢ egrisinin

conchoidi d(t) = [% (cos t +sin t) + d j(cos t,sint) dir (Pascal’m Limagonu). (Sekil

3.2b)

a) d =1 i¢in diiz dogru ve conchoidi b) d =—1 i¢in gember ve conchoidi
Sekil 3.2. Diizlemde egriler ve conchoid egrileri

3) r(t) fonksiyonu, r(t)=sinat, ae R, olsun. O halde, c(t) =sinat(cost,sint) Ve

conchoid egrisi d (t) = (sin at + d )(cos t,sin t) "dir. (Sekil 3.3a,b)

b) a=2,d=2

Sekil 3.3. Diizlemde botanik egrileri ve conchoid egrileri
Bu 6rneklerde ¢ egrisi mavi ile conchoidi olan d egrisi ise kirmizi ile gosterilmistir.
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3.2. E® de Conchoid Egriler

Tamim 3.2.1. ¢: | < R — E? bir uzay egrisi olmak iizere polar koordinatlardaki gosterimi
de c(t) = r(t)(secht,cost tanh t,sint tanh t) olsun. C egrisinin conchoidi olan D egrisi
d(t) = (r(t) £d)(sec ht,cos t tanh t,sin ttanh t) olarak tanmimlansimn. Bdylece C ve

conchoidi olan D egrileri sirasiyla

ct) =r()al(t) (3.7)
ve
d(t) = (r(t) = d)a(t) (3.8)

ile gosterilir. Burada, «(t) egrisi, S? birim kiiresi tizerinde birim hizli bir egridir. Yani
lee®)] = [l (®)]| =1 dir.

Boylece, 3-boyutlu uzayda verilen bir egri ve conchoid egrisi ile ilgili asagidaki sonuglar

verilebilir.

Onerme 3.2.2. ¢c: 1 = R — E® egrisi (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir uzay egrisi

olsun. O halde, c(t) egrisinin egriligi (t),

x(t) = \/COSh Zt((r2 - rr”)(r2 —rr’+ 4(]”)2) + 4(r')4)+ 4r2(r2 N (r,)z)

3.9
cosh t(r® +(r")?%)*? (3.9)

dir.

Ispat. (3.7) parametrelendirmesi ile verilen ¢ egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri alinip

(2.4) esitliginde yerine yazildiginda (3.9) esitligi bulunmus olur.

Onerme 3.2.3. d:1 — R — E2egrisi, ¢ egrisinin (3.8) parametrelendirmesi ile verilen

conchoid egrisi olsun. O halde, d(t) egrisinin egriligi,

\/cosh 24(((r £d)? — (r £ d)r")((r £d)? —(r £ d)r"+4(r’)?) + 4(r’)*)
+4(rxd)?(r+£d)*+(r)?) (3.10)

3/ 2

cosh t((r +d)? + (r')?

Ky (t) =

dir.
Ispat. (3.8) parametrelendirmesi ile verilen d egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri almnip

benzer sekilde bu tiirevler (2.4) esitliginde kullanildiginda «, (t) egriligi elde edilir.
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Onerme 3.2.4. ¢c: 1 = R — E?® egrisi (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir uzay egrisi

olsun. O halde, c(t) egrisinin burulmasi z(t),

2(cosh2t(6rr’r"—6(r')3 —r’r’'—r?r") +sinhtcosht(r® + 2r(r")? - rzr”)—4r2r’)
cosht(cosh?t((r? —rr")(r® —rr" + 4(r')?) + 4(r')* )+ 4r*(r* + (r')?))

()= (3.11)

dir.

Ispat. (3.7) parametrelendirmesi ile verilen ¢ egrisinin tiirevleri alinip (2.5) esitliginde

yerine yazilirsa egrinin burulmasi bulunur.

Onerme 3.2.5. d:1 c R — E%egrisi, ¢ egrisinin (3.8) parametrelendirmesi ile verilen

conchoid egrisi olsun. O halde, d(t) egrisinin burulmasi,

z(coshzt(G(r +d)rr”—6(r')° —(r+d)’r' —(r+d)’r") + ]

sinhtcosht((r+d)° +2(r =d)(r')? —=(r£d)*r") —4(r =d)’r’

h{coshzt(((r +d)? = (r+d)r")((r+d)? —(r£d)r’+4(r’)?) +4(r')4)J
+A(r+d)*((r £d)? +(r')?)

T, (t)=~ (3.12)

dir.

Ispat. (3.8) parametrelendirmesi ile verilen d egrisinin tiirevleri alinip benzer sekilde

bu tiirevler (2.5) esitliginde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.6. c: 1 = R — E® (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir egri olsun. Eger c

birim hizl1 bir egri ise, r(t) = c, cost +c, sin t olup, burada, ¢’ +c,” =1, c,,c, € Rdir.

Ispat. c: 1 = R — E2egrisi (3.7) esitligindeki polar koordinatlarla verilmis bir uzay egrisi

olsun. ¢ egrisi birim hizli bir egri olmak iizere, |c'(t)|" =r?+(r)?>=1 dir. Bu

diferensiyel denklemin ¢oziimiinden r(t)=c,cost+c,sint elde edilir. Burada,
¢’+c,” =1, c,c, eR dir.

Asagida bu sonuglarla ilgili 6rnekler verilmis ve grafikleri ¢izdirilmistir.

14



Ornek 3.2.7.

1

1) ¢ diizlemsel bir egri olsun. O halde, r(t)=
sec ht

alinirsa

1 . . o .. . - ..
c(t) = - (sec ht,costtanh t,sin ttanh t) dir ve ¢ egrisinin conchoid egrisi
sec

d(t) :[ lht + dj(sec ht,cos t tanh t,sin ttanh t) olur. (Sekil 3.4).
sec

2) c egrisi birim hizli bir egri olsun. O halde,

1 . ) o e ..
c(t)=ﬁ(cost+smt)(secht,costtanht,smttanh t) ve ¢ egrisinin conchoidi

d(t) = [% (cost+sint)+d J(sec ht,cos t tanh t,sin ttanh t) dir(Sekil 3. 4b).

(J

N

a) d =1 igin diizlemsel egri ve conchoidi b) d =1 i¢in birim hizl egri ve conchoidi
Sekil 3.4. Uzay egrileri ve conchoid egrileri

Bu o6rneklerde ¢ egrisi siyah ile conchoidi olan d egrisi ise kirmizi ile gosterilmistir.
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4. CONCHOID YUZEYLER

Bu béliimde Oklid uzayindaki conchoidal yiizeyler ele alinmustir. ilk olarak 3-boyutlu
Oklid uzayindaki conchoidal yiizeyler verilip Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanmistir. Bu yiizeylerin diiz ve minimal olmasi sartlar1 ele alinip grafikleri
¢izdirilmistir. Bir sonraki kisimda 3-boyutlu Oklid uzaymda conchoid egrileri ile elde
edilen donel yiizeyler tizerinde durulmus ve bunlarla ilgili sonuglar verilmistir. Son olarak
4-boyutlu Oklid uzaymda conchoidal yiizeyler tanimlanmigtir. Bu yiizeylerin diiz ve
minimal olmas: ile ilgili gerek ve yeter sartlar verilmistir. Ayrica 4-boyutlu Oklid

uzayinda bazi rotasyonel yiizeylerin conchoidal yiizey olma durumlari incelenmistir.

4.1. E® deki Conchoidal Yiizeyler

Herhangi bir F yiizeyinin conchoidal yiizeyi F, olmak iizere, bu yiizey belirli bir
referans noktas1 O ya gore d yaricap fonksiyonunu arttirmak suretiyle elde edilir.
F < R?® yiizeyi, belirli bir sabit nokta O = (0,0,0) € R® Ve d € R mesafesine gore regiiler
bir ylizey olsun. Bu takdirde F yiizeyi

f(u,v) =r(u,v)p(u,v) 4.1)
polar gosterimiyle verilsin. Burada ||p(u,v)||=1 dir. S? birim kiiresinin

p(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv) (4.2)
parametrelendirmesi g6zoniine alinirsa, p(u,v) Ve r(u,v) fonksiyonlar sirasiyla,
f (u,v) parametrelendirmesinin kiiresel kismi ve yarigap fonksiyonu olarak adlandirilir.
F nin conchoid yiizeyi olan F, ylizeyi de d parametresine bagli olarak
f,(u,v)=(r+d)p(u,v) (4.3

ile gosterilir (Peternell ve ark. 2011).

Teorem 4.1.1. F, (4.1) parametrizasyonuyla verilen regiiler bir yiizey olsun. O halde,
F nin Gauss egriligi,

K :_52(u,v)—coszvg(u,v)f(u,v) (4.4)
r2((r’*+r*)cos?v+r,?)?

olup burada
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o(u,v) =rr,, CcosVv—2r,r, COSV+ IT, Sin v,

c(u,v)=2r7 +rr,sin vcos v +r?cos’v—rr,,, (4.5)
E(U,v)=2r2+r?—rr,
dir.
Ispat. F yiizeyinin tanjant uzay1
of . . .
— =(r,cosucosVv—rsin ucosv,r, sin ucosV+rcosucosV,r, sin v),
ou (4.6)
of . . L .
= (r,cosucosv—rcosusin v,r,sin ucosv—rsin usin v,r, sin v+ rcosv)
v
vektor alanlari ile gerilmistir.
Bu nedenle, yiizeyin birinci temel form katsayilari,
9y =(f,, f,)=r’cos’v+r?,
91 :<fu’ fv>=rurv’ (47)
2 2
9, =(f,. f,)=r"+r
dir.
f (u,v) 'nin ikinci kismi tiirevleri asagidaki gibi ifade edilir,
f,, =((r, —r)cosucosv—2r,sinucosv,(r,, —r)sinucosv + 2r, CosucosV,r,, sin v),
f,, =(r, cosucosv—r,cosusinv—r,sinucosv+rsinusinv,
r,, SN UCOSV — I, Sin USiN v + I, COSUCOSV — F COSUSIN V, r,, SNV + I, COS V), (4.8)
f,, =((r, —r)cosucosv —2r, cosusin v,(r,, —r)sinucosv —2r,sin usin v,
I, SinV + 2r, cosv — rsin v).
Ayrica ylizeyin birim normal vektorii
1 . 2 .
N = —— 2(rvcosucosv5|nv+rcosucos V+r,sinu,
\/(r +1,7)COS V+T;
r, $in U Cos Vsin v + rsin ucos’ v —r, cos u, (4.9
—1,c08%V+rcosvsin v)
dir.

(2.13), (4.8) ve (4.9) denklemleri yardimiyla ikinci temel form katsayilar
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2 H 2 2
1 COSV(2r; +rr,sinveosv+rocos v —rr,)

11—

2 2 2 2
\/(r +1,7)C0S"V+r,

¢l = rr,, COsV —2r,r, CosV+ rr, sin v)

4.10
\/(r2+r\,2)coszv+ru2 (4.10)

. cosvrl+r?-rr,)

22 —

2 2 2 2
\/(r +1,7)Cos"V+r,

elde edilir. Ayrica, (4.7) ve (4.10) denklemleri (2.14)’de yerine yazilip diizenlenirse (4.4)
esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.2. F, (4.1) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler yiizey olsun. O halde,
F yiizeyinin ortalama egriligi,

_ cos Vg (u,v)(r® +r,%) +cosvE(u,v)(r? cos® v +r,%) + 2r,r,5(u,v) (4.11)

H =
2r2((r? +r,)cos?v+r,?)

dir.

ispat. (2.15), (4.7) ve (4.10) denklemleri kullanilarak aranilan sonug bulunur.

Sonu¢ 4.1.3. F yiizeyi, (4.1) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler yiizey olsun.

1) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir u-parametreli fonksiyon ise, o halde, F nin Gauss

ve ortalama egriligi sirasiyla,

K — cos?v(2r,2+r?cos’v—rr,)—rsin?v (4.12)
- (r’cos®v+r,?)? '

ve

H - cosv(3r,” +2r?cos’v—rr,,) (4.13)
B 2(r’cos’v+r,%)*? '

seklindedir.

i) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir v-parametreli fonksiyon ise, o halde, F nin Gauss
ve ortalama egriligi sirasiyla

_ (r, sin v+rcos v)(2rv2 +ri-— rr,,) (4_14)

K
rcosv(r?+r,%)?

ve
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. 2 2 2 2
_ (r,sin v+rcosv)(r +r,”)+rcosv(2r,” +r-—rr,) (4.15)

H
rcosv(r?+r,%)?

seklindedir.

Sonu¢ 4.1.4. F yiizeyi, (4.1) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler yilizey olsun. Eger

u -parametreli yarigap fonksiyonu

FU) = ((Zc2 —1)(—c,c, sin( 2+/2¢? —1u) 4; sin ?(2v/2¢? —1u)(c? +c2)+c] JZQCZD (4.16)

C

iIse F bir diiz yiizeydir ve eger

r(u) =+ \/E (4.17)

a \/03 sin( 2cu) —c, cos(2cu)

ise F minimal bir yiizeydir, burada ¢ = cosv Ve c,,c,,c,,c, € R dir.

Ispat. F yiizeyinin yarigap fonksiyonu r(u,v)=r(u), u-parametreli olmak {izere
c=cosv almirsa (4.12) denkleminden yiizeyin diiz olmasi icin gerek ve yeter sart
c?(2(r)? +r?c®> —rr")—(r)*(1-c?) = 0denkleminin saglanmasidir. Bu diferansiyel
denklem ¢o6ziimiinden (4.16) sonucu elde edilir. Ayrica minimal olmast igin de
3(r)? +2r%c? —rr" =0 olmalhdir. Bu denklemin Maple ile ¢6ziimiinden de (4.17)

bulunur (EK 1).

Sonug 4.1.5. F yiizeyi, (4.1) ile verilmis bir regiiler yiizey olsun. Eger v -parametreli

1
c,sin v—c,cosv

yarigap fonksiyonu r(v) = ise F yiizeyi diizdiir ve ayrica eger c, =0

ise F ylizeyi minimaldir.

Ispat. F yiizeyinin yarigap fonksiyonu r(u,v)=r(v), v-parametreli olmak iizere
r'sinv+rcosv=0 veya 2(r)>+r’>—rr"=0 olmalidir. Bu denklemlerin genel

1

¢oziimiinden r(v) = —
c,sin v—c,cosv

olarak bulunur. Minimal olmasi i¢in de Ozel

¢oziimii olan r(v) = — 2 elde edilir (EK 2).
Sin v
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Benzer sekilde, d uzakligryla belirlenen F, conchoidal yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri elde edilebilir.

Teorem 4.1.6. F, , (4.3) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal yiizeyi

olsun. O halde, F, yiizeyinin Gauss egriligi,

_ (5(u,v))2—coszvi(u,v)g(u,v) (4.18)
(r+d)*(((r+d)*+r,2)cos?v +r,*)?

Al

olarak elde edilir. Burada,

g(u,v) =(r+d)r, cosv—2r,r,cosv+(rxd)r,sin v,
c(u,v)=2r?+(r+d)r,sin vcosv+ (r +d)?cos’v—(r+d)r,, (4.19)
Euv)=2r2 +(r£d)’ —(r+d)r,

dir.

Teorem 4.1.7. F, yiizeyi, (4.3) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal

yiizeyi olsun. O halde, F, yiizeyinin ortalama egriligi,

_ cos v§(u,v)((r +d)?cos’ v + ru2)+ cos vf(u,v)((r +d)* + rV2)+ 2r,1,5 (U, V)

"= 2(r £ d)((r +d)? +r2)cos? v + r2)" (4.20)

olarak bulunur.

Sonu¢ 4.1.8. F, yiizeyi, (4.3) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal
yiizeyi olsun.

1) Eger yaricap fonksiyonu r(u,v) bir u-parametreli fonksiyon ise, o halde, F, yiizeyinin
Gauss ve ortalama egrilikleri,

cos®v(2r? +(r+d)*cos*v—(r+d)r,)—r?sin’v

K = 4.21
((r+d)?cos?v+r?)? @20
ve
5 _ _cos v@3r? +2(r izd)2 (23032 Vz—gll’zi d)r,,) (4.22)
2((rtd)°cos“v+r))
dir.
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i) Eger yaricap fonksiyonu r(u,v) bir v-parametreli fonksiyon ise F, yiizeyinin Gauss
ve ortalama egrilikleri,

_ (r,sin v+ (r+d)cosv)(2r? +(r+d)® —(r+d)r,)

K 4.23
(r+d)cosv((r+d)*+r?)? (4.23)

ve

G- (nsin v+ (r+d)cosv)((r+d)” +r”)+(r+d)cosv(2r’ +(r+d)* —(r+djr,) (4.24)

2(r+d)cosv((r£d)? +r?)%?
olarak bulunur.
Sonug 4.1.4. ve Sonug 4.1.5. yardimiyla conchoidal yiizey i¢in de asagidaki sonuglar

verilebilir.

Sonu¢ 4.1.9. F, yiizeyi, (4.3) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal

ylizeyi olsun. Eger u -parametreli yarigap fonksiyonu,

_Cz

() = +d + (2¢? —1)(=c,c, sin(2v/2¢” -1 ulj sin?(v2¢? —1u)(c? — ¢2) +c2 |2 (4.25)

Ise F, yiizeyi diizdiir ve eger

r(u) =+ Je +d (4.26)
\J¢, sin( 2cu) — ¢, cos( 2cu)

ise F, yiizeyi minimaldir, burada ¢ = cosv Ve c,,c,,c,,c, € R dir.

Sonu¢ 4.1.10. F, yiizeyi, (4.3) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal

yiizeyi olsun. Eger v -parametreli yarigap fonksiyonu

r(v) = +d + 1 (4.27)

c,sin v—c,cosv

ise F, yiizeyi diizdiir ve ayrica eger ¢, =0 ise F, yiizeyi minimaldir.

Ornek 4.1.11.

1) f(u,v) = ——(cos ucosv,sin ucosv,sin v) parametrelendirmesiyle verilen F yiizeyi
Sin v

bir diizlem olmak iizere conchoidal yiizeyi
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f,(u,v) = (_L + d)(cos u cos v,sin ucos Vv,sin v) (4.28)
sin v

parametrelendirmesine sahiptir ( Sekil 4.1.a,b).

a)d=-2 b) d=3
Sekil 4.1. Diizlem ve conchoidal yiizeyi

2) Yarigap fonksiyonu r(u,v) =sinucosv olmak iizere,

f (u,v) = (sin ucosucos?®v,sin >ucos’v,sin ucosvsin v) (4.29)
ve bu ylizeyin conchoid ylizeyi

f,(u,v) = (sin ucos v+ d)(cos ucos v,sin ucos V,sin v) (4.30)

dir (Sekil 4.2.).

Sekil 4.2. Deniz kabugu yiizeyi ve conchoidal yiizeyi

4.2. E® de Diizlemsel Conchoid Egrileri ile Elde Edilen Donel Yiizeyler

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda, diizlemsel bir c(t) egrisi ve onun conchoidi olan
d(t) egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizeyler ele alinmistir. Bu yiizeylerin

Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanip 6rnekler verilmistir.
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M , yiizeyi (3.1) parametrelendirmesi ile verilen c(t) egrisinin dondiiriilmesiyle olusan

bir donel yiizey olsun. Bu takdirde yiizey
M : X (t,s) = (r(t)cost, r(t)sintcoss, r(t)sintsins)

parametrelendirmesine sahiptir.

(4.31)

Ayrica, M, yiizeyi (3.2) parametrelendirmesi ile verilen d(t) egrisinin dondiiriilmesiyle

olusan bir donel yiizey olmak {izere yiizey yamasi,

M, : )Z(t,s) =((r(t)xd)cost,(r(t)xd)sin tcoss,(r(t) +d)sin tsin s)

dir.

(4.32)

Teorem 4.2.1. M yiizeyi (4.31) parametrelendirmesi ile verilen bir donel yiizey olsun.

Bu takdirde, M yiizeyinin Gauss egriligi,

_ (r'cost—rsin t)(rr" —2(r")* —r?)

K
rsin t(r? + (r’)2)

dir.

Ispat. M yiizeyinin tanjant uzay1 vektor alanlari ile gerilmis olsun,

oX . . . .
Y =(r'cost—rsint,(r'sint+rcost)coss,(r'sint+rcost)sins),

oX . .
N = (0,—rsin tsin s, rsin tcos s),
S

vektor alanlari ile gerilir.

Boylece, yiizeyin birinci temel form katsayilari,
9, = <Xt'xt> =r’+ (r')zv

01, = <Xt’ Xs> =0,

9, = (X, X )=r"sin’t

bulunur. Yiizey yamasinin ikinci kismi tiirevleri alinirsa

Xy =((r"—r)cost—2r'sint,((r"—r)sint+2r'cost)coss,((r"—r)sint + 2r'cost)sin s),

X = (0,—(r'sin t+rcost)sin s,(r'sint + rcost)coss),
X¢ = (0,=rsin tcos s,~rsin tsin s),

elde edilir. Ayrica, M nin birim normal vektori,

1 . . . .
N =—————(r'sint+rcost,(rsint—r'cost)coss,(rsint—r'cost)sin s)
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dir.
Buradan (2.13), (4.36) ve (4.37) esitlikleri yardimiyla yiizeyin ikinci temel form

katsayilar1

y o =2(r")? —r?

\/rz +(r')?
¢, =0, (4.38)
1 rsint(r'cost—rsin t)
22 T
\/r2 +(r!)2

seklinde bulunur.
Sonug olarak, (4.35) ve (4.38) esitliklerinin (2.14)’de yerine yazilmasiyla (4.33) elde
edilir.

Teorem 4.2.2. M yiizeyi (4.31) parametrelendirmesi ile verilen bir donel yiizey olsun.
Bu takdirde, M yiizeyinin ortalama egriligi,

_rsint(rr” —2(r')* —r®) + (r* + (r')*)(r'cos t — rsin t) (4.39)

H
2rsin t(r? +(r’)?)%?

dir.

Ispat. (2.15), (4.35) ve (4.38)’deki esitlikler yardimiyla istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.1. ve 4.2.2. nin yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonuc¢ 4.2.3. M yiizeyi (4.31) yamasi ile verilmis bir donel yiizey olsun. Eger M yiizeyi
diiz bir yiizey ise

r(t) = = (4.40)

c,sint—c,cost
olup ylizey diizlem, silindir veya koninin bir parcasidir. Burada c,,c,,c, reel sabit

sayilardir.

Ispat. (4.31) yamasi ile verilen M diiz bir yiizey olsun. Bu takdirde K =0 olup (4.33)

esitliginden rr"—2(r')>—r>=0 veya r'cost—rsint=0 dir. Bu diferansiyel
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¢, ve r(t) = —2— elde edilir. Boylece

denklemlerin ¢oziimiinden r(t) = :
c,sint—c;cost cost

ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.2.4. M yiizeyi (4.31) yamasi ile verilmis bir donel yiizey olsun. Eger,

Cl
cost

ise, 0 halde, M yiizeyi diizlemin bir pargasi olan minimal bir yiizeydir,

r(t) =

burada c, reel bir sabittir.

Benzer sekilde, bu sonuglar conchoid egrileri ile verilen donel yiizeyler i¢in de verilebilir.

Teorem 4.2.5. M, yiizeyi (4.32) yamast ile verilmis bir donel yiizey olsun. O halde,
M, yiizeyinin Gauss egriligi K, ,

_ (r'cost—(r+d)sin t)((r +d)r"'—2(r')> —(r+d)?) (4.41)

K 2
(r £d)sin t((r£d)? +(r)?)

dir.

Teorem 4.2.6. M, yiizeyi (4.32) yamasi ile verilmis bir donel yiizey olsun. O halde, M ,

yiizeyinin ortalama egriligi,

oo (r+d)sint((r+d)r"=2(r")> = (r+d)®)+ ((r £d)? + (r')?)(r'cost — (r £ d)sint)
J =

4.42
2(r£d)sint((r £d)* + (r)?)*? (4.42)

dir.

Teorem 4.2.5. ve Teorem 4.2.6. nin bir sonucu olarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 4.2.7. M, yiizeyi (4.32) yamas: ile verilmis bir donel yiizey olsun. Eger

rt) = +d + — & (4.43)
c,sin t —c, cost

ise, 0 halde, M, diiz bir yiizeydir. Burada c,, c,, c, reel sabitlerdir.

Sonu¢ 4.2.8. M, yiizeyi, (4.32) yamas1 ile verilmis bir donel yiizey olsun. Eger

G

r(t) = +d +
cost

ise, 0 halde, M, minimal bir yilizeydir.

Bu yiizeylerle ilgili baz1 6rnekler verilmis ve grafikleri ¢izdirilmistir.
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Ornek 4.2.9.

1) ¢ egrisi diiz bir dogru olsun. O halde, M donel yiizeyi

X (t,s) = ﬁ(cos t,sin tcos s,sin tsin s) (4.44)

parametrelendirmesiyle verilen diiz bir ylizeydir (Sekil 4. 3a). Ayrica d = -2 igin, M,

conchoid donel yiizeyi
X (t,s) = (_Lt — 2)(cos t,sin tcos s,sin tsin s) (4.45)
sin

parametrelendirmesine sahiptir (Sekil 4.3b).

a) Diiz donel yiizey b) Diiz donel yiizeyin conchoidi
Sekil 4.3. Diiz donel ylizey ve conchoid yiizeyi

2) ¢ egrisi, c(t) = (sin2tcost,sin2tsint) olmak lizere, M donel yiizeyi

X (t,s) = (sin2tcost,sin 2tsint coss,sin 2tsintsins) (4.46)
parametrelendirmesiyle verilir (Sekil 4.4a). Ayrica, d =2 i¢in M, conchoid donel
yiizeyi

X (t,s) = (sin2t + 2)(cost,sintcoss,sintsins) (4.47)
seklindedir (Sekil 4.4b).

a) Donel yiizey b) Dénel yiizeyin conchoidi

Sekil 4.4. Donel yiizey ve conchoid yiizeyi
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4.3. E* deki Conchoidal Yiizeyler

Herhangi bir F yiizeyinin conchoidal yiizeyi F, olmak iizere, bu yiizey belirli bir
referans noktas1 O ya gore d yaricap fonksiyonunu arttirmak suretiyle elde edilir.
F — R* yiizeyi, belirli bir sabit nokta O = (0,0,0,0) € R* Ve d € R mesafesine gore
regiiler bir ylizey olsun. Bu takdirde F yiizeyi

f(u,v) = r(u,v) p(u,v) (4.48)
polar gosterimiyle verilsin. Burada ||p(u,v)|=1 dir. s* birim kiiresinin

p(u,v) = (cosu cosv,sinucosv,cosusinv,sinusinyv) parametrelendirmesi gdzoniine
alinirsa, p(u,v) Ve r(u,v) fonksiyonlar sirasiyla, f(u,v) parametrelendirmesinin
kiiresel kism1 ve yarigap fonksiyonu olarak adlandirilir. F nin conchoid yiizeyi olan F,

ylizeyi de d parametresine bagl olarak
fy(u,v) =(r+d)p(u,v) (4.49)

ile gosterilir.

Teorem 4.3.1. F, (4.48) parametrizasyonuyla verilen regiiler bir yiizey olsun. O halde,
F nin Gauss egriligi,
W 2K = Fyly = F(Fy + Fy) — ruz _ rvz _ ruvz

rry2ry —4,°0% = r2n? 4 nlr,n, - 4mrn,

(4.50)

2 2 2 2 2
R S T TP il T VRN ¢ Wl (P ¢ i 9
u Tl 2 2 2242 2 2y,2 2
-r I’v _(ru _rv) _(ru +rv )(r +ruv)
(r2+ru2)(ru2(r2+2rV2+rruu)(rrW—2rv2—rz)—(rvs—ruzrv+r2rv+rruruv)2)
1

t +(r2+rv2)(rv2(rruu—2ru2—r2)(2ru2+rrW+r2)—(ru3+rrvruv+r2ru—rurvz)z)
rero+rn+r,%) ) ) ) 5
L (2r° +rry, +ro)@2r° +rry, +r°)

+r,r,| +(rry, —2ru2 —rz)(rrw —2rv2 - rz)rurv

3 2 2 3 2 2
=2(r," = o g )T - o+ rrry,)

dir.
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Ispat. F yiizeyinin tanjant uzay1
g—f = (A(u,v)cosv,B(u,v)cosv, A(u,v)sin v,B(u,v)sin v),
u

of (4.51)
a_v: (C(u,v)cosu,C(u,v)sinu,D(u,v)cosu,D(u,v)sin u)

vektor alanlar ile gerilmistir.

Bu nedenle, yiizeyin birinci temel form katsayilari,

9y =(f,, f,)=r>+ r,’,

g, =(f,. fu)=r1,, (4.52)
0 =(f, f,)=r"+r°

dir.

f (u,v) 'nin ikinci kismi tiirevleri asagidaki gibi ifade edilir:

f,, = (o(u,v)cosv,@(u,v)cosv,p(u,v)sin v,4(u,v)sin v),

6(u,v)cosv — A(u,v)sin v, A(u,v)cosv — B(u,v)sin v,

w [H(u,v)sin v+ A(u,v)cos v, A(u,v)sin v + B(u,v)cosv ] (4.53)
f., = (u(u,v)cosu, z(u,v)sin u,n(u,v)cos, 7(u,v)sin u)
Burada,
A(u,v)=r,cosu—rsin u,
B(u,v)=r,sinu+rcosu,
C(u,v)=r,cosv—rsin v,
D(u,v)=r,sin v+rcosv,
p(u,v)=r,cosu—2r,sin u—rcosu,

(4.54)

¢(u,v) =r,, Sin u+2r,cosu—rsinu,
6(u,v) =r, cosu—r,sin u,
A(u,v) =r,sinu+r,cosu,
u(u,v)=r, cosv—2r,sin v—rcosyv,
n(u,v) =r, sin v+ 2r,cosv—rsin v.

reel degerli fonksiyonlardir.
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(X Xy )= (r =1,,)% +4r,%, (Xgus Xy ) =Tyl + 11,
(Xgys Xy ) =Tyyby = 1My =1l + 12, (Xygr Xy ) =10, =11,
(X X )= (r =1,)° +4r,%, (X, Xy )=l =11y, (4.55)
(Xgs X ) =12+ 0,2 +1,7 41,2 (Xgs Xy ) = Ty + 1T,
(X g Xy ) =l + 20,1, = 11, (Xuys Xy ) =10y, + 11,
(Xyys Xy ) =Tyl + 20,5, =11, (X X, ) =11, 1,

dir. (2.17) esitliginden Christoffel sembolleri

N @r? +rr, +r?) r2 _R(my, - 2r,? —r?)

Iy ’ 11 ’
r(r?+r%+r? r(r?+r%+r?
u ' u "

3 2 2 3 2 2

- r," —rr+ror +rrr, r2 - r, —rr" +ror, +rrr, (4.56)

12— 2 2 2 ! 12~ 2 2 2 ' :
rqe+r,°+r,°) r(ro+r,"+r"°)

Lor(rr, —2r% —r?) 2 r2r 4, +r?)
o = 2 2 2y o = 2 2. 2
r(r+r,°+r,") rre+r,+r,°)

elde edilir. Boylece (2.20) esitliklerinden

(h(X,, X,),h(X,, X)) = (h(X,, X,),h(X,, X))

= (Xugs Xu )= (X Xy ) = T (X s Xy ) = Top” (X s X))

— T (X Xo ) = T (X X )+ 20, (X, X )+ 20,5(X X)) (4.57)
+ (rlllrzzl = (r121)2)<xu Xy )+ (r111r221 = (r121)2)<xu, X,)

+ (rnlrzz2 +1,,°T,, - 2r121r122)<xu, X, )+ (rllzrﬂ2 - (r122)2)<xv, X,)

bulunur. Boylece (4.52), (4.55) ve (4.56) esitlikleri (4.57) de yerine yazilirsa Gauss
egriligi (2.21) yardimiyla elde edilir.
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Teorem 4.3.2. F, (4.48) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler yiizey olsun. O halde,
F yiizeyinin ortalama egriligi

—4rrrr or —4r°rrrr —4arcrr’ror o +4rr rorr?
—ar®’rror, +2r ror 2’ fr t —arfr —4rfr

\" u uu uv uu"w'u
2 2 2 2 4 4 2
+rir f w12+, 4200+ 9rr 70t + 4t r

2 2 3 3 3
—2r’rrr,  +2r°r, r S #1200 Cr r 1200, —Arte

viu'w uu“wu vV oTuvu u “v-ouv

2 2 2.2 2 4 3 2 3 2
—-8rr r,r  +4r’c o S 2rr o ort =20 f 20t

uu"w vV ou'w

4 2 3 3 5 2 4 4 2
+6r%r r, rS —4rcrr,r —Aarcc e, = 2r°rCrnt At (4.58)

vV ouu'u vV "wu u

3_3 2 4 4 3_5 7 7 6, 2
=2rr,rr, S+ 4, =4, +2r'nr, +2r'r, r, —8rorr,,

uu"w

2 2 2 2.2 2.2 2. 2
—6r°r,°r,, —10r°r,°r,, —8r°r,°r, +16r°r,°r," + 2r°r,°r," + 2r°r, °r,

5.3 5 3 4_4 4.4 4.4 3 4 2
+o6r’rr,+2r’r,r,” —4r'r, r,—6r°r, r, =2rr,r, —2rr,r,

3.3_3 3.5 3 2 _4 4 4 5 3 9 6
||H||2 1 +6r’r,r; +4r’r,r, +rr,r, —4rr,r, +4rr, T +4r +8rorrr,
- 2 2
AV r(r’+r°+r°)

dir.
Ispat. (4.51) ve (4.56) denklemleri (2.22) de yerine yazilirsa (4.58) elde edilmis olur.

Sonu¢ 4.3.3. F yiizeyi, (4.48) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler ylizey olsun.

i) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir u -parametreli fonksiyon ise, o halde, F nin Gauss

ve ortalama egriligi sirasiyla,

1 2 1 2 4 2 4 4
K= =y — 1"+ 5 @rin +3r%  + r'nfr, + v 2r’n + ') | (459)
W (r°+r,")

ve

2

2.2 2,2
2 1 ren (g, —ry°)
||H|| _4W—4[r2(r2+ru2)2+r4(rruu)2+4r4ru22r3ruu(r2+ru2)+2r4(r2+ru2)%] (460)
u

seklindedir.

i) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir v-parametreli fonksiyon ise, o halde, F nin Gauss

ve ortalama egriligi sirasiyla

1 1
=7 fe———— @' ek e, e, 2 ) (4.61)

K
N (S

ve
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SR (AR Ry Sy T

(4.62)

2 1 2 2 4 2
[HI" =— | 4r® - ar®r, +ar'n® ot it -2, - —
AN ré+r,

seklindedir.

Sonuc 4.3.4. F ylizeyi, (4.48) parametrizasyonuyla verilen bir regiiler yiizey olsun. Eger
yaricap fonksiyonu sirastyla r(u) =c,e® Ve r(v)=c,e® seklinde u ve v-parametreli

fonksiyonlar ise F yiizeyi diiz bir yiizeydir.

Teorem 4.3.5. F, , (4.49) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal yiizeyi
olsun. O halde, F, ylizeyinin Gauss egriligi,

W2Ky =1, (0, — (r2d) = (rd)n, - 17 =17 =12

\ uv

(r+d)r’r, —4r’r,” —(r £d)*r? +r’r,r,

2 —(r+d)r’r,, +r’r,r, +(r£d)r’r, —(r£d)r’r, (4.63)

_ u ‘uu v uu
2 2 2
(red) +r0 07— (rxd)?r? —(r2 -2 = (r2 +r2)(r+d)* +r2)

—4(r £d)r,r,r,

viuv

rr,2r2 +(r£d)r, +(r+d)?)@r2 + (r£d)r,, +(r£d)?)
rr,|+((rxd)r, —2r7 —(r+d)?)((r £d)r,, —2r? —(r £d)*)r,r,

—2(r2 —rPr, —(rxd)’r, + (r£d)r,r, )} —r,r2 +(r£d)’r, +(r£d)r,r,)

1 [rf((r +d)?+2r2 + (r+d)r,)((r+d)r, —2r? —(r+ d)Z)J

+
(r+£d)®((r£d)® +r2+r?)?

+((rxd)?+r?)
(r>=rlr, +(r£d)’r? +(rxd)rr,)’

+((r£d)® +r2)
(2 +(rxd)r,r

viuv

rZ((r+d)r, —2r7 —(r+d)*)@r? +(r+d)r,, +(r £d)?)
- +(rxd)’r, —r,r?)?

olarak elde edilir.
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Teorem 4.3.6. F, yiizeyi, (4.49) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal

ylizeyi olsun. O halde, r, yiizeyinin ortalama egriligi,

—4(r+d)°rrr,r, —4(r£d)°r,rr,r, -4 +d)nrr,r,
+4(r+d)3r,r, 02 —ar £d)°r e, r, + 200 2 d)r
+(r=d)%r,r,* —4(r£d)®r, —4(r+d)®r, +(r+d)’r,>

+12(r+d) r,? +(r+d)’r, 2 +10(r+d)"r,” +9(r £d)°r,*

+7(r+d)°r* +4(r +d)°ryr r 2 —2(r£d)°r,rr, % +2(r+d)°r,r,r,°
+12(r £d)*rr,r, +12(r+d) 1 rr, —4(r £ d)*r,’nr,
—8(r+d)*r,’r,r,2 +4(r+d)°r,’r,%r, 2 + 2(r +d)3r 1, 1,*
—2r+d)%rr%r, 2 —2(r £d)%r%r,r, 2 +6(r £d)?r, r, 1,5 —4(r £d)?r,’r, 1, °
—4(r+d)?r,°rr, —2(r+d)?r,%r,r," +4(r £d)?r, r,,r,°

-2(r+ d)r\,3ruarw2 +4rv4rLIu ru4 —4r\,3ru5rW +2(r+d) rr, +2(r£d) 1,1,
—8(rJ_rd)6rv2ruu —6(r d)e’ruzruu —10(r J_rd)GrquW —8(rid)6rvzrw
+l6(rJ_rd)5ruzrv2 +2(r id)srwzru2 +2(rid)5ruu2rv2 +6(r id)srugrv
+2(r id)‘r’rurv3 —4(r+ d)“r\,"ruu —6(r d)4ru4rw —2(rid)4r\,4r\,V

—2(rid)3rv4ru2 +6(rid)3rv3ru3 +4(rid)3ru5rv +(r id)‘?’ruuzr\,4

—4(r+d)r, r,t +ar £ d)r, 5,2 +4r® +8(r+d)°rr,r,

Hal - AV (rd)(r+d)? +1,2+1,%) (4.64)
olarak bulunur.

Sonu¢ 4.3.7. F, ylizeyi, (4.49) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal
yiizeyi olsun.

i) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir u-parametreli fonksiyon ise, o halde, F,
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri,

2 1 2(r£d)*r, 2 +3(r£d)’r,* + (r£d)’r,’r,

K L (rxd)r, -r,~+
d = - — o _— _—_—nmm
w? (a2 d) Pt e

(4.65)

ve

rxd)2(rxd)? +r,3)2 + (rxd)*(r£d)—ry)? + 4@ +d)*r,?
[Hal? =— 2,2 | (4.66)

2.2
W |2 £ d)or, (r d)? 4 r2) 4 2(r £ d)A(r £ d)? 4,2y~ TED N ((rid)r“;_r“

(r=d)? +r,
dir.
if) Eger yarigap fonksiyonu r(u,v) bir v -parametreli fonksiyon ise F, ylizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri,
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1 1 2(r+d)*r,? +3(r+d)%r,* + (r£d)%r,’r,,
Ky=—|-(rzd)r, -r,°+ ) (r+d) (r£d) (4.67)

w? ((r£d)? + 6,7 (4 (r £d)r, *r,y +2(r £d)%r,* +1,°
ve
ar+d)’ -4 +d)°r, +4r+d) 2+ (rxd)'r, 2+ (r+d)?rf
||Hd||2=L ()Pl d) (2 d)r, 4t —(r ) r, 420 £d)2r, 2) (4.68)
e -2(r£d)’rr, - v w_ v w

(r+d)?+r°

olarak bulunur.

Sonu¢ 4.3.8. F, yiizeyi, (4.49) parametrizasyonuyla verilen F yiizeyinin conchoidal

yiizeyi olsun. Eger u-parametreli ve v -parametreli yarigap fonksiyonlari sirasiyla

r(u) = +d +c,e™ Ve r(v) = +d +c,e™ ise F, ylizeyi diizdiir.

4.4, E* de Yiizey Ornekleri

Bu boliimde 4-boyutlu Oklid uzayindaki genellestirilmis rotasyon yiizeyleri ve meridyen

yiizeylerinin conchoidal yiizey olmasi ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.

Tamim 4.4.1. (E* de genellestirilmis rotasyon yiizeyleri)

M c E* ylizeyi

X (u,v) = (f (u)cos av, f(u)sin av, g(u)cos bv, g(u)sin bv) (4.69)
parametrelendirmesiyle verilsin. Burada f (u) ve g(u) tiirevlenebilir fonksiyonlar ve
a,b € R olmak lizere M yiizeyi genellestirilmis rotasyon ylizeyi olarak adlandirilir.
Ayrica o (u) = (f (u), g(u)) diizlemsel dongii egrisi olarak tanimlanirsa

a®f(u)* +bg(u)’ >0 Ve (f'(u)’* +(g'(u)* >0 (4.70)
sartlarini saglar (Ganchev ve Milousheva 2008).

Boylece, (4.69) parametrelendirmesi ile verilen m rotasyon yiizeyinin

X4 (u,v) = (f, (u)cos av, f, (u)sin av, g, (u) cos bv, g, (u)sin bv) (4.71)
seklindeki ifadesine x parametrelendirmesiyle verilen m yiizeyinin conchoidali denir
ve X, parametrizasyonuyla gosterilip yiizey de m, ile ifade edilir.

M yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla
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1 ((fg"—f'g’)(azfg'—bzgf’)_azbz(f@_fg')] (4.72)

K =
(1% +(9)*)((af)* + (bg)?) (f)?+(9"? a’f?+b’g’
ve
g - ((a2 f2+b%g?)(f q"z— f'g:)2+3(/<'212 fg’;bzng ')2(( )%+ (9')2)JN1 (4.73)
2((£)°+(9))" " (@ f"+b"g")

olarak elde edilir (Arslan ve ark. 2011).
Burada, dongii egrisi polar koordinatlarda «(u) = (r(u)cos u, r(u)sin u) seklinde verilen
diizlemsel bir egri olsun. Bu takdirde,

f(u)=r(u)cosu,

g(u)=r(u)sinu (4.74)
olmak tizere,

f,'(u) = r"(u)c-os u—r(u)sin u, | (4.75)
g'(u)=r'(u)sinu+r(u)cosu

ve

f'U)=r"(u)cosu—2r'(u)sin u—r(u)cosu, (4.76)

g"(u)=r"(u)sinu+2r'(u)cosu—r(u)sinu
dir. Burada a #1 ve b #1 olmak iizere (4.74) ve (4.76) esitlikleri (4.72) ve (4.73) de
yerine yazilirsa Gauss ve ortalama egrilikleri

(r’(a2 —b?)cosusin u+r(a’cos®u+h?sin’ u))(2(r’)2 +ri-rr’)

K =
r(r?+(r)*)¥*@*cos?u+b*sinu)
a2b? (4.77)
+
r2(r® +(r)%)(a®cos?u+bsin?u)®
ve
G- (") +r’—rr" (r’(a2 —b%)cosusin u+r(a’cos®u+b?sin? u)) z 4.78)
2(r? +(r")?)%? 2r(r? +(r)*)"*(a® cos® u + b*sin* u) ' '

elde edilir.
Burada, o, (u) =(f,(u), g4(u))=((r(u)d)cosu,(r(u)=d)sin u) Olup gerekli islemler
yapilirsa, M, yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egrilikleri sirasiyla

(r’(a2 —b?)cosusinu + (r +d)(acos’u + bzsinzu))(Z(r’)2 +(r+d)2=(r+d)r"
(r+d)(r? + (r’)2)3/2(a2 cos?u +b?sin?u)
.\ a’b?
(r+d)3((r £d)* + (r)?)(a®cos®u + b?sin*u)?

Kd:

(4.79)
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ve

G (@Y red)-(redyr) (/22 ~b?)cosusinu + (r + d)(@? cos?u + bsin?u))
‘ 2((r £d)? +(r)?)%'2 2(r +d)((r £d)? + (r')?)"2(a?cos?u + b?sin u)

JNl (4.80)
olarak bulunur.

Ozel olarak burada a =b =1 alinirsa elde edilen rotasyon yiizeyine Vranceanu yiizeyi
denir (Vranceanu 1977).

Boylece Vranceanu yiizeyini Gauss egriligi

K (@)’ —rr'q)

4.81
(rQ)?® +(r'@y?)? (4.81)
ve ortalama egrilik vektorii
G [ r@rr@) 3y’ +2(rw)® ) (4.82)
2((r(u))® +(r'u)?)*? '

dir (Arslan ve ark. 2011).

Sonu¢ 4.4.2. Vranceanu yiizeyinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(u) = ce™,

¢,.c, € R olmasidir (Arslan ve ark. 2011).

Sonu¢ 4.4.3. Vranceanu yilizeyinin minimal olmasi igin gerek ve yeter sart

+1

ru)= \/clsin( 2u) —c, cos(2u)

, C,,C, € R olmasidir (Arslan ve ark. 2011).

Benzer sekilde (4.71) parametrizasyonu kullanilarak Vranceanu yiizeyinin conchoidali

olan yiizey ele alinirsa Gauss egriligi,

K, = (r'(u))? —(rz(u)id)r”z(uz) 1 (4.83)
((r(u)£d))” +(r'(u))?)

ve ortalama egrilik vektorii de

A, :(—(r(u)J_rd)r”(u)+3(2r’(u))'2 +22((3|:§u)io|))2]|\|1 (4.84)
2((r(u)£d)” +(r'(u)”)

olarak elde edilir.

Sonug¢ 4.4.4. Vranceanu ylizeyinin conchoidal ylizeyinin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter

sart r(u) = =d +c,e™, ¢,,c, € R olmasidir.
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Sonu¢ 4.4.5. Vranceanu ylizeyinin conchoidal yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve

+1

eter sart r(u) ==+d +
Y ’ \/clsin(Zu)—cz cos(2u)

, C,,C, € R olmasidir.

Tamim 4.4.6. (E* de meridyen yiizeyleri)

4-boyutlu Oklid uzaymda {e,,e,,e,,e,} ortonormal gatist verilsin. {e e, e,} tarafindan
gerilen orijin merkezli birim kiire s?2(1) olmak {izere bu birim kiire iizerinde birim hizl

7 =y(v), Ve J c R egrisi verilsin. T =’ i¢in y egrisinin ¢atist {T (v), N (v), »(v)} ile

verilir ve
7' (V) =T (v),
T'(V) = (V)N (V) — y(V), (4.85)

N'(v) = —x(V)T (V)
denklemleri saglanir. Burada «(v), 7 egrisinin kiiresel egriligidir ve «_ (u) da

a :a(u) = (a, (u), a, (u)) meridyen egrisinin egriligi olup

a/(Wa,u) —a/(u)a,(u
e ((f»e;)(u»(z)ﬂa;((u)))zf(’z) o
dir.
Bu takdirde
M2 DX (U,V) = ey (W) (V) + a, (U)e, (4.87)

parametrelendirmesiyle verilen M ? vyiizeyi « meridyen egrisinin E* de oe, ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen M *® < E* rotasyonel hiper yiizeyinde yatan bir
yiizeydir. Béylece M ? yiizeyi M ° {in meridyenlerinden olustugundan meridyen yiizeyi
adi verilir (Ganchev ve Milousheva 2010). Burada o, (u) Ve «,(u) reel degerli
tirevlenebilir fonksiyonlardir. Boylece , = 5 (v) = (5, (V). y,(v), y,(v)) olmak iizere
(4.88) parametrelendirmesiyle verilen meridyen yiizeyi

M2 2 X (U, V) = (e, (W), (V), o, (W), (W), o, (W) 5 (V) ex, (U)) (4.88)

yamastyla ifade edilir.
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Onerme 4.4.7. M yiizeyi (4.88) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen yiizeyi

olsun. Bu takdirde m nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektori sirasiyla

K = K, (U)a,(u) (4.89)
o, (U)y (@ ()2 + (a3 ()

ve

PR N A OLAONCHO S CAO B AON (4.90)
2a,(0) 2, (W (@ (W) + (a3 (W)? 2

dir. Burada «, egriligi (4.86) esitliginde tanimlanmustir (Bulca 2013).

Burada, E® de birim hizli kiiresel bir egriy(v) = (sechv,cosvtanhv,sinvtanhv) Ve
meridyen egrisi «(u) = (r(u)cosu, r(u)sinu) olmak iizere, meridyen yiizeyi

X (u,v) = (r(u) cos usechv, r(u)cos ucos v tanh v, r(u) cos usin v tanh v, r (u) sin u) (4.91)

seklinde verilir. Bu yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla,

K — (r'sinu-+rcosu)(2(r)% —rr" +r?) (4.92)
rcosu(r? + (r)?)?
ve
Ho Ky Fu)cos u(— re”+2(r') + r2)+ ((r")? +r?)(r'sin u+rcosu) N (4.93)
2rcosu 2rcosu((r')2+r2)3/2 i

- 2 -
dir. Burada, 2 - 2FCosh°V gjr.
cosh?v

Sonuc 4.4.8. M yiizeyi (4.88) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen ylizeyi olsun.
Bu takdirde m yiizeyinin diiz bir yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart meridyen egrisinin
a(u) = (a,(u),c) seklinde bir egri ya da M yiizeyinin acilabilir bir regle yiizey
olmasidir (Bulca 2013).

Boylece Sonug 4.4.8. yardimiyla m yiizeyi (4.91) parametrelendirmesiyle verilen

meridyen yiizeyi olmak iizere asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢ 4.4.9. M yiizeyi (4.91) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen yiizeyi olsun.
Bu takdirde ™M yiizeyinin diiz bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart yarigap

1

fonksiyonunun ru) =
c,sinu—c,cosu

olmasidir. Burada c,,c, reel sabit sayilardur.
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Ispat. (4.91) yamasi ile verilen m diiz bir yiizey olsun. Bu takdirde K =0 olmasindan

rr’—2(r)>—r*>=0 Vveya r'sinu+rcosu=0 dir. Bu diferansiyel denklemlerin

L Ve r(u) = —— olup istenilen sonug elde edilir.
c,sinu—c,cosu sin u

¢oziimiinden r(u) =
Tamm 4.4.10. & :&(u) = (&,(u), &, (u)) = ((r(u) £d)cosu, (r(u) +d)sin u) egrisi bir
meridyen egrisi olmak {lizere

M2: X (u,v) =a,(u)y(v)+a,(u)e, (4.94)
parametrelendirmesiyle verilen M? yiizeyi M? meridyen yiizeyinin conchoidal yiizeyi
olur. Boylece (4.87) parametrelendirmesiyle verilen meridyen yiizeyinin conchoidali

M 22X (U, V) = (@ W7 (), @y ()7, (V). &y ()75 (v), @ (U)e, ) (4.95)

yamastyla ifade edilir.

Onerme 4.4.11. M yiizeyi (4.91) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen yiizeyinin

conchoidali olsun. Bu takdirde M nin Gauss egriligi ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla

K - (r'(u)sin u + (r(u) £d)cosu) + (=(r(u) £ d)r"(u) + 2(r'(u))? + (r(u) + d)?) (4.96)
(r(u) £ d)cosu((r')? + (ru) £ d)?f

ve

G K S| orEdrre2r)? +(red)? | r'sinu -+ (r +d)cosu N (4.97)

T 2(r+d)cosu )3’2

2
2((r')2+(rid)2 2(r4_rd)cosu((r')2+(r¢d)2)”2

2 -
dir. Burada, 2 _ 4+Cosh”v i,
cosh?v

Ispat. Burada &(u)=((r(u)+d)cosu,(r(u)+d)sinu) olarak almirsa egrinin birinci ve
ikinci mertebeden tiirevleri hesaplanip (4.89) ve (4.90) da yerine yazilirsa istenilen sonug

bulunur.

Sonu¢ 4.4.12. m yiizeyi (4.91) parametrelendirmesiyle verilen bir meridyen yiizeyi
olsun. Bu takdirde m yiizeyinin diiz bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart yarigap

1

fonksiyonunun r) =+d +
c,sinu—c,cosu

olmasidir. Burada c,, c, reel sabit sayilardir.
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Ispat. (4.91) yamasi ile verilen m diiz bir yiizey olsun. Bu takdirde K =0 olmasindan
(r£d)r"—=2(r)>—(r+d)*>=0 Veya r'sinu+(rtd)cosu=0 dir. Bu diferansiyel

denklemlerin ¢dziimiinden r(u)=+d + 1 Ve r(u)=+d +

_ _ olup
C;SiInu—cC,cosu sin u

istenilen sonug elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu yiiksek lisans tezinde literatiirde tanimlanmis olan conchoid egrileri ele alinmistir.
Diizlemde conchoid egrileri ve 3-boyutlu uzayda conchoidal yilizey kavramlari
kaynaklarda verilmis olup bu tez ¢alismasinda bunlardan faydalanarak 3-boyutlu uzayda
conchoid egrileri tanimlanmig ve egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica 4-boyutlu uzayda
conchoidal yiizey tanimi verilip bu ylizeylerin diiz ve minimal olmasi ile ilgili sonuglar

verilmistir. Bu egri ve yiizeylere o6rnekler verilip bunlarin grafikleri ¢izdirilmistir.
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EKLER

EK1 E° de v-parametreli diiz ve minimal conchoidal yiizey

EK?2 E® de u-parametreli diiz ve minimal conchoidal yiizey
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EK 1 E® de v-parametreli diiz ve minimal conchoidal yiizey

> fiv-parametreli#
>odel:=diff(r(v),v)*sin(v)+r(v)*cos(v)=0;

odel = (doi/ r(v)) sin(v) +r(v)cos(v)=0

> dsolve (odel) ;

c1
™) =)

>ode2:=2*diff (xr(v),v)*2+r(v)*2-r(v) *diff(r(v),v,v)=0;
2
g 2 &) o
ode2 =2 (dv r(v)j +r(v) —=r(v) [dvz r(v)]_o

> dsolve (ode2) ;
1

_Clsin(v)—_C2cos(Vv)

r(v) =
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EK 2 E°® de u-parametreli diiz ve minimal conchoidal yiizey

> ffu-parametreli#
>ode3:=c*2* (2*diff (r (u) ,u) *2+r (u) *2*c*2-
r(u)*diff(r(u),u,u))-(1-c*2)*diff (r(u) ,u)*2=0;

2
d
— A2
0de3 =c¢ {2 (du r(u)j
> dsolve (ode3) ;

r(u)=((2c¢?=1) (-2sin(y/2¢c?~1u) _Cl C2cos(,/2c*~1u)+sin(4/2c®—1 u)z_c12
C2
, [2(2021)]
— _C2%sin(,/2¢*~1u) +_C2%) /¢")

>oded:=(3*diff (r (u) ,u)*2+2*r (u) *2*c*2-
r(u) *diff(r(u) ,u,u))=0;

2

d? d
+r(u)?c®=r(u) [dz r(u)]J—(l—cz) [du r(u)j -0
u

2

dea =3[ & 2r(u)®c? L =0
oded = (du r(u)] +2r(u)°c —r(u)[duzr(u)J_

> dsolve (oded) ;

r(u) =

J(_Cl sin(2cu)—_C2cos(2cu))c
_Clsin(2cu)—- _C2cos(2cu) '

J(_Clsin(2cu)—_C2cos(2cu))c
_Clsin(2cu)—_C2cos(2cu)

r(u)=-
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