T.C.

ULUDAG UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MODULER FORMLAR VE UYGULAMALARI

Meryem BEKLER

Prof. Dr. Osman BiZiM

(Danigman)

YUKSEK LISANS
MATEMATIK ANABILIM DALI

BURSA — 2016
Her Hakk: Saklidir



TEZ ONAYI

Meryem BEKLER tarafindan hazirlanan “Modiiler Formlar ve Uygulamalari” adh tez
calismasi asagidaki jiiri tarafindan oy birligi/oy ¢oklugu ile Uludag Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dal'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak
kabul edilmistir.

Danisman : Prof. Dr. Osman BiZIM
f“}"

Baskan : Prof. Dr. Osman BiziM ;
Uludag Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
/

Matematik Anabilim Dali /)

,':—]

Uye : Prof. Dr. Ahmet TEKCAN [~
Balikesir Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi — ‘/
Matematik Anabilim Dali

Uye : Yrd. Dog. Dr. Firat EVIRGEN /
Balikesir Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi 2

Matematik Anabilim Dali

Yukaridaki /sonucu onaylarim

Y - L/ ey
Prof. Dr. Ali Osman DEMI
Enstitii Miidiirii

/2016



U.U. Fen Bilimleri Enstitiisii, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim bu
tez cahismasinda;

- tez icindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢er¢evesinde elde ettigimi,

- gorsel, isitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

- baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

- atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,

- kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimu,

- ve bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iiniversite veya baska bir {iniversitede baska bir
tez calismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

30/09/2016

Imza

Meryem Bekler



1. GIRIS

Modiiler formlar teorisi, matematigin sayilar teorisi, harmonik analiz, eliptik egriler
teorisi ve Riemann yiizeyleri teorisi gibi gii¢lii alanlarm kesisim noktasinda oldugundan
modiiler formlar bu alanlarla dogrudan veya dolayli olarak iligkilidir. Dolayisiyla ilk
olarak, modiiler formlarm bu alanlarla olan iliskileri iizerinde kisaca durmak,

motivasyon i¢in oldukga yararl olacaktir.

Modiiler formlarin ilk sayilar teorisi ile iliskisini ele alalim. Verilen bir pozitif
tamsaymin kag¢ tane kare saymim toplami olarak ifade edilebilecegi sayilar teorisinin
onemli bir problemi oldugu gibi bu problemin ¢oziimii modiiler formlarin bir
uygulamasindan bagka bir sey degildir. Her bir a; € Z\{0} i¢cin

O(X1, X2 oov , Xi) = A X] + @, X5+t a,x;
polinomu, 7Z halkasi iizerinde £ degiskenli 2 dereceli bir kuadratik formdur. Verilen bir
n pozitif tamsayisi i¢in

Ox1,x2, ... , Xp)=n
esitliginin Z halkasinda ¢oziimiiniin olmasi halinde bu esitligin ¢oziimlerinin sayisi
ro(n) ile gosterilirse rp(n) sayismim belirlenmesi sayilar teorisinin 6nemli problemlerin-
den birisidir. Ozel olarak yukaridaki esitlikte her bir a; = 1 olarak almarak elde edilen
Ox1, X2, o s X)) = X} +X) +.t X; =0

esitliginin ¢ozlimlerinin sayis1 rx(n), hangi pozitif tamsayilarm & tane kare saymnin
toplam1 bi¢ciminde yazilabilecegini gosterir. Lagrange, her bir pozitif tamsaymin dort
tane kare saymin toplami olarak yazilabildigini ispatlamustir. ki kare sayinm toplami ve
iic kare saymin toplami halleri i¢in cevaplar, Fermat ve Gauss tarafindan verilmistir.
k > 4 i¢in calismalar yapildigi halde, asil 6nemli halin £ = 4 olmas1 nedeniyle {izerinde

fazla durulmamistir. Bunun i¢in Jacobi tarafindan tanimlanmis olan
S(Z) — zqn , q — eZTEiZ

fonksiyonu dikkate alinmistir. Bu fonksiyon her z € &= {x +iy|x,y € R, y> 0} icin

1yi tanimlhidir ve Ustelik



9 (2)= (iqlz ]{ iq'”2]=24’2+'”2 =>"r(nq"

lm n>0

dir. Benzer sekilde hareket edilerek 9*(z) = ZFk (n)q" oldugu sonucu da elde edilebi-

n=0

lir ve bundan baska

F(z+1)= 94 (2) ve 3"(— 4ij _ (2]2 L9(2)

i
esitliklerinin gerceklendigi de goriilebilir. Bu esitlikleri gercekleyen 7/ tizerindeki
analitik fonksiyonlarin ailesi, £ ¢ift sayilar1 i¢in 6zel bir modiiler form ailesini olusturur,

iistelik bu aile, C iizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayidir. Ozellikle k = 4 olmasi

halinde bu aile, 2 boyutlu bir vektor uzayidir ve bu vektér uzayinin bir bazi, Eisenstein

serileri ile ifade edilebilir.

o(m)=>.d

dln

ve Eisenstein serisi
6@ = —+ 3 o(n)g”
Z —
24 =W

olmak tizere, s6z edilen bazmn elemanlar:
f2) = G(z) - 2G(2z2), g(z) = G(2z) — 2G(4z)
fonksiyonlaridir ve 9*(z) fonksiyonu, fz) ve g(z) fonksiyonlarmin

9'(2) = 8f(2) + 16g(z)

lineer terkibi olacak biciminde ifade edilebilir. Dolayisiyla

9%(2) = 2r4(n)q" =1+ SZG(n)q" —3220(n)q4”

n>0 n>1 nxl1

ve boylece

r,(n)=8(2+ (-1)”)2d
dln
21d

olarak bulunur. Bu esitlik her # i¢in r4(n) > 0 oldugunu, yani Lagrange teoreminin dogru
ve dolayisiyla her bir pozitif tamsaymin dort tamsaymin karesinin toplami bi¢ciminde
yazilabildigini gostermektedir. Bundan bagka son esitlik, » sayisinin bolenlerine bagli
olarak verilen bir » sayisinin dort tane karenin toplami olarak kac¢ degisik bigcimde

yazilabilecegine yonelik basit bir formiil de belirtmektedir (Shimura 2002).



Ozellikle A. Wiles tarafindan Fermat’in Son Teoreminin verilen ispatindaki énemleri
nedeniyle eliptik egriler teorisi son yillarin en popiiler teorisidir ve modiiler formlar ile

eliptik egriler teorisi arasinda da oldukca yakin bir iligki vardir. Q < C bir kafes olmak

uzere

_ L L1
pE= S+ 2 ((Z_w)z wzj

z ©eQ\{0}
olarak tanimlanan Weierstrass g -fonksiyonu ve '(z) fonksiyonu Q kafesine gore

birer eliptik fonksiyondur.
G =G ()= Yo"

0eQ\{0}

olarak tanimlanan Gj, Eisenstein serileri de 6zel birer modiiler formdur ve tstelik
-2
@'(z)= —+6G,z+20Gz" +...
Z

biciminde ifade edilebilir. Gerekli diizenlemelerin yapilmasi halinde
@'(2)" = 4p(2)’ — 60G,p(z) — 140G,
esitligi elde edilir. Bu iki fonksiyonu bir birine iliskilendiren bu esitlik
g, =60G, =60 Y o've g, =140G, =140 Y o

©eQ1{0} ©eQ1{0}
olmak tizere
9'(2)" =4p(2)’ - g,0(2) - g,

bi¢iminde ifade edilir. Dolayisiyla

Eo:)y*=4x" — 60Gex — 140Gs = 4x° — gox — g3
olmak lizere

0:C/Q—> Eqg, herz e C/Qiginz — (p(2),£'(2))

olarak tanimlanan 0 doniisiimii bir homeomorfizmdir. Dogal olarak  kafesi

A(Eq) = (60G4)’ — 27(140Gs)* = g2° —27g5* # 0
olacak bigimde secilmis bir kafestir. Dolayisiyla G4 ve Gg fonksiyonlarindan baska

A(Eq) fonksiyonu da 6zel bir modiiler formdur.

Son olarak sayilar teorisi ile analizi bir araya getiren bir fonksiyon yardimiyla

tanimlanan 6zel bir modiiler formdan s6z edecegiz. s € C olmak iizere



=1
L) =2 —
n=l1 n
olarak tanimlanan Riemann zeta fonksiyonu Re(s) > 2 i¢in iyi tanmimlidir ve bu

fonksiyon C {tizerinde meromorf bir devama sahiptir. Bu fonksiyon sayilar teorisi ile

analiz arasinda bir koprii olusturmaktadir ve iistelik bu fonksiyon ile ilgili halen

¢oziilememis bircok problem ile ugrasilmaktadir. QQ lizerinde verilmis olan bir E eliptik
egrisinin Hasse-Weil L-fonksiyonu L(E, s) ile gosterilir ve bu fonksiyon p, A(E(F,)) # 0
ozelligindeki bir asal say1, Ly(E, 5) = (a,p™ +p"™)" ve a,=p+1-|E(F,) olmak
uzere

E[Lp (E, 5)= ZZ—
esitligi ile tanimlanir. Bu esitlik ile tanimlanan L(E, s) fonksiyonu da 6zel bir modiiler

formdur.

Bu calismanin amaci, olduk¢a genis bir calisma alanma sahip olan modiiler formlar ile

ilgili baz1 gercekleri bir araya getirmek ve uygulamalar1 tizerinde durmaktir.



2. KESIRLi DOGRUSAL DONUSUMLER VE OZELLIKLERI

Cyx = C U {0}, C kiimesinin tek nokta kompaktifikasyonu, yani C kiimesine bir tek
nokta eklenerek elde edilen C kiimesinin kompaktifikasyonu Riemann kiiresi olarak

adlandirilir. Bu kisim hazirlanirken (Apostol 1976), (Diamond ve Shurman 2005),
(Koblitz 1993) ve (Singerman ve Jones 1987) kaynaklar1 yogun olarak kullanilmistir.

2.1 Tamm. 7 : C, —» C, donilisimii meromorf ve bire bir 6rten bir donlisim ise T
doniisiimiine C,, Riemann kiiresinin bir otomorfizmi denir ve C, kiiresinin tiim

otomorfizmlerinin kiimesi Aut(C.) ile gosterilir.

a, b, c,d e Cve ad — bc # 0 olmak tlizere Aut(C,) kiimesinin elemanlar1

az+b

A\ —
p @) cz+d

bicimindeki fonksiyonlardir. w = T(z) seklindeki doniisiimlere Mébius doniisiimii veya
kesirli dogrusal doniisiim denir. T doniisimi a, b, ¢, d katsayilar1 ile bir tek sekilde

belirlenemez, A € C\{0} olmak tizere Aa, Ab, Ac, Ad katsayilarinin da ayn1 7 doniigiimii-

nii belirtecegi agiktir. Mobius dontistimleri, fonksiyonlarin bileske islemi ile bir grup

olusturur.
- az+b . .. . N g g e
Eger U(z) =— - dontisiimii de bir Mébius dontistimi ise
cz+d
da+bc)z+(a'b+bd
UoT) )= tat bz labtbd)
(cla+dc)z+(c'b+dd)
ve ustelik

(da+bc)c'b+d'd)—(a'b+bd)c'a+d'c)=(a'd —b'c")ad —bc)#0
oldugundan U oT doniisiimiiniin de bir Mobius doniisiimii oldugu goriiliir. Bundan
baska /(z) = z 6zdeslik doniisiimiiniin de bir Mobius doniisiimii oldugu agiktir ve tistelik
herhangi 7" Mobius doniisiimiiniin tersi

dz—b
—cz+a

T(2)=




dir.

az+b

dogrusal doniisiimiiniin zy = _4 noktasinda bir basit kutup yeri

Her bir 7'(z) =
cz+d c

vardrr. Bununla birlikte 7' (—1) = limd T(z) =00 olarak tanimlanirsa 7 doniisimii zo
c

z>—
c

dz—=b . . . . . a
doniisiimiiniin de z; = — nokta-
—cz+a c

noktasinda siirekli bir fonksiyon olur. 77'(z) =

sinda bir basit kutup yeri vardir, benzer sekilde 7' —1(2) =1lim7(z)=o olarak tanimla-

75—
c

nirsa 7' doniisiimii de z; noktasinda siirekli olur. Bu tanimlar dikkate alindiginda,

T7'(z)= il fonksiyonlarmin birer rasyonel fonksiyon ve
—cz+a

az+b
T =
) cz+d

dolaysiyla C, kiimesi tizerinde siirekli olduklar1 agiktir. Boylece her bir 7 € Aut(C.)
doniisimii bir homeomorfizmdir, yani Aut(C.), C, kiiresinin homeomorfizmlerin bir

grubudur.

Mobius doniisiimleri ile 2 x 2 boyutlu matrisler arasinda giiclii bir iligki vardir.

a b a b
M = ve N =
{c d] {c’ d’]

! !

az+b e U(z)= a’z il b, lineer doniisiimlerine karsilik

cz + cz+

matrisleri, swrasiyla, 7'(z) =

gelen matrisler olmak tizere Uo7 doOniisiimiine karsilik gelen matris de, M ve N
matrislerinin ¢arpimi olan

da+bc ab+bd
NM =
ca+dc cb+dd

matrisidir. Bu iligki daha agik olarak su sekilde ifade edilebilir;
a b
GL(2,C)= {{ d] ca,b,c,d e Cvead—bc+0}
c

kiimesi, genel lineer grup ve

az+b
cz+d

{a b]
M = e GL(22,C) ve T(z) =
c d



olmak tizere her M € GL(2, C) i¢in
0:GL2, C) > Aut(C,), 0(M) =T

olarak tanimlanan 6 doniistimiinii dikkate alinirsa, yukaridaki iglemlerden

O(NM)=U oT = 0(N)O(M)
oldugu aciktir. O halde 0 déniisiimii, bir grup homomorfizmidir. Ustelik her Mdbius
donlisimii i¢in bir matris var oldugundan 6 doniisiimii bir epimorfizmdir. Bu

dontistimiin ¢ekirdegi olan K = Ker(0) kiimesi, her z € C i¢in /(z) = z olmak iizere

O0(M) = I dzelligindeki matrislerden, yani A € C\{0} olmak iizere

A0
=\l

0 A
matrislerinden olusur. Boylece, M, N € GL(2, C) matrislerinin ayn1 7" Mdbius
doniisiimiinii belirtmesi i¢in gerek ve yeter kosul belli bir A € C\{0} i¢in N = AM, yani
M'N e K olmasidir. Eger 0 epimorfizmine birinci izomorfizm teoremi uygulanirsa,

Aut(C,) = GL(2, C)/K = GL(2, C)/{\M : A # 0}

oldugu goriiliir. GL(2, C)/K boliim grubu projektif genel lineer grup olarak adlandirilir

ve bu grup PGL(2, C) ile gosterilir.

Her M, N € GL(2, C) igin det(NM) = det(N)-det(M) oldugundan
det: GL(2, C) —» C* = C\{0}
fonksiyonu bir grup homomorfizmidir ve bu doniisiimiin ¢ekirdegi olan det(M) = 1
ozelligindeki M € GL(2, C) matrislerinden olusan SL(2, C) grubuna ozel lineer grup
denir. SL(2, C), GL(2, C) grubunun bir normal alt grubudur ve det fonksiyonu 6rten bir
fonksiyon oldugundan
GL(2, C)/SL(2, C)=C*

dir. Eger N € GL(2, C) ise O(N) = (M) oldugundan A* = det(N) ve M € SL(2, C) i¢in
N = AM yazilabilir. Dolayisiyla C,, kiimesinin her bir otomorfizmi, ad — bc = 1 olmak

uzere

az+b
T =
@) cz+d




bi¢cimindedir, yani 0 doniisiimii SL(2, C) grubunu Aut(C,) kiimesi tlizerine resmeder.
Boylece, projektif genel lineer grup PGL(2, C), SL(2, C) grubunun PGL(2, C)/K bolim

grubundaki resmi olan projektif 6zel lineer grup PSL(2, C) ile ¢akisir.

2.2 Tanm. a, b, c,d € Cve ad — bc# 0(yadaad — bc=1) olmak lizere

az+b

T(z) =
@ cz+d

dontistimlerine C, kiimesinin anti-otomorfizmleri denir.

T anti-otomorfizmi C., kiimesinin bir homeomorfizmdir. Iki anti-otomorfizmin bileskesi
bir otomorfizm ve bir anti-otomorfizmle bir otomorfizmin bileskesi ise bir anti-
otomorfizmdir. Boylece, C, kiimesinin otomorfizmleri ve anti-otomorfizleri,
Aut(C,) = PGL (2, C) ile gosterilen bir grup olustururlar. Aut(C,,) kiimesi, bu grubun
indeksi 2 olan bir alt grubudur ve dolayistyla bu grubun bir normal alt grubudur.
A_ut(Cw) kiimesinin elemanlar1 olan otomorfizmlerin ve anti-otomorfizmlerin farkli

topolojik Ozellikleri vardir, otomorfizmler birer yon koruyan doniisiimler olduklari

halde, anti-otomorfizmler yon korumazlar.

n pozitif bir tam say1 ve F bir cisim olmak iizere GL(n, F) genel lineer grubu n x n
boyutlu, katsayilar1 F cisminin elemanlar1 olan matrislerden olusur. Benzer sekilde,
SL(n, F) 0zel lineer grubu determinant1 1 olan matrislerden olusur. Eger n > 2 ise

GL(n, F) grubu n boyutlu F" vektor uzay1 tizerinde hareket eder.

PGL(2, C) grubunun dort tane tireteci vardir. Bu doniigiimler,
i. Donme doniisiimii. 0 € R olmak iizere Ry(z) = ¢"z olarak tanimlanan Ry doniisiimiine

donme doniigiimii denir. Bu doniisiim diizlemdeki noktalar1 orijin etrafinda 0 agis1

kadar dondiirir.

1 .
ii. J doniisiimii. J(z) =— olarak tanimlanan J doniisiimii, C,, kiiresinde 1 ve —1 nokta-
z

larindan gecen eksen boyunca yapilacak 7 acilik bir donmeye karsilik gelir. Boylece C.,



kiiresinin, iist yarisindaki noktalar bu doniisiim ile alt yarisi iizerindeki noktalara ve alt
yarisi lizerindeki noktalar da {ist yarisi izerindeki noktalara resmedilir.

iii. Esneme doniisiimii. » € R ve » > 0 olmak iizere S,(z) = rz olarak tanimlanan S,

doniisiimiine esneme doniisiimii denir. Bu doniisiim, 0 ve co noktalarini sabit birakarak

C diizlemi iizerinde bir benzerlik donilistimii olarak uzakliklar1 » > 0 kat1 kadar genis-

letip daraltarak hareket eder. Eger 0 < r < 1 ise S, doniislimiiniin bir daralma, » > 1
olmasi halinde ise S, doniistimiiniin bir genisleme oldugu agiktir.

iv. Kayma doniisiimii. 7 € C olmak tlizere 7(z) = z + t olarak tanimlanan 7;
doniisiimiine kayma déniisiimii denir ve bu doniisiim oo noktasini sabit birakirken C

diizlemi iizerinde kayma hareketi yapar.

az+b

Her bir Mobius doniisiimii, ad — bc = 1 olmak tizere T(z) = bicimindedir. Eger

cz+d

az+b 0

c =0 1se a, d # 0 olmak iizere T(z)=

olur. Eger 9 _re? ve 2:t olarak
d d

alinirsa

I(z) = ré’z + t

olur. Boylece T= T, oS, o R, oldugu goriiliir. Eger c # 0 ise ¢ = 2 olmak iizere
c

rey=4-_1 _ (T o J)(~c’z—cd)

¢ cez+d)
biciminde ifade edilebilir. Bundan baska z — —c*z — ¢d doniisiimii de —¢* = re'? ve
—cd = t' olmak iizere verilen lreteclere bagli olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla,
S.(z) = rz ve Ro(z) = €'’z olmak iizere, bu halde de 7T doniisiimii iireteglere bagh olarak

T,0J 0T, 08, oR, biciminde ifade edilebilir.

C, C, kiiresinde bir gember ve T € PGL(2, C) ise T(C), C, kiiresinde bir ¢emberdir,

yani 7' doniistimii altinda bir cemberin goriintiisii yine bir ¢gember olur.

2.3 Tammm. G, Q kiimesi ilizerinde hareket eden bir grup olmak tizere her bir a, f € QQ
icin g(a) = B olacak bigimde belli bir g € G var ise G grubu Q kiimesi lizerinde gecisli

hareket eder denir. Daha genel olarak, (o, oy, ..., o) ve (Bi1, B2, ..., Pr), Q lizerinde



farkli k-bilesenliler olmak tizere j = 1, 2, ..., k i¢in g(oj) = B; olacak bigimde belli bir
g € G var ise G grubu Q kiimesi tizerinde k-gecisli hareket eder veya kisaca k-

gecislidir denir.

Tanimdan £ > 2 i¢in Q kiimesi lizerinde k-gecisli olan bir grubun Q kiimesi lizerinde

(k — 1)-gecisli oldugu agiktir.

z1, zo ve z3, C,, kiiresi iizerinde birbirinden farkli noktalar ise 7(z;) = 0, 7(z2) = 1 ve
1(z3) = oo Ozelliginde bir tek 7 € PGL(2, C) doniisiimii vardir. Dolayisiyla, (zi, z2, z3) ve
(w1, wo, w3), C, lizerinde farkli noktalardan olusan ii¢liller olmak tizere, her j =1, 2, 3
icin 7(zj) = w; olacak bicimdeki 7" € PGL(2, C) doniisiimii de bir tektir. Dolayistyla

PGL(2, C) grubu Cyiizerinde 3-gecisli hareket eder.

(z0, z1, 22, z3), Cs kiimesinin farkli noktalarindan olusan bir dortlii olmak {izere bu
noktalarin ¢apraz orant A = (2, z1; 22, z3) ile gosterilir. T € PGL(2, C) donlisiimii

T(z1) =0, T(z2) =1, T(z3) = ©
ozelligindeki dontisiim olmak tizere 7(zo) = (2o, z1; 22, z3) = A olarak tanimlanir. Tanim
dikkate alindigindan A = (zo, z1; 22, z3) = 1(20) V€ zo # 21, 22, z3 oldugundan A # 0, 1, o
oldugu goriiliir. 7(z;) = 0, T(z2) = 1, T(z3) = o 6zelligindeki doniisiim

(z=2z)(z,—z)
T(z)=
=) (z,—2,)(z;— 2)

dir. Dolayisiyla

(zy —2)(z, — z3)
A = (20, z1; 22, z3) = T(20) =
(G0, 21322, 2) o) (z; —2,)(z5 — 2p)

bi¢ciminde yazilabilir. Boylece C ve C' herhangi iki ¢ember ise 7(C) = C’ olacak
bi¢cimde bir 7 € PGL(2, C) doniisiimii vardir, yani, PGL(2, C) grubu C, kiimesindeki

cemberlerin kiimesini gegisli olarak permiite eder.

2.4 Tamm. G bir grup ve g, & € G olmak iizere g = aha™' dzelliginde bir a € G varsa g

ve h elemanlarma G grubunda konjuge elemanlar denir. G grubunda konjuge olma

10



ozelligi bir denklik bagintisidir ve bu denklik bagintisi ile elde edilen denklik siniflarma

da konjuge siniflari denir.

1(z) = z esitligini gergekleyen z € C, noktasma 7 doniisimiiniin sabit noktasi denir.

Eger z noktast 7 doniisiimiiniin sabit noktasi ise
UTU (U(z)) = UT(z) = U(z)

oldugundan U(z) noktast da UTU'e PGL(2, C) konjuge déniisimiiniin bir sabit
noktasidir. PGL(2, C) grubunun elemanlarmin konjuge smiflar1 ve sabit noktalari
diistiniildiigiinde, bu grup yerine PSL(2, C) grubu ile ¢calismak ¢ok daha kolaydir, bu

nedenle ad — bc # 0 yerine ad — bc = 1 6zelligindeki T'(z) = - aik

Mobius doniistimle-
cz+

ri dikkate almabilir. 7(o0) = < oldugundan 7" doniistimiiniin co noktasini sabit birakmasi
c

icin gerek ve yeter kosul ¢ = 0 olmasidir. Eger ¢ # 0 ise z € C noktasmnin T

doniisiimiiniin sabit noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
cZ+(d—-az-b=0

olmasidir. Bu esitligin iki kokii vardir ve dolayisiyla 7 doniigiimii, C. kiimesinde iki

noktay1 sabit birakir. Eger
(d—a)*+4bc=0

ise denklemin cakisik kokii bulundugundan 7' doniisiimiiniin de bir tek sabit noktasi

vardir. Eger ad — bc = 1 esitligi kullanilirsa, son esitlik
(a+d’-4=0

halini alir. Boylece, 7" doniisiimiiniin tek bir sabit noktasinin olmasi igin gerek ve yeter
kosul (¢ + d)* = 4 olmasidir. Eger ¢ = 0 ise T doniisiimii oo noktasimni sabit birakir ve bu

durumda ad = 1 ve T(z) = a’z + ab elde edilir. Dolayisiyla, T déniisimiiniin

z= > #00 bigiminde ikinci bir sabit noktasmin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1-a
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a* # 1 ya da, buna denk olarak, (a + d)* # 4 olmasidir. &> = 1 oldugunda T(z) =z + b
olacagindan b = 0 i¢in 7" 6zdeslik doniisiimiidiir ve b # 0 i¢in co noktas1 7" doniistimiiniin

tek sabit noktasidur.

Sonug olarak, 7'(z) = az+b

, ad — bc = 1 dzelliginde bir doniisiim olsun.
cz+

i. (a + d)* # 4 ise T doniisiimiiniin C., kiimesinde iki sabit noktasi vardir.

ii. (a + d)* =4 ve T # I ise T doniisiimiiniin C., kiimesinde bir tek sabit noktasi vardur.

PSL(2, C) grubunun konjuge smiflari1 belirlemek icin yukarida gegen (a + d)* ifadesi

kullanilabilir. Eger

a b
A= ( ] e GL(2,C)
c d
ise A matrisinin izi
tr(d)=a+d

biciminde tanimlanir. Gerekli hesaplamalar yapilarak, tr(4B) = tr(BA4) oldugu goriilebilir

ve eger B matrisinin tersi varsa
tr(BAB™") =tr(B™"- BA) = tr(4)

dir. Dolayisiyla, tr(4) degeri sadece A€ GL(2, C) matrisinin konjuge sinifina baghdir.
Her bir 7 Mobius doniisimii, SL(2, C) grubunun +4 matrisleri ile temsil edilir ve

tr(—A4) = —tr(4) dir, dolayisiyla

tr'(7) = (tr(4))’ = (a + d)’

esitligi 7" doniigiimiiniin sadece PGL(2, C) grubundaki denklik smifina bagli olan iyi
tanimli bir fonksiyon belirtir. Bu fonksiyon yardimiyla PSL(2, C) grubundaki konjuge

smiflar1 tanimlanabilir. Herhangi bir grupta birim eleman bir denklik smnifi olusturur.
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PSL(2, C) grubunun geriye kalan diger denklik siniflar1 ise her bir siniftan bir temsilci

secilerek belirlenir. A € C\ {0} olmak {izere

Ui@) Az, A#1
Z:
* 41, A=l

olarak tanimlanan U, doniigiimii kullanilarak PSL(2, C) grubunun ii¢ konjuge simifi

olusturulabilir.

A # 0 olmak iizere T doniisiimii PSL(2, C) grubunda bir U, doniisiimiine konjuge oldugu

gibi 7 doniisiimii ayn1 zamanda U, doniisiimiine de konjuge oldugundan A degeri bir
x

tek olarak belirlenemez. T doniisiimii tarafindan tek tiirlii belirlenen {k, %} kiimesine T

doniigiimiiniin ¢arpam adi verilir. Birimden farkli iki Mdbius doniisiimiiniin konjuge
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ayni1 carpanlara sahip olmalaridir. Dolayisiyla ¢arpan
kavrami, konjuge siniflarmin belirlenmesinde tr® fonksiyonu kadar etkilidir. Bu iki

invaryant arasindaki iliski su sekilde agiklanabilir;

(T = t2(Up) = A + % 12

ve dolayisiyla 22 + (2 — tr’(T))z + 1 = 0 denkleminin kokleri A ve % dir.

Yukarida 7 doniistimiiniin bir tek z € C, sabit noktasina sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter kosulun tr*(7) = 4 veya A = 1 olmasi, oldugu gorilmiisti. Bu 6zellikteki T
dontistimiine parabolik doniisiim denir. Bu durumda, V(zp) = oo 6zelligindeki belli bir

Ve PSL(2, C)igin T=V"'U,V dir. Her z € C.,igin

imU"(z) =lim(z +n) =00

n—»0
ve boylece

lim 7"(z) = im VUV (z) = V() = z,

n—
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dir. Dolayisiyla 7" doniisiimii, # sayis1 biiyiidiikge her bir z € C,, noktasini 7 doniisii-

miiniin z sabit noktasia yaklagtirir.
Eger T doniisiimii parabolik ise 7" doniisiimiiniin z; ve z; gibi iki sabit noktas1 vardir ve

zZ—Z

V(z)=

zZ— 2z,

dontistimii de bu sabit noktalari, sirasiyla, O ve oo noktalaria resmeden doniisiimdiir. Bu

durumda, belli bir A # 0, 1 i¢in VT v=u, doniisiimii 0 ve oo noktalarni sabit birakir.

U, (z) = X'z olmak iizere, |A| <1 ise her z € C.\{o0} i¢in
limU; (z)=0

ve boylece her z # z; i¢in

lim7"(z) = z,

n—»0
ve benzer sekilde, eger |A| > 1 ise her z # z; i¢in

lim7"(z) =z,

n—»0

olur. Aslinda, z; ve z; noktalarinin yerlerinin degistirilmesi A degeri ile % degerlerinin

degistirilmesine karsilik geldiginden bu iki durum aymidir. Eger |A| # 1 ise T doniisiimii
z # z1, zp olmak lizere tiim z noktalarni, bir sabit noktadan uzaklastirip diger sabit
noktaya yaklastirarak hareket ettirir. A gercel ve pozitif bir deger olmak {iizere bu
ozellikteki 7" doniistimlerine hiperbolik doniisiim denir. Eger A gergel ve pozitif degil
ise bu doniisiimlere loksodromik doniigiim denir. Eger |A| = 1 olmak {izere A = ¢" olarak
alinirsa U, doniistimleri, C,, kiimesinin Ry donmeleridir. Bu durumda U (z) donii-

stimiiniin z # 0, oo i¢in ve 7" doniisiimiiniin de z # zy, z; i¢in limiti yoktur. Bu 6zellikteki

dontistimlere eliptik doniigiim denir.
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Hatirlanacagi gibi, 7" ve U, doniisiimlerinin konjuge olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
tr’(7) = tr’(U;) olmasidrr, dolayisiyla tr*(U;) = A + L' + 2 olmak iizere asagidaki

ifadeler verilebilir.

T doniisiimii eliptik <> 0 < tr*(T) < 4,

T doniisiimii parabolik < tr(7) = 4,

T déniisiimii hiperbolik < tr*(T) > 4,

T déniisiimii loksodromik < tr*(7) < 0 veya tr’(7) ¢ R.

Hiperbolik ve loksodromik doniisiimler arasindaki fark, C. kiimesinin diskleri ele

alindiginda daha kolay aciklanabilir. Birimden farkli 7 doniisiimiiniin bir diski invaryant

birakmasi i¢in gerek ve yeter kosul PSL(2, C) grubunun bir doniisiimiine konjuge
olmasidir. PSL(2, C) grubundaki doniisiimlerin ve dolayisiyla da bu doniistimlerin
konjugelerinin izleri gerceldir. Bu nedenle, PSL(2, C) grubunun doniisiimleri
loksodromik olamaz. Diger yandan, her hiperbolik doniistim, A > 0 olmak {izere bir
U, € PSL(2, C) doniisiimiine konjugedir. Boylece, hiperbolik doniistimler, diskleri

invaryant birakirken loksodromik doniisiimler birakmazlar. Benzer sekilde, tiim

parabolik ve eliptik doniistimler diskleri invaryant birakir.

Bir T déniigiimiiniin mertebesi T" =1 06zelligindeki en kiigiik m pozitif tamsayisidir.
Eger boyle bir m tamsayisi yoksa 7 doniisiimiine sonsuz mertebeli donilisim denir.

Eger, T € PSL(2, C) birimden farkli ve sonlu mertebeli ise 7 bir eliptik doniistimdiir,

yani sadece eliptik doniistimler sonlu mertebeli olabilir.
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3. ELIPTIK FONKSiYONLAR

Bu boliimde eliptik fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri ele alinacaktir. Bu
bolimde oOzellikle (Armitage ve Eberlein 2006), (Koblitz 1993), (Lang 1976) ve

(Singerman ve Jones 1987) kaynaklar1 kullanilmistir.

3.1 Tamim. f, C iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Her z € C i¢in

flz+ ®)=f(2)
olacak bi¢cimdeki bir ® € C karmasik sayisina f fonksiyonunun bir periyodu ve » # 0

ozelligindeki o periyoduna sahip f fonksiyonuna da bir periyodik fonksiyon denir.

C tizerinde tanimli olan bir f/ fonksiyonunun periyotlarmin kiimesi Qs C toplamsal

grubunun bir alt grubudur ve iistelik sabitten farkli olan bir meromorf f fonksiyonunun

periyotlarmm kiimesi Q;, C kiimesinin bir ayrik alt kiimesidir.

Q), C grubunun bir ayrik alt grubu olmak iizere Q grubu i¢in agagidaki ti¢ halden biri

sOz konusudur.

i. Q= {0},

ii. Belli bir 0, € C\ {0} icin Q = {nw; | n € Z} ve dolayistyla Q, Z grubuna izomorftur,

. . . . . .o
iii. Belli 1, o € C\{0} i¢in ; ve w,, R lizerinde lineer bagimsiz, yani, — ¢ R

0‘)2
olmak lizere Q = {mw; + nw, | m, n € Z} ve dolaywsiyla Q, Z x Z grubuna izomorftur.
Yani, C toplamsal grubunun, sirastyla {0}, Z ve Z x Z gruplarina izomorf olan ii¢ tane

ayrik alt grubu vardir.

3.2 Tammm. Bir f fonksiyonunun periyotlarmin kiimesi, belli bir ®; € C\{0} i¢in
Q= {nw, | n € Z} bigiminde ise f fonksiyonuna basit periyodik fonksiyon, belli ®;, o
e C\ {0} icin Qs= {mw; + nw, | m, n € Z} bigiminde ise f fonksiyonuna ¢ifte periyodik

fonksiyon denir.
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3.3 Uyarl. z;, z; € C olmak iizere

“zZi=zy(mod Z) <& z1 —zp € Z°
olarak tanimlanan “=” bagmtis1 C iizerinde bir denklik bagmtisidir ve bu denklik
bagintist ile elde edilen denklik siniflari, Z kiimesinin kosetleridir. Bu durumda, f
periyodik fonksiyonu denk noktalarda ayni degeri alir. Ustelik her bir w € C sayisi
S={ze C|0<Re(z) L1} sonsuz dikey seridinde kesinlikle bir tek noktaya denktir.

Boylece f fonksiyonunun C kiimesi lizerindeki davranisi sadece f fonksiyonunun S

seridi iizerindeki davranisima bakilarak belirlenebilir. / fonksiyonunun bu serit {izerinde

gostermis oldugu davranis, n € Z olmak iizere birbirine paralel her bir § + n seridi i¢in

tekrarlanir.

3.4 Tanim. 0, ® € C ve /0, ¢ R olmak tlizere
Q={no+mwy:mneZ}cC

kiimesine C kiimesi i¢in bir kafes denir.

Tanimda m;/w, ¢ R olarak alinmasi, ®; ve ®, karmasik sayilarmin ayni dogru iizerinde

olmamasi gerektigini belirtmektedir. {®;, m,} kiimesine Q kafesi i¢in bir baz ad1 verilir

ve bazi {®, w;} olan bu kafes Q(w;, ®;) ile gosterilir.

3.5 Uyan. Q Kkafesi i¢in {®;, @} bazindan baska bazlar da vardir. Ornegin,

o € Q(w;, ) ve m —n, n € Z olmak iizere
0 =mo; +nw; =(m—n)o; +n(o; + wy)

yazilabilir ve dolayisiyla {®;, ®; + o} kiimesi de Q kafesi i¢in bir bazdir. Daha genel

olarak, o, ®, € Q(wi, @) vea, b, ¢, d € Z olmak iizere
®, =aw +bo;, © =cwtdo

biciminde yazilabilir. Bu durumda, ®;, ®, € C olmak iizere

"{o),®,} kiimesi Q(w;, ®,) kafesi i¢in bir baz < ad — bc = +1"
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oldugu goriilir. ad — bc = £1 esitligini gercekleyen sonsuz coklukta a, b, ¢, d

tamsayilar1 oldugundan herhangi bir Q2 kafesinin sonsuz ¢oklukta bazi bulunur.

Q bir kafes olmak tizere z;, z, € C igin z; — z, € Q ise z; ve z; karmasik sayilarini Q

modiiliine gore denk noktalar denir ve bu durum z; ~ z; ile gosterilir. 2 modiiliine gore

denk olma bagntisi C iizerinde bir denklik bagmtisidir. Bu denklik bagintisinin
belirlemis oldugu denklik siniflar1 da Q grubunun C toplamsal grubu iizerindeki z + Q
kosetleridir. Diger bir deyisle, Q grubu C iizerinde doniisiimlerin bir grubu gibi hareket

eder. Her bir ® € Q noktasi C kiimesinin

lo.Z2>>z1T O
olarak tanimlanan bir ¢, doniisiimii belirtir. Bundan bagka o, @, € Q(;, o) i¢in

t(ﬂ)l*'mz) = tﬂ)l ° tmz

oldugundan Q = {¢, | ® € Q} dir. Boylece z;, z; € C karmasik sayilarimin € modiiliine

gore denk olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q grubunun bu etkisi altinda z;, z; sayilarinin

ayn1 yoriingede bulunmalaridir.

3.6 Tanim. P — C kapali ve baglantili bir kiime olsun. Eger P kiimesi

i. her z € C icin P kiimesi z noktasi ile ayn1 Q2-yoriingesinde olacak sekilde en az bir

nokta bulundurur, yani her bir z € C noktas1 P kiimesinin bir bagka noktasi ile denktir,

ii. P kiimesinin i¢inde bulunan iki nokta ayni Q-yoriingesinde bulunamaz, yani P

kiimesinin i¢inde birbiriyle denk olacak bigimde bir nokta ikilisi yoktur,
kosullarin1 gercekliyor ise P kiimesine 2 kafesi i¢in bir temel bélge denir.

Eger P sonlu kenarli bir Euclid ¢okgeni ise P kiimesine Q kafesi i¢in bir temel ¢okgen
denir. Ozel olarak, eger P bir paralelkenar ise Q icin bir temel paralelkenar olarak

adlandirilir.
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(7)) ve (ii) kosullarindan anlagilacag1 gibi, P kiimesi Q kafesi i¢in herhangi bir temel
bolge ise P bolgesinin kendisi ve Q grubunun etkisi altindaki tiim goriintiileri, yani,
o € Q olmak lizere P + ® kaymalar1 sadece sinirlar iizerinde iist iiste gelecek sekilde, C
diizlemini tamamen Orter. Bu tip ortiilere C diizlemi i¢in bir doseme denir. Q kafesi i¢in
farkli bazlar bulunabildiginden farkli sekillerde temel bdlgeler ve dolayisiyla da C

diizlemi i¢cin farkli dosemeler bulunabilir. Asagidaki sekilde, bir temel bolge yardimiyla

elde edilen doseme goriilmektedir.

Sekil 3.1 Q kafesi i¢in bir doseme

3.7 Uyan. Eger P, Q kafesi i¢in bir temel bolge ise belli bir ¢ € C igin

P+t={z+t:ze P}
kiimesi, yani P temel bolgesinin ¢ kaymasinin da bir temel bolge olacag1 agiktir. Bu
ozellik, belli 6zel noktalar1 bulunduran veya aksine bulundurmayan bir temel bdlgenin
olusturulmasinda olduk¢a kullamshdir. Ornegin bu o6zellik kullamilarak, P temel

bolgesini sifir noktasint bulunduran veya bulundurmayan bir hale getirmek miimkiindiir.

Sekil 3.2 Q kafesi icin P temel bolgesi
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Bir temel bolgenin mutlaka bir paralelkenar veya bir diizgiin cokgen olmasi da
gerekmez. Uygun islemler yardimiyla bir paralelkenar veya bir diizgiin ¢cokgensel temel
bolgeden keyfi temel bdlgeler de elde edilebilir. Ornegin, bir dikdortgen seklindeki
temel bolgeden asagidaki sekildeki gibi bir temel bdlge, S alt kiimesinin kesip atilmasi
ve yerine bu § kiimesinin i/ birim kaymast olan S + i kiimesinin eklenmesiyle elde

edilebilir.

1+i

Sekil 3.3 § alt kiimesinin kaydirilmasiyla elde edilen temel bolge

Uygulamada oldukc¢a sik kullanilan temel bdlgelerden birisi, Q kafesi i¢in bir temel

bolge olan

DQ)=1{zeC || <|z- 0 her o e Q}

Dirichlet bolgesidir.

Artik eliptik fonksiyon kavrami tanimlanabilir ve eliptik fonksiyonun o6zellikleri

uzerinde durulabilir.

3.8 Tamim. C iizerinde meromorf ve ¢ifte periyodik olan fonksiyonlara eliptik

fonksiyon denir.

Eger £, Q kafesine gore eliptik bir fonksiyon ise 7= C/Q olmak lizere /: T — C,, olarak

diistiniilebilir. Bundan bagka, analitik bir f eliptik fonksiyonu sabit fonksiyon olmak
zorundadir, dolayisiyla sabit olmayan her bir eliptik fonksiyonunun kutup noktasi

seklinde aykiriliklar1 vardir.

1, Q kafesine gore sabit olmayan bir eliptik fonksiyon ve ¢ € C,, ise f{(z) = ¢ denkleminin

coziimleri ayriktwr, iistelik bu denklemin her bir ¢oziimii sonlu kathiliga sahiptir ve
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birbirine denk olan ¢6ziimlerin kathliklar1 da aynidir. Coziimlerin kiimesi ayrik
oldugundan Q kafesi i¢in herhangi bir P temel paralelkenar1 segilirse, P kompakt
oldugundan bu paralelkenar denklemin sadece sonlu ¢oklukta ¢6ziimiinii bulundurur.
Eger gerek duyulursa P — P + ¢ kaymas1 yapilarak P temel paralelkenari, smiri
iizerinde f(z) = ¢ denkleminin hi¢ ¢6ziimiinii bulunduramayacak hale de getirilebilir.
Boylece, f(z) = ¢ denkleminin P temel paralelkenarindaki ¢oziimleri, kathiliklari,
srrasiyla, ki, ..., k. ve N=k; + ...+ k. olmak {izere z = z|, ..., z, noktalarinda tam N tane
olur. z = z;, ... , z, noktalari, f(z) = ¢ denkleminin ¢dzlimlerinin denklik smiflarinin

temsilcileri olduklarindan N sayisinin, [z] € 7= C/Q olmak tizere f{[z]) = ¢ denkleminin

coziimlerinin kathiliklarinin toplami oldugu acgiktir.

3.9 Tanmm. / bir eliptik fonksiyon olsun. f(z) = oo denkleminin ¢6zlimlerinin sayisina f

fonksiyonunun mertebesi denir ve bu deger ord(f) ile gosterilir.

Mertebesi 1 olan bir eliptik fonksiyon yoktur. Bundan baska ord(f), / fonksiyonunun

kutuplarinin denklik smiflarinin  mertebeleri toplamina esittir. Bundan sonraki

kisimlarda f* fonksiyonu denildiginde mertebesi N ve Q kafesine gore eliptik bir

fonksiyon ve P temel paralelkenar1 denildiginde de ¢, OP lizerinde f fonksiyonunun

sifirlar1 ya da kutuplar1 olmayacak sekilde bir karmasik say1 olmak tizere, koseleri
Lt+o, I+, t+o to

olan Q(w;, m,) kafesi i¢cin bir temel paralelkenar anlagilacaktir.

Gergekten her bir eliptik fonksiyon 6zel bir fonksiyon yardimiyla elde edilebilir. Simdi
2. mertebeden eliptik ¢ fonksiyonu olusturulacak ve tipki tiim basit periyodik
fonksiyonlarin i fonksiyonu cinsinden ifade edilebildigi gibi tim eliptik
fonksiyonlarin da bu g fonksiyonu yardimiyla ifade edilebilecegi goriilecektir.

Eliptik fonksiyonlar sonsuz seri ve ¢carpim kavramlarindan faydalanilarak olusturulurlar.
Oncelikle bir basit periyodik F(z) fonksiyonu olusturulup benzer sekilde hareket ile
eliptik fonksiyonlara gegilebilir. Basit periyodik F(z) fonksiyonu, f fonksiyonu

> fz=m)
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serisi z noktasinda yakinsak olacak sekilde secilerek
F(z2)= ) f(z=n)
olarak tanimlanabilir. Bu seri agilimindan

F@) =3 f(=m)+ 3 f(z=n)

SDOWIEEEDWIEE)

n=-1

:_Zw:f(z+l—m)+if(z+l—m), (m=n+1)

m=0 m=l
=Fz+1)
oldugu ve dolayisiyla F(z) fonksiyonunun periyodunun 1 oldugu goriiliir. Benzer

islemler Q kafesine gore eliptik olan bir

F(z)=) f(z- o)

0eQ
cifte periyodik fonksiyonu i¢in de yapilabilir. Cifte periyodik F(z) fonksiyonunun
meromorf oldugunun gosterilebilmesi i¢in f fonksiyonunun meromorf bir fonksiyon
olarak alinmasit ve bundan baska F fonksiyonunun tanimindaki toplam Q kafesi
iizerinden oldugundan F(z) fonksiyonunu belirten serinin diizgiin yakinsak olarak

secilmesi gerekir.

s@=zTJ0-5e

2

olarak tanimlanan S(z) fonksiyonunu belirten ¢arpimin yakinsakligi Z:O:]Z—Z serisinin

n

yakinsakligi ile test edilir ve bu seri C kiimesinin tiim kompakt alt kiimeleri {izerinde
mutlak yakmsak oldugundan bu c¢arpim da C kiimesinin tiim kompakt alt kiimeleri
tizerinde mutlak yakinsaktir, dolayisiyla S(z) fonksiyonu C iizerinde analitiktir. Dikkat
edilirse S(z) fonksiyonunun her bir n € Z noktasinda basit sifirlar1 vardir. Dolayisiyla
S(z) fonksiyonunun C\Z flizerinde sifirdan farkli bir fonksiyon oldugu agiktir. Bundan
baska

S@==]J0-2n==[T0-20+
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olarak yazilabilir ve S(z) fonksiyonunun logaritmik tiirevi alinirsa

Z(Z):S’(z):l+°° 2z :é““i(l L]

S(z) z ‘Sz —n ' Zz—n  z+n
olarak bulunur, esitligin sag tarafindaki seri C kiimesinin tiim kompakt alt kiimeleri

iizerinde diizgiin yakimsaktir. Dolayisiyla terim terime tiirevi almarak bir meromorf
fonksiyon elde edilebilir. Eger P(z) = — Z'(z) denirse

_L - 1 1 _ 1
P(z) = 2 +z((z_n)2 +(Z+n)2) Z

n=-ow (Z - l’l)2

olarak bulunur. P(z) fonksiyonunun, periyodik ve iistelik periyotlarmin kiimesi Z olan,

bir basit periyodik meromorf fonksiyon oldugu tanimmdan goriilmektedir. Bundan
baska

P(z) = n* cosec’ niz, Z(z) =7 cot nz ve S(z) = & sin nz
dir. Diger tiim eliptik fonksiyonlarmn olusturulmasinda kullanilacak olan ¢(z) eliptik
fonksiyonu ile {(z) ve o(z) fonksiyonlar1 da P(z), Z(z) ve S(z) fonksiyonlarina benzer

sekilde olusturulurlar.

Q = Q(o1, ), {o), 02} bazl bir kafes ve P, OP lizerinde Q kafesinin elemanlarini
bulundurmayan bir temel bdlge olsun. Q kafesine gore eliptik fakat sabit olmayan bir
fonksiyonun analitik olamayacagi ve dolayisiyla da P temel bolgesinde mutlaka
kutuplarmin olmas1 gerektigi bilinmektedir. Bununla birlikte f fonksiyonunun P temel
bolgesinde basit kutbu olamayacagi da daha once belirtilmistir. Dolayisiyla, en basit ve
istelik sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun derecesi 2 olmalidir. O halde bu f
fonksiyonunun P temel bolgesinde ya iki tane basit kutbu veya 2. dereceden tek kutbu
vardwr. Q kafesine gore eliptik olan ve P temel bdlgesinde 2. dereceden tek kutbu olan 2
mertebeli bu fonksiyon Weierstrass (z) fonksiyonudur. Bu fonksiyon, Weierstrass
o(z) fonksiyonundan elde edilecektir. o(z) fonksiyonunun g (z) fonksiyonu ile olan
iliskisi, S(z) =nsin nz fonksiyonunun P(z) = n’ cosec’nz fonksiyonuyla olan iliskisi ile

aynmidir. Tipki P(z), Z(z) ve S(z) fonksiyonlarmi tanimlayan serilerin ve carpimlarin

yakinsakliklarinin Zn‘z serisinin  yakinsakligma dayandigr gibi, Weierstrass

n=l

fonksiyonlarmi tanimlayan carpimlarin ve serilerin yakimsakligi da Q kafesi ile
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indekslenmis benzer toplamlarin yakinsakligina dayanir. Weierstrass fonksiyonlarin

yakinsaklig1 gergekte 6zel bir serinin yakmsakligina baghdir. Her N > 3 tamsayis1 i¢in

Fy(z)=) (z-o)™"

0eQ)

fonksiyonu Q kafesine gore N. mertebeden bir eliptik fonksiyondur.

z— )7 serinin yakmsakligmni garanti etmek igin her bir ® # 0 icin (z—w)~
y gmi g

-2

terimini (z-w)”—o "~ ile yer degistirerek bu serilerin terimlerinin kiigiiltiilmesi

gerekir. Boylece
1 1 1
b0t 3 [ L]
ZZ cerz\{O} (Z_(D)Z 0‘)2
olarak tanimlanan fonksiyona ikinci mertebeden eliptik Weierstrass pe fonksiyonu
denir. @(z) fonksiyonunun periyodik bir fonksiyon oldugu acik bir sekilde goriilme-
mektedir. Bununla birlikte ¢ (z) fonksiyonunun periyodik oldugu, eliptik bir fonksiyon

olan —2F,(z) fonksiyonuna esit olan '(z) tiirevinin integrali alinarak dolayli yoldan

goriilebilir. ¢ (z) fonksiyonunun meromorf oldugunu gostermek icin bu fonksiyonu,

Weierstrass sigma fonksiyonu yardimiyla elde edelim.
z z 1(zY
g(z,m) = (l - —] exp(— + —(—] ]
) o 2 o

o(z)=z- []e(zw)

0eQl{0}

olmak tizere

olarak tanimlanan fonksiyona da Weierstrass sigma fonksiyonu denir. Dikkat edilirse
g(z, o) fonksiyonunun (1 — z/®) ¢arpani, €2 kafesinin her bir noktasinda o(z) fonksiyo-
nunun sifirlarmm oldugunu, carpimin lstel carpanli kismi ise bu sonsuz g¢arpimin

yakinsak oldugunu garanti eder. K < C kompakt bir kiime ise sinirlt ve iistelik £ — o
icin ‘co(k )‘ — o oldugundan k — oo i¢in g(®*, z) — 1 yakinsamas1 K iizerinde

diizgiindiir, dolayisiyla Log( " , z) fonksiyonu iyi tanimlidir ve iistelik

Log(g(w'",2)) = Log (l B i) + Log (exp(ﬁ * lﬂ

o 2
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2
z z 1( z
= Log| 1 - + +—
g( (o(")] o® 2(0)(@]

2
z z 1( z
Log|l——— [+ ——+—| —
g( co"] o® 2(@’”]
1/ z ’ 1( z ¢
3lo® ) Tale®) T

dir, K smirl oldugundan

[Log(g(e’,2)| =

o

elde edili. Y Log(g(®w™,z)) serisi K iizerinde mutlak yakmnsak oldugundan
k

z H g(m,z) serisi de K iizerinde mutlak yakinsaktir. O halde bu ¢arpim C iizerinde

0eQ\{0}
analitik olan o(z) fonksiyonuna yakmsar. Ustelik
g(w,—z) = g(-m,2) ve o(-z) = —o(2)

oldugundan o(z) tek fonksiyondur.
S@) =z - )exp(+>)
n=1 n n

olarak yazildiginda o(z) ile S(z) arasindaki iliski daha da agik bir hale gelir. o(z)
fonksiyonunun logaritmik tiirevi, C kiimesinin kompakt alt kiimelerinde meromorf bir

fonksiyona diizglin yakinsayan bir sonsuz seri verir. Bu seri {(z) ile gosterilen

Weierstrass zeta fonksiyonudur ve

{z) = o'(2)/o(2)= %(Logc(z)) = §+ > ( ! +l+i]

2
oeQUI\Z —0 0O O

dir. o(z), tek fonksiyon oldugundan ((z) fonksiyonu da tek fonksiyondur. {(z)
fonksiyonunun kafes noktalarinda basit kutuplar1 vardir, dolayisiyla {(z) fonksiyonu

C/Q {izerinde analitik bir fonksiyondur. {(z), meromorf fonksiyonlarin bir serisi
oldugundan C kiimesinin tiim kompakt alt kiimeleri lizerinde diizgiin yakinsar. Boylece

{(z) fonksiyonunu belirten serinin terim terime tirevi almarak ('(z) meromorf
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fonksiyonunu elde etmek miimkiindir. g@(z) = —{'(z) yazildiginda, C/Q tizerinde

analitik olan ve her bir ® € Q noktasinda 2. dereceden kutuplar1 olan

_ L L1
pE= 5+ 2((2_0))2 J

©eQ\{0} ®

cift fonksiyonu elde edilir. Bu sekilde elde edilen ¢(z) fonksiyonu, periyotlarinin
kiimesi €, olmak lizere, Q) kafesine gore bir eliptik fonksiyondur. Bundan bagka,
@(z) fonksiyonu 2. mertebeden, '(z) fonksiyonu ise 3. mertebeden birer eliptik

fonksiyondur.

¢ (z) fonksiyonunun z = 0 noktasmin komsulugundaki Laurent serisinden faydalanarak
0 (2) ve '(z) fonksiyonlarmi bir araya getiren 6nemli bir esitlik elde edilebilir. Bunun

icin oncelikle

@=1+ ¥ (el Z]

2
oeQI\Z —0 0O O
fonksiyonunun Laurent serisi bulunacaktir.

1

oldugundan

olmak tizere

=1+ ¥ (—2—3—2—4—---]

0eQ\{0}

2 3
-Gz' -Gz —..

N | =

olarak ifade edilebilir. Gy serilerine Q kafesi i¢in Eisenstein serileri denir ve k > 3 i¢in
bu seriler mutlak yakinsaktir. k tek sayisi icin, o ve (—0)™* yok edildiginde G = 0

oldugu goriiliir. Boylece {(z) fonksiyonu i¢in Laurent serisi
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1 00
(@)= —=2.G,z""
z n=2
halini alir, dolayisiyla ¢ (z) fonksiyonunun Laurent serisi
: 1 < n-
PE)=-62) =3+ 2. 2n-1G,z""
n=2

olur. Basit bir hesaplama ile ¢,(z), ¢,(z) ve ¢,(z), D lizerinde yakmsak kuvvet serileri

olmak tizere

@'(z)= _—32 +6G,z+20G 2" +...
zZ

ve boylece
, 4 24G

P'(2) = - =5"-80G + ¢, (2)
zZ A

4¢'(z)’ = ié+ 36?4 +60G, +2°¢,(2)
zZ Z
60G

60G,0(z) = % 4 +22¢3 (2)

esitlikler: bulunur. Son ii¢ denklem dikkate alindiginda, ¢(z)=¢,(z) —¢,(z)+¢,(z), D
iizerinde yakinsak bir kuvvet serisi olmak {izere,
@'(2)" —4p(2)’ + 60G,0(z) + 140G, = 2°¢(2)
esitligi elde edilir. ¢ ve @' fonksiyonlar1 Q kafesine gore eliptik fonksiyonlar oldukla-
rindan
f(2)='(2)" —4p(2)’ + 60G,p(z) + 140G,
fonksiyonu da bir eliptik fonksiyondur. Ustelik f(z) = z’¢(z) oldugundan f, 0 noktasin-
da sifir olur ve bdylece tim ® € Q noktalarinda da sifir olur. Bununla birlikte f fonksi-
yonunun olusturulusu geregi, / sadece @ veya ' fonksiyonunun kutup noktalarinda
kutuplara sahiptir. Yani f fonksiyonunun kafes noktalarinda kutuplar1 vardir. Dolayi-
styla f fonksiyonunun kutuplar1 yoktur, yani f fonksiyonu analitiktir, o halde sabittir.
Eger f(0) = 0 oldugu da dikkate alinirsa f fonksiyonun O sabit fonksiyonuna esit oldugu
goriiliir ve boylece g (z) ve @'(z) fonksiyonlari igin
¢'(2)" = 4p(2)’ — 60G,p(z) — 140G,

esitligi elde edilir. Bu iki fonksiyonu bir birine iligkilendiren bu esitligi,
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g, =60G, =60 Y o

0eQ\{0}

g, =140G, =140 > o™

©eQ1{0}
olmak lizere

9'(2)" =4p(2)’ - g,0(2) - g,
biciminde ifade etmek daha yaygindir. z = (7) degeri yukaridaki esitlikte yerine
yazildiginda

dz Y

(Ej =4z' - g,z - g,

ve gerekli diizenlemeler yapildiginda, p(z) = 42° — 2>z —g3 kiibik polinom olmak iizere
dz

@_](Z):tzj‘\/@

oldugu goriiliir. Verilen farkli koklere sahip herhangi bir

p(2) =4z —crz—c3
kiibik poninomuna karsilik ¢; = 22(Q) ve ¢3 = g3(Q2) olacak bigimde bir Q kafesi vardir.

Bundan baska ¢'(z) fonksiyonunun sifirlar1 dikkate alinarak 4z° — goz —g3 polinomunun
farkli koklere sahip oldugu da goriilebilir. Q, {®;, ®,} bazli bir kafes ve w3 = ®; + ®;
olsun. Eger 0, m;/2, ®,/2 ve w3/2 noktalar1 P temel paralelkenarinin i¢inde ise ®/2, @,/2

ve m3/2 noktalar1 @' fonksiyonunun P temel bolgesindeki sifirlaridir.

¢'(2)" = 4p(2)’ — g,9(z) — g, diferensiyel esitligi kullamlarak ¢ ve ' fonksiyonlari-
nin herhangi rasyonel fonksiyonu ' kuvvetleri yok edilerek Ri( @) + @' Ro( ) sekline
getirilebilir. Ornegin,

¢'(2)" = 4p(2)’ — 60G,p(z) — 140G,
esitligine ¢ ve ' fonksiyonlar1 arasindaki cebirsel bir esitlik olarak bakilabilir.
Boylece herhangi eliptik fonksiyon ¢ ve ' fonksiyonlarinin bir rasyonel fonksiyonu

olarak ifade edilebilir.

3.10 Tanmm. F bir cisim olmak iizere F' x F' kiimesindeki singiiler olmayan kiibik

egrilere F cismi lizerinde eliptik egri denir ve E(F) ile gosterilir.
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Eger F, kar(F) = 0 6zelligindeki bir cisim ve E(F) bir eliptik egri ise a, b € F olmak
uzere

E:y'=x+ax+b
Weierstrass formunda ifade edilebilir. Bundan baska, bir esitligin eliptik egri belirtmesi

icin gerek ve yeter kosul A = A(E) = —16(4a’ + 27b%) # 0 olmasidur.

Q = Q(w;, m), C lizerinde bir kafes ve g, Q kafesine karsilik gelen Weierstrass
fonksiyonu olmak tizere
C/Q > Eq,z—> (9(2),0'(2))
déniisimii C kiimesini C iizerinde tanimli Eq : y* = 4x> — 60Gax — 140G eliptik egrisine
resmeder. Dogal olarak Q kafesi, A(Eq) # 0 olacak bigimde sec¢ilmis bir kafestir. o ve
' fonksiyonlarmim Q kafesine gore periyodik olduklar1 dikkate alinirsa bu doniisiim
CIQ=Eq

analitik otomorfizmini verir ve boylece C/Q toru ile Eq eliptik egrisi analitik izomorf
olur. Bundan bagka C {izerinde tanimli her bir eliptik egri icin bu 6zellikte bir kafes
vardir, dolayisiyla C iizerindeki eliptik egriler topolojik agidan bakildiklarinda tor
olarak diistiniilebilirler. C/Q bir topolojik grup oldugundan Eq egrisi ilizerindeki
noktalar da bir toplamsal grup olustururlar. Bu halde C/Q grubunun etkisiz eleman1 QQ

kafesine karsilik gelen nokta ve Eq egrisinin etkisiz eleman1 da sonsuzdaki noktadir.

Boylece eliptik fonksiyonlar, 6zellikle de @ ve @' fonksiyonlarinin C iizerindeki

kafesler ile eliptik egriler arasinda bir bag olusturduklar1 sonucu elde edilir. Eger Q2 ve

Q' kafesleri denk ise Eq ile E,, egrilerinin de izomorf olduklar1 bilinmektedir.
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4. MODULER GRUP ve BOLUM UZAYLARI

Bu boliimde, modiiler formlar teorisinin temelini olusturan modiiler grup ve modiiler
grubun alt gruplar1 ele alinacaktir. Bu boliimde ayrica boliim uzaylari ve Riemann

yiizeyleri ile ilgili genel bilgiler verilecektir.

az +

4.1 Tanim. a, b, ¢, d € R ve ad — bc = 1 olmak tizere T(z) = b bi¢imindeki lineer

cz +

doniisiimlerin grubu ézel lineer grup olarak adlandirilir ve PSL(2, R) ile gosterilir.

4.2 Uyarn. a, b, ¢, d € R, A=ad — bc > 0 olmak tizere T(z) = az+b

doniisiimiiniin pay
cz+d

ve paydasi JA ile bdliiniirse

_(a/AN)z+(bINA)
T (e/NM)z+(d/A)

T(z)

ve boylece T € PSL(2, R) dir. Ozel olarak, a, b € R ve a > 0 olmak iizere PSL(2, R)
grubu

_(a)z+b/a

C0-z+41/va

ve dolayisiyla z — az (a > 0) bigimindeki tiim doniisiimleri bulundurur. PSL(2, R)

z—>az+b

grubunun diger bir dnemli donilistimii ise

1 0-z-1
z—> -~ =
z 1-z+0

doniisiimiidiir. a, b, ¢, d € R, ad — bc > 0 olmak tlizere 7(z) = az +2
cz+

doniistimii i¢in

(az+b)(cz +d) aczz +bd +adz + bcz

T(z)=
@) lcz+d | lcz+d |

oldugundan z = x + iy ve T(z) = u + iv denirse

(ad —bc)y
V:—
lcz+d |

dir. ad — bc > 0 oldugundan 7' doniisiimiiniin 7/ ist yar1 diizleminin bir otomorfizmi

oldugu aciktir. Yani, Aut(?f) = PSL(2, R) dir. Diger yandan, ad — bc < 0 ise T
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doniisiimii ¢/ ist yar1 diizlemini konform ve birebir, 6rten olarak alt yar1 diizleme

resmeder.

4.3 Tamim. PSL(2, R) grubunun bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir.

Kafesler ve Fuchs gruplar1 pek c¢ok agidan birbirlerine benzerdir. Kafesler Euclid
esmetrilerinin ayrik alt gruplaridir ve boliim uzaylar1 da tor yiizeyine homeomorf olan
kapali Riemann yiizeyleridir. Fuchs gruplar1 ise hiperbolik esmetrilerin ayrik alt
gruplaridir ve bolim uzaylar1 Riemann yiizeyleridir. Kafesler altinda goriintiileri
invaryant kalan eliptik fonksiyonlar onemli bir fonksiyon ailesi olustururlar. Benzer
bigimde, Fuchs gruplar1 altinda invaryant kalan fonksiyonlar da otomorf fonksiyonlar

olarak adlandirilirlar ve bu fonksiyonlar da olduk¢a 6nemli 6zelliklere sahiptirler.

Fuchs gruplar1 olduk¢a ¢ok calisilan ayrik gruplar olduklar1 halde ¢ok fazla Fuchs grubu
ornegi yoktur. Bu gruplarm en iyi bilinenleri devirli gruplardir. Ornegin, A > 0 olmak
iizere z — Az hiperbolik doniisiimii ile iiretilen Fuchs grubu, birim eleman ve sadece
hiperbolik elemanlar bulunduran bir Fuchs grubudur. Benzer bi¢imde, z — z + 1
parabolik doniisiimii ile iiretilen parabolik devirli grup da bir Fuchs grubudur. Diger
yandan, bir eliptik elemanla tretilen eliptik devirli grup her zaman bir Fuchs grubu
degildir, bu grubun bir Fuchs grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu grubun sonlu
olmasidir. Fuchs gruplari, yani ayrik gruplar i¢cinde en c¢ok bilineni asagida tanimi

verilecek olan modiiler gruptur (Singerman ve Jones 1987).

4.4 Tammm. a, b, ¢, d € 7Z ve ad — bc = 1 olmak lizere
az+b
cz+d

zZ—>

doniisiimlerinin grubuna modiiler grup denir ve PSL(2, Z) veya I ile gosterilir.

Modiiler grup, PSL(2, R) grubunun bir ayrik alt grubu oldugundan bir Fuchs grubudur

ve tlistelik modiiler grup 7/ iizerinde siireksiz olarak hareket eder.

4.5 Tamum. Y bir topolojik uzay ve G, bu topolojik uzaym homeomorfizmlerinin bir

grubu olsun.
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i. Eger 6zdeslikten farkli her g € G i¢in her bir y € Y noktasinin g(V) N V= & olacak
bicimde bir V' komsulugu varsa G grubu Y topolojik uzay1 iizerinde siireksiz hareket
eder denir.

ii. Eger Ozdeslikten farkli her g € G doniisimi i¢in her bir y € Y noktasinin
g(V) NV # & oldugunda g(y) = y olacak bi¢cimde bir V' komsulugu varsa G grubu Y

topolojik uzay1 lizerinde has siireksiz hareket eder denir.

Tanim dikkate alindiginda her bir silireksiz grubun has siireksiz hareket ettigi aciktir.
Bununla birlikte C topolojik uzaymm, z — e*™'"z (n = 2, 3, ...) doniisiimleriyle

iretilen homeomorfizmlerinin sonlu grubu has siireksiz hareket ettigi halde siireksiz

degildir. Fuchs gruplarmin her biri 7/ lizerinde has siireksiz hareket eden gruplardir.

Modiiler grup I {ist yar1 diizlem iizerinde siireksiz hareket eder.

4.6 Tammm. A, PSL(2, R) grubunun bir alt grubu, z € ¢ ve (T,), A grubunun farkh
elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Eger o € C U {oo} noktasi (7,(z)) dizisinin bir

limit noktasi ise o noktasma A grubunun bir limit noktasi, A grubunun tim limit
noktalarinin kiimesine de A grubunun limit kiimesi denir ve bu kiime L(A) ile

gosterilir.

Tiim A Fuchs gruplar1 igin L(A) < R U {oo} dir. Ozel olarak, A = I' modiiler grup

olarak seg¢ilirse L(I') =R U {oo} dir.

4.7 Riemann Yiizeyleri. X, baglantili bir Hausdorff uzayr olmak {izere her x € X

noktasinin C kiimesinin bir agik alt kiimesine homeomorf olan bir U agik komsulugu

var ise X topolojik uzayina bir yiizey denir.

Dolayisiyla yiizey, yerel olarak diizlem ile ayni topolojik ozelliklere sahip olan
topolojik uzaydir, bu nedenle yiizeylerin birer 2-manifold olduklar1 diisiiniilebilir. X bir
yiizey ise her noktasinin diizlemin bir agik kiimesine homeomorf olan a¢ik komsulugu

vardir. {U;}, X yiizeyinin, her bir U; i¢in W;  C agik bir kiime olmak tizere

di: Ui—> W,
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homeomorfizm olacak sekildeki acik alt kiimelerin bir ailesi olsun. Bu durumda,

A= {(Us, ¢}
ailesine X ylizeyi i¢in bir atlas denir. Eger s € U; 1se ¢«s) = z; noktasina s noktasi i¢cin
yerel koordinat, (U, ¢;) ikilisine de s noktasindaki pafta denir. (U;, ¢;) ve (U;, ¢)), s
noktasi i¢in, yerel koordinatlar1 z; ve z; olan paftalar ise z; = (¢, o 4);‘ )(z;) oldugundan s

noktast i¢in iki farkl pafta arasindaki koordinat degisimi s6z konusudur. Boylece,

Ui N U; # D olmast halinde
¢:2 ;' 4(U; N U) = (Ui N Uy

dontistimiine koordinat degisim fonksiyonu denir.

(o

¢i ° ¢;]

Sekil 4.1 Koordinat degisim fonksiyonu

Dikkat edilirse, koordinat degisim fonksiyonlar: diizlemin fonksiyonlaridir. Eger tiim

koordinat degisim fonksiyonlar1 analitik ise X lizerindeki & atlasma analitik atlas denir.
A= {(U;, ¢:)} ve B={(V}, d;)}, X lizerindeki iki atlas olsun. (U;, ¢;) € s&ve (V;, ¢)) € B
olmak tizere U; N V; # & oldugundan

¢, 00, 10U N V) = (Ui N V)
doniisiimii analitik ise & ve .5 atlaslarina uyumlu atlaslar denir. Atlaslarin uyumlulugu

bir denklik bagntisidir ve bu bagmti ile elde edilen atlaslarm denklik smiflarina X
tizerindeki kompleks yapr denir. Uzerinde bir kompleks yap1 olan X yiizeyine de bir

Riemann yiizeyi denir.
4.8 T//A Boliim Uzayi. A bir Fuchs grubu olmak iizere z noktasinin A yoriingesi [z] ile

gosterilir, yani

[z21=1{T(2) | T € A}
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dir. I1 : ¢ — /A, I1(z) = [z] olarak tanimlanan dogal izdiisiim doniisiimii kullanilarak
t uzerindeki alisilmis topoloji yardimiyla /A tlizerindeki boliim topolojisi
1= {Vc WA |IT'(V) c ¥ ack}
olarak tanimlanir, burada
(V)= {z e | () e V}
dir. Bu sekilde tanimlanan topoloji ile IT doniisiimiiniin siirekli ve {istelik acik bir
doniisiim oldugu goriilmektedir. T4/A kiimesinin iizerindeki bu topoloji ile birlikte T4/A

baglantili bir Riemann yiizeyidir ve listelik I1 donlisimii 7/ tizerinde analitiktir.

Bir A Fuchs grubu i¢in temel bolge, daha dnce bir Q kafesi i¢cin tanimlanan temel

bolgeye benzer sekilde tanimlanir.

4.9 Tamim. F bir kapali kiime ve F', F kiimesinin i¢ini belirtmek iizere F kiimesi,

i | JT(h)=u

TeA
ii. Her T e A\{I} icin FNT(F)= &

kosullarin1 gercekliyorsa F kiimesine A grubu igin bir temel bolge denir.

(i) ve (@i) kosullarindan anlagilacag1 gibi F, A Fuchs grubu i¢in bir temel bolge ise F'
bolgesi ve bu bdlgenin A grubunun doniisiimleri altindaki goriintiileri sadece simirlar

iizerinde lst liste gelecek sekilde ¢/ iist yar1 diizlemini orterler.

Verilen bir grubun bir temel bdlgesini olusturmak icin bir¢ok yontem oldugu halde
asagida tanimi verilecek olan Dirichlet bdlgesi, teknik olarak en kolay temel bolge

olusturma yontemidir.

4.10 Tanim. A bir Fuchs grubu ve p € ¥, herhangi 7 € A\{l} doniisiimii ile sabit

birakilamayan bir nokta olsun. A grubu i¢in p merkezli Dirichlet bolgesi
D,(A)={ze U :herT € Ain p(z, p) < p(z, T(p))}

bi¢iminde tanimlanir.
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Her bir D,(A) bolgesi, A Fuchs grubu i¢in bir temel bdlgedir. A, bir Fuchs grubu oldugu
icin uist yar1 diizlemde, herhangi 7' € A\{/} doniisiimii ile sabit birakilamayan bir p € &
noktasi vardir. Gergekten de eger u € T noktasi belli bir § € A\{/} doniisiimiiniin sabit
noktast ise u noktasinin dyle bir komsulugu bulunabilir ki bu komsuluktaki higbir nokta
I doniisiimiinden baska bir doniisiim tarafindan sabit birakilamaz. A, ¥/ iizerinde has
stireksiz oldugundan u noktasmin W N S(W) = & oldugunda S(u) = u olacak bigimde bir
W komsulugu vardir. Eger ¢ € W noktas1 bir 7 € A\{/} doniisiimii tarafindan sabit
birakiliyorsa, yani 7(q) = g ise W N T(W) # & olmas1 halinde T(u) = u olur. Diger

yandan, 7 € PSL(2, R) doniisiimiiniin {ist yar1 diizlemde en c¢ok bir sabit noktasi

olabilecegi dikkate alinirsa ¢ = u oldugu sonucu elde edilir (Singerman ve Jones 1987).

Hatirlanacagi gibi, PSL(2, R) altinda hiperbolik metrik degismezdir, dolayisiyla

Dirichlet bolgesi
D,(A)={ze U :herT € Aigin p(z, p) < p(1(2), p)}

biciminde de ifade edilebilir. Dikkat edilirse, her 7 € A i¢in p(z, p) < p(z, T(p)) esitsiz-
1181, iist yar1 diizlemde hiperbolik metrige gore p noktasma 7(p) noktasindan daha yakin
olan z noktalarmin kiimesini ifade eder. Bundan baska p € D,(A) ve tstelik p noktasinin
A-yoriingesi ayrik oldugundan D,(A) kiimesi p noktasmin belli bir komsulugunu da
bulundurur. p ile 7(p) noktalarini1 birlestiren hiperbolik dogru pargasinin hiperbolik orta
dikmesi iki tane yar1 diizlem belirtir, dolayisiyla da bu diizlemlerden biri p noktasmni
bulundurur. Genellikle sonsuz sayida hiperbolik bdlgenin arakesiti oldugundan D,(A)

bir konveks hiperbolik ¢okgendir (Singerman ve Jones 1987).

Dirichlet bolgesinin daha kolay bir sekilde olusturulabilmesi i¢in tanimdaki hiperbolik

metrik Euclid metrigi ile degistirilebilir. Bu durumda

2 2
Dp(A):{ZeﬂtherTGAigin|Z ] S|T(Z) p|
Im(z) Im7(z)

az+b

biciminde ifade edilebilir. a, b, ¢, d € R ve ad — bc = 1 olmak iizere 7(z) = p,
cz+

dontistimii i¢in
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Im(z)

Im(7'(z)) =
(=) lcz+d |
oldugundan
D,(A)={ze U :herT € A igin |T(z)—p|2 !
z—p | |cz+d |

olur. Buna gore, I' modiiler grup ve k& > 1 olmak iizere p = ki olarak alinirsa Dy(I')

bolgesi asagidaki sekilde elde edilir.

4.11 Teorem. I' modiiler grubu i¢in FF = {z € U : |z]| = 1 ve [Re(z)| S%} bir temel

bolgedir (Singerman ve Jones 1987).
Ispat. T(z) =z + 1 ve T(z) = z — 1 doniisiimleri i¢in ¢ = 0 ve d = 1 oldugundan
lz£ 1 —ki| > |z — ki
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, istenen 6zellikteki z € ¢/ noktalarinin ki noktasina

ki = 1 noktalarindan daha yakin noktalar oldugunu ve dolayisiyla Dy(I") kiimesinin
1 1
S= {ZG . _ESRG(Z)S 5}

serit bolgesinde kaldigini, yani, Di(I") < S oldugunu gosterir.
Eger T(2) = 1 doniisiimii dikkate almirsa, ¢ = 1 ve a = 0 dir. Dolayisiyla, z € Di(I')
z

i¢in
1
———ki
1

Lz Is2
z—ki| ]

ve dolayisiyla

1+ kiz[ 2 |z - kil
oldugu gortiliir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa, |z] > 1 oldugu, yani Dy(I") kiimesinin
birim ¢emberin diginda kaldigi sonucu elde edilir. Bu durumda, Di(I") < F oldugu

sonucu elde edilmis olur. Simdi, Fc Dg(I") oldugunu gosterelim. Bunun i¢in ilk olarak

Dyi(T) kiimesinin sanal eksene gore simetrik oldugunu gosterelim.
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A(z) =—Zz doniisiimii sanal eksene gore yansima doniistimiidiir, dolayisiyla bu doniisiim
sanal eksen tlizerindeki noktalar1 sabit birakir ve {iistelik bir hiperbolik esmetridir. Her
T eTicin A'TA e T oldugundan

PA(2), ki) = p(z, ki) < p(z, 4™ TA(Ki)) = p(A(z), TA(ki)) = p(A(z), T(ki))
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, z € Di(I') ise A(z) € Di(I'), yani Dy(I") bolgesinin

sanal eksene gore simetrik oldugunu gdosterir.

Simdi de F kiimesinin sadece smir noktalarmmin birbirine denk olabilecegini, yani
S € I'{I} ve z € F olmak lizere w= S(z) € Fise z, w € OF, listelikk z=wyadaz ve w

noktalar1 sanal eksene gore simetrik olabileceklerini gorelim. o, B, y, & € Z ve

ad — By = 1 olmak tizere

S(z) = oz +f
vz + 9
olsun.
vz + 8] = y?|z|* + 2ySRe(z) + & > y* —y8 + & > 1
ve boylece
Im(w) = ﬂz)z < Im(z)
|vz+9|

esitsizligi elde edilir. Eger z ve w noktalarmm rolleri degistirilirse yani S ve S donii-
stiimlerinin rolleri degistirilirse
Im(z) < Im(w)
esitsizligine ulasilir. Boylece,
Im(z) = Im(w) ve |yz + 8> =1,
yani yukaridaki esitsizliklerin her birinin esitlik oldugu, yani
(v—8)* + &y =1 ve Y(|zI* — 1) + y8(2Re(z) + 1) =0
oldugu sonucu elde edilir. Bu durumda asagidaki haller s6z konusudur.
1. y=0, 6 = %1 dir, dolayisiyla S(z) = z = 1 olur, boylece z, w noktalar1 F' kiimesinin

sinirinin dik kenarlar1 tizerindedir.
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v

-1/2 1/2
Sekil 4.2
2. y = %1, 6 = 0 dir, dolaywsiyla |z = 1 dir. Boylece S(z)=2a—-z ve S(z) € F
. ) 1
oldugundan a = 0, —1 veya 1 dir. Eger o = 0 ise S(z) =—— ve bdylece z ve S(z)
z
noktalar1 birim ¢ember {izerindedir. Bu durumda z = w = i olabilir. E§er o = £1 ise

-y
z:¥ ve S(z) = z dir.

S(2)

:1/2 I/Z
Sekil 4.3

v

dir. S(z) € Fve

—1+i3
2

. I ..
3.y=0==lisel|zl=1veRe(z) = 5 dir ve bu durumda z =

1+i3 dir.

z ile 8(z) noktalarinin sanal kisimlar1 ayni oldugundan S(z) =z veya z = 5

v
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Bu ii¢ hal g6z oniine alindiginda S(z) = z dir veya z ile S(z) noktalar1 sanal eksene gore

simetrik noktalardir.

Simdi /' < Di(I') oldugunu goérelim, zo € F olsun. Di(I'), T i¢in bir temel bolge
oldugundan 7(z¢) € Di(I") < F 6zelliginde bir 7 € I" vardir. O halde, zo = 7(zo) veya zo
ve T(zo) noktalar1 sanal eksene gore simetrik noktalardir. Dolayisiyla zo € Dg(I') dir.

Boylece Di(I') = F sonucu elde edilmis olur.

Dy(D)

v

-1 -1/2 172 1

Sekil 4. 5 Modiiler grup i¢in temel bolge

4.12 Tammm. A bir Fuchs grubu ve F, A Fuchs grubunun temel bolgesi ile iist yar1
diizleminin désenmesine, bu temel bolge bir Dirichlet bdlgesi ise 74 iist yar1 diizleminin

Dirichlet dosemesi denir.

T2(F) | T(F) F T(F) T*(F)
v S ST(F
NN N =N,

2 -1 0 1 2

Sekil 4.6 Modiiler grup i¢in ¢ iist yar1 diizleminin Dirichlet dosemesi

F Dirichlet bolgesi, Fuchs grubu i¢in temel bolge oldugundan her bir w € 7/ noktasi
belli bir S € A eliptik elemaninin sabit noktasidir ve dolayisiyla bu nokta belli bir 77 € A

icin T(F) bolgesinin sinir1 iizerindedir. Béylece u = T~'(w) noktas1 F temel bolgesinin
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sinir1 {izerindedir ve iistelik bu nokta S’ =7"'ST eliptik elemaninin sabit noktasidir. S’
sonlu mertebelidir. Ozellikle S’ eliptik elemanmin mertebesi 2 ise bu sabit nokta F
temel bolgesinin bir kenarinin lizerindeki bir nokta olur ve S’ bu sabit nokta ile ayrilmig
olan iki dogru parcasmnin birini digeri lizerine resmeder. Bu noktalara F temel

bdlgesinin bir kosesi olarak bakilir.

Dikkat edilirse modiiler grup I' icin /' temel bolgesinin koseleri

—1+i\/§ _ 1+i\/§

2 2

I, p

noktalaridir. Bu noktalar1 sabit birakan dontistimler, sirasiyla,

1 —z-1 z—1

S(z)=--, U2) =

ve U'(z) =
dir. 7(z) =z + 1 doniisiimii p noktasmn1 —p noktasma resmeder. Dolayistyla, bu noktalar
.Y . . 1 .
ayni eliptik devirdedir. i noktast S(z)=—— dOnilislimiiniin sabit noktasidir ve F
z

bdlgesinin sinir1 tizerinde 2 mertebeli bir eliptik doniisiim ile sabit birakilan baska nokta
olmadigindan {i}, sadece tek bir noktadan olusan bir eliptik devirdir. Dolayisiyla
modiiler grubun sonlu devirli iki tane alt grubu vardir ve bu gruplar 2 ve 3 mertebeli
gruplardir. Bu gruplarin mertebelerine grubun periyotlart denir. Buna gore, modiiler
grubun periyotlar1 2 ve 3 tiir. Bazi hallerde parabolik doniisiimler, sonsuz mertebeli
eliptik doniisiimler olarak dikkate almnirlar. Ornegin modiiler grubun her bir parabolik

elemani belli bir n € Z i¢in T(z) = z + n eleman ile eslestirilir ve bu elemanin mertebesi

oo oldugundan modiiler grubun periyotlar1 2, 3 ve oo olarak almir (Singerman ve Jones

1987).

Buna gore, modiiler grubun temel bdlgesinin yukaridakilere ek olarak c noktasinda da
bir kdsesi oldugu kabul edilir. Bu nedenle modiiler grup, i¢ agilar1 n/2, /3 ve m/oo = 0

olan bir hiperbolik {icgenden elde edilen bir tiggensel grup olarak da diistiniiliir.

T € A parabolik elemaninin sabit noktasina, yani 7(x) = x 6zelligindeki x € R U {oo}

noktasma A grubunun bir u¢ (cusp) noktast denir.
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Dikkat edilirse 7(z) = z + 1 doniisiimiiniin tek sabit noktasi o € R U {oo} noktasidir.

Eger (m, n) = 1 olmak {izere bir M Q noktasi segilirse
n

rm—sn =1
olacak bicimde r, s € Z sayilar1 vardir ve dolayisiyla

mz+s

U(z) =

nz+r

olmak tizere U(o0) = 2, yani UTU (22 ) = UT(0) = U(w) = dir. Bu ise herhangi bir
n n n

n rasyonel sayismm UTU ' parabolik elemanmnm sabit noktas: oldugunu ve n
n n
rasyonel sayisinin oo noktasi ile ayni yoriingede oldugunu gosterir. Tersine 7' doniistimii
ile eslenik olan her bir parabolik eleman, belli bir U € I i¢in UTU™ ! bi¢gimindedir ve bu

elemanin sabit noktasi da U(x) € Q U {oo} noktasidir. Dolayisiyla modiiler grubun ug

noktalar1 Q U {oo} kiimesinin noktalaridir ve bu noktalar bir tek I'-yoriingesindedirler.

Modiiler grubun temel bolgesinin dik kenarlar1 7(z) = z + 1 doniisiimi ile denk

kenarlardir. Bundan bagka birim ¢emberin p ve —p noktalar1 arasinda kalan kismi da
mertebesi 2 olan 7'(z) = 1 eliptik elemaniyla kendi iizerine resmedilir. Bu kenar, denk
z

iki kenar olarak diisiiniilebilir, bu kenarlarin birisi p noktasmi i noktasina, digeri de i

noktasimi —p noktasia birlestiren parca olarak almnabilir.

-1 -12 172 1

Sekil 4.7 Modiiler grup i¢in temel bolge

A bir Fuchs grubu, F, A i¢in bir Dirichlet bdlgesi ve {T;}, F bolgesinin kenarlarini

esleyen doniisiimlerin kiimesi ise {7;}, A grubu i¢in iireteclerin bir kiimesidir.
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Yukarida modiiler grubun kenarlarmin 7(z) =z + 1 ve S (z):—l doniisiimleri ile
z

eslendigi belirtilmistir. O halde, {S, 7} kiimesi modiiler grubun bir iirete¢ kiimesidir
(Apostol 1976). Bundan baska,

V()= (ST =~

olmak iizere S* = U’ =1 ve U= ST oldugundan modiiler grubun temsili
C=(SUls*=U°=1)

bigimindedir.

W, S ve U doniisiimlerinden olusan bir kelime olmak iizere I" grubundaki her bagmti,
w(s, U)=1

biciminde yazilabilir. Bununla birlikte, verilen herhangi bir W(S, U) kelimesinin I

grubunda W(S, U) = 1 esitligini gercekleyip gerceklemedigi kontrol edilebilir. W(S, U)

kelimesini I" grubunda kendisine esit ve daha basit bir W'(S, U)kelimesine indirgemek

igin % = U’ = 1 bagmtisindan faydalamilir. Buradan, W' kelimesinin ¢/ iist yar1 diizle-

mindeki hareketi incelenerek birim doniisiim olup olmadigi belirlenir.

Modiiler grubun temel bolgesi, koseleri p,—p ve oo noktalar1 olan bir hiperbolik tiggen

ve bu koselerdeki agilar, sirasiyla, /3, n/3 ve 0 oldugundan Gauss-Bonet teoremi geregi

F temel bolgesinin hiperbolik alani
T T
=n—|-+—-+0|=—
wF) (3 3 ] 3

olarak bulunur.

F, bir Fuchs grubu icin bir Dirichlet bdlgesi, yani bir temel bdlge ise F' bdlgesinin
kenarlarinimn A grubunun elemanlar ile eslenmesi ile elde edilen ylizey, yani F/A, TJ/A

boliim uzayina homeomorfiktir.

/A bolim uzaymin topolojik 6zellikleri, A Fuchs grubunun topolojik 6zelliklerine

baghidir. Ornegin /A bdliim uzaymm kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F < &
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temel bolgesinin kompakt olmasidir. Bundan baska 74/A kompakt ise A grubu parabolik
eleman bulundurmaz. Dolayisiyla grubun bir parabolik elemani varsa Dirichlet
bdlgesinin bu doniistimiin sabit noktasinda bir kdsesi vardir. Daha 6nce de belirtildigi
gibi bu kdse parabolik kdse veya u¢ nokta (cusp) dir. Bu durumda 74/A boliim uzaymnin,
parabolik koseye, yani uca karsilik gelen noktalarda bosluklar1 (delikleri) vardir.
Ornegin modiiler grubun 7(z) = z + 1 parabolik ddniisiimiiniin sabit noktasi co dur ve F
temel bolgesinin iki dik kenar1 bu doniisiim ile eslenmistir. Dolayisiyla, F/I" ve boylece

/T bolim uzayr o noktasina karsilik gelen noktada bir deligi olan kiiredir, bu

durumda F/T’, yani ¢/I" boliim uzay1 diizleme homeomorftur.

Daha once belirtildigi gibi, modiiler grubun parabolik elemanlarinin sabit noktalari
gergel eksen iizerindeki rasyonel sayilardir ve her bir rasyonel sayr modiiler grup i¢in
birer u¢ noktasidir. Dolayisiyla boliim uzayr olusturulurken bu durum da dikkate
almmahdir. P = Q U {0} olmak iizere 74 = 7/ U P kiimesi dikkate almarak ¢4 /T’
boliim uzayi olusturulur. Bu durumda verilen z € " noktasinn iki tiir agik komsulugu
s0z konusudur.

i. z € U 1se bu komsuluk, z noktasmin 7/ st yar1 diizlemindeki agik komsulugundan

baska bir sey degildir.

ii. z = _4 e P=Qu {wo} ise r > 0 ve U(z) = w olmak iizere
c

W'z e U|Imiz)>r}) = {ze'u :%W}
(cz+d)

kiimesidir, bu kiime z __4 noktasinda gercel eksene teget ve yarigcapi olan

2
C cr

cember ile siirh agik disktir.

v

Sekil 4.8 z € 7/ noktasmmn agik komsulugu
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Dikkat edilirse {z € T | Im(z) > r} kiimesi o noktasinin komsulugudur, bu komsulugun

az+b

) ) d <
doniisiimii altindaki ters resmi z = —— noktasmin agik komsulugu

Ulz) =
@ cz+d c

olarak alimmaktadir. Boylece yukarida tanimlanmis I'T dogal izdiisiim doniisiimii de
I: U — W/, z) =z
dontistimiine genisletilmis olur. Eger [z] € 7/'/T noktasi bir z eliptik noktasinin resmi

ise [z] noktasina da eliptik nokta, bir z u¢ noktasinin resmi ise [z] noktasma da bir u¢

noktast denir.

I" bir Fuchs grubu ve A, I" Fuchs grubunun sonlu indeksli bir alt grubu ise I Fuchs
grubunun temel bolgesi kullanilarak A alt grubunun temel bolgesi elde edilebilir.
|I" : A| = n olmak iizere eger F, I" grubu i¢in bir temel bolge ve
I'=ATiv ... UAT,
ise
F'=Ti(F)u ... U T,(F)

kiimesi de A alt grubu icin bir temel bolgedir. Dolayisiyla verilen bir grubun alt
gruplarmin temel bolgesinin belirlenmesi icin kosetlerin ve dolayisiyla koset
temsilcilerinin belirlenmesi gerekmektedir. Bu ger¢ek kullanilarak modiiler grubun bazi
alt gruplarmin temel bolgeleri de elde edilebilir. Her bir z € 74 noktast F’ bolgesindeki
belli bir noktaya A grubuna gore denktir ve F' bolgesi i¢indeki herhangi iki nokta A

grubuna gore denk olamaz. F bir temel bolge oldugundan herhangi bir z € ¢/ noktasi

icin 7(z) € F olacak bi¢cimde bir 7 € I" doniisiimii vardir.

Her n > 2 tamsayist i¢in #» modiiliine gore kalan smiflarimin kiimesi Z, olmak iizere
SL(2, Zy) bir gruptur ve her a € Z igin
¢ 2 Z —> Zn, §la) = [4]
olarak tanimlanan ¢ dogal halka epimorfizmi bir
& :SL(2,Z) — SL(2, Zy)

grup homomorfizmi ve bu homomorfizm de bir

44



o, : I'=PSL(2, Z) = SL(2, Z)/{xl} — PSL(2, Z,) = SL(2, Z,)/{xI}
grup homomorfizmi verir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi I'(n) ile gosterilir ise

a2+2,azdsl(modn),bscsO(modn)}

T(n)={Tel | T(z)= —

dir.

4.13 Tamim. Modiiler grubun I'(n) normal alt grubuna n seviyeli temel denklik alt
grubu denir. Eger A, modiiler grubun belli bir I'(n) i¢cin A < I'(n) dzelligindeki bir alt
grubu ise A alt grubuna bir denklik alt grubu ve n sayisi bu 6zellikteki en kiigiik say1 ise

A denklik alt grubuna n seviyeli denklik alt grubu denir.

Yukarida tanimlanmis olan
¢, : T — PSL(2, Zy,)
doniisiimii tamamen 5 doniisiimiine bagli olarak tanimlanmistir ve tstelik I'(n), ¢,
epimorfizminin ¢ekirdegi oldugundan
I'/T'(n) = PSL(2, Zy)
dir. Modiiler grubun temel denklik alt gruplar1 ve denklik alt gruplari1 6zellikle »

sayismin bir p asal say1 olarak alinmasi halinde ¢ok daha 6nemli 6zelliklere sahiptir. p

bir asal say1 olmak iizere
a b
GL(2, Zp) = {( d] ra,b,c,deZ, ad-bc+#0 (mod p)}
c

grubu dikkate alinirsa (a, b) ve (c, d) sirali ikilileri lineer bagimsizdir. Dolayisiyla (a, b)
siral1 ikililerinin se¢imi i¢in, (0, 0) ikilisi hari¢ tutulursa, p* — 1 se¢im s6z konusudur.
Diger yandan her bir (a, b) ikilisi i¢in de (¢, d) ikilisinin segimi igin p* — p segim s6z
konusudur, bu se¢imlerde de (a, b) ikilisinin p kat1 hari¢ tutulmustur. Dolayisiyla

GLQ2, Zy)| = (" = D@" = p)
dir. Diger yandan SL(2, Z,),

det: GL(2, Z,) — Z,\{0}

epimorfizminin ¢ekirdegi oldugundan

ISL(2, Z,)| = |GL(2, )|/ Z,\{0} = p(p” = 1)
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dir. Eger PSL(2, Z,) = SL(2, Z,)/ {£l} oldugu dikkate alinirsa

p(p’ -1
IPSL2, Z,) =4 o P tek asal say1
63 P = 2

olarak bulunur. Eger n sayis1 bir asal say1 degil ise |[PSL(2, Z,)|, n sayisinin asal

bolenleri yardimi ile

\PSL(2, Zn)| = § 2 i
6, n=2

olarak bulunur. Bu esitlik I'(n) temel denklik alt grubunun modiiler gruptaki indeksini

belirtir.

Modiiler grubun I'(n) temel denklik alt gruplarindan bagka

az+b

Ton)=1{TeTl | Tz) = > e=0(modn)},

cz +

a2+2,b50(modn)}

') =1{Tel | Tz) =
czZ +

\(

a2+2,azdzl(modn),CEO(modn)}

Ti(n)=1{TeTl | Tz) = —

olarak tamimlanan 6zel denklik alt gruplari da vardir. Ustelik To(n) ve I'(n) alt gruplar
konjuge (eslenik) alt gruplardir ve

IC:To(n)| =T :T°(n) |=p+1
dir (Shimura 1994).

Simdi, modiiler grubun

az+b

rQ)={Tel | T(z)= ,a=d=1(mod2),b=c=0 (mod?2)}

cz+d

denklik alt grubu i¢in bir temel bolge bulalim. I'(2) grubu, n = 2 olmak iizere
& :SL(2, Z) — SL(2, Z»)
orten doniisiimiiniin ¢ekirdegi ve SL(2, Z,) = GL(2, Z) grubu S3 grubuna izomorf

oldugundan
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IC:TQ2)=6

dir. Bu durumda modiilo I'(2) ye gore I grubunun koset temsilcileri

I 0 I 1 0 -1 I -1 0 -1 -1 =2
I= , T'= ,S= , IS = ,ST= , T1ST =
(0 1] (0 1] (1 0] (1 0] (1 1 ] ( 1 1 ]

olarak segilebilir. Dolayisiyla I'(2) grubu i¢in bir temel bolge
FQQ)=FOUT'(FYuS'(F)u @S '(F)u (ST)' (F)u (T"'ST) ' (F)
bi¢imindedir. Herhangi bir lineer doniisiim, ¢ember ve dogrulari, sirasiyla, gember ve
dogrulara resmeder ve gercel eksene gore simetriyi korur. Bu yontemle olusturulan
temel bolgenin smiri, merkezi gercel eksen iizerindeki rasyonel noktalar olan ¢ember

yaylar1 ve dik dogrulardan olusur. F bolgesinin kose noktalari

N N |

3. .
=——+—1i, —p=——+—10,iVve®
P 2 2 P 2 2

noktalaridir. Bu noktalar ve yukaridaki koset temsilcilerinden faydalanarak F(2)

bolgesini elde edebiliriz.

1 1
i 12(0 jlgmll ( ]VGI_I(F):F dir.

1 1
ii. T= icin T olmak iizere
0 0
3.
2

—3 T7'(- _)——%+§z ve T7'(0)=0

T7'(p)=- 5

noktalar1 T~'(F) bdlgesinin kdse noktalaridir.

o -1y.. , (0 1 .
ii. S= icin S~ = olmak tiizere
1 0 -1 0

NER 1 3

1
S'p)==—+—i,S'(-p)= ——+—i ve S7'(0) =0
(P)=Z+—1,5(p)= —S+—-ive 5 ()
noktalar1 S™'(F) bdlgesinin kdse noktalaridir.
. I -1 .. -1 0 1 .
iv. IS= icin (TS)” = olmak tizere
1 0 -1 1

V3

(TS)" (p) = S+ TS) (_)——+§z ve (TS) () =0

noktalar1 (7)™ (F) bdlgesinin kose noktalaridir.
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0 -1) .. S (11 .
v. ST = i¢in (ST)™ = olmak iizere
1 1 -1 0

V3 3 43,

(ST) ' (p) = —%+7i, (ST)'(-p)= §+71 ve (ST) () =—1

noktalar1 (ST)™'(F)bolgesinin kdse noktalaridir.

1
. T7'ST = icin (T7'ST)™ =
Vi (1 1] gin ( ) ( 1

NE

(TSTY (p) = =3+ 24, (T7'ST) () - _§+% ve (T7ST)" () =1

] olmak tizere

noktalar1 (77'ST) ' (F) bolgesinin kdse noktalaridir.

Elde edilen bu ayrik alt1 bolgenin birlesimi, F(2) temel bolgesini olusturur. Dikkat
edilirse, bu bdlgenin smir1 Re (z) = —% ve Re (z) = % dik dogrulari, 0 ve —1 merkezli 1

yaricapli ¢ember yaylar1 ile 1/3 ve —4/3 merkezli 1/3 yarigcapli ¢ember yaylarmdan

olusur.

._,_1+ 3i
P 2
(T
3 "1l
A i
302 1 12 0 12

Sekil 4.9 I'(2) denklik alt grubunun temel bolgesi

Benzer sekilde hareket edilerek p bir asal say1 olmak tizere I'g(p) denklik alt grubunun
temel bolgesinin de
p-1
Ful ST (F)
k=0
oldugu sonucu elde edilir. Ozel olarak, p = 3 olarak alinirsa ['o(3) denklik alt grubu i¢in
bir temel bolge asagidaki gibidir.
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77Y(F) F T(F)

-1 -172 (; ;/2 1
Sekil 4.10 I'y(3) denklik alt grubunun temel bolgesi

4.14 Uyan. Q kafesi i¢in olusturulan C/Q boliim uzayina benzer bigimde I" Fuchs grubu
icin de /T bolim uzay1 olusturulabilir. z noktasmin I'-yOriingesi [z] olmak iizere
IT: ¢ — /T, I(z) = [z] kanonik doniisiimii olsun. V' < /T olmak iizere

' ={zew e el
acik bir kiime ise V kiimesine a¢ik kiime denir. Bu topolojik yap1 ile birlikte I'1 kanonik

dontisiimii stirekli ve tstelik agik bir doniisiimdiir.

Fuchs gruplarmin bolim uzaylar1 Riemann yiizeyleridir. Eger A, eliptik elemanlara
sahip olan bir Fuchs grubu ise her bir Riemann ylizeyi ¢ diizleminin A boliim uzay1
olarak ifade edilebilir. Ornegin, iiggen grubunun bdliim uzay1 bir kiiredir ve kiireye
homeomorfik olan her bir Riemann yiizeyi C,, Riemann kiiresine konform denktir.
Dolayisiyla, A bir tiggen grup ise C, Riemann kiiresi 7//A bolim uzayma konform

denktir. A, eliptik elemanlar1 olmayan bir Fuchs grubu ise Riemann yiizeyleri ve Fuchs
grubunun denklik smiflar1 arasinda birebir esleme vardir. Bu nedenle, eliptik elemanlara

sahip olmayan Fuchs gruplariyla calismak ¢ok daha avantajlidir.

Fuchs gruplari i¢in temel bolge tanimi hatirlanirsa, F, A Fuchs grubu i¢in bir Dirichlet
bolgesi olmak iizere F/A boliim uzayi ile 74/A bolim uzaymmn homeomorf oldugu

sonucu elde edilir.

Q c C bir kafes olmak tizere C/Q boliim uzay1 bir Riemann yiizeyidir. Bundan bagka
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g, =8,(Q)=60 Z(D_4V6 g, =g,(Q) =140 Z:(D_6

0eQl{0} 0eQl{0}

olmak iizere p(z) = 42° — g2’z — g3” ise C/Q, / p(z) fonksiyonunun Riemann yiizeyidir.

Q ve O, C iizerinde iki kafes olmak tizere, C/Q ve C/Q)" Riemann (tor) ylizeylerinin
konform denk, yani homeomorf olmalari i¢in gerek ve yeter kosul Q ve Q' kafesle-
rinin benzer olmasidir, yani belli bir p € C\{0} i¢in Q' =puQ dir. Son esitlik, {w;, w,}
ve {®, o)}, srasiyla, Q ve Q' kafesleri i¢in baz, a, b, ¢, d € Z ve ad — bc = 1
olmak iizere

o= u(aw; + boy)

0, = p(ce, + don)
oldugunu belirtir. ®; ve m,, R {izerinde lineer bagimsiz oldugundan Im(&) # 0 drr,

|

dolayisiyla gerektiginde m; ve m, degistirilebilir ve boylece Im(&) > 0 olarak alina-

1

bilir. {;, m}, Q kafesi i¢in bir baz olmak iizere
CH
(DI

sayisina {®;, 0} bazimin modiilii denir. Dogal olarak her bir kafes bir modiil kiimesi
belirler ve kafesin modiilii kafesin bazlarmin se¢imine baghdir. Bundan bagka

p e C\{0} icin poy/pm; = m/o; oldugundan benzer kafesler ayni modiil kiimesini
belirler. Dolayisiyla bazlart {®;, @} ve {®], ®,} olan Q ve Q' kafeslerinin benzer
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @, b, ¢, d € Z ve ad — bc = £1 olmak iizere

, at+b
‘[:
ct+d

=1(7)

olmasidir. Eger © ve 1’ modiillerinin ikisinin de iist yar1 diizlemde kalmasi istenirse
ad — bc = 1 olarak alinmasmin gerektigi aciktir. Tersine ad — be = 1 ise baz1 { ®;, )}

olan Q' kafesi, Q kafesi ile benzerdir. Dolayisiyla C/Q ve C/Q" Riemann (tor)

yiizeylerinin konform denk olmalar1 i¢in gerek ve yeter kosul belli bir 7 € I i¢in
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, at+b
‘C:
ct+d

=1(7)

olmasidir.

Q <« C bir kafes,

8:=8:()=60 Y 0™, g =g (=140 > o

0eQl{0} 0eQl{0}
ve p(z) =4z — g’z — g3” olmak tizere p polinomunun farkl sifirlarmm olmasi halinde
AQ) = g2(Q)’ - 27 g3(Q)*# 0
dir ve dolayisiyla

J(Q) — g2 (Q)3 — gZ(Q)3
AQ)  g,(Q) -27g,(Q)

olarak tanimlanan J fonksiyonu iyi tanimlidir ve bu fonksiyona modiiler J-fonksiyonu

denir. p € C\{0} olmak iizere uQ2 benzer kafesi igcin

£ 1Y) =60 > (no)* =p"g,(Q), g(n2)=140 } (no)" =n"g,(Q)

©eQ\{0} 0eQ {0}
ve
A(MQ) = 1 2A(Q)
oldugu g6z Oniine alinirsa, her p € C\{0} icin
) = Q)
oldugu sonucu elde edilir, yani benzer kafesler ayn1 J degerlerini belirtir. Ozel olarak

Q =Q(1, 7) kafesi dikkate alinirsa
g,(1)=60 > (m+n1)", g(1)=140 D (m+n1)° ve

(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)

A1) = g,(1)’ - 27g,(1)°

olmak tizere

J(1)= —ggg

olur. Diger yandan belli bir 7 € T i¢in v =T(7) ise Q = Q(1, 1) ve Q' =Q(1,7") kafes-

leri benzerdir ve J(t) = J(t') dir. O halde her t € Wve T € T igin J(t) = J(1(7)) olur,
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yani J(t) degeri modiiler grubun hareketi altinda de§ismez kalir. 7 € I, yani

T(7) = at+b

olmak tlizere ad — bc = 1 oldugundan
cT+

&T@)=60 3 (m+n(E> b3y = 60(ct+d) > (m(ct+d) +n(at+b))™
(m,n)#(0,0) ct+d (m,m)%(0,0)

— 60(ct+d)™ Z(md +nd + (mc + na)t)™

(m,n)#(0,0)
olur. (m, n) > (md + nb, mc + na) fonksiyonu Z x Z\{(0, 0)} kiimesinin elemanlarinin

bir permiitasyonu oldugundan

2,(T(1))=60(ct+d)™ Z(m +n1) = (ct+d) g, (v)

(m,m)%(0,0)
ve benzer bigimde
2, (T(x))=(ct+d)°g,(r) ve A(T(7))=(ct+d) ?A(x)
olarak bulunur. Ozel olarak, 7(t) = t + 1 olarak almwsa a = b =d=1ve c =0

oldugundan

82(1), g3(1), A(t) ve J(1)
fonksiyonlarmin Z-periyodik oldugu sonucu elde edilir. Bundan bagka
&2, 23, AveJ: W—C

27T

fonksiyonlarmin ¢ iizerinde analitik olduklar1 da goriilebilir. Ustelik Tt € @ ve g =¢

olmak tizere g»(1), g3(t) ve A(t) fonksiyonlarinin
o(t)=n" (% +320qg +2880g° +8960g° +...)

. 8 448 5
1) =1 (— — —— g —49284> — ...
g3(7) (27 3 4 q )

A(t) = g,(1)’ —27g,(1)’= n'*(4096¢ —983044° +...)
acilimlar1 yardimiyla J(t) fonksiyonunun g = 0, yani t = oo daki seri a¢ilimi1
3
Jo =580 _ 11 5196884 +.)
A(t) 1728\ ¢q

olarak bulunur. Bu agilimlar dikkate alindiginda J fonksiyonunun g = 0, yani T = o« da

basit kutba sahip oldugu goriiliir.
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5. MODULER FORMLAR

Bu kisimda ilk olarak zayif modiiler fonksiyon kavrami tanimlanacak, Ornekler
verilecek ve daha sonra modiiler formlar ele almacaktir. Bu bdliimiin sonunda da
modiiler formlarin uygulamalar: tizerinde durulacaktir. Kabaca, bir modiiler form tist
yar1 diizlem {izerinde tanimli, modiiler grubun etkisi altinda degismeze yakin ve tstelik
ozel bir analitiklik 6zelligine sahip fonksiyonlardir. Dogal olarak modiiler grubun bu
fonksiyonlar iizerindeki etkisi yerine modiiler grubun alt gruplarmin bu fonksiyonlar

iizerindeki etkileri dikkate alindiginda, modiiler form 6rneklerinin gogalacagi agiktir.

Hatirlanacagi gibi PSL(2, R) grubunun elemanlari, C,, Riemann kiiresi tizerinde taniml1

otomorfizmlerdir, yani, z € C, olmak iizere

a bZ_az+b
c d cz+d

kesirli lineer doniisiimleridir. Modiiler grup, PSL(2, R) grubunun {izerinde en c¢ok

calisgilan alt grubudur. Bu kisimda modiiler grup ve alt gruplarina bagli olarak
tanimlanan 6zel fonksiyonlar ele almacaktir. Daha 6nce oldugu gibi modiiler grup I ile

gosterilecektir.

az+b

5.1 Tammm. k € Z, f: @ — C bir meromorf fonksiyon ve 7(z) = olmak tizere

cz+d
her T € " ve her z € ¥ i¢in

[T(@) = (cz + dYfiz)
esitligini gercekliyorsa f fonksiyonuna bir k agirlikli zayif modiiler fonksiyon denir.

1 1 0 -1
5.2 Uyan 1. Hatirlanacagi gibi (0 1] ve (1 0 ] matrisleri SL(2, Z) grubunun ve bu

matrislere karsilik gelen doniisiimler de modiiler grubun iiretecleridir, yani modiiler
grubun her bir elemani bu doniisiimlerin sonlu tanesi ile elde edilebilir. Dolayisiyla

yukarida ifade edilen esitlik, sadece bu lirete¢ doniisiimleri i¢in gergeklenirse modiiler
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grubun her bir elemani i¢in de gergeklenecegi aciktir. Bu iirete¢ doniisiimleri dikkate
alindiginda, eger f meromorf fonksiyonu ve her z € ¢/ igin

fiz+ 1) =fz) vefi-1/z)=2"f(z)
esitlikleri gercekleniyorsa f fonksiyonu bir k& agirlikli zayif modiiler fonksiyondur. Bu
esitliklerden f(z + 1) = f(z) esitligi, her bir f zayif modiiler fonksiyonun periyodik ve
periyodunun 1 oldugunu, yani her bir f zayif modiiler fonksiyonun bir Z-periyodik

fonksiyon oldugunu gosterir.

2. Tanimda, modiiler grup yerine modiiler grubun bir alt grubunun alinmasi halinde
uygulamada daha ¢ok modiiler form elde edilecegi agiktir. Ornegin, sayilar teorisinin
onemli problemlerinden birisi olan “ddrt kare problemi” dikkate alindiginda bu
problemin ¢dzlimiinde modiiler grubun 6zel bir denklik alt grubu kullanilir ve bu alt

gruba gore modiiler formlar kullanilarak bu problemin ¢6ziimii elde edilir.

3. Zayif modiiler fonksiyon tanimi1 dikkate alindiginda, her 7 € I" ve her z € &

AT@) =fz)
ise, yani modiiler grubun f fonksiyonu lizerindeki etkisi altinda f fonksiyonu degismez
kaliyor ise f fonksiyonu 0 agirlikli modiiler fonksiyondur. Dolayisiyla her bir otomorf
fonksiyon 6zel bir modiiler fonksiyondur, yani modiiler fonksiyonlar modiiler gruba
gore otomorf fonksiyonlardan daha genel fonksiyonlardir. Yukaridaki esitlik dikkate
alimdiginda her bir sabit fonksiyonunun bu esitligi gercekledigi agiktir, yani her bir sabit

fonksiyon bir modiiler formdur.

dz

4. T € I" olmak tizere d1{(z) = ) oldugu hatirlanirsa, (7(z)) d1(z) = f(z) dz

esitliginden
fT(@) = (cz+d) fiz)
esitligi elde edilir. Dolayisiyla diferensiyel operatdrii bir 2 agirlikli modiiler fonksiyon

olarak diisiintilebilir.

5. Eger —I € SL(2, Z) dikkate alinirsa
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f(2) = fiz) = (~D)ftz)
esitligi elde edilir. Bu esitlik & tamsayisinin tek olmasi halinde & agirliklt / modiiler

fonksiyonun sadece sifir sabit fonksiyonu olabilecegi sonucu elde edilir.

6. Agirlig1 2 olan iki tane modiiler fonksiyonun ¢arpiminm agirligi 4 olan bir modiiler
fonksiyon olacagi ve bu sekilde hareket edilerek daha biiylik c¢ift agirlikli modiiler
fonksiyonlarin elde edilecegi aciktir. Bu nedenle 2 agirlikli modiiler fonksiyonlar ve

modiiler formlar, modiiler formlar teorisinin temelini olusturur.

7. Tanimdan da gorildigi gibi, f fonksiyonu zayif modiiler fonksiyon ise f fonksiyonu
modiiler grubun etkisi altinda degismez kalmaz. Otomorfi ¢arpami olan cz + d
carpaninin ist yari diizlemde hi¢ bir kutup yeri veya sifir yeri olmadigindan f(z) ve
f(T(z)) fonksiyonlar1 iist yar1 diizlemde, daima aym sifir ve kutup yerlerine sahip

fonksiyonlardir.

8. Z-periyodik ve holomorf olan z — ¢ = ¢*™ doniisiimii ist yar1 diizlemi D' = D\{0}

delinmis birim disk iizerine resmeder. Dolayisiyla f fonksiyonuna bagli olarak,

log(q)]
27

g:D’—>C,g(q)=f(

biciminde tanimlanan g fonksiyonu iyi tammldir ve istelik f{z) = g(e*™) dir. Eger f
fonksiyonu iist yar1 diizlemde analitik ise logaritma fonksiyonu delinmis diskin her bir
noktasinda analitik oldugundan g fonksiyonu da delinmis disk iizerinde analitiktir.

Boylece, ¢ € D' ve n € Z olmak iizere g fonksiyonu

glq)=>a,q"

nel

Laurent a¢ilimma sahiptir. Ustelik |g| = ¢ >™™®

oldugundan Im(z) — o i¢in ¢ — 0 dir,
dolayisiyla g fonksiyonu ¢ = 0 noktasinda analitik olacak sekilde tanimlanirsa, f
fonksiyonun da o noktasinda analitik bir fonksiyon ve dolayisiyla yukaridaki agilimda

27iz

n € N olacagi aciktir. Boylece, g = e” olmak {izere f fonksiyonu

9= Ya, (N’
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bi¢iminde bir Fourier seri agilimina sahiptir. Diger yandan ¢ — 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter kosulun Im(z) — oo oldugu dikkate alirsa, bir /: 7 — C zayif modiiler analitik

fonksiyonunun o noktasinda analitik oldugunu gdstermek i¢cin Fourier serisine agmak

yerine lim f(z) limitinin var oldugunu ya da Im(z) — o i¢in f{z) fonksiyonunun

Im(z)—>w

sinirl oldugunu gostermek yeterlidir.

5.3 Tanmim. k € Z olmak lizere k agirlikli zayif modiiler /: @ — C fonksiyonu iist yar1

diizlemde ve oo noktasinda analitik ise f fonksiyonuna bir k agwrlikli modiiler form denir

ve tiim & agirlikli modiiler formlarin kiimesi My(I') ile gosterilir.

5.4 Uyan 1. Yukarida da belirtildigi gibi, her bir sabit fonksiyon bir 0 agirlik modiiler
formdur. Dolayisiyla C < My[I) dir, bundan baska 0 agirlikli her bir modiiler

fonksiyonun da sabit fonksiyon oldugu goriilebilir, yani My(I') = C dir. Dogal olarak

herhangi sabit fonksiyon k # 0 olmak tizere bir k£ agirlikli modiiler form degildir.

2. M), C iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayidir. Gergektende herhangi a, § € C
vef,g e M), her T € T igin
(o + BE)(T(2) = ()(T(2) + (B)(T(2)) = AT(2)) + Pe(T(2))

= afcz + d)'fiz) + Blez + d)'g(z) = (cz + d) [afz) + Be(2)]

= (cz+ d)f (of + BE)()
esitligi, of + Bg fonksiyonunun da bir £ agirlikli zayif modiiler fonksiyon oldugunu
gosterir, lstelik / ve g fonksiyonlar1 {ist yar1 diizlemde ve oo noktasinda analitik
olduklarindan of + Bg fonksiyonu da iist yar1 diizlemde ve oo noktasinda analitiktir.
Dolayisiyla of + Bg € M) dir. Mi(T") vektdr uzaymin boyutlar: tizerinde daha sonra

durulacaktur.

3. fve g, sirastyla k ve [ agirlikl iki modiiler form olsun. 7" € T" olmak {izere
(2)(T(2) =AT(2) &(T(=)) = (cz + d)fiz) (cz + d)'g(2)
= (cz+d) ' [f2)g(2)]
=(cz+ )" (fR)(2)
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esitligi dikkate alindiginda fg fonksiyonunun agirlig1 k£ + / olan bir modiiler form oldugu
sonucu elde edilir. Bundan baska M(I') ve M(I") kiimelerinin ayrik olduklar1 agiktir.
Dolayisiyla

M) = PM ()

keZ

toplami bir halkadir.

5.5 Ornek 1. Ust yar1 diizlem iizerinde tamimli sifir sabit fonksiyonunun her bir k € Z

icin k£ agirlikli bir modiiler form oldugu aciktir. Bundan baska, daha 6nce de belirtildigi
gibi, iist yar1 diizlem tlizerinde tanimli her bir sabit fonksiyon O agirlikli bir modiiler

formdur.

2. k> 2 ¢ift bir tamsay1 ve z € T olmak lizere

1

Giz) = Y
.yt (cz+d)f

olarak tanimlanan Eisenstein serileri £ agirlikli modiiler formlardir. Hatirlanacagi gibi,
Gi(z) fonksiyonunu tanimlayan seri mutlak yakinsaktir ve tist yar1 diizlemin kompakt alt

kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla, bu serisi ¢/ iist yar1 diizleminde

analitiktir ve terimleri yeniden diizenlenebilir. Her 7(z) = az+b icin
cz+
1
GUT@)= . 7
(¢',d")%(0,0) ( ,( az + b] ,J
| —— |+d
cz+d
p 1
= (cz+d) z

e drzo (ca+de)z+(c'b+ d'd))
ve iistelik (¢, d")e ZA{(0, 0)} oldugundan (c'a+d'e, ¢'b+d'd) e ZA{(0, 0)} dir,

dolayisiyla,

_ ; L v
GUTE)= (e +d)! 3 o= (4 d) G

yazilabilir. Bu ise G fonksiyonunun bir £ agirlikli zayif modiiler fonksiyon oldugunu
gosterir. Diger yandan, Im(z) — oo i¢in Gy smirhdir, yani, o« noktasinda analitiktir.

Dolayisiyla Gy bir k& agirlikli modiiler formdur.

57



27iz

G serist i¢in Fourier serisi hesaplanacak olursa, z € @ ve g = e olmak lizere

1 o0
S

esitliginin k£ > 2 olmak iizere z degiskenine gore £ — 1 defa tiirevi alinirsa

1 1 , N
+ )=nc0tnz=m—2qu”
Z—n Z+l’l m=0

0

1 (22m)f k-1 m
2 (z+d) (k—l)!zm 1

deZ1{0} m=1

esitligi elde edilir. Dolayisiyla & ¢ift bir say1 olmak tizere
1 1 © 1
ezt (€2 +d)* ; d"* ;(% (cz+d)* J

ve C, Riemann zeta fonksiyonu olmak iizere

N
;k: 26(k) + 2@2 m*1gem
(c,d)#(0,0) (CZ + d) (k - 1)' c=1 m=1

olur. Bu esitlikten ,

o, (n) = zmk_]

m|n
m>0

ve k > 2 ¢ift tamsay1 olmak lizere G(z) serisinin Fourier ac¢ilimi

2mi)* & "
Gia) =24 + 2873 5, (n)g
(k=D
olarak ifade edilebilir. Fourier agiliminin katsayilar1 2C(k) ile boliinerek elde edilen
E (z)=2C)
2 (k)

serisine k agiwrlikli normallestirilmis Eisenstein serisi denir

Modiiler formlar kiimesi bir halka ve listelik Eisenstein serileri de birer modiiler form
olduklarindan Eisenstein serilerinin ¢arpimlarinin ¢esitli toplamlarindan yeni modiiler
formlar olusturulabilir. Ornegin, Mg(I') modiiler formlar uzay1 1 boyutlu bir vektor
uzayidir ve E4(z)2, Es(z) € Mg(I') dir. Her iki fonksiyonu ifade eden serilerin ilk
terimleri 1 dir ve E4(z)> = Eg(z) dir. Bu esitlikten o3 ve o7 fonksiyonlar: arasinda, n > 1

olmak tizere

c6:(z) = o3(2) + 120'5]:03 (i)o,(n—1i)
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bagintisinin oldugu goriiliir. Eisenstein serilerinden farkli ve sabit terimi 0 olan bu

modiiler formlar olduk¢a 6nemli modiiler formlardir.

5.6 Tanum. £, bir k£ agirlikli modiiler form olmak {izere, f fonksiyonunun Fourier seri

iz

ac¢iliminda g,= 0, yani g = "™ olmak {izere

9= Yad

ise f fonksiyonuna bir k agwrliklt u¢ (cusp) form denir ve tiim k agirlikli u¢ formlarin

kiimesi Si(I") ile gosterilir.

Bu tanim dikkate alindiginda, f bir & agirlikli bir modiiller form olmak iizere

lim f(z)= 0 olmasi halinde f bir £ agirlikli u¢ formdur. £ agwrlikli u¢ formlarin

Im(z)—>w
kiimesi de bir vektor uzayidir ve istelik her bir & agirlikli u¢ formun bir £ agirlikl
modiiler form oldugu aciktir. Dolayisiyla Si(I') vektor uzayi, M(I') vektor uzaymin alt

vektor uzayidir. Bundan baska

SI) = DS, (T)

keZ

halkas1 da M(I") halkasmin bir idealidir.

5.7 Ornek. Daha &nce ele alinmis olan Gi(z) fonksiyonlari igin lim G,(z)#0

oldugundan Gy(z) fonksiyonlari, & agirlikli modiiler form olduklar1 halde birer u¢ form
degillerdir. Bununla birlikte bu fonksiyonlar kullanilarak u¢ formlar elde edilebilir.

22(2) = 60G4(z) ve g3(z) = 140Ge(2)
olmak iizere

A: U~ C,A@2) = 2(2)’ - 27g3(2)
olarak tanimlanmis olan diskriminant fonksiyonu bir 12 agirlikli zayif modiiler formdur
ve lstelik iist yar1 diizlem iizerinde analitiktir. A(z) fonksiyonun Fourier ac¢iliminda
a,= 0, a,= (2m)"? oldugundan A(z) fonksiyonu, asikar olmayan 12 agrlikli bir ug
formdur, yani A € Sj»(I') dir. Ustelik her z € % igin A(z) # 0 dir ve dolayisiyla, A(z)

fonksiyonu sadece « noktasinda sifir yerine sahiptir.
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E4(z) ve Es(z) normallestirilmis Eisenstein serilerini kullanarak da A fonksiyonu ve

Ramanujan t fonksiyonu

_E()-E(2) 3 n
A(2) 1723 ;T(H)q

biciminde tanimlanabilir. A(z) fonksiyonunun t(n) Fourier katsayilarinin her biri tam
sayidir ve Ustelik bu katsayilar carpimsaldir, yani (m, n) =1 ise
t(m, n) = t(m)-t(n)
dir. Bundan bagka p bir asal ve n > 2 olmak iizere t(n) fonksiyonu
") =wp)p" ) - p' ")
tekrarlama bagintisini gergekler.
3
jiU—C, j(z)=172852E)
A(z)
modiiler fonksiyonu da iist yar1 diizlemde analitiktir. j fonksiyonunun pay ve paydasi
ayni agirlikta oldugundan j fonksiyonu I' grubunun etkisi altinda invaryant kalir, yani,
daha once de belirtildigi gibi 7" € I ve z € T olmak lizere
J(1(2)) = j(2)
dir.
) 2m)? ... 1
jo= D e Ly
2n)“g+... ¢
acilimindan da goriildiigii gibi j(z) fonksiyonun oo noktasinda basit kutup yeri vardir ve

dolayisiyla j(z) fonksiyonu bir modiiler form degildir.

az+b

5.8 Tamim. 7(z) = ve z € T olmak lizere

cz+d
Jj(T,z)y=cz+d e C
degerine otomorfi carpant, k € 7 ve . T — C olmak lizere z € U igin

AT =T, 2) " [T(2))

olarak tanimlanan [T, operatoriine f fonksiyonu iizerindeki k agirlik operatérii denir.

Tanimi dikkate alindiginda, 7 € I' ve z € T oldugundan otomorfi ¢arpam asla sifir

veya sonsuz olamayacagindan f bir meromorf fonksiyon ise f[7]; fonksiyonu da
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meromorf bir fonksiyondur ve istelik f fonksiyonu ile aymi sifir ve kutup yerlerine
sahiptir. Dolayisiyla f fonksiyonu meromorf ve I' altinda k& agirlikli degismez ise f
fonksiyonu I' grubuna gore & agirlikli zayif modiiler fonksiyon tanimi agirlik operatorii
kullanilarak da ifade edilebilir; f, ¢/ lizerinde meromorf fonksiyon olmak tizere, eger
her T € T i¢in f[T]; = f ise f fonksiyonu k agirlikli zayif modiilerdir. Bundan baska, f
fonksiyonu k& agirlikli zayif modiiler bir fonksiyon ise f fonksiyonun sifir ve kutup

yerlerinin olusturdugu kiimeler I' grubu altinda invaryant kalir.

5.9. Uyan 1. Otomorfi ¢arpani ve k agirlik operatoriiniin daha sonra kullanilacak bazi

ozellikleri su sekilde siralanabilir. Her 7, V € I ve z € U igin

az+b oz +f

i. j(TV, z) = j(T, V(z)) j(V, z) dir, gercekten 7(z) = p, ve V(z) = olmak iizere
cz+

vz +90

(aa+ by)z + aB + bd

V(z) =
(ca+dy)z+cP+dd

ve j(V, z) =yz + & oldugundan

J(TV, 2) = (co.+ dy)z + cp + db = H““B
Yz +0

) + d](vz +8) =J(T, ") j(V, 2)

it. [TV]ix = [TI[ V]« dir, gercekten herhangi f: ¢4 — C fonksiyonu ve 7, V € I igin
NTV1(2) =j(TV, 2) " fU(TV)(2))

ve

((ATIWVIE) =1V, 2 ATIE) =iV, 2 (T, V@) AT(2)))
esitlikleri dikkate alindiginda, A(TV)(z)) = AT(V(2))) ve J(TV, z) * = j(V, 2y * (T, V(z))™*
oldugundan esitliklerin sag taraflar1 ve dolayisiyla sol taraflar1 esittir.

dT(z) _ 1 - 1 _ dir
dz (cz+d)  j(T,z)

iii.

2. Bu ozellikler dikkate alindiginda, daha once de belirtildigi gibi bir f: @ — C

fonksiyonunun modiiler oldugunu gostermek i¢in sadece lirete¢ doniistimlerinin dikkate

, 1 1 0 -1
almmasmin yeterli olacagi aciktir. Ornegin, modiiler grup igin (0 1] ve (1 0]

matrislerine karsilik gelen doniisiimler iirete¢ oldugundan sadece bu matrisler dikkate

alinarak bir f fonksiyonunun modiiler olup olmadig1 sadece bu matrisler dikkate alinarak
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kontrol edilebilir. Benzer sekilde modiiler grubun I'g(4) alt grubunun iiretecleri de

o)

fonksiyonunun ['p(4) alt grubuna gore modiiler olup olmadigi da sadece bu matrisler

1 0
(4 1] matrislerine karsilik gelen doniisimler oldugundan bir f

dikkate almarak kontrol edilebilir. Ornegin, ayrmtili tanimi1 daha sonra ele almacak olan
0(z, 4) fonksiyonunun, [o(4) alt grubuna gore 2 agirlikli bir modiiler form oldugu

sonucu bu matrisler kullanilarak elde edilebilir.

3. Bu aciklamalardan sonra, modiiler form tanimi1 modiiler grubun bir denklik alt grubu

icin de verilebilir. A, modiiler grubun bir denklik alt grubu ve & € Z olmak iizere
f: & — C fonksiyonu A grubuna gore bir £ agirlikli zayif modiiler fonksiyon ve iistelik

asagida tamimlanacak olan analitiklik bagintisin1 da gergekliyorsa f fonksiyonu A
grubuna gore k agirlikli zayif modiiler form olarak adlandirilacaktir. Dogal olarak bazi
alt gruplar icin -/ € SL(2, Z) bu alt grupta olmayabilir, dolayisiyla modiiler gruba gore
tek agirlikli modiiler form olmadig: halde bazi alt gruplara gore tek agirlikli modiiler

formlar olabilir.

4. Modiiler grubunun her bir A denklik alt grubu, olabildigince kiiciik belli bir & € Z"

icin 7(z) = z + h donilistimiinii bulundurur. Béylece /, N sayisini tam boler ve A denklik
alt grubu, N i¢cin I'(N) temel denklik alt grubunu bulundurur. Dolayisiyla A grubuna
gore zayif modiiler olan her bir /i 7/ — C fonksiyonu /Z-periyodiktir ve boylece bu

2miz/h

fonksiyona karsilik, g, = e olmak {iizere, f(z) = g(qx) Ozelliginde bir g : D'—> C

fonksiyonu vardir. Eger f iist yar1 diizlem {izerinde analitik bir fonksiyon ise g
fonksiyonu da D’ {izerinde analitiktir ve dolayisiyla bir Laurent agilimina sahiptir. Eger
g fonksiyonu ¢ = 0 noktasinda analitik olarak tanimlanabiliyor ise f fonksiyonu da oo

2iz/h

noktasinda analitik olarak tanimlanir, bu durumda f fonksiyonunun, g, = e olmak

uzere
f=2 a4,
n=0

bi¢iminde bir Fourier a¢ilimi olur.
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5. Modiiler formlarin olusturdugu vektér uzaylarmin sonlu boyutlu olmalar1 icin
modiiler formlarm sadece iist yar1 diizlemde analitik olmalar1 yeterli degildir, ek olarak,
limit noktalarinda da analitik olmalar1 gerekir. Hatirlanacagi gibi, bir A denklik alt
grubunun limit noktalar1 kiimesi iist yar1 diizleme oo noktasi ile rasyonel sayilar
kiimesinin eklenmesiyle elde edilir ve bu noktalardan A-denk olanlar 6zdeslenir.

Hatirlanacagi gibi, Q U {oo} kiimesindeki A-denk olan noktalarin olusturdugu A-denk-

lik siniflarina A grubunun bir u¢ (cusp) noktast denir. Modiiler grup i¢in, tiim rasyonel
sayilar o noktasma denk oldugundan bir tek denklik sinif vardir, yani bir tek ug¢ noktasi
vardir ve bu denklik sinifi, yani u¢ noktasi o ile gosterilir. Eger A, modiiler grubun bir
has alt grubu ise daha az nokta birbirine denk olacagindan rasyonel sayilarla temsil

edilen daha fazla u¢ noktalar olacaktir. Her bir s € Q noktast igin s = 7() olacak

biciminde belli bir 7 € I" oldugundan u¢ noktalarin sayis1 en fazla modiiler gruptaki AT
kosetlerinin sayis1 kadardir. Diger yandan |[[' : A| indeksinin sonlu oldugu dikkate

almirsa, u¢ noktalarin sayisinin da sonlu olacagi agiktir.

A denklik alt grubuna goére bir modiiler form u¢ noktalarda analitik olmalidir. Herhangi
s € Q U {0} icin s = T(0) olmak iizere modiiler formun o noktasindaki analitikligi [ 7]«
operatorii yardimiyla tanimlanabilir. [7]; operatorii list yar1 diizlemde analitik ve
modiiler grubun bir denklik alt grubu olan 7'AT grubuna gére de zayif modiiler
oldugundan oo noktasinda analitikligi anlamlidr ve dolayisiyla asagidaki tanim

verilebilir.

5.10 Tamim. A, bir denklik alt grubu ve k& € Z olmak tizere f: ¢ — C fonksiyonu igin
i. f fonksiyonu analitik,
ii. f, A grubunun etkisi altinda k£ agirlikli degismez,
iii. Her T € I i¢in f[ Tx fonksiyonu oo noktasinda analitik
kosullar1 gercekleniyorsa f fonksiyonuna A < I” grubuna gore bir k agirlikli modiiler
form denir.

Bu kosullara ek olarak, f fonksiyonu i¢in
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iv. Her T e I i¢in f[ T fonksiyonunun Fourier agilimmnda a,= 0

kosulu da ger¢ekleniyorsa f fonksiyonuna A < I” grubuna gore bir k agirlikli u¢ (cusp)

form denir.

A c T grubuna gore tiim & agirlikli modiiler formlarin kiimesi M(A) ve tiim £ agirlhikl

u¢ formlarm kiimesi de Si(A) ile gosterilir.

5.11 Uyan 1. Dikkat edilirse, tanimdaki (iii) ve (iv) kosullari, A denklik alt grubundan

bagimsiz olarak ifade edilmislerdir. Diger yandan I' = U],FT . ve (ii) kosulu geregi, her

V e A i¢in f[VT}]x = fIT;]x oldugundan f[T]; i¢in (iii) ve (iv) kosullarmin gergeklenip
gerceklenmedigini sadece sonlu ¢oklukta ve A alt grubuna bagl olan 7; koset temsilcisi

icin kontrol edilmesi gereklidir.

2mizIN olmak

2. A, modiiler grubun N seviyeli bir denklik alt grubu ve z € ¥ igin gy = ¢
tizere f': @ — C fonksiyonu yukarida verilen tanimdaki (7) ve (i) kosullarmi gercekli-

yor ise

iii’. C ve r belli pozitif tam sayilar olmak iizere n > 0 i¢in f(z) = Zanq,’f, Fourier
n=0

agilimimin katsayilar1 |a,| < Cn" 6zelligindedir,
kosulunu da gergekler. Dolayisiyla f fonksiyonu, tanimdaki (iii) kosulunu da gergekler
ve boylece f € Mi(A) olur.

3. (iii) kosulu, her bir s € Q U {oo} noktasina f fonksiyonunun bir tek Fourier a¢iliminin
karsilik geldigini belirtmemektedir. Eger s = T(w) ise n € Z i¢in V(z) =z + n' olmak
tizere s = TV(w) oldugu agiktir. Bundan baska (f{7V]x)(z) = (f{T]x)(z + n') dir. Eger h' €
Z, V'(z) =z+ I’ olmak tizere V' € T'AT olacak bigimdeki en kiigiik pozitif tamsay1

ise, A(N) = A ve A(N), modiiler grubun normal alt grubu oldugundan A(N) = T'AT ve

dolayisiyla 7’| N dir. Eger g, =e>™'" olmak iizere (f[T)(z) = D_a,q; ise p, ="

n=0

2ni(z+n")/ h'

birimin /. kokii olmak {izere e = w'gq, oldugundan
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(TG = @)Y a1

olur. Dolayisiyla & sayisinin tek olmasi halinde Fourier serisinin ilk katsayismin igareti

onemlidir ve ay katsayisiin 0 olup olmayisina gore bir u¢ form olabilir.

5.12 Ornek. Daha 6nce tanimlanmis olan

1

Ga(z) = _—
ez (cz+d)’
Eisenstein serileri denklik alt gruplarma gore 2 agirlikli modiiler formlardir. Bu seriler

kosullu yakmsak olmalarma karsilik terimleri diizenlenebilir. 2 agirlikli Eisenstein

.. i .
serisi, g = e ve o(n) = Zd olmak tizere

dln
d>0

Ga(2) = 2¢(2) —8n’ ics(n)q"

biciminde ifade edilebilir ve 7(z) = az +2 olmak iizere her 7" € I' igin
cz+
2mic
G, ([T1)(2)= G,(2) -
cz+d

dir. Bu esitligin diizenlenmesiyle elde edilen G,(z) —1—72) fonksiyonu modiiler
m(z

grubunun etkisi altinda 2 agirlikli degismez oldugu halde analitik degildir. Diger yandan
herhangi pozitif N sayisi1 i¢in eger

G, v (2)= G,(2) = NG,(Nz)
ise G, ,(z)e My(I'o(N)) dir. 2 agirlikli Eisenstein serileri, daha dnce soz edilen dort
kare probleminin ¢6ziimiinde olduk¢a 6nemli rollere sahiptirler,

2 © 0
Gz’z(z)z—% 14243 Sdlg" | ve G, (2)=—7*| 148> Sd "

n=1| 0<d|n n=1| 0<d|n
d tek 41d

olarak tanimlanan 2 agirlikli Eisenstein serileri icin G2 e Ma(I'0(2)) ve Gas € Ma(I'0(4))
dir. M>(T'p(4)) uzaymin boyutu 2 oldugundan lineer bagimsiz gibi goriinen G, ve G4
serileri bir baz olusturur. Diger yandan 0(z, 4) € M»(I'o(4)) oldugu da dikkate alinirsa

a, b € Cicin 0 = aGy, + bG, 4 olarak yazilabilir. Eisenstein serileri ve 0 fonksiyonu i¢in
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0(z,4)=1+8q+...,
3
—?Gz’z(z)z 1+24g+ ...,

1
— Gy (@)=1+8g+ .,

acilimlar1 kullanilarak 0(z, 4) = —%Gz’ .(2) oldugu goriiliir. Fourier katsayilarinin esit-
T

lenmesi ile, » negatif olmayan tam sayis1 dort tane kare toplami bi¢giminde yazilabiliyor-

sa, bu bicimdeki gdsterimlerin sayisinin #» > 1 olmak iizere

r(n,4)=8>d
0<d|n
41d

bigiminde oldugu sonucu elde edilir. Ozel olarak 4| d ise r(n, 4) = 8c1(n) dir. ki kare
problemi, alt1 kare problemi ve sekiz kare problemi de bu probleme benzer bicimlerde

¢oziiliir. Herhangi s > 10 sayisi igin ayn1 yontem s kare problemi i¢in 7 (n,s) asimptotik

¢Oziimiinii verir. Bu durumda, lim r(n,s) =1dir.

n—»00 r(n,s)
Agirlig1 2 olan Eisenstein serileri i¢in bir diger uygulama da 12 agirlikli Dedekind eta

fonksiyonudur. G, serisinin

_ 60 _ 1- 24ic(n)q"

T

normallestirilmis hali, 7(z) = -1 doniisiimii i¢in
z

zPE,(-1/2)= E,(z) - 12
2miz
bigiminde yazilabilir. ¢ = ¢*™ ve a4 = €™** olmak iizere olmak iizere

n(z) = Q24H(1_qn)
n=l1
biciminde tanimlanan 1n  fonksiyonuna Dedekind eta fonksiyonu denir.

S(z)= ZTZ] log(1—¢") serisi list yar1 diizlemin bir kompakt alt kiimesi tizerinde mutlak

ve diizgiin yakmsaktir. Dolayisiyla n fonksiyonu 7/ iizerinde analitiktir ve logaritmik
diferensiyel esitligini gergekler. Dedekind eta fonksiyonu, 6 fonksiyonun gercekledigi

formiile benzer bigimde, z € T/ i¢in
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n(=1/z2) =v=izn(z)

272 o Imak iizere

esitligini de gercekler. g = e
(@) =q]J0-¢"*
n=1

fonksiyonu ¥(z) = z + 1 ddniisiimii altinda invaryant kalir ve n**(=1/z) = z”°n*(z) dir.

Bundan bagka  lim n*(z) =0 oldugundan n** € S)»(I) dir. Diger yandan A fonksiyo-

nunu da bulunduran bu uzay 1 boyutludur. Dolayisiyla
n"*@=q+...,
Az)=(Q2n)'%q +...,
Fourier agilimlarinin bas katsayilar1 karsilastirilirsa
A =)
veya
1Y v N b e
[60@#;0,0) (cz+ d)4 J B 27(140@,4;0,0) (cz+ d)6 ] X’ qg(l )

esitlikleri elde edilir.

5.13 Modiiler Formlarin Diferensiyeli. Modiiler formlar i¢in, Ramanujan operatorii de

denen diferensiyel operatorii, Fourier agilimi tizerindeki etkisi yardimiyla

olarak tanimlanir. Ikinci esitligin ¢ degiskeni yerine z degiskeninin almmasiyla elde
edildigi agiktir. Diferensiyel operator kullanilarak,

Ok : M) > My o(I'), 0=0,=120 — kE,
olarak tanimlanan 0y operatoriine de k agwrhikl diferensiyel operator denir. Tanimdan
da anlasilacag: lizere 0, operatorii modiiler formlar teoreminde 6nemli bir yere sahip bir

operatordiir.

k € N olmak iizere /' € M(T') ve g = 120(f) — k- E, f olsun. 6(g) ve E,g fonksiyonlar1
sadece negatif olmayan Fourier katsayilarma sahiptir ve {lstelik g, 7/ ilizerinde

analitiktir. Bundan bagska,
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1
PR
z
oldugundan bu esitligin her iki yaninin z degiskenine gore tiirevi aliirsa
I3 )= A @ )
22 z
ve dolayisiyla
1
f!(_ _] — Zk+2f!(Z) + ka+]f(Z)
z
esitligi elde edilir. Bundan baska z — z + 1 i¢in g fonksiyonunun Fourier katsayilar1
degismediginden g fonksiyonunun modiilerligini test etmek i¢in z — 1 dontistimiinii
z
kullanmak yeterlidir.
1 k 1 1
Il LIy R LAY R )
g( Z] 2mi f( Z] 12 2( Z]f( Z]
k

_L Zk+2 ’Z Zk+] 7)) — — )z
=57 @k f(2) 12(E() +

z]zf(z>
_ m(Lfr( LA >]+L U= 1)
T olom T )Tyt VT

_ k+2 L ’Z _i z z
=z (m.f() SEEI( )]

k+2

g(z).
Dolayisiyla, g € Mj »(I') dir. Bu ise oMy (I')) < My +2(I') oldugunu gosterir. Bundan
baska, Oy diferensiyel operatoriiniin bir u¢ formu yine bir u¢ forma resmettigi de

goriilebilir. Ozel olarak,

OsE4=—4F¢

OcE¢ = —6FEg
ve

OsEg = —8E

dir. My(T'),Ms(I") ve Ms(I') vektor uzaylarinin boyutlar1 1 oldugundan bu esitliklerin
gergeklendigi agiktir.

Eger fve g, sirasiyla, £ ve [ agirlikli iki modiiler fonksiyon ise
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Okilf-g) = 120(f-g) — (k + DExfg
= 120(f)g — k Ex-f'g + 120(2)f — [E>-f'g
=0dNg + olg)f
yani, Oy operatorii modiiler formlar {izerinde tiirev operatorii olarak hareket eder.
Boylece, I' i¢in verilen 6zellikler, A < I" denklik alt gruplar1 i¢cin de ifade edilebilir, yani
f e Mi(A) 1se O(f)e My +2(A) dir. Bununla birlikte £, A < T' denklik alt grubu icin &

agirlikli sabit olmayan bir modiiler form ise 6( /') bir modiiler form olamaz.

5.14 Modiiler Vektor Uzaylarimn Boyutlari. Daha o6nceki kisimlarda modiiler

formlarin C {izerinde birer vektér uzayir oldugu belirtilmistir. Bu kisimda, & agirlhikli

modiiler formlarin olusturdugu vektor uzaylari, bu uzaylarin boyutlar1 ve bazlar1 ele
almacaktir. Her seyden once modiiler formlarin vektor uzaylar1 sonlu boyutludur.
Boyutun sonlu olmasi verilen bazi modiiler formlar1 kullanarak yeni modiiler formlarin
olusturulmasi agisindan oldukca 6nemlidir. Modiiler fonksiyonlar modiiler formlara
benzeseler de modiiler fonksiyon uzaylar1 sonlu boyutlu olmadiklarindan yeni modiiler

fonksiyonlar olusturmak ¢ok kolay degildir (Bump 1997).

5.15 Teorem. A — I' bir denklik alt grubu ve k € Z olmak tizere M(A) ve Si(A) sonlu

boyutlu karmasik vektor uzaylaridir (Kilford 2008).

Bu teoremin ispati lizerinde ayrintili olarak durulmayacaktir. Bununla birlikte, 6zellikle
MKI') ve SI') vektor uzaylarmin Ozellikleri asagidaki gibi siralanabilir, ancak bu
ozellikleri siralamadan 6nce vektor uzaylariin belirlenmesinde olduk¢a 6nemli bir role

sahip olan bir teorem ele alacagiz.

5.16 Teorem. f, I' grubuna gore k agirlikli bir modiiler form ve P € T/ olsun. vp(f), P

noktasmdaki sifirin mertebesi (veya kutbun mertebesinin negatifi) ve v«(f), f fonksiyo-
nunun Fourier a¢ilimindaki sifirdan farkl olan ilk terimin indisi olmak iizere

va(f)zg (5.1)

Pewr
P#i,p

v.(f) Fn N ()

dir.
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Bu teoremin de ispati lizerinde durulmayacaktir fakat teoremin ispati i¢in (Kilford 2008)

ve (Koblitz 1993) kaynaklaria bakilabilir.

5.17 Uyan 1. My(I") = C dir. Hatirlanacag1 gibi agirligi 0 olan modiiler formlar sadece

karmasik sabit fonksiyonlardir.

2. Mr(T") = {6} dir. (5.1) esitliginin k£ = 0 olmas1 halinde ¢6ziimii yoktur.

3. k<0 veya k tek ise Mi(I') = {0}d1r. (5.1) esitliginin £ < 0 olmasi1 halinde ¢6ziimiiniin
olmadig1 aciktir. Bundan baska, k& sayisinin tek olmasi halinde modiiler form olmadig:

daha 6nce bahsedilmistir.

4. k € {4, 6, 8, 10, 14} icin (5.1) esitliginin bir tek ¢dziimii vardir ve bu durumda, bi-
lindigi lizere E, k agirlikli sifirdan farkli bir modiiler formdur. Eger f € My(T') ise f /Ej,

0 agirlikli bir modiiler formdur, dolayisiyla sabittir. Boylece ¢ € C olmak lizere f = c-Ej

bi¢iminde ifade edilebilir. O halde k£ € {4, 6, 8, 10, 14} i¢in M) = CEj dir.

5. k<12 veya k = 14 ise Si(I') = {6} ve Si»(I") = CA dir. k£ < 10 veya k = 14 olmasi
halinde (5.1) esitliginin ¢6ziimii yoktur, dolayistyla & agirlikli bir u¢ form yoktur. £ =12
icin (5.1) esitliginin bir tek ¢oziimii vardir. Bu halde, v.(f) = 1 ve vp(f') = 0 oldugundan
sadece A fonksiyonu 12 agirlikli bir u¢ formdur, yani S»(I") = CA dir.

6. k> 16 1se SHI') = A- Mj_1o(T") dir. k=12 veya k> 16 olmasi halinde f € SiI') ise f
fonksiyonunun oo noktasinda mutlaka en az bir basit sifirinin olmas1 gerekir. Ancak oo
noktasinda sifir1 olan tek modiiler fonksiyon A fonksiyonu oldugundan f /A fonksiyonu-
nun {ist yar1 diizlemde veya oo noktasinda kutbu yoktur. Dolayisiyla /A, agirligi k£ — 12

olan bir modiiler formdur.
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7. k>4 ise Mi(T') = Si(I") @ CEj dir. f € M(T') olsun. Eger f fonksiyonu bir u¢ form

degil ise f fonksiyonunun oo noktasindaki Fourier aciliminda sabit terim sifirdan
farklidir, eger bu sabit terim ¢ olarak alinirsa f' — cEj fonksiyonunun Fourier ag¢ilimin-
daki sabit terim sifir olur ve dolayisiyla oo noktasinda fonksiyon sifir olur, yani f — cEj

fonksiyonu bir u¢ formdur.

8. Yukaridaki agiklamalar dikkate alindiginda; & pozitif ¢ift tamsay1 olmak iizere

{£J+l, k#2 mod12

Boy My(D) = 1~ *
{—J, k=2 mod12

12

ve
iJ, k#£2 mod 12
Boy Sy(I') =

{—J—l, k=2 mod12
12

olarak elde edilir.

Daha once belirtildigi gibi E4 ve Eg fonksiyonlar1 olduk¢a 6nemli fonksiyonlardir,
iistelik herhangi /'€ Mi(T") fonksiyonu o, , € C olmak tizere

f(2)= zaa,bEzt(Z)a-Ee(Z)b
4Z;b66b1\:1k

biciminde yazilabilir, yani E4(z) ve Es(z) fonksiyonlar1 M(I") ve Si(I') vektor uzaylari-
nin baz vektorleridir. Hatirlanacagi gibi £ € {0, 4, 6, 8, 10, 14} i¢cin modiiler form
uzaymin boyutu 1 dir, dolayisiyla My(I") uzaymi geren modiiler formlar, sirasiyla,

1, E4, E, E; , E4+-Es, ELE,
dir ve dikkat edilirse bu fonksiyonlar £4 ve Es fonksiyonlarmin birer polinomudur. Eger

k=12 ise baz { E},E.} dir.

k > 16 i¢in durum benzerdir. Eger k' < k ise M, (I') uzaymin her bir eleman1 £, ve Es

fonksiyonlarmin birer polinomu olarak yazilabilir. Bundan baska, 4a + 66 = k olacak
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bigimde a, b € N vardir. Dolayisiyla E{E!, agirlig1 k ve sabit terimi 1 olan bir modiiler
formdur. £, sifirdan farkli k agirlikli bir modiiler form ise f — ¢ E{E. € Si(T’) olacak bi-
cimde bir ¢ € C bulunabilir. Boylece, A, 12 agirlikli normalize edilmis u¢ form ve g,
k — 12 agrlikli modiiler form ise f — cE{E.= A-g olarak yazlabilir. g, E4 ve Es

fonksiyonlarinin bir polinomu ve A = (E; — E, )/1728 oldugundan f fonksiyonu da E4 ve

Es fonksiyonlarmin bir polinomudur.
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6. MODULER FORMLARIN UYGULAMALARI

Daha 6nce bahsedildigi gibi, k£ agirlikli normallestirilmis Eisenstein serileri
£ o= GG
2C(k)
bi¢iminde ifade edilir. Bu modiiler formlar i¢in
2k & 0
E(2)=1 __zck—l (n)q
Bk n=1

esitligi gerceklenir. Bu esitlikte bahsi gecen By sayilarina Bernoulli sayilar: denir ve bu

sayilar

Ee) k
e
e’ —1 k!

=0
esitliginden hesaplanabilir. Bernoulli sayilarinin bazilarinin

1 1 1 1
Bo=1,Bi=——,By=—,B3=0,B=——, Bs=0, Bg=—
0 1 D) 2 6 3 4 30 5 6 42

oldugu kolayca goriilebilir. Dikkat edilirse, » > 1 i¢in B, + 1 = 0 dir.

Eger bir p asal sayisi, herhangi bir Bernoulli sayisinin paymi bolmiiyorsa bu 6zellikteki
p asal sayisina diizenli asal sayt denir. Diizenli asal sayilar, Ernst Krummer tarafindan
Fermat’in son teoreminin bu ozellikteki p tsleri i¢cin dogrulugunu gostermek icin
tanimlanmistir. Diizenli asal sayilarin sonsuz ¢oklukta olup olmadigi heniiz bilmese de
sonsuz ¢oklukta diizensiz asal saymin oldugu bilinmektedir (Jensen 1915). Yapilan
deneysel ve sezgisel yaklasimlar sonucunda asal sayilarin yaklasik %61 kadarmin
diizenli oldugu goriilmiistiir ve 100 sayisindan kii¢lik diizensiz asal sayilar da 37, 59 ve

67 sayilaridir.
6.1 Modiiler Fonksiyonlar

Hatirlanacag1 gibi, bir f fonksiyonunun bir modiiler form olmasi i¢in gerceklemesi
gereken lic kosul vardir: I grubu etkisi altinda hareket etmelidir, fonksiyon oo
noktasinda ve I' grubunun diger u¢ noktalarinda analitik olmalidir ve son olarak

fonksiyon iist yar1 diizlem iizerinde analitik olmalidir. Bu tanima bagli olarak aklimiza
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bu lic kosuldan herhangi birinin atlanmasi durumunda ne olacagi sorusu gelebilir.
Ornegin, f fonksiyonunun oo noktasinda analitik olmas1 kosulu kaldirilsaydi ne olurdu?
Bilindigi gibi, g # 0 olmak lizere f ve g fonksiyonlar1 k£ agirliklt modiiler formlar ise f'/g
fonksiyonu da 0 agirlikli bir modiiler formdur. Baska bir ifadeyle, eger g fonksiyonunun

bir z, noktasinda n katl bir sifir yeri varsa ve f fonksiyonu da z, noktasinda en az n

katl bir sifir yerine sahipse f /g fonksiyonu bir modiiler formdur.

Hatirlanacag gibi, k£ € Z ve A bir denklik alt grubu olmak tizere /: ¢ — C meromorf
fonksiyonu A grubu icin & agirlikli zayif modiiler ise f fonksiyonuna A grubu i¢in &
agirlikli modiiler fonksiyon denmisti. Eger f fonksiyonu sifirdan farkli bir £ agirlikl
modiiler form ise 1/f fonksiyonu da bir —k agirlikli modiiler fonksiyondur.

0 agirliklt modiiler fonksiyonlar i¢in klasik bir 6rnek olarak
3
j(z)= Eiz)Y =g + 744 +196884q +...
A(2)

bi¢iminde tanimlanmis olan modiiler j-invaryant fonksiyonu verilebilir. Bu fonksiyon
ist yar1 diizlemde analitiktir ve j fonksiyonunun pay ve paydasi ayni agirlikta
oldugundan ;j fonksiyonu I' grubunun etkisi altinda invaryant kalir. Ancak, A
fonksiyonunun sifir yerinde, yani o« noktasinda da basit kutup yerine sahip oldugundan
bir modiiler form degildir. Bu sonuca boyut formiilleri kullanilarak da ulasilabilir.
Hatirlanacak olursa, I' modiiler grubu icin tanimli 0 agirlikli modiiler formlar sabit

fonksiyonlardir, yani My(I') = C dir. j fonksiyonu sabit olmadigindan bir modiiler form
degildir.

Jj-invaryant fonksiyonunun herhangi bir kuvveti de bir 0 agirlikl1 modiiler fonksiyondur.
Yani, 0 agrrlikli modiiler fonksiyonlar halkasi, sonsuz boyutlu bir kompleks vektor
uzay1 belirtir. & € Z olmak iizere k agirlikli modiiler formlar uzayinmn sonlu boyutlu

oldugu diisiiniildiiginde 0 agirlikli modiiler fonksiyonlar uzayr lizerinde yapilacak

calismalar agisindan oldukga farkli bir 6rnektir.
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Asagidaki teoremde I' grubuna gore her bir 0 agrlikli modiiler fonksiyonun j

fonksiyonunun bir rasyonel fonksiyon oldugu ifade edilmektedir.

6.1.1 Teorem. I' grubuna gore 0 agwhkli modiiler fonksiyonlar j fonksiyonunun

rasyonel fonksiyonlaridir (Kilford 2008).

Hatirlanacagi gibi E;/A ve E;/A fonksiyonlar1 j fonksiyonunun rasyonel

fonksiyonlaridir ve tistelik her bir 0 agirlikli modiiler fonksiyon bu fonksiyonlar ile
ifade edilebilir. Daha genel olarak, eger g fonksiyonu I" grubuna gore, iist yar1 diizlemde
kutbu olmayan ve oo noktasinda » mertebeli bir kutba sahip 0 agirlikli bir modiiler
fonksiyon ise g fonksiyonu j-invaryant fonksiyonuna bagli olarak  dereceli bir polinom

olarak yazilabilir.

Modiiler grup yerine temel denklik alt grubunun alinmasi halinde yukaridaki teorem

asagidaki hali alir.

6.1.2 Teorem. N € N ve f, ['o(N) denklik grubuna gore 0 agirlikli bir modiiler fonksiyon

ise f fonksiyonu, j(z) ve j(Nz) fonksiyonlarmmin bir rasyonel fonksiyonudur (Kilford
2008).

6.2 n-Carpim ve n-Boliim

Bu kisma kadar Fourier acilimlar1 sonsuz toplamlar olarak ele alindi. Ancak, modiiler
formlarm Fourier agilimlar1 sonsuz ¢arpimlar olarak da yazilabilir. Hatirlanacagi gibi n

2miz

Dedekind eta fonksiyonu, g = "™ olmak iizere

n:U—>C niz)=¢""]]0-¢"
n=I1
biciminde tanimlanmisti. n fonksiyonu i¢in degisken olarak, z veya g degiskenleri
kullanilabilir. n fonksiyonu st yar1 diizlem iizerinde analitiktir ve iist yar1 diizlemde

sifirlar1 yoktur. Dolayisiyla, herhangi bir I'j(V) alt grubu i¢in modiiler form degildir,
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ancak birazdan tanimlanacak olan n-¢arpimlar ve n-boliimler kullanilarak yeni modiiler

formlar olusturulur.

6.2.1 Tanmmm. N € N ve {rs}, bir tamsay1 kiimesi olmak iizere

[~ C fin)= [In¢")"

0<8|N
biciminde tanimlanan f meromorf fonksiyonuna n-béliim fonksiyonu, eger tim rs

sayilar1 negatif degil ise f fonksiyonuna n-carpim fonksiyonu denir.

Asagidaki teoremler dikkate alindiginda m-bolim ve n-carpim fonksiyonlarinin
gercekte 6zel birer modiiler form olduklar1 sonucu elde edilir.

27iz

6.2.2 Teorem. z € T ve g =e" olmak iizere

Ag) =D t(m)g"=n*(2)=q] [0-¢")*
n=l1 n=1
dir. Bundan baska z € ?i¢in n fonksiyonu
nN(=1/z) =~-izn(z)
esitligini gercekler (Kilford 2008).

b
g, & = 1 6zelliginde bir say1 olmak iizere herhangi y :(a d] e I'i¢in
c

n(‘””’] g (cz+ )P ()

cz+d
esitligi gerceklenir. Bu esitligin herhangi y matrisi yerine modiiler grubun {iretecleri icin

gerceklendigini gostermek hem daha kolaydir hem de yeterlidir (Miyake 2006).
Bazi modiiler form uzaylar1 1 boyutludur ve bu vektor uzayalar n-¢arpimlar taratindan

gerilirler. Bu modiiler formlarin katsayilar1 tam sayidir ve istelik c¢arpimsaldir.

Hatirlanacagi gibi, daha dnce bahsedilen A modiiler formu bu 6zelliktedir.
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6.2.3 Teorem. k, N € N sayilar1 k(N + 1) = 24 6zelligindeki sayilar ve (W] Legendre

sembolil olmak lizere

i k=1,3ise M(q) - n(¢g")" € SUTo(N)) ve

ii. k=1veya k=3 ise m(q) - n(¢"))" € SUTo(NV), (W])

dir (Kilford 2008).

Bu teorem dikkate alindiginda S3(I'g(7)) uzayindaki sifirdan farkli her bir modiiler
formun (n(¢)n(¢’))’ formunun bir sabit sayiyla carpimi oldugu sonucu elde edilir.
Diger yandan formun agirlig: tek ve iistelik {(1) D € I'y(7) oldugundan S3(I'¢(7)) uzay1

0 boyutludur. Dolayisiyla teoremde bahsedilen o6zellikteki modiiler form uzaylar1 1
boyutludur ve bu uzaylarin her bir eleman (n(¢)n(¢"))* formunun bir lineer katidur.

Dolayisiyla asagidaki sonug ifade edilebilir.

6.2.4 Teorem. N € {2,3,4,6, 12} ve k= % olsun. Bu durumda,

ST (N))=C -A(z)""
dir (Shimura 1994).

Bu modiiler formlar, I'(V) denklik alt grubuna gore birer modiiler form olduklar1 halde
herhangi M tamsayist i¢in ['j(M) alt grubuna gore bir modiiler form degillerdir, bu

ozellikleri nedeniyle bu formlar olduk¢a 6nemli modiiler formlardir.

6.3 J-Invaryant Fonksiyonunun Aritmetik Ozellikleri

Bu kisimda n fonksiyonunu kullanilarak, 0 agirlikli bir modiiler fonksiyon olan j-
invaryant fonksiyonun aritmetik ozellikleri {izerinde durulacaktir. Oncellikle, j

fonksiyonu modiiler gruba gore 0 agirlikli bir modiiler fonksiyon oldugundan her z € &

i¢in
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Jz+ 1) =j(z) ve j(=1/2)=j(2)
esitlikleri gerceklenir. Fonksiyonun agirligi 0 oldugundan cz + d ¢arpaninin olmayacagi

aciktir. j-invaryant fonksiyonun c(n) Fourier katsayilari
. 1< n
J@)=—+) c(n)g
q n=0
1
=—+ 744 + 196883 + 21493760g" + ...

q

3
esitlikleriyle tanimlanir ve j(z) = £ oldugu kullanilarak c(n) degerleri hesaplanir

ise bu degerlerin birer tam say1 oldugu goriiliir. O halde j-invaryant fonksiyonunun

Fourier katsayilar1 birer tam sayidir.

j-invaryant fonksiyonunun Fourier katsayilari olduk¢a oOnemli aritmetik ozelliklere
sahiptir. o, pozitif bir tam say1 olmak {izere, Lehner tarafindan bu katsayilarin
c(2°n)=0 mod 2°*"®
¢(3°n)=0 mod 3**"?
¢(5°n)=0 mod 5*"!
c(7°n)=0 mod 7
c(11°7)=0 mod 11°
denklikleri gercekledigi gosterilmistir (Lehner 1949) ve benzer sekilde, » > 1 olmak
uzere
(n+ 1Dec(n)=0 mod 24

oldugu ispatlanmistir (Lehmer 1947). Ozel olarak 13 asal says1 igin ise

13n

c(13np) + c(13n)-c(13p) + p~' C(TJ =0 mod 13

denkligi gergeklenir (Newman 1958).
c(13) # 0 mod 13 ve ¢(13%) £ 0 mod 13
oldugundan 13 asal sayisinin denklikleri benzer asal sayilar i¢in oldugundan oldukca

farklidir. o = 1 olmasi halinde modiiler j fonksiyonu, 1 fonksiyonu yardimiyla ifade
edilebilir.
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6.3.1 Teorem. p € {2, 3,5, 7,13}, s =

24 ve O(q) = (M] olmak lizere
1 n(q)

@)= Yepma"=p" > - (@®(g) +..+a D))

n=l

esitligini gercekleyen ay, ..., a tam sayilar1 vardir (Kilford 2008).

Dikkat edilirse, yukaridaki teoremdeki p asallar1 S>(I'o(p)) = {0} Ozelligindeki sayilar-
dir. p = 13 i¢in teoremdeki s/2 — 1 kuvvetinin 0 oldugu agiktir. Dolayisiyla, p = 13 i¢in
bu formiil yardimiyla elde edilen bir asikar olmayan denklik yoktur. c(n) katsayilar1 tam
olarak hesaplanabilirse, bu katsayilarmm hizla biyiidiikleri goriiliir. Bu katsayilarin

hesaplanabilmesi i¢in
e47r«/;

c(n) ~ 2n3/4

yaklagimi verilebilir (Petersson 1932).
6.4 A(z) Modiiler Fonksiyonu

Bu kisimda, bir bagska modiiler fonksiyon 6rnegi olan A(z) fonksiyonu tanimlanacak, bu

fonksiyonun 1 sayisinin basamak degerlerinin hesaplanmasindaki roliine deginilecektir.

n=0 ((n+1)/2)>2 8
k(z){z"z‘:‘i ; ]
—

biciminde tanimlanan A(z) fonksiyonu I'(2) grubuna goére bir 0 agirhikli modiiler

formdur ve ustelik

v q):(n(@ngq ) ]
n(q)

N-bolim acilimma sahiptir. Bundan baska A fonksiyonu ile modiiler j-invaryant
fonksiyonu arasinda

(A=Mg) +Mq))’
Ma)*.(1-Mq))’

J(q) =256

esitligiyle gosterilen bir iligki vardir.
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Matematikeiler icin m sayismin ondalik kisminin hesaplanmasi uzun yillarca bir amag
olmustur. MO 3. yiizyillda Arsimet, bir cemberi kapsayan ve bir ¢cember tarafindan
kapsanan ¢okgenlerden yola ¢ikarak, m sayis1 i¢in

3m<n<3l
71 7

st bulmustur. Bu bulustan yillar sonra, MS 17. yiizyilda ise yaklasik 2° kenarli
cokgenlerden yola ¢ikan Ludolph van Ceulen, m sayisin1 34 basamaga kadar hesapla-
mistir. Bu nedenle, 6liimiiniin ardindan Almanya’da m sayisi, uzun bir siire boyunca
Ludolph sayis1 olarak adlandirilirmistir. Gregory tarafindan 6ne siiriilen

E:1—l+l—l+...

4 3 5 7
formiilii, basit goriiniimiine ragmen 7. terimden sonraki hata pay1 1/(2n) sayisindan daha
biiyiik oldugu i¢in m sayismin ilk iki ondalik basamaginin dahi dogru hesaplanmasini

saglayamamistir. Daha sonraki yillarda, trigonometrik seri ag¢ilimlarini kullanan

Machin,
P 1
— =4 - arctan(l) — arctan(——
4 ® (239)

formiiliine ulagmistir. Bu formiilii kullanan Shanks, m sayisini el yordamiyla 707.
basamaga kadar hesaplamasina ragmen 1940 yilinda bu hesaplamada saymin 527.
basamaginda bir hata yapildig1 ve dolayisiyla, ardindan gelen tiim basamaklarin hatali
oldugu fark edildi (Shanks 1993). Son olarak, Borwein tarafindan A fonksiyonunun

ozellikleri kullanilarak asagidaki algoritma verilmistir.

6.4.1 Borwein” ve Blain Algoritmasi. o, =6 — 442 ve Vo= V2 —1olsun. Her n € N
i¢in
_1-a-y"
yn+] 1+(1_y:)]/4 5

_ 22n+3

(x‘n+] :(1+yn+])4(x‘n yn+](1+yn+]+y3+])

olmak tizere

1 n
0<o,——<16-4"e>*T"
T
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dir ve a,,, 1/m degerine kuadratik yakinsar. Diger bir deyisle, her bir tekrarlama, dogru

ondalik basamak degerini dort katma ¢ikarir (Borwein ve ark. 1987).
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