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GIRiS

Kismi diferensiyel denklemler teorisinden de bilindigi gibi reel uzayda eliptik
denklemler icin Dirichlet ve Neumann adiyla bilinen iki temel sinir deger problemi
tanimlanmistir. Reel uzayda bazi problemlerin  ¢oziimleri kompleks diferensiyel
denklemlerin ¢6ziim metotlar1 ile asilmistir. Mesela

u, +u, =0 (0.1)
Laplace denkleminin reel uzayda genel ¢6ziimii olmadigi halde kompleks uzayda bu
denklemin genel ¢6ziimii mevcuttur.
Diizlemde birinci mertebeden en basit eliptik sistem Cauchy-
Riemann sistemidir. Cauchy-Riemann sistemi kompleks formda

1 6 8
w=u+iv,z=x+iy,0- = ™ 8
x y

olmak iizere

w- =0 (0.2)
dir.
[.N.Vekua (0.2) den daha genel olan

w- +aw+bw=0 (0.3)
formundaki denklemlerle ilgilenmistir. Daha sonra (0.3) denkleminden daha genel olan
Lineer olmayan

0-w=F(z,w,0,w) (0.4)
denklemi W.Tutschke tarafindan incelenmistir. En son olarak ise Ishak ALTUN, Kerim

KOCA ve Binali MUSAYEV tarafindan (0.4) denklemi iki metrik kullanilarak

incelenmistir. Biz ise bu ¢calismada ayn1 metotla (0.4) denkleminden elde edilen
w(z) = ¢lz)+ T F (. wl.). A())Nz)
h(z)=¢'(z)+ T F () A()Nz)

sisteminden daha genel olan

w(z) = £, (z,w(2).h(2). To g, (W)L RO)Nz)
h(z) = fz(za W(Z)sh(z) G gz( aW()ah()))(Z)

Ve



w(z)= f,(z.w(2) hz). T, (w( ) AON2 )L T &, (o) A0)Nz)
h(z) = f(z.m2).hz). Ty g, (- wl) N T 5 (vl ) A(ON2))
Lineer olmayan singiiler integral denklem sistemlerinin ¢éztimlerinin varlik ve tekligini

inceleyecegiz.



BOLUM 1

TEMEL BiLGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimde ele alinacak olan lineer olmayan singiiler integral
denklem sisteminin incelenmesinde temel teskil eden kavram ve sonuglar ile ilgili 6n

bilgiler verilmektedir.

1.1. Metrik Uzaylar

Tamm1.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi ve
d: XxX >R, (x,y)—) d(x,y),R+ = [0,00)

doniigiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii Vx, y,z € X igin

(M1) d(x,y)=0=x=y
(2) d(x,y)=d(y.x)
(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Ug:gen e.gitsizliéi)

Ozelliklerini sagliyorsa, X lizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adin1 alir. (X ,d )

ikilisine metrik uzay adi verilir

Ornek 1.1.2.: [a,b] c R(a,beR) iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin

kiimesi C[a,b] olsun. f,g e Cla,b] igin

doc(f,g):max“f(t)—g(t]:te [a,b]}

seklinde tammlanan d : Cla,b]xC[a,b] — R, déniisiimii C[a,b] iizerinde bir metriktir.

(Musayev ve Alp. 2000)

Ornek 1.1.3.: 1< p <o olmak iizere f,g € Cla,b] igin

d,(f.g)= (ilf(S)— g(S)IpdSJ%

bi¢iminde tanimlanan d : Cla,b]xCla,b] - R, déniisimii Cla,b] iizerinde bir metrik

ve dolayisiyla (C[a,b], d p) bir metrik uzaydir. (Musayev ve Alp. 2000)



Tamm1.1.4.: f :[a,b] > R,(— 0 < a < b < ) fonksiyonu verilmis olsun. Eger her bir

t,t, € [a,b] icin

|f(t1)_f(t21 < A|t1 _t2|a
olacak sekilde A4 >0ve «a €(0,1] sayilar1 varsa f fonksiyonu [a,b] tizerinde Holder
kosulunu saglar denir. 4 tek olmadigindan inf A4 sayisina Holder katsayis1 , o sayisina

ise Holder iissii denir. [a,b] iizerinde o iissii ile Holder kosulunu saglayan biitiin

fonksiyonlari kiimesi C (“)[a,b] (veya kisaca C')) ile gsterilir.

C'“(a,b]) = Cla,b] oldugu agiktir. @, <ayise C'*([a,b]) = C“([a,b])oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Fakat bunun tersi dogru olmayabilir. Ornegin, herhangi

t,,t, €[0,1] igin ‘tl" —tz"“ <l —1,|". (0 <@ <1)oldugundan u(t)=r* € C')([0,1])

olur. Ote yandan herhangi ¢ € [0,1] igin
lu(t)-u(0) =¢“
oldugundan o' € (a,1)sayisi igin £ — 0 iken
u(t)-u(0)r = =t — oo

dolayisiyla u & C'*)([0,1]) dir.
C'“([a,b]), (0 < & <1) kiimesi verilsin. u € C'“)([a,b])igin

) =supllult,)—ut, |1, — .+ 1.1, < [a.5] |
olsun. u,v e C'“([a,b]) icin

d(u,v)=d, (u,v)+Hwu-v,a) (1.1.1)

seklinde tanimlanan d: C(“)([a,b])xC(“)([a,b]) — R, doniigiimiinin =~ C (”)([a,b])

tizerinde metrik oldugu gosterilebilir.

Tamm 1.1.5.: Bir (X,d) metrik uzayi, x, € X noktas1 ve pozitif » sayisi verilsin.
S (x,)={re X :d(x,x,)<r}
S_r(xo): {xe X :d(x,x,)<r}

%S



o, (x,)={xe X d(x,x,)=r}
kiimelerine sirastyla x, merkezli ve r yaricaph agik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi

denir. S, (xo) acitk yuvarma x, € X noktasinin bir komsulugu(r-komsulugu),

0
S, (x,)=S5, (x,)/{x, } kiimesine de x, € X noktasmnin delinmis komsulugu(delinmis 7-

komsulugu) denir.
(X,d) metrik uzay1, 4 c X alt kiimesi ve x € X noktasi verilsin. Eger Vr >0

0
icin S,(x,) N A4# ¢ ise x noktasia 4 mn bir limit noktasi denir. 4 c X kiimesinin
biitiin limit noktalarindan olusan A’kiimesi ile 4 nin noktalarindan olusan kiimeye A

nin kapanisi adi verilir ve A ile gosterilir. A=A ise A kiimesine X de kapal1 bir kiime

adi verili. Bc X ve xeB olsun. S,(x)c Bolacak sekilde »>0 sayisi varsa, x

noktasina B nin bir i¢ noktast denir ve B’nin i¢ noktalarinin kiimesi ZO? ile gosterilir.
B=lO3 ise B kiimesine X de ac¢ik kiime denir.

Taniml.1.6.: (X ,d ) bir metrik uzay olmak iizere f : N - X fonksiyonuna X de (veya
X iginde) bir dizi ad: verilir ve f(n)= f(x,) ile gosterilir. (n, ), N i¢inde n, <n,,,,

k=1,2,... ve lim n, = ookosullarim1 saglayan herhangi bir dizi olmak {izere (xnk ),k eN

k—

dizisine (x,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Tamm 1.1.7.: (X,d) metrik uzayr iginde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger

limd(x,,x,)=0 ise, baska bir deyisle, eger Ve>0 ve 3In,e N>3Vn>n, icin

n—0

d(x,,x,)< ¢ oluyorsa, (x,) dizisi x, noktasmna yakimstyor denir ve

x, > x,yada limx,6 =x,
n—>0

seklinde gosterilir.

Tanmm 1.1.8.: (X ,d ) bir metrik uzay ve 4, X’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

d(4)=supl{d(x,y): x,y € 4}



sayisina 4 kiimesinin ¢ap1 denir. d(A)< o ise A’ya X‘de siirhi bir kiime denir. X
icindeki (x,) dizisinin terimlerinden olusan kiime X* de simrl ise (x, ) dizisine X’de
sinirh bir dizi denir.

Tamm 1.1.9.: (X,d) bir metrik uzay ve X iginde bir dizi (x,) olsun. V& >0 igin
m,n > n, oldugunda d (xn,xm)< ¢ olacak sekilde & sayisina bagl bir n, € N sayisi

varsa (xn) dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi denir. (Musayev ve Alp, 2000)

Teorem 1.1.10.: Asagidaki 6nermeler dogrudur:

(a) Metrik uzay i¢indeki yakinsak her dizi Cauchy dizisidir.

(b) Metrik uzay i¢indeki her Cauchy dizisi sinirlidir.

(c) Bir (X ,d ) metrik uzayinda bir (xn) Cauchy dizisi x € X

noktasina yakinsak bir (xnk ) alt dizisine sahipse (x, ) dizisi de x’e yakinsar.

(d)(X,d) metrik uzay olmak tizere (x,) ve (y,) X icinde birer Cauchy  dizisi ise
(d (xn Y, )) reel say1 dizisi yakinsaktir. (Musayev ve Alp, 2000)

Tamm 1.1.11.: Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X icinde bir limite

sahipse, bu (X,d) metrik uzayna tam metrik uzay adi verilir.
Ornek 1.1.12.:(Cla,b,d,,) uzay1 tamdir. (Musayev ve Alp, 2000)

Lemma 1.1.13.: u,veC("’)([a,b]) icin  d(u,v)=d, (u,v)+ H(u—v,a)olmak iizere

c'@ ([a,p]) metrik uzay: tamdur.

Ispat: C(“)([a,b]) icinde bir Cauchy dizisi (f,)olsun. Bu durumda Ve >0 igin

dn, € N oyleki n>n_,m 2 n_esitsizliklerini saglayan Vr,m € N i¢in
d(f,.f,)<& (1.1.2)
olur. Su halde (1.1.1)’e gére Vn,m = n, igin

d,(f,.f.,)<¢ (1.1.3)

olur. (C[a,b].d,) uzayi tam oldugundan 3f, e Cla,b] dyle ki



limd,(f,,f,)=0 (1.1.4)

n—>x0

dir.
fo € C(“)([a,b]) oldugunu gosterelim. (f,) dizisi C(“)([a,b]) icinde bir Cauchy dizisi
oldugundan smirlidir, yani 3M > 0 sayis1 vardir ki
d(f,,0)<M,n=2,..
dir. O zaman her ¢,,t, € [a,b] noktalari ve Vn e N igin

fn(tl)_f;z(tZXSMkl _l‘2|tZ

oldugu elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limite gegilirse (1.1.4)’e gore

1fo6)- fo(t,) < M, —1,)”
oldugu ve dolayisiyla f, € C“)([a,b]) oldugu gbriiliir. Simdi lim d(f,,f,)=0
oldugunu gosterelim.
(1.1.2)’ ye gore herhangi ¢,,t, € [a,b] noktalar1 ve Vn,m > n, sayilari i¢in

H(f, - f,a)<e

veya

fn(tl)_fm(tl)_[»fn(tZ)_fm(tZ)”<|tl _t2|a

olur. Bu esitsizlikte sabit n>n, i¢in m— oo iken limite gegersek Vn > n, sayist ve

V1,,t, € [a,b] noktalari igin ((1.1.4)’e gore lim £, (¢) = £, (t)oldugundan)

fn(tl)_fO(tl)_[fn(tZ)_fO(ZZ)” < 5|t1 _tz|a (1-1-5)

oldugu elde edilir. (1.1.4) ve (1.1.5) ten lim d(fn » fo ) =0oldugu ve dolayisiyla
(Cla,b].d,,) metrik uzayinin tam oldugu goriiliir.

Tamm 1.1.14.: (X, d) metrik uzay ve E c X kiimesi verilsin. £ igindeki her dizinin,
limiti £ den olan yakinsak bir alt dizisi varsa, £ kiimesine X* de kompakt kiime adi

verilir. X kompakt kiime ise (X ,d ) metrik uzayma kompakt metrik uzay ad verilir.



Tamm 1.1.15.: (X ,d ) metrik uzayinda acik kiimelerin bir ailesi D = (D l) olsun.

AeQ

Eger bir £ c X kiimesi i¢in E A D, oluyorsa D ailesine E kiimesinin bir acik

ortlisti denir. Eger Q) < Q sonluve Ec U D,ise Dy= U D, ailesine E kiimesinin
1eQ AeQ,

sonlu bir alt ortiisii ad1 verilir. £ kiimesini orten D ailesinin her kiimesinin ¢ap1 & > 0

sayisindan biiyiik degilse D Ortiisiine £ kiimesinin ¢ Ortiisii denir.

Tamm 1.1.16.: (X,d) metrik uzay1 ve E c X kiimesi verilsin. Eger V& >0 sayist

icin £ kiimesinin sonlu ¢ Ortiisii varsa £ kiimesine X de tamamen sinirli bir kiime

denir. Tamamen sinirh bir kiimenin sinirli oldugu agiktir.

Teorem 1.1.17.: (Hausdorff) (X,d) metrik uzay ve Ec X kiimesi verilmis olsun.

E’nin X’de kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ve >0 i¢in £ nin sonlu ¢

oOrtiistiniin var olmasidir. (Musayev ve Alp, 2000)

Sonug¢ 1.1.18.: (X ,d ) tam metrik uzayimin her kompakt alt kiimesi kapali ve sinirhdir.

(Musayev ve Alp, 2000)

Teorem 1.1.19.: Kompakt (X ,d ) metrik uzay1 tamdir. (Musayev ve Alp, 2000)

Tamm 1.1.20.: (C([a,5]).d ) metrik uzay1 ve E < C[a,b] alt kiimesi verilsin.

(a) Eger Vf e E ve Vt e [a,b] icin |f(t] < M olacak sekilde

bir M > 0 sayis1 varsa E kiimesi diizgiin sinirhdir.

(b) Eger Vf € E ve Ve >0, Vi,,t, €[a,b] igin

|t1 —t2| <o = | fle,)-r (t2)| < & olacak sekilde bir & = &(g) sayisi varsa, E kiimesinin
elemanlar1 ayni dereceden diizgiin siireklidir denir.

Teorem 1.1.21.: (Arzela-Ascoli) Kapal ve smirht [a,b]c R araligi ve C[a,b] uzaynm

bir £ alt kiimesi verilsin. £ kiimesinin C[a,b] de kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul £ nin diizgiin sinirl ve elemanlarinin da ayni dereceden diizgiin siirekli olmasidir.

Ornek  1.1.22.:M >0 olmak  tizere (C (“)([a,b]), d ) Holder  uzaymin
c(m)= {x e C“a,b)): d(x,0)< M}: S, (0) kapal kiimesi (C[a,b]d,) de

kompakt bir kiimedir.



Gergekten, Vf e C'“(M) igin

d(f.0)=d,(f.0)+H(f;a)< M

e
oldugundan, Vf e C(")(M) ve Vi €a,b] igin |f(t) <M ve Ve>0 igin 52(%)

alirsak, Vit € a,b] ve Vf e C(“)(M) icin
|t1 —tz| <= |f(t1 )—f(t2] < M|t1 —t2|a <Mo* =& olur. Dolaysiyla C(“)(M)
kiimesi (C[a,b] d, ) de diizgiin siurl ve ayni dereceden siireklidir. Buradan da Teorem
1.1.21 geregince C (“)(M ) nin (C[a,b],d,,)’de kompakt bir kiime oldugu gbriiliir.
Teorem 1.1.19 ve Ornek 1.1.22 den asagidaki lemmanin dogrulugu goriiliir.

Lemma 1.1.23.: C(“)(M ) kimesi (Cla,bld,) uzaymn tam alt uzayidir.

u,ve C(“)(M) icin

d2<u,v>[j|u<r>—v<rrdrf

a

seklinde tanimlanan d, :C (“)(M )xC (“)(M )— R, doniisiimiiniin bir metrik oldugu

acgiktir.

Lemma 1.1.24.: (C (“)(M ) dz) metrik uzay1 tamdir.
ispat: (f,), (C (“)(M ),dz) icinde bir Cauchy dizisi olsun. Lemma 1.1.23” e gore

limd, (£,.£,)=limd.(f,.£,)=0

n—>0

olacak sekilde bir f,eC (“)(M ) fonksiyonu vardir. Buradan f, € L,[a,b] ve

limd,(f,, f,)=0 oldugu elde edilir.

n—ow

Lemma 1.1.25.: C("‘)(M ) kiimesinde d, ve d, metriklerine gore yakinsamalar

denktir.
ispat: u,,u, € C')(M), n=1,2,...0lsun.

limd, (u,,u,)=0= limd,(u,,u,)=0

n—0 n—>x0
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oldugu acgiktir. Bu sonucun tersinin de dogru oldugunu gosterelim. x,x + /4 [a,b] ve

fe C(“)(M) olsun. 4 > 0 i¢in

76 = ey L) s
ve h <0 i¢in
1) = [ 10+, [Lr)= rlole

oldugundan Vx € [a,b] ve 7 #0 igin

1 M
|f(x)|Sﬂd2(f,¢9)+mh

oldugu elde edilir.
Uy,U, € C(“)(M), (n=1,2,...) ve limd,(u,,u,)=0 olsun. Yeteri kadar biiyiik n

ler igin sonuncu esitsizlikte 4 = d, (u, ,u, ) alirsak

1, ()= a0y () < 8 ) + 2 )
+a

esitsizligi elde edilir. Buradan da

limd, (u,,u,)= 0= limd, (u,,u_)=0

n—x n—x0

oldugu anlagilir.
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1.2. Normlu Uzaylar

Tamm1.2.1.: X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.
+:XxX = X, (x,y)—>x+y
S KxX - X, (a,x)—)ax
dontistimleri  ile  toplama ve  ¢arpma  islemlerini  tanimlayalim.  Her
x,y,z€ X ve a,b e K i¢in asagidaki kosullar saglansin.
l.x+y=y+x
2.x+(y+z):(x+y)+z
3. Herxe Xiginx+0=0+x=x
esitligini saglayan bir tek 8 € X (sifir elemani) vardir.
4. Herxe Xiginx+(-x)=(-x)+x=60
esitligini saglayan bir tek —x € X vardir.
5.Her x € X i¢in 1.x= x;
6. a(x+y)=ax+ay
7. (a+b)x: ax + bx
8. (ab)x = a(bx)
Bu durumda X kiimesine K cismi iizerinde bir vektor uzayr (lineer uzay) ve
elemanlarina da vektor veya nokta adi verilir. K=R alinirsa X’e bir reel vektor uzayz,
K = C alinirsa X’e bir kompleks vektor uzayi adi verilir.
Vektor uzayr tanimindan su basit sonuglari elde edebilecegimiz kolayca goriiliir.
(a)Herx € Xi¢in 0.x = 6,
()
(c) (-

Hera eK1<;1nat9 o;

(d)x # Qolmakuzerea x=bxisea=b;

(e)a#0ve ax=ayisex=y;

( ) f)y,z € X vektorleri verildigwde x + y = z denkleminin tek bir

x =z—y € X ¢oziimi vardur

Tanmm 1.2.2: X bir vektor uzay1 ve Y, X’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. ¥, X

vektor uzayindaki islemlere gore kendi basina bir vektdr uzay1 olusturuyorsa , ¥ ye X in

bir alt uzay1 denir.
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Tanim 1.2.3: X bir vektor uzay1 olmak lizere x,x,,..x, € X verilsin. a,,a,,...,a, € K
olmak tizere

a,x, +a,x, +..+a,x,
seklindeki bir toplama x,,x,,...,x, nin bir lineer kombinasyonu denir.

pxMc X

ise M den alinan her sonlu sayidaki vektoriin lineer kombinasyonlarinin kiimesine M
nin gereni(Span) denir ve Span M ile gosterilir. Span M, X in bir alt uzayidir ve bu alt
uzaya M nin {rettigi alt uzay denir. M =¢ ise Span M=86 olur.

Tanim 1.2.4.: X bir vektor uzay1 ve M = {xl,xz,x3,...,xn } c X olsun. q,,a,,...,a, € K

olmak tizere a,x, + a,x, +...+ a,x, =0 esitligi ancak ve ancak

olmas: halinde gerceklesiyorsa x,,x,,...,x, vektorlerine lineer bagimsiz, aksi halde
lineer bagimlidir denir.

Tanim1.2.5.: X bir vektor uzay1 ve M, Xin bos olmayan bir alt kiimesi i¢in

1. M lineer bagimsizdir.

2. X=Span M

ise M ye X in bir taban1 veya bir baz1 denir.

Eger M = {xl,xz,...,xn}, X in bir tabani ise her x € X vektorii q,,a,,...,a, € K
olmak iizere x = a,x, +a,x, +...+ a,x, seklinde tek bir gosterime sahiptir.

Eger X vektor uzayinin bir sonlu tabani varsa X e sonlu boyutlu bir vektor uzayi,
aksi halde sonsuz boyutlu bir vektor uzay: denir. Sonlu boyutlu bir X vektor uzayinin
bir tabanindaki vektdrlerin sayisina X in boyutu denir ve Boy X ile gosterilir.
Tamm 1.2.6: Y, veY, X vektor uzaymin iki alt uzay: olsun. Eger Vx € X elemani
v, €Y, ve y, €Y, olmak ilizere x =y, +y, seklinde tek bir gosterime sahipse, X
vektor uzay1 Y, veY, uzaylarmin direkt toplamidir denir ve X =Y, @Y, olarak yazilir.
Y,’ye Y,’in (yada ¥, e ¥, ’nin) cebirsel tiimleyeni denir.

Eger Y, veY,, X vektor uzaymin iki alt uzayi ise

Y={+y iy ety el)

olmak lizere
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Boy(Y, +Y,) = BoyY, + BoyY, — Boy(Y, NY,)
dir. Bu durumda
Boy(Y1 @Y, ) = BoyY, + BoyY,
oldugu aciktir.

Eger X, ve X,ayni cisim {lizerinde tanimli vektdér uzayr ise x,,y, € X, ve

X,,¥, € X, vektorleri lizerindeki cebirsel islemleri

(¥, )+ (s 22) = (6 + 200, + 3,
a(x,,x,)=(ax,,ax,)
seklinde tanimlarsak X = X,xX, kartezyen ¢arpimi bir vektor uzayina doniistiiriiliir.
X,,X,,...,X, ayn cisim lizerinde taniml1 vektor uzaylarinin kartezyen ¢arpimi
X, xX,x..xX,
ye bu ¢arpim {izerinde cebirsel islemler agikar bigiminde tanimlanir.
X, =X,=...=X,=X
carpimi X" ile gosterilir.
Bir X vektor uzaymin Bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,,», €Y  oldugunda
M={yeX:y=2y,+(1-1)y,,0<1<1jcY
oluyorsa Y alt kiimesi digbiikeydir (konvekstir) denir.

Herhangi bir D kiimesi ve bir X vektor uzayi verilsin. Tanim kiimesi D ve

goriintii kiimesi X in bir alt kiimesi olan biitiin fonksiyonlar kiimesi

(F+8) ()= 1)+ g0).(ef Ne)=f ()t e D.ac K (12.1)
cebirsel islemleri altinda bir vektér uzay1 olusturur ve E(D;X) ile gosterilir. Farkli D
kiimeleri ve farklt X vektor uzaylar1 durumunda ¢esitli £(D;X) vektor uzaylar1 elde
edilir.
Ornek 1.2.7.: C({a,p}R) uzayr D =[a,b] ve X =Cla,b],[a,b] iizerinde siirekli ve
(1.2.1) islemleri altinda reel bir vektdr uzay1 olusturan reel degerli biitiin fonksiyonlar
kiimesi olsun. Bu durumda C([a,b}R)=E([a,b}C[a,b]) reel bir vektér uzayidir.
Benzer sekilde, C([a,b} C) kompleks vektor uzayi tanimlanir.

Eger X vektor uzay metrik uzay ise X’e lineer metrik uzay adi verilir.
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Tamm 1.2.8.:X bir K cismi lizerinde vektor uzay1 olsun.
H: X = Roox =

donilisiimii Vx,y € X veVa € K igin

(N)|x|=0=x=0

(V2) x| = Jaf ]

(N3)|lx + ¥ < %] + | (Uggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adini alir ve bu durumda (X ol ) ikilisin e bir

normlu vektor uzayi denir. (N1)-(N3) 6zelliklerine norm aksiyomlari denir.

(X , ) normlu bir uzay olmak iizere

d:XxX >R, d(x,y)=|x-|
seklinde tammlanan uzaklik fonksiyonunun X iizerinde bir metrik oldugu kolayca
goriiliir. Gergekten, Vx, y,z € X icin
dx,y)=0x—y|=0cx-y=0=x=y,
d(xy) == == =2 =[]y = = |y = 2] = a(v..x),
ve (N3) aksiyomundan dolay:

d(x,y)=x=A =lx=z+z-r s~z +]z -
=d(xz)+d(zy)

oldugundan d, X iizerinde bir metriktir. Boylece, V(X ,||||) normlu uzaydan bir (X ,d )
metrik uzay1 elde edilebilir. Bu yolla elde edilen d metrigine |||| normunun indirgedigi

metrik denir.

Lemma 1.2.9.: (X, \ ) normlu bir uzay, x,y € X igin d(x,y)= ||x—y|| ve ae K

olsun. Bu durumda

(a)Vx,y,z € X igin d(x+2z,y+z)=d(x,y)(d nin 6teleme 6zelligi)
(b)d(ax,ay)=|a|d(x,y)(d" nin mutlak homojenlik dzelligi)
ozellikleri dogrudur.

Tamm 1.2.10.: (X , ) normlu uzayi i¢inde bir dizi (xn) ve x, € X olsun. Eger

11m||xn - x0|| =0
n—0

ise (x,) dizisi x, noktasmna yakmsiyor denir ve
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x, > x, yada limx, = x,

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama

ad1 verilir.

Bir normlu uzay (X , ) ve bunun bir alt kiimesi 4 olsun.

d(A): supﬂ|x—y|| xeAd,ye A}Z 0
sayisina 4 kiimesinin capi denir. Eger bir 4 < X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise 4 kiimesine

sirh kiime denir. X icindeki (x,) dizisine karsilik gelen noktalar kiimesi smurli ise
(xn) dizisine siurl dizi denir.

Tanim 1.2.11.: (X ) )normlu bir uzay ve bu uzay icinde bir dizi (x,) olsun. Her & > 0

icin m,n > n,_ oldugunda |x, —x || < ¢ olacak sekilde & ’a bagl bir n, bulunabiliyorsa
(x,) dizisine Cauchy dizisi denir.
Lemma 1.2.12.: (X ,d ) bir metrik uzay ve d metrigi 6teleme ve mutlak homojenlik

ozelliklerine sahip olsun. O halde xe€ X i¢in ||x||=d(x,6’) olmak iizere (X,d)ve

\ ) icinde her yakinsak,

(X , ) uzaylarmin topolojik yapilar1 aynidir, yani (X ,d ) (X ,

sinirli ve Cauchy dizisi (X , ) (X ,d ) icinde surastyla yakinsak, sinirli ve Cauchy

dizisidir. (Musayev ve Alp, 2000)

Tamm1.2.13.: Bir (X o - ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

yakinsiyorsa, bu (X , ) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

Ornek 1.2.14.: (Cla,b] K) uzay1 |f], = max{|/(x): x € [a,5] | normuna gére Banach
uzayidir. (Musayev ve Alp, 2000)

Ornek 1.2.15.: C'“[a,b)0<a<1) uzayi |f| =d(f.0)=|s|, +H(f;a) normuna
gore bir Banach uzayidir. (Musayev ve Alp, 2000)

Ornek 1.2.16.:(Riesz-Fischer Teoremi) L,(E)1 < p <o vektdr uzayi, f €L, (E) igin

|}
p

1, ={flrtor )

normuna gore bir Banach uzayidir. (Musayev ve Alp, 2000)
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Tamm 1.2.17.: X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D’nin her elemanina
Y’nin bir elemanini1 karsilik getiren bir kurala D’den Y’ye bir operatoér veya doniisiim
denir. 4 operatdriiniin x’e karsilik getirdigi eleman A(x) ile gosterilir. 4 operatoriiniin
xe D’yi, A(x)e Y ye gotiirdiigiinii belirtmek i¢in 4: D — Y gosterimi kullanilir. (Bu
gosterim, D yi Y ye gonderen 4 operatdrii veya A, D’den Y’ye seklinde okunur).

Bu durumda D ye A4 operatoriiniin tanim kiimesi denir ve genellikle D(4) ile
gosterilir.

R=R(4)={ye¥:y=Alx),xeD(4)
kiimesine A operatoriiniin deger(veya goriintii) kiimesi denir. A4 operatdriiniin yaptig1 bu

islem

Xo D(A)—A>R(A)c Y
seklinde veya kisaca 4: X — Y bigiminde gosterilir. Bu gosterimde D(4)# X veya
R(4)# Y olabilir.
Tamm 1.2.18.: X,¥,Z kiimeleri ved:X —Y,B:Y —Z operatorleri verilsin.
R(4)c D(B) ise Vx € X igin A(x)eY oldugundan

B(A(x))e z
dir. X den Z’ye (B4)x)= B(4(x)),x € D(4) ile tanimli operatére B ile A’nin bileskesi

denir ve B4 ile gosterilir. Hatta AB operatdriiniin taniml1 olmasi (bu yalniz Z=X olmas1
halinde gecerlidir. ) durumunda da genellikle AB # BA olur.

Tanmm 1.2.19.: 4: X — Y operatorii icin A(X)=Y oluyorsa, A operatdriine orten veya
surjektif, aksi halde i¢ine operator adi verilir. Buna gore eger A Orten bir operator ise

Vy €Y icin A(x)=y olacak sekilde x € X vardir.

Tamm 1.2.20.: 4: X — Y operatoril i¢in herhangi x,,x, € X i¢in
X, £ X, = A(xl);t A(xz)

ya da buna esdeger olarak
A(xl ) = A(x2 ) =X, =X,

oluyorsa A operatdriine birebir veya injektif operator denir.

Tamm 1.2.21.: Hem birebir hem de Orten olan operatdre birebir orten veya bijektif

operator denir.
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Tamm1.2.22.: X ve Y metrik uzaylar1 ve A4:X — Y operatorii verilsin. Asagidakiler
saglandiginda 4 operatorii x, € D(A) noktasinda siireklidir denir.
(a)Ve >0,36 >05Vxe D(4)igind , (x,x,) < 5 iken d, (A(x), A(x,)) < & dir.

(b)x, € D(4) noktasma yakmsayan V(x,)c D(4) igin lim A(x, )= A(x,)
\veyalimd, (4(x), A(x, ) = 0) dir.

Tamm 1.2.23.: Eger 4:X — Y operatorii D(4) nin her noktasinda siirekli ise, 4
operatorii D(A4) tizerinde stireklidir denir.
Tammm 1.2.24.: X ve Y normlu uzaylart ve A:X — Y operatorii verilsin. A4

operatoriiniin  siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y uzayinda acik (veya
kapali)) VF c R(A) kiimesi igin A~ (F ) c D(A) kiimesinin X uzayinda agik(veya
kapali) bir kiime olmasidir.
Tamm 1.2.25.:X ve Y normlu uzaylar ve 4 tanim kiimesi D(A) c X ve goriintii kiimesi
R(A) c Y olan bir operator olsun. Eger 4 operatorii D(4) nin X’ de sinirli her kiimesine
R(A)’nin Y’de sinirh bir kiimesini karsilik getiriyorsa A4 operatdriine sinirli bir operator
ad1 verilir.
Tanim1.2.26.: X ve Y ayn bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve 4: X — Y operatorii
verilsin. Eger D(4), X’in bir alt uzayi, Vx,yeD(4) ve Va,feK igin
A(ax + ﬂy) = aA(x)+ ﬂA(y) ise A operatdriine lineer operator denir.
Teorem 1.2.27.: A: X — Y bir lineer operator olsun. 4 tek bir noktada siirekli ise, her
noktada siireklidir. (Musayev ve Alp, 2000)
Tamm1.2.28.: 4: X — Y bir lineer operatérii verildiginde Vx e D(A4) igin

|4(x)| < |« (1.2.2)
olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayist varsa 4 operatori D(A) lizerinde sinirlidir
denir.(1.2.2) esitsizligini saglayan ¢ > 0 sayilarinin en kiiclik alt sinirna 4: X - Y

sinirlt lineer operatoriiniin normu denir ve ||A|| ile gosterilir.

||A|| = inf{c >0:Vx e D(4)igin ||A(x]| < c||x||}
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1.3. Banach Sabit Nokta ve Schauder Prensipleri.

Tanim1.3.1.: Bir (X ,d ) metrik uzayi, D c X kapali kiimesi ve 4: D — D operatorii
(veya donilisiimil) verilmis olsun. Eger Vx,y € D i¢in
d(Ax, Ay) < ad(x, y) (1.3.1)
olacak sekilde O0<a <1 sayis1 varsa A:D—>D operatorine daralma
operatorii(daralma doniisiimii) denir.
Ax  =x
olacak sekilde x* € D vektdriine 4: D — D operatdriiniin sabit noktasi denir.

Teorem 1.3.2.: (Metrik Uzaylarda Daralma Doniigiimii Prensibi)

(X,d) tam metrik uzaymin Dc X kapali kimesinde 4:D— D daralma
operatdriiniin tek bir x* e D sabit noktast vardir ve her bir x, € D baslangig noktasi
igin

x, =Ax, ,n=12,.. (1.3.2)
seklinde tanimlanan (xn) dizisi (iterasyon prosesi)x vektdriine yaklasir ve (xn)

o e e . *
dizisinin x ’a yakinsama hizi

n

d(xn,x*)ﬁla d(xl,xo) (1.3.3)
-«

esitsizligi ile verilir. (Musayev ve Alp, 2000)

Ispat: x,, = Ax, ,x, = Ax,_,,n=1.2,...oldugundan (1.3.1)’e gore

n-1°

d(x,,.,x,)=d(4x,,Ax, )< od(x,,x, )

n+1°>"%n no

dir. Benzer esitsizlikler sirayla kullanilarak

d(x x )S d(xn+p,xn+p_l)+...+d(x x )

n+p2~n n+1°>"¥n

<(a""" +.+a" (x,,x,) (1.3.4)
1_ p

= 1_0; a"d(xl,xo)

dir. lima" =0 oldugundan son esitsizlige gore (xn) dizisi Cauchy dizisidir. X tam

n—0

metrik uzay oldugundan limx, = x’

n—0
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olacak sekilde bir x~ € X vektérii vardir. Vi =0,1,2,...iginx, € D ve D kapal

oldugundan x" € D dir. (1.3.1)’e gore

d(x Ax*>: d(Axn,Ax*)S ad(xn,x*),n =0,1,2,...

n+l?

Ve

limd(x,,x")=0

nd
n—»o

olduguna gore limd(le,Ax*): Oveyalimx,, = Ax" dir. Buradan x = Ax", yani

x" €D vektorii x=4x denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Bunun tek bir ¢oziim oldugunu

gosterelim. y~ € D vektorii de x=Ax denkleminin bir ¢dziimii olsun. Bu durumda

<=y =ax -ty < el -y

dir ve dolayisiyla Hx* — y*H =0, yani x" =" olur. (1.3.4) esitsizliginde p — o iken
limite gecgersek (1.3.3) esitsizligi elde edilir.

Sonug 1.3.3.: 4 operatorii (X,d) tam metrik uzayinda tanimli ve A(X ) c X olsun. Eger
A operatdrii X iizerinde daralma operatdrii ise, 4 operatdriiniin tek bir x" € D sabit
noktast vardir ve her baslangic x, € D vektorii igin (1.3.2) seklinde tanimlanan (xn)
dizisi x* vektoriine (1.3.3) hizla yaklasir. (Musayev ve Alp, 2000)

Sonu¢ 1.3.4.: (X,d) tam metrik uzaymin S_r(a) ={x e X :d(x,a)< r} kapal yuvarinda
tanimhi 4 :S_r(a)—> X operatorii verilmis olsun. 4 operatori S_r(a) tizerinde daralma
operatorii ve d(Aa,a)<(1-a)r ise A operatoriiniin tek bir x” e S_,(a) sabit noktasi
vardir. Her x,, € S_,(a) baslangi¢ vektorii igin (1.3.2) seklinde tanimlanan (x, ) dizisi x’

vektoriine (1.3.3) hizla yaklagir. (Musayev ve Alp, 2000)

Simdi sabit nokta prensibinin (Teorem 1.3.2) asagidaki degistirilmis formunun
ispatin1 verelim.
Teorem 1.3.5.: (X ,d ') bir kompakt metrik uzayi verilmis olsun. Eger
(a) X tizerinde Oyle d" metrigi tanimlanmistir ki X i¢inde d'metrigine gore yakinsak
her (x, ) dizisi d" metrigine gore de yakinsaktir.
(b) 4: X — X operatdrii d" metrigine gore daralma donisiimidiir, yani Vx,y € X i¢in

d"(Ax, Ay)<1d"(x, )
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olacak sekilde 0</<1 sayst vardir; kosullar1 saglaniyorsa x=Ax denkleminin tek
¢ozliimii ardisik yaklasimlar yontemi ile bulunabilir. Ardigik yaklasimlar d' metrigine
gore yakinsaktir.

Ispat: Banach sabit nokta prensibinin uygulanabilmesi igin (X ,d ') metrik uzayinin
d" metrigine gore de tam oldugunu gosterelim. (x, ), X i¢inde d" metrigine gore bir
Cauchy dizisi olsun. (X ,d’) metrik uzayr kompakt olduguna gore (xn) dizisinin
d' metrigine gore yakinsayan (xnk ) alt dizisi vardir.

d'metrigine gére limx, =x,, yani limd'(xm,xo):O olsun. Teoremin (a)
k—o© ¢

k—

hipotezine gore ll(imd ”(xnk , X ) =0 yazabiliriz.

d"(xk , X ) < d"(xk X, )+ d"(xnk ,xo)
esitsizliginde k& — oo iken limite gegersek,

limd"(x,,x, )=0

k—
((xn ), d"metrigetr gore bir Cauchy dizisi oldugldu gére) ve

limd" (x

k—x

x0)=0

olduguna gore llfimd”(xk,xo):o oldugu ve dolayisiyla (xn) dizisinin d" metrigine

gore yakinsak oldugu anlasilir. Bu da (X ,d ") metrik uzayinin tam oldugunu gosterir.

x = Ax denkleminin ¢dziimii x, olsun. x, € X,x, = Ax, ,,n=1,2,... olmak

n—1°
uzere

limd'(x,.x; )= 0 (1.3.5)

n—»0

oldugunu gosterelim. Vn e N igin
d"(xn , X, ) = af"(Ax,F1 , Ax, ) < laf"(x,k1 ,X, ) < lzaf"(x,F2 , X, ) <..< l”d"(xo , x;)

esitsizligi dogru oldugundan ve lim/" =0 olduguna gore

n—>x0

limd"(x,, x; )= 0 (1.3.6)

elde edilir.

(x, )dizisi igin limd ’(xn ,x;);t 0 olsun. Bu durumda (x, ) dizisinin

d'(x, ,x;)>d (1.3.7)
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olacak sekilde (xnk ) bir alt dizisi ve bir d > 0 sayis1 vardir. (X,d") metrik uzay

kompakt oldugundan (x ) dizisinin d' metrigine gore yakinsak (xnk ) alt dizisi vardir.

"k m

l- _ ~ %
imx, =X,

m—>0
yani

limd'lx, % )=0 (13.8)

m—>o0
* ~k o . .
olsun. x, =X, oldugunu gosterelim.

d' lizere yakinsamadan d" iizere yakinsama ¢iktigindan (1.3.8)’e gore

limd"(x, ,%;)=0 (13.9)
olur. (1.3.6) den dolay1
limd"(x, ,x;)=0 (1.3.10)

dir. (1.3.9) ve (1.3.10) den X, = x, oldugu, yani

limd'(x, .x;)=0 (1.3.11)

oldugu elde edilir.

(1.3.7) esitsizliginde (xnk) dizisi yerine onun (xnk ) alt dizisini alirsak

m

d'lx, .x)zd (1.3.12)

oldugu elde edilir. (1.3.11) ve (1.3.12) dan d=0 oldugu anlasilir. Bu ise d > 0 olmasi

ile celiski oldugundan limd ’(xn,x;);é 0 olmasi yanhstir. Demek ki limd ’(xn,x;): 0

dir. (Hiiseynov ve Muhtarov,1980)

Teorem 1.3.6: 4 operatorii X normlu uzayindan Y normlu uzayina lineer olsun. A4
operatorii D(A4) iizerinde stirekli ve D(A4)iginde her siirh alt kiimeye Y nin kompakt bir
kiimesini karsilik getiriyorsa 4 ya tamamen siirekli bir operator denir. (Musayev ve

Alp. 2000)

Teorem 1.3.7:4 operatdrii X normlu uzaymin digbiikey D alt kiimesini kendisine
dontstiiriir ve A operatérii D lizerinde tamamen siirekli ise onun D iizerinde sabit

noktasi vardir. (Musayev ve Alp. 2000)

NOT: Ispatlanmis teoremde 4 operatdrii d' metrigine gore bir daralma déniisiimii

olmayabilir.
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BOLUM 2

BELLI TIPTEN LINEER OLMAYAN SINGULER INTEGRAL
DENKLEM SISTEMLERI ICIN VARLIK VE TEKLiK TEOREMLERI

2.1 Giris

Gc C dizgin smrh (Yani capt d =d(G)= sup{|zl —zz| 1z,,2Z, € G }< 0 )

olan basit baglantil1 bir bolge olsun. Bilindigi gibi
u,—v, = Hl(x,y,u,v,ux,u VsV, )

2.1.1
) (2.1.1)

uy+vX:H2(x,y,uvu U,,v,,v

x2"y
formundaki reel kismi tiirevli denklem sistemi
o-w= F(z,w,0,w) (2.1.2)

kompleks kismi tiirevli denkleme esdegerdir. Burada

1o .0 1o .0
w= u+zvz—x+zy,8 =—|—+i— |0, =—| ——i—
ox Oy 2\ox oy

dir.
(2.1.2) denkleminin
Rew( = g(z), g € C'“(G) (2.1.3)
oG

Imw(z,)=c¢,,z, €G (2.1.4)
Dirichlet sinir sartlarini saglayan ¢oziimiintiin varligi Tutschke W.1976 tarafindan

calisildu.
(2.1.2) deki F fonksiyonu

D:{(z,w,h):ze@,w,heC}:Gsz (2.1.5)

bdlgesi iizerinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f e C (”‘)(G) icin

T, f(z) ”f ~dédn
(2.1.6)
jj dédn, g =E+in
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[.N.Vekua integral operatdrlerini géz oniine alalim. Bu durumda (2.1.2) denkleminin
¢oziimii problemi s, = 0_w olmak lizere
w(z)=glz)+ T F (wl.).A()Nz)
h(z)=¢'(z)+ T F (). A()Nz)

lineer olmayan singiiler integral denklem sisteminin ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine

2.1.7)

doniistiiriiliir. Burada ¢(z), G iizerinde tanimli keyfi holomorf bir fonksiyondur.
W.Tutschke tarafindan (2.1.7) denklem sistemi Schauder ve Banach sabit nokta

Prensipleri yardimiyla incelendiginde F: D — C,D = GxC*>,G < C

F (z, w,h) fonksiyonunun w ve /4 degiskenlerine gore kimsi tiirevlerinin varligi ve bu

kimsi tiirevlerin z’ye gore Holder kosulunu, w ve 4 degiskenlerine gore ise Lipschitz
kosulunu saglamasi istenmektedir. W.Tutschke’nin koymus oldugu bu kosulun gerekli
olmadig1 Altun,l., K.,.Koca, B.,Musayev (2006) tarafindan yazilmis makalede ortaya

konmustur. Bununla ilgili olarak

F(z,w,h)=

z —W—h‘

olmak iizere bu fonksiyonun W.Tutschke’nin sarti saglanmadan ¢6ziimiiniin varlig1 ve
tekligi gosterilmistir. ileride ele alacagimiz (2.1.8) ve (2.1.9) denklem sistemlerinin de
incelenmesinde bu diisiinceler dikkate alinmistir.

Bu ¢alismada daha genel olan

w(z) = fi(z.w(2), h(z), To g, (. wl() A()Nz)
h(z):fz(z,w(z),h(z) ng(’w()’h()))(z)

(2.1.8)

Ve

w(z)= /(2. w(2) h(2). Tog, (W) ON2) T g, (5wl (X))
h(z):fz(z,w(z), ( ):Tng(-: ()9h())( )’HG gz(.,w(.),h(.))(z))

lineer olmayan singiiler integral denklem sisteminin ¢Oziimii ic¢in f, f,,2,,2,

(2.1.9)

fonksiyonlariin saglamasi gereken sartlar incelenecektir.
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2.2 (2.1.8) Denklem Sistemi i¢in Varlik ve Teklik Teoremleri

C (5)5 iizerindeki siirekli biitiin fonksiyonlarin sinifi olsun. we C (5) icin
., =l fe) = maxifw(z) - € G}

tanimiyla C(E) vektor uzay1 bir Banach uzayidir. G iizerindeki Holder siirekli biitiin

fonksiyonlarin smifin1 C (“)(EXO <a< 1) ile gosterelim. w e C(“)(G) igin

H(w,a): sup{|w(zl)—w(z2 mzl —zz| 12y £ 25,252, € 5}

olmak tizere
[l =Wy =W, + Hw.e)

tanimiyla c(“>(5) vektor uzayr bir Banach uzayidir. G iizerinde tanimli, z ve z
degiskenlerine gore birinci mertebeden siirekli kismi tlirevlere sahip Holder siirekli

biitiin fonksiyonlarin sinifi C (1’“)(5) ile gosterilir. Bu simif w e c<l’“>(5) icin

o
normuyla bir Banach uzayi olur. Ayrica

() (G)xC(){ ):wh < C(G)
“2(G)= (Gl (){ )owh e C(G)

vektor uzaylari sirasiyla

(W’hmm,z = ( ’ lCZ(G)
w. ), , =0k o) = max{ i, |

normlariyla birer Banach uzayi olurlar. Bu uzaylar sirasiyla

(C*GH. . Jvelc“2 (G,

ile gosterilir.

[, = ]y = max ],
lLa )

= max{

Lp(a)z {f:”|f(z)|pdxdy < oo}, 1< p<oo gz Oniine alalim. we LP(E) icin
G

bu smiftaki norm

ol =l = [

olarak tanimlanir.

1
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LPZ(E) =L, (5)pr (5) olmak iizere (w,h)e Lp2 (5) i¢in norm

[6v. )], =2, B

h

(5) = max i|w

p)

olarak tanimlanir.

Lemma 2.2.1.: Eger (w,h)e C(“’Z)(al O0<a<l ise bu takdirde 1<p<o ve

0<g££iqin
2

[Ow, 1), , <2.6%|(w. ), +

1
n W”(W’hlb,z

(2.2.1)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: weC (“)(G) 0 < a <1 fonksiyonu ve herhangi bir # € G noktasi verilsin. ¢, G nin
bir i¢ noktast oldugundan B(t,&)= {z €eG: |z - t| < g}c G olacak sekilde ¢ € (O,%)

sayis1 vardir.

weC (“)(5) oldugundan herhangi 1 < p < oo sayis1 igin

[w )|<— HIW ¢ Ydédn + Hlwa) jj — " dédn
| / e
S_z[ .”|W(é/)|pd§d77J [ .”dfdﬂj +8aH(w,a)
&\ 8le) Be)
1
<, +& M.,
()

. 1 1 .
yazilabilir. Burada ¢, —+— =1 kosulunu saglayan bir sayidir.
p

t € G olsun. Bu durumda #, € B(t,)" G olacak sekilde G nin iginde en az bir ¢,

noktas1 vardir. O halde we C (“)(5) olmak iizere son elde edilen esitsizlik ¢, € G i¢in

de gegerli oldugundan
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|w(t) < |w(t)— w(tol + |w(t0)|

p 1
<H(w,a)t—t,|" +——- ], +&[u,

(")
1
<2.¢g” +—
& ||W||a (ﬁgz )% ”W”p
esitsizligi saglanir. Demek ki we C (“)(5),0 < a <1 fonksiyonu ve herhangi 0 <& <d
ve 1 < p <o igin

p 1
P < 26%, + 57, (22.2)

(e) 7
elde edilir.
Benzer sekilde h e C (@) (5),0 < a <1 fonksiyonu i¢in de herhangi 0 <& <d ve
1< p <o igin
1
()7

esitsizliginin gecerli oldugu gosterilebilir. (2.2.2) ve (2.2.3) esitsizliklerinden (2.2.1)

A, <2¢% Al +

], (22.3)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. (Altun ve ark. 2006)
Teorem 2.2.2.: Herhangi (w,4) e C(“’Z)(E),O <a<l vel=<p=<w igin

2
@

[Gw. ), < M (e, p)(ow. ) 2227 |(w. ) 2o (2.2.4)

a2

esitsizligi saglanir. Burada

1

m(at, p) = (epAlz | 50 M, (@, p) = 2m* (e, p)+ (an* (. p)) 7

M) = o)

olmak tizere

M(a, p) = maxiM, (a, p). M, (o, p)}
dir.
ispat: 4 :|

(Wahmw,yB = ||(w,h)|w’2 ve C = |(w,h]|%2 olmak iizere (2.2.1) den

2z

A<L2e°B+

C (2.2.5)

yazilir. ¢ € (0,0) igin
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a C _%
r(¢)=2Be +ﬁg r

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu durumda

P ap

&, = m(a’p)B72+apc2+ap

olmak tlizere

2

2 p
min{r(e):0< e <of=r(e.)= M, (a, p)B**C** (2.2.6)
1

oldugu aciktir. Eger 0 < &, <d ise (2.2.5) ve (2.2.6) dan

[6v, 1), , < M, (@, p)|(w, h)IIZ*“" [(w, )|2+“7’ 2.2.7)

yazilabilir. Simdi d < ¢, olsun. Bu durumda mG,G bélgesinin alan1 olmak {izere

C= [, , <[ ). G <4 4

oldugunu dikkate aldigimizda (2.2.5) den

d_%)
Wr

A<2Bd” + C

ve buradan da

A<2Bd” -1-L

r
veya
P
28/4 B4
{4 -1

oldugu anlagilir. O halde
P
24 Be!
§4-1
p 2 ap
_ 2\/Z ma (a’ p)B 2+ap C2+a'p

§4-1

A<

yazilabilir. Buna gore

[Ov. )., < M, (@ p)(, )IIMII W (2238)

olur. (2.2.7) ve (2.2.8) den (2.2.4) esitsizliginin gecerli oldugu goziikiir. (Altun ve ark.
2006)
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Tamm 2.2.3.: D = GxC® olmak iizere h:D—>C fonksiyonu verilsin. Eger her
(Zl’p19q1’r1)9(229p29q29r2)€5 igin

|h(zl’plaqlarl)_h(ZZ’pZ’QZ’FZl < Zl|Zl _Zz|a

(2.2.9)
+12|p1 _p2|+l3|Q1 _Q2|+l4 n

=73

esitsizligi saglanacak sekilde /,/,,l;,/, pozitif sabitleri varsa s fonksiyonuna D
lzerinde H (11,12,13,14;5) sinifindandir denir ve he H || (11,12,13,14;5) yazilir.
Tamm 2.2.4:31:5xC > olmak iizere h° :31—>C fonksiyonu verilsin. Eger her
(z1,7154,). (22, P2.4;) € D, igin

‘h*(zl’pvql)_h*(zz’pﬂqZ)( <mlz, -z, (2.2.10)

+mz|pl —p2|+m3|q1 _Q2|

esitsizligi saglanacak sekilde m,m,,m, sabitleri varsa 4~ fonksiyonuna 31 tizerinde

H,, (ml,mz,m3;31) smifindandir ve " € H, | (ml,mz,m3,31) yazilir. (Altun ve ark.
2006)

u eC(a)(E)(O<a <1) igin z=x+1iy ve ¢ =& +in olmak lizere
jj dcfdn M jj dfdn

alisilmis Vekua integral operatorleri verilsin.

Smurh (Tutschke 1983), T,;,11, :C(“)(E)—> c<a>(6), 0 < a <1 operatorleri igin

7], =sup{Tow], - we (G, <1
I, =suplzew], - we c“(Ghm], <1f

olsun.

Lemma 2.2.5.. f,eH, (lkl’lk2’1k3’lk4;Dlgk €H,,, (mklamkzamks;Dl) (k=12),

6 =(0,0) fonksiyon cifti ve S (8,R)= {(w,h) : ||(w,h]| <R } olsun. Eger

a2
Ly, = maxﬂfk (Z,O,O,Ol iz e E},
m, = maxﬂgk (z,0,0)| 1z € 5},
K, =1, +1, +2(le +1; )R +2]14[m01 +2m, +2(m12 +m )R] G

K,=1l,+1, + 2(122 +1y )R +21,, [moz +2m,, + 2(’"22 +my, )R]”HG”(Z
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olmak iizere max{K,,K,}<R ise
4:C)(G)> ) (Glo<a <1

)
(w.h) = A(w, )= (%.7)
W(z) = fi(z.(2). h(2). Tp g, (L w( ) A()Nz2)
h(z)= 1, (z.w(z).h(z). T g, ( w().A())z))

operatorii S, (6, R) kiiresini kendi iine doniistiiriir.

Ispat:
[#(z) = [/, (2. w(2). h(z). T g, (5wl ) AOX2))
<|fi(zw(2) hlz) To g (- wl) AON2)) - £,(2.0.0. T 8, (0.0)2)) +
1£,(2,0,0,T;2,(..0,0)z)) - f;(2,0,0,0) + | £, (2.0,0,0)
(2.2.9) esitsizliginden
< 112|W(Z)| + 113|h(Z] + ll4|TG [, (W) r(Nz)- g, (.,0,0)(2)]

+1,|T52,(,0,0Xz) +| £ (2,0,0,0)

<112|W X+ll3|h 1+114”T ” ”gl("w(')’h('))_gl( OOX|C( (D))

2.2.11)
+1,|T ” ||g1 00)|| ”01

olur. Simdi
&, () 2()) = g1(,0.0)] 5
ifadesini sinirlandirmaya ¢alisalim.
Her z,z,,z, € G igin
g, (z,w(2), h(2)) - g,(2,0,0) < my, |wlz ) + mys|h(z) < (my, +myy )R (2.2.12)

Ve

g (). 20) - £,(-0.0)Kz,) - [, (. wl ) A() - &, (.0.0)](z, )
= |g: (2 (2 Jh(z))) - 81 (22, Wz Ji(z,)) - [, (2,.0.0) - £,(2,.0.0)]
(2.2.10) esitsizliginden
<mylz, = z,|" + mpwlz, )= Wiz, |+ mys|h(z,) - h(z, |+ my |z, - 2,
<2my |z =z menglz =zl ml gz -zl
<[2my, +(m,, +m; )R]|z, — z,|" (2.2.13)
(2.2.12) ve (2.2.13) esitsizliklerinden

”gl("W(') h()) gl ;0 0)” 2[m11 + (mlz + m13)R] (2.2.14)
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olur.
Simdi

||g1 (-0 0)|

(Dl )

icin bir sinirlandirma bulmaya c¢alisalim. Herhangi z,,z, € G i¢in

|g1 (.,0,0)(22 )_ & (-’0’0)(211 = |g1 (Zz ,0,0)— & (Zl ,0,0)|
|a

< mn|z1 -z,

oldugundan

”gl mll +my, (2.2.15)

olur. (2.2.14) ve (2.2.15) esitsizliklerini (2.2.11) de kullanirsak her z € G i¢in
|VNV(ZX <y + (112 +1; )R +1, [mm +3my, + 2(mlz +m )R]”TG ”a
elde edilir.
Simdi H (W/,a) Hoélder sabitini bulmaya ¢alisalim. Her z,,z, € G i¢in
|v~v(z1 )—(z, )| <
£ (w2, 4z, ) Tog, () BNz ) = £ (252, ) (5 ) To g, (o wl ) 0Nz, ))
<l |Z1 - Zz|a +1, |W(Zl )_ W(Zz 1 +1; |h(21 )_ h(Zzl
+ 14| T g, () ONz1) - g, (w2 ONz, )]

< [111 +(112 +Zl3)R]Zl — 2 ) W(),h()]

|a

ulltc c)(p,) |Z1 Zy

olur. Vz,z,,z, € G igin

a

|g1 (21 ’W(Zl )’h(zl ))_ 81 (Zz’W(Zz )a h(zz )l < [mn + (mlz +my; )R]|Zl - Zz|
oldugundan

||g1 (-’ W(-)’ h())|

yazilir. O halde Vz,,z, G igin

ce(py) < Moy + o+ 20, +my )R
e o) <l B Rl G+, 2, = m R, 2
veya
H(w,a) <, + (1, +1,)R + 1| T, (moy +my, +2(m,, +my;)R)|
oldugu elde edilir. Boylece
K, =1y +2(1, + 13 )R+ 1, + 20, (my, +2my, + 2(my, +my )R
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olmak tizere
[#, <&,
olur. Benzer sekilde
K, =1y + 2Ly, + Ly )R +1,, + 20, (myy +2my, +2(my, +myy )RY

olmak tizere

~

7] <k
oldugu gosterilebilir. Buna gore
‘(W,fz] = maxﬂﬂz o h }S maX{Kl,Kz}
olur. Eger
max{K,,K,} <R
ise
7] <
a,2
yani

h=i.}
h —th

d., [(W’ h), (V_"’ Z)] = max ‘W _a

dp’2 [(w, h), (_, Z)] = max ‘w —w

3
o0

» b
bi¢iminde tamimlanan d,,,d,,: c*? (5)—) [0,00) déniisiimleri C*? (5),0 <a<l
tizerinde metrik olduklar1 ve dolayisiyla (C @2 (5) d,, )Ve (C @2 (5) d p,z) uzaylarinin

birer metrik uzay olduklar1 aciktir.

Lemma 2.2.6.: S, (6, R) kiiresi (C @ (5} . 2) uzayinda kompakt bir kiimedir.

()

Ispat: Herhangi (w,h)eS,(6,R) i¢in |

(w,h]Lo , <R ve herhangi &>0 igin
Ja
g\ = .. .
0= (—j olarak alirsak Vz,,z, € G i¢in |z1 —22| < oiken
R

(w2, ) 4z, )= (2, L 1z, )} < Rlzy - 2] <



-32-

olur. Buradan S, (6,R) kiimesinin diizgiin smirli ve elemanlarmin da ayni dereceden

diizglin siirekli oldugu anlasilir. Bu da Arzela-Ascoli teoremi geregince S, (Q,R)

(59

kiiresinin (C @2 (5); ) uzaymin kompakt bir kiimesi olmas1 demektir. (Altun ve

ark. 2006)

Sonug 2.2.7: S, (6, R) kiiresi (C @ (_ (, )| . 2) uzaymin tam alt uzayidir.

Lemma 2.2.8: 0<a <1 ve 1< p<oo olsun. Bu takdirde S, (6,R) kiiresi iizerinde
d,, ved,, metriklerine gore yakinsamalar esdegerdir.

ispat: (wy,h,)) ve (w,,h,)e S, (0,R) ve limd_,[(w,,h,),(wy, k)] =0

olsun. (n = 1,2,...). Bu durumda mG, G bolgesinin alani olmak tizere

dp,Z[(Wn’hn)’(WO’hO)]:maxﬂ »? h, _ho”p}
= (mG)% d,, [(Wn’hn )a (Woaho )]

oldugunu dikkate alirsak

Wn _WO

limd ,[(w,,h, ),(w.h,)]=0

elde ederiz.
Simdi bu iddianin tersinin de dogru oldugunu gosterelim.

}li_?;dp, [(W h )(W0>h0)]:0

olsun. (2.2.4) esitsizliginden

[, 5, . Gt o)., =

Wn - W07hn - h0||00,2

2 op

SM(a,p]wn — Wy, h, —h ||z+ap h, —h ||z+ap

o

< (2R)%+ap M(a,p)”wn —Wy,h, —h | rap

veya

d, o [(w,.h, ). (wy. )] < (ZR)%WPM(a,p)d““”[( W, ) (o, g )]

yazilabilir. Buradan

limd ,[(w,,h, ),(w.h,)]=0

n>"’n
n—o
ise

limd,, [(Wn sh, ), (Wo sy )] =0

n—0
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anlagilir. (Altun ve ark.2006)

Ty, 06 L, (5)—) L, (Ell < p < ooperatorleri i¢in

v = I, =suplrnd, s we G, <1f
o) =], =suplTT, w, swe (G|, <1f

seklinde tanimlayalim. (Altun ve ark. 2006)

[7s
e

Lemma 2.2.9: f, € H, (lkl,lkz,l“,lﬂ;D)

g € Ha’ljl(mkl,mkz,m“;D_l) (k=12)(0<a<1) ve 1<p<ow olsun. Bu durumda

Lemma 2.2.5 de tanimlanan 4 operatdrii i¢in
Y(w,, b ), (w,,h, )€ S, (6,R) igin
dp,Z [A(Wl S ), A(Wz Jh, )] <M, (p)doo,z [(Wl Jhy ), (Wz S, )] (2.2.17)

esitsizligi saglanir. Burada

M, (p) = (mG)%’ max{llz +hy+1, (m12 +m; 1|TG palzz +lyy+1y, (mzz +my; )”H(;”p}

dir.
ispat: V(w,, %, ),(w,,h,)e S, (0,R) ve Vz € G igin

)= A ), = [ - 5. )

p,2

i p} (2.2.18)

= max |, - 7,

oldugundan ||vT/1 -W, ||p ve HZ‘ —}72
|"~Vl (Z)_ W, (Z] = |f1 (Za W (Z)’ h, (Z)’ T;g, (-a W ()’ h, ())(Z))_

Filzowy (2), 1y (2) Tog, (o, ()2 (2))
<1, |W1 (Z)_ Wy (Z) +1;3 |h1 (Z)_ h, (Z] +1, |TG (gl (-9 W ()a hy ())_ 8 (-a Wy ()> h, ()))(Z]

oldugundan Minkowski esitsizligi ve g, € H,, | (mll,mlz,mw;Dl) geregince

normlarini degerlendirelim. Vz e G igin
p
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b

(J:ﬂw1 dxdy} <
Y’
{”[112|W1 +ll3|h ]+114|TG(g1("Wl(')’hl('))_gl("WZ(')’hZ('))(Z)X dXdJ’}

SllZHWl -W, ”p +Zl3||h1 —h, ”p +114||TG||p||g1(-aW1 (), hy (~))_g1(-7wz ()’ h, ()mp

s B e R o N M R A

I,

< (WLG)%’ [112 +ly+1, (mlz +my, mTG ||p}z’ao,2 [(Wl’hl )a (Wzahz )]

< [112 +15+1, (m12 + m13]|TG ||p]max{|w1 W,

oldugundan
”"N"l - "N"znp < (mG)%’ [112 +ly+1, (mlz +m 1|TG ”p d,, [(Wl oy )a (Wz o1y )]](22 19)
yazilabilir. Benzer sekilde

[~ H (mG) |1y + Ly + 1,y (s, iy Y| oo [0, ). (.1, )2.2.20)

oldugu gosterilebilir.

(2.2.19) ve (2.2.20) esitsizliklerinin dikkate alinmasiyla (2.2.18) den istenen
(2.2.17) esitsizliginin saglandig1 anlasilir.
Lemma 2.2.10: Lemma 2.2.9 in kosullar1 saglansin ve K,,K, Lemma 2.2.5 de
belirtilen sabitler olmak iizere max{K,,K,}< R olsun. Bu durumda Lemma 2.2.5 de
tanimlanan A4:S “(0;R)—)S “(H;R) operatorii d,, metrigine gore siirekli bir
operatordiir.
ispat: (wy,h,),(w,,h )eS“(6,R) n=123..
ve

limd,, [(Wn sh, )» (Wo sy )] =0

n—0

olsun. Bu durumda limdw’z[A(w h )A(wo,ho)]=0 oldugunu gosterelim. (2.2.4)

n’>""n

esitsizliginden
2 .
[LAGy, ) AGwo. )], < M (e, pYACw, B, )= v, )57 [ACw, B, )= ACw )27

yazﬂablhr. (2.2. 17) den dolay1 buradan
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Ao, 1, ). Ao ], < Mt L, () 257 [y, o )

2

.||A(wn ,h, )— A(w0 L hy, mm

a,2

ap

2 M v
< (2R)2“"P M(a, p)[M3 (p)]z“‘f” doi,z ’ [(Wn h, ), (Wo Jhy )]
oldugu elde edilir. Buradan

hm dw,Z [A(Wn s hn )’ A(WO s hO )] = 0

olur. Dolayistyla lemmanin ispati tamamlanmais olur.
Boylece Schauder prensibi geregince asagidaki teoremi ifade ve
ispat edebiliriz.
Teorem2.2.11: f, € Ha,l,l,l(lk19lk29lk3’lk4;5)7 g, €H,, (mkl,mkz,m“;a),(k =12)
ve max{K K, } <R olsun. Bu durumda lineer olmayan (2.1.8) singiiler integral
denklem sisteminin S“(6, R) kiiresinde en az bir ¢oziimii vardur.

Ispat: max{Kl,Kz}SR oldugunda Lemma 2.2.5 de tanimlanan A operatori

c*? (5),0 < a <1 uzaymin konveks, kapali ve kompakt S“ (Q,R) kiiresini kendi i¢ine

gevirir ve bu kiire iizerinde d,, metrigine gore siirekli oldugundan Schauder prensibi
geregince bu operatoriin S “(H,R) kiiresinde (veya (2.1.8) denklem sisteminin

c*? (5)0 < a <1 uzayinda) en azindan bir sabit noktasi (bir ¢6zliimii) vardir.

Simdi (2.1.8) denklem sisteminin ¢oziimiiniin tekligi ve bu ¢6ziimiin yaklasik

olarak nasil bulanabilecegi problemini ele alalim.

Teorem2.2.12: f, € H,,,(ly1.Lus.Lys oL D) g4 € H., (g smysomsiD, ) (k =1,2)ve
0 < a <1 olmak iizere max{K,,K, } <R ve

[ =maxy,, +/; + (mlz +my; )ll4||TG pvlzz +1y +(m22 T My )lz4||HG||p }<1

kosullar1 saglandiginda (2.1.8) lineer olmayan singiiler integral denklem sisteminin tek
bir (w.,h.)eS,(6,R) ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim, (w,,%,)e S“(,R) herhangi bir

baslangi¢ yaklasim olmak iizere, terimleri (n=1,2,...)

Wy (Z) =/ (z, Waa (Z)= h, (Z): T;8, (~= W ()9 h,, ())(Z))
h,(2)= fo(zow,4 (2D A, (2) 016 0 (ow, (D, (ON2))

bigiminde tanimlanan (w, , 4, ) dizisinin limiti olarak bulunabilir. Ustelik

(2.2.21)
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yalln, ) = o ). G )

esitsizligi saglanir.
ispat: Teorem 1.3.5 de X =5%(4;R),(0<a <1) ve 4 operatérii Lemma 2.2.5 de
tanimlanan operator, p=d,, (0<a=<1)ve p, = d,, (1<p<w) olsun.
max {K,,K,}< R oldugundan A4 operatorii (X ,da,z) uzayini kendi i¢ine dontistiiriir.

[ <1 oldugunda 4 operatoriiniin S“ (0; R) Uzerinde d,, metrigine goére bir

daralma operatorii oldugunu gosterelim.
(w,h)e S*(6,R) igin

4w h)z) = £, (2, w(z) h(2) T, () X))
A, (0, h)z) = f3(z.(2). h(z) T g, (. w( ) A()N2))

olmak tizere
Alw,h)z)= (4, (w, 1 )z). 4, (w, h)(2))
olduguna gore herhangi (w(l),h(l)),(w(z), h(z))e 5%(6;R) igin
(o ) A 1) = e, (0 KO )= (01

A, (60 10)— 2 1) }

P

d

P2

yazilabilir. f, € H(Ll,ll(l”,llz,lw,lm,D),g1 eH, (m”,mlz,mB;D_l) oldugundan

HAl (w(l),h(l))— 4 (W(Z),h(Z)M _

P

Hfl(-,W“’(-),h“’(-)aTcg1(-,w(”(),h“)(-)))—fl(-,w(”(-),h(”(-),TGgl(-,w(z’(-),h‘z)())]\
{ﬂ[zu\w (=) 1100
+1, ‘TG (g1 (., w(l)(.), h(l)(.))— g, (., w(z)(.), h(z)(.))XzX]P dxdy}/p

P

<l w4 1,[n0 %)+

Yo
+1, U‘”TG (gl (., e (), h(l)(.))— g (., w(z)(.), h(z)(.))szp dxdyJ
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S L PRt Al

Jp
+1, ”TG ”,, (J;”(& (Z, w) (z), A (Z))_ & (Z, w(z)(z), h(z)(z))lp dxdyJ

<o w110 - )T, o - W] 10 - h(z)“P)

= 1+ m T, o =]+ s+ ], Ji0 )

<1d,, (W, 1) (0, 1)) }
olur. Burada
L=l + (myy +my |75
dir.,
Benzer sekilde
|4, (W, 1) = 4, (w2, h@)}\ <1yd, (W, h) (w2, 2))

P

oldugu gosterilebilir. Burada
by =Lty 4 (moy +myy )y |l
dir. Buna gore / = max{/,,/, } olmak iizere V(w(l),h(l)l(w(z),h(z))e S_(6,R) icin
d, |40 1) A, 2@ <1, [, 2O (W, A)) (2.2.22)
olur. Bdylece / < loldugunda A operatorii S,(6,R) iizerinde d,, metrigine gore bir
daralma operatdriidiir.
Teorem 1.3.5 ¢ gore (2.1.8) sisteminin S_(6,R) iizerinde en az bir ¢oziimii
vardir. Gergekten (w,,h, )= A(w, ,h, ), n=12,.. oldugundan (2.2.22)ye gore
d, o[, h L (w,.h, | = d o [AGw, b, ) A, 5]
<id,,[(w,.1, ) (w01, )]
olur. Benzer egitsizlikler sirastyla kullamlarak Vr,m € N igin
d [y SO0 B < (1482 177 ) [ ), (5 )]

L=
1-1

=1 d,, [(WI hy )’ (Wo’ho )] (2.2.23)

yazilabilir.

lim/" =0

n—0
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oldugundan son esitsizlige gore (w,, %, )dizisi d, metrigine gore bir Cauchy dizisidir.

p,2

(X ,d M) metrik uzay1 tam oldugundan lim(w,,%, )= (w.,h.)e X elemam vardr.

dP,Z [(Wn+1 b hn+1 )a A(W* b h* )] = dp,z [A(W” ’ h" )’ A(W* ’ h* )]
<id,[(w,.h, ) (w.,h)]

Ve

lim dp,Z [(Wn 4 hn )’ (W* > h* )] =0

n—»0
olduguna gore

limd ,,[(w,... 5, ) (w,.h,)]=0

n+1°""n+l n>""n
n—»
Veya

lim dp,Z (Wn+l ’ hn+l ) = A(W* > h* )

olur.

Buradan (w.,h.)= A(w.,h) yani (w.,h.)e X elemammn (w,%)= A(w,%)
denkleminin bir ¢oziimi oldugu anlasilir. Bu ¢oziimiin tek oldugu kolayca
gosterilebilir.

Sonu¢ 2.2.13:d,, metrigine gore terimleri (w,,h,)=Aw,_,h_ ) n=12,.ve

>"n n—1°"n-1

(2.2.21) formiilleri yardimiyla tanimlanan {(w, ,%, )}dizisi (w.,h.) ¢bziimiine (2.2.23)

n>""n

den elde edilen

n

d,all0,., ) AGw. )<

/ dp,z [(Wl oy )a A(W* s hs )]

den dolay1 yakinsaktir. d,, ile d,, denk olduklarindan d,, metrigine gére de

yakinsaktir.
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2.3. (2.1.9) Denklem Sistemi I¢in Varhk ve Teklik Teoremleri
Tamm 2.3.1.: D=GxC' olmak iizere h:D —C fonksiyonu verilsin. Eger her
(Zl,pl,ql,rl,s1 ),(Zz,pz,qz,rz,sz)eﬁ i¢in
|h(zl,pl,ql,lfl,sl)—h(zz,pz,qz,rz,szx < ll|z1 —22|a
+lz|p1 —192|+l3|c]1 —q2|+l4|r1 —7f2|-|-15|s1 —S2|
esitsizligi saglanacak sekilde /,,l,,/;,1,,/5 pozitif sabitleri varsa /4 fonksiyonuna D

lizerinde Ha,u’l,l(ll,lz,13,14,15;5) siifindandir denir ve he Ha,u,l,l(ll,12,13,14,15;5)

yazilir.

Lemma2.3.2.: fi € H, (lkl Liasliasligslys ;D), g €H,,, (mkl NP N )
(k=12), 8=(0,0) ve S_(8,R)= {(w,h) eC*? :||(w,h)||m,2 < R} olsun. Eger
low = max{|/,(2,0,0,0): z € G}
My, = max{|gk (2,0,01 1z € 5}
K, =1+, + 2(112 +1; )R + [2m01 +4m,, + 4(’"12 +m )R](lm”TG ”a + 115”HG||Q)
K, =ly+1,+ 2(122 +15 )R + [2m02 +4my, + 4(’"22 +my, )R](lm ||TG||0, + 155 ”HG”(Z )
olmak iizere max{K,,K,}<R ise
4:¢°*(G)> c*(Glo<a <1
(w.) = A(w, k)= (.7
w(z)= f,(z.m(z) h(z), To g, (W) AON2) TG &, (5wl ), A()Nz2))
h(z)= £, (z.m2),h(2), To.2, () RN T &5 () h())=)
operatorii S, (6, R) kiiresini kendi icine doniistiiriir.

Ispat:

[(z) = |, (2. w(2).h(2). T g, (L wl ) AN ) TG g (S wl ) ACN2)) <

£ (zwlz) h(z). T, (wl ) AON2) T g, (owl ) A(N)) - £, (2.0.0, T 2, (,0,0(2) T &, (.0.0)(z))
+]£,(2,0,0,7;2,(.0,0(2).T1;; g,(..0,0)z)) - £,(2.0,0,0,0) +| £, (2,0,0,0,0)

< lu|w(z] +ll3|h(z)|+ll4|TG [g,(,w(.)A() - g,(,0,0)](z )

+1; |HG [gl (-’ W(-)’ h())_ & (.,0,0)](2] + ZI4|TGg1 (-’0’0)(2] +1s |HG & (.,0,0)(2)| +1y
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<Iy|z), +1s)az), + 1475, g, (). A()) - g, (,0,0)
+115||H ” ||gl )ah()) ( X c(p,)

+s[Me], g (0.0 g

(o))
+ 1476 1 (-0,0)] . ) (2.3.2)

c”

olur. Simdi
e, (o w()A()- g, (.0,
ifadesini sinirlandirmaya ¢alisalim. Her z,z,,z, € G icin

|g1 (Z, W(Z)ah(z))_ 8 (2’0’01 < m12|W 1 T m13|h 1 (m12 + m13)R (2.3.3)

c*())

Ve

lg, (. w)2() - &, (.0.0))z )~ [g, (. wl).A() - g, (.0.0)fz, )
= |[g1 (Zl 5 W(Zl ), h(zl ))_ 8 (Zz 5 W(Zz )»h(zz ))] - [gl (Zl ,0,0)— & (Zz 9090)]

(2.2.10) esitsizliginden

a a a
<my |z, —z,|" +mp|W, |z, —z,|" +my|H| |2 -z, +my |z -2,

(2.3.4)
<[2m,, +(my, +my; )R]z, —z,|"
(2.3.3) ve (2.3.4) esitsizliklerinden
Iz, (w0 A0) - ,(.0.0)], <2l +(my +m )R] @35)
olur. Simdi
e, (.0,
igin bir simirlandirma bulmaya calisalim. Herhangi z,,z, € G igin
1g,(,0,0)z, ) g,(.0,0)z, ) =|g,(2,.0,0) - g,(z,,0,0)
<mylz, —z,|"
oldugundan
g, (0.0}, <m,, +my, (2.3.6)

olur. (2.3.5) ve (2.3.6) esitsizliklerini (2.3.2) de kullanirsak her z G igin
|VNV(Z)| = (llz + 113)R + (ll4||TG ”a + 115”1_[6”0, )Q[m” + (m12 + m13)R]
+ (ll4||TG ”a + 115”72-6 ”a an +my, )+ Ly,

Simdi H (i, ) Holder sabitini bulalim. Her z,,z, € G igin
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[z, )=z, ) =| /i (2,02, L 1z, ), T g, (o Wl ANz LT g, (5wl RGNz, ) -
~ fi(z2.w(z, )z, Tog (oW ANz L TG g, (ol ONz,))

<z, = z,|" + 1, w(z)) = w(z, | + 15|z, ) - Az, )

R A PYRTAYI) CYRPARRAVIY EY)

+ 136 lg, (o) 0Nz, )= g, (o wl ) A (Nz, )]

< [I11 +(112 Jrlw)R]z1 —zz|a +1, |TG ||m||gl(.,w(.),h(.))”m|z1 —zz|a

+hs |, ey (WL AO), 71 = 2"

=l 4 1R+ (T, + 1T, (oL RON, |22 - =)

olur. Vz,z,,z, € G i¢in

|g1 (z, w(z),h(z)] < |g1 (Z, w(z),h(z))— g, (Z,0,0)| + |g1 (2,0,0]
< (mlz Ty )R My,

|g1 (Zl ) W(Zl )’h(zl ))_ gl(ZZ ) W(Zz ),h(22 )X < [mu + (m12 +my; )R]Zl - Zz|a
oldugundan
||g1 (-a W(-)a h()ma <my +my + 2(m12 +m )R

yazilir. O halde Vz,,z, € G igin
55z, ) 9z, ) < [l + (i + 00 )R+ (T, + 25T ], Kooy +myy +2mes +my)R)]z, - 2]
veya
H(W,a)<1, +(l, +1,)R+ (ll4||TG||a +15 4], Ny, +my, +2(m,, +my)R)
oldugu elde edilir. Boylece
K, =1, +1,, +2(I,, + 1, )R +[2m,, +4m,, +4(m,, +m13)R](ll4||TG||a ”15””6”0,)
olmak iizere
[#, <X,
olur. Benzer sekilde

K, =1y, +1, +2(lzz +1y )R + [2m02 +4my, +4(m22 T My )R](ZM”TG ”a + 155 ||HG||a)

olmak tuzere

~

h

<K,

a

oldugu gosterilebilir. Buna gore

7]

h

= maxﬂfv }S max{k,,K, }

b
a,2 @ a
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olur.Eger max{K,,K,}<R ise ‘ <R ise

(.7 } y

A(w,h)= (VT/, h )e S_(8,R) oldugu anlagilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma23.3: f, eH, (Zkl Lo lissleas s ;D), g €H,y, (mkl s My s M3 D,y )7
(k=12)0<a<lvel< p<ow olsun. Bu durumda Lemma 2.3.2 de tammlanan A4
operatorii icin V(w,, /, ),(w,,h,) e S, (6;R) igin
d,, [A(Wl Iy )a A(Wz h )] <M, (p)doo,z [(Wl oy )a (Wz hy )] (2.3.7)
esitsizligi saglanir. Burada
M,(p)= (mG)% max{llz +l o+ (114”TG ”p + 1 ||HG ”p an +m3),
Ly +1y + (ZZ4||TG ”p +15s ”HG”p szz T My )}

ispat: V(w,, %, ),(w,,h,)e S, (6;R) ve Vz € G igin

”A(Wl ohy )_ A(Wz Jhy ]|p,2 = H(wl > I/Nll )_ (Wz ’ ZZ J‘p,z

= max |w1 =W [P

(2.3.8)

oldugundan ||v721 - vT/2||p ve Hle —fzzu normlarini degerlendirelim. Vz € G igin
|"~V1(Z )| |f1 z WI(Z 1( )TGgl( ()’hl())( )HG gl(”w (.),hl(.))(z))—
S (2w, (2)hy (2). T, (ows (O, (N T 5 (o, (4 (X))

Sl12|W1(Z)_W2(Zl"'113|hl Z _hz Zl+ll4|TG(gl "Wl(') hl('))_gl('ﬂwz(')’hZ('))M

+ 15[ (g, (ow O ()= g (o ws (1, ()

oldugundan Minkowski esitsizligi ve g, € H, | | (m” My, My D, ) geregince

(J..”Wl dXdy] {.” 12|w1 + ll3|h 2(2) +
+hﬂbg&ﬂﬂoﬂxﬁ—g&n%OJA»ngnGgxu%OJm»—&awuamceré

<lp|wi=wy| )+l =R+ TS| e Cow O 0) =g Cowa (A O)],

+ [ TT6 ] g Cowi O ()= g, (owa (O, O),

2 p}+ll4”TG||p(m12”Wl —Wz||,, +myy i, —hz||,,)
1| b =]+ s = ] )

<(1, +ll3)max{|wl W,
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hl_hznp}

< (mG)%’ [112 +1; + (114||TG ”p +115||HG||pXm12 +m; )]doo,z [(Wlahl )a (Wzahz )]

yazilabilir. Benzer sekilde

< |_(112 +ll3)+ (114||TG||1, +l15||HG||pXm12 +my )Jmax{”wl -W,

p7

i -5,
o
.S (mG) ? [lzz +l+ (lz4||TG||p + lzs”“cnp szz +my )]doo,z [(Wl Jhy ), (Wz 2y )]
(2.3.10)
oldugu gosterilebilir.
(2.3.9) ve (2.3.10) esitsizliklerinin dikkate alinmasiyla (2.3.8) den istenen
(2.3.7) esitsizliginin saglandig1 anlasilir.
Lemma 2.3.4: Lemma 2.3.3 iin kosullar1 saglansin ve max{Kl,Kz}S R olsun. Bu

durumda Lemma 2.3.2 de tanimlanan 4:S,(8;R)— S, (6;R) operatérii d ., Metrigine

gore siirekli bir operatordiir.

ispat: (wy,h, ), (w, b )eS, (0;R),n=12,.. ve
hm doo,2 [(Wn s hn )’ (WO H hO )] = O

olsun. Bu durumda limdw’z[A(w h ),A(wo,ho)]zO oldugunu gosterelim. (2.2.4)

esitsizliginden

2 _@p

||[A(Wn S, )a A(Wo sy )]LO,Z < M(a, p)[M3 (p)]m diffp [(Wn Jh, )a (Wo sy )]

2

o) A 2

ap

< (R )z M (et p Y, (P 257 o, o, Yo, )
oldugu elde edilir. Buradan

limd,,[A(w,,h, ), A(wy, 1, )] =0

n—>0 n>n
olur. Dolayistyla lemmanin ispati tamamlanmais olur.

Boylece Schauder prensibi geregince asagidaki teoremi ifade ve ispat edebiliriz.
Teorem 2.3.5: fi € H, 10 (lkl’lkZ’lkS’lk4’lk5;D)7gk €H,,, (mkl’mkzﬂmkS;Dl)

(k=12)ve lemma 2.3.2 de tammlanan K,,K,ler icin max{K,,K,}<R olsun. Bu
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durumda lineer olmayan (2.1.9) singiiler integral sisteminin S, (G;R) kiiresinde en az
bir ¢6zliimii vardir.

ispat:max{K,K,} <R oldugundan Lemma 2.3.2 de tammlanan A operatdrii
c*? (5)0 < a <1 uzaymin konveks, kapali ve kompakt S, (H;R) kiiresini kendi igine
dontstiiriir ve bu kire lizerinde d,, metrigine gore stirekli oldugundan Schauder

prensibi geregince bu operatoriin S, (Q;R) kiiresinde (veya (2.1.9) denklem sisteminin

c*? (5)70 < a <1 uzayinda en azindan bir sabit noktasi(bir ¢6ziimii) vardir.

Simdi (2.1.9) denklem sisteminin ¢ozlimiiniin tekligi ve bu ¢oziimiin yaklasik

olarak nasil bulunabilecegi problemini aragtiralim.
Teorem 2.3.6: f, € H (lkl,lkz,lk3,lk4,lk5;5) gy €H,,, (mkl,mkz,mH;E)
(k=1,2)ve 0 < & <1 olmak iizere max{K,,K,}< R ve
1 =maxll, + 1+ (o] + 0T, Ny + s )
Ly + Ly + ] + Lol T Ny + ) <1
kosullar: saglandiginda (2.1.9) lineer olmayan singiiler integral denklem sisteminin tek
bir (w'.n")e S, (0,R)¢oziimii vardir ve bu ¢oziim (wy./,)e S, (6;R) herhangi

baslangi¢ yaklasim olmak iizere terimleri

w,(2)=fi(zw,. (), () Teg, (w, (A, N TG g4 (w, o (O, (X))
h, (Z) =/ (Za Wi (Z)’ h,, (Z)= T;8, (~a W ()7 h,, ())(Z)= I1; g, (-a W ()= h,, ())(Z))

bigiminde tanimlanan (w,,4, ) dizisinin limiti olarak bulunabilir. Ustelik

k

d,, [(Wn,hn )’ (W* v )] < llTldp,z [(Wl ) (wo g )]
esitsizligi saglanir.
Ispat: Teorem 1.3.5 de X =35, (H;R),O <a <l ve A operatori Lemma 2.3.2 de
tammmlanmig  bir  operatér, p, = da’z,(O <a< 1), p,=4d,, ,(1 <p< 00) olsun.
maX{K K, } < R oldugundan A4 operatorii (X ,dayz) uzayini kendi i¢ine doniistiiriir.
[ <1 oldugunda 4 operatoriiniin S, (Q;R) lzerinde d,, metrigine gore bir

daralma operatdrii oldugunu gosterelim.

(w,h)e S_(6;R) igin
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A,(w.h)z)= £,(z.w(2). h(z). T g, () AON )T g, () A=)
A, (w.h)z) = 1 (z.w(2) hz). To g (Wl ) O T 5 () A(N2))

olmak tizere
Aw,h)z) = (4,(w.2)z), 4, (w,n)2))

olduguna gore herhangi (w(l),h(l)),(w(z), h(z))e S_(6;R) igin

(4(w®, 1) A(w®, h(2>))=maxﬂ A4, (", h)= 4, (25

p

[, (0 ), () }

P

d

P2

yazilabilir.

Je€H g (lkl’lkZ’lkS’lk4’lk5;5)7gk €H,,, (mklﬂmkzﬂmkS;EIXk =12)

oldugundan

1,050 ()] = (w0, &, (BT, w0

p

AW 0RO 0T, g, (D AP OMT, g, a2 O))
{”hﬂw () + 1|1 (=)= B+ 1T (g (O RO 0)- g, (o (LA 0)] +

1T (&, (e 00 0)- g, (O QAT ey
SAJWM_Mﬂmp+4me_hmm+4MWHL@Mwuw_wﬂmp+m4ww_hmm)+
115”1—[0”p (mlzuw(l) _ W(z)”p n mBHh(l) _ h(z)”p)

< lldp,Z ((w(l), h(l)),(w(z), h(Z)))

olur. Burada

P

L =1, +1;+ (lmnTG ”p +le||HG||pXmlz +myy)
dir.
Benzer sekilde
[ (0, 10)— 4, (0,2 < 1, (0, 50) (w2, 1)

P

oldugu gésterilebilir. Burada
= by Ly + [T+ s Ny +may)
dir.
Buna gore / = max{,, 1, } olmak iizere V(w®, ") (w?,2®))e S, (6;R) igin

d, (A0 A} A B )<t (1L AP @3
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olur. Boylece / <1 oldugunda 4 operatorii S, (H;R) lizerinde d,, metrigine gore

bir daralma operatoriidiir.

Teorem 1.3.5’e gore (2.1.9) sisteminin S, (G;R) kiiresinde en az bir ¢oziimii
vardir. Gergekten (w,,h, )= A(w, .k, )n=12,...oldugundan (2.3.11)’e gore

dp,2 [(Wn+1 b hn+l )’ (Wn s hn )] = dp,Z [A(Wn b hn )’ A(Wn—l b hn—l )]
< de,Z [(Wn s hn )’ (Wn—l ’ hn—l )]

olur. Benzer esitsizlikler sirayla kullanilarak Vr,m € N i¢in

dp,z [(Wn+l’hn+l )’(Wn’hn )] = ln(l I+ 1 )dp,z [(WUhl )a(woaho)]
" (2.3.12)
dp,z [(Wl’hl )= (Woaho )]

:ln 1_
1-1/

yazilabilir. lim/" =0 oldugundan son esitsizlige gore (wn,hn) dizisi d,, metrigine

n—x0

gore bir Cauchy dizisidir. (X ,d p’z) metrik uzayr tam metrik uzay oldugundan

lim(w, ,%, )= (w.,h.) olacak sekilde bir (w.,/.)e X elemani vardir.

dp,2 [(Wn+1 b hn+1 )’ (W* b h* )] < de,Z [(Wn s hn )’ (W* b h* )]
= dp,2 [A(Wn ’ hn )’ A(W* b h* )] < ldp,Z [(Wn b hn )’ (W* b h* )]

ve limd , [(w,, 4, ),(w., /)] = 0 olduguna gore

n—x0

hm dp,Z [(Wn+l 4 hn+l )’ (Wn 4 hn )] = O

n—>0
veya

hm(wn+1 o ) = A(W* h )

olur. Buradan (w,,h )= A(w.,h.), yani (w.,h)e X elemanmm (w,%)= A(w,h)
denkleminin bir ¢6ziimii oldugu anlasilir. Bu ¢6ziimiin tek oldugu kolayca
gosterilebilir.

Kabul edelim ki (W..,A..)e X elemam (w,h)= A(w,h) denkleminin ikinci bir
¢Ozlimii olsun. Bu durumda

||(w**,h** )= (w., A )”p,2 = ||A(w** )= A(w,, b )”pj2 < l||(w** )= (W h*l

P2
0 </ <1 oldugundan

=0

p;2

[(wea s ) = (W, 1. )

yani
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(Wa, 1) = (W, 1)
olmalidir.

Sonu¢ 2.3.7:d,, metrigine gore terimleri (w,.h,)=Aw, k) n=12,..ile

tanimlanan {(w,, %, )}dizisi (w.,h. ) ¢oziimiine (2.3.12) den elde edilen

n

0,01, ) 4w )] <

] dp,z [(Wl hy )a A(W* s )]

den dolay1 yakinsaktir. d,, ile d,, denk olduklarindan d,, metrigine gére de

yakinsaktir.
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