DOGRUSAL PROGRAMLAMA VE URETIM TEORISI
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Alternatif Bir Dogrusal Programlama Sekli

Dogrusal programlamanin geometrik tamimlanmasinda sadece bir tip sekil
kullanilir. Bahsi gegen seklin eksenleri girdi miktarim degil, ¢ikti miktarlarini 6lg-
mekte kullamlir. Daha genel sdylersek, sekil araglardan ¢ok sonugclarla ilgilidir.
Sekillerdeki herhangi bir nokta probleme muhtemel bir ¢6ziim olan giktilar (veya
yontemler) kombinasyonunu temsil eder. Girdiler, sadece simir hatlan bi¢iminde
goriiniir, Bu simir gizgileri eldeki kisith girdilerin ¢ikti miktarim belirleyen dlgiileri
verir.

Standart iiretim teorisinin sekilleriyle kolay bir kargilastirma yapabilmek igin,
dogrusal programlama problemini farkh bir sekilde aktarmak gerekecektir. Bu ge-
kilde girdi miktarlan eksenlerle, ¢iktilar ise esiiriin egrileriyle gosterilir. Bu yeni ge-
killerde de, girdi gereksinimleri tammlamanin odak noktasini olugturacaktir.

Ornek :

Seklin eksenleri girdi miktarlarini gosterdiginden, iki boyutlu geklin basitli-
ginden faydalanmak i¢in drnegimizde iki kisitlayici sarti olan bir dogrusal program
kullanmak zorundayiz. Bu yazinmn tiimiinde, 6rnek olarak asafidaki olay: ince-
leyecegiz.

Bir deri isleme firmasi, diger islemler iginde, beyaz siiet derinin boyamasiyla
da ugragir. Uriin miktan, boya tanklarinin kapasitesi ve iiretim siireci denetimi i¢in
gerekli olan, eldeki kalifiye isglicii miktanyla sinirhdir. Bu iglem i¢in firma acisin-
dan dort iiretim siireci sozkonusudur.

1. siirecde, deriler boya tanklannn i¢ine konmadan 6nce, her yifindan alina-
rak bir 6rnekteki kusurlar kontrol edilir. 2. siire¢ her derinin tek tek kontrolunu
icerir. 3. siire¢, 1. sirecte oldugu gibi, alinan bir 6rnegin kontrolunu gerektirir.
Fakat, hayvan postlannin olduk¢a kiigiik bir orani incelenir. 4. siire ise, daha 6n-
ceki gii¢ kontrol iglemlerinden kagmnur. Biitiin deriler boyanir ve optimal sekilde
boyanip boyanmadiklan kontrol edilir.

Q,, O, Qs ve Q4 'ii, srasiyla, 1., 2., 3., ve 4, siireclerde boyanan, yani iiretilen
deri miktarlan olarak kabul edelim. Sonra da, elimizde yeterli veri oldugunu varsa-
yarak problemimizi asagidaki bicimde belirleyelim.

(*) William J. Baumol, Economic Theory and Operation Analysis, pp. 272-91,
Edited by Kristian S. Palda, Readings in Managerial Economics pp.98-107.
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Maksimum kdar =0.9Q; +0.75Q, +1.0Q; +1.1Q,

Sinirlayicillar =2Q, +15Q, +3.5Q; + 7 Q4 < 4000
0.4Q, +0.45Q, +0.35Q; + 0.3 Q4 <600

Pozitiflik gart1; Q; =0, Q,=0, Q3=0, Q=0

4000 (bir haftalik gallon ' - saat) eldeki boya tanki kapasitesi, 600 (haftalik isgiicii
saati) ise firmanin iiretimde kullanabilecegi kalifiye isgiicii miktarnidir. Yani, bizim
sinirh iki girdimiz tank kapasitesi ile iggiiciidiir. Kar fonksiyonumuzdaki birinci kat-
say1 0,9 (dolar) 1. siirecte iglenen bir foot ? - karelik derinin saglayacag gelirdir ve
amag (kér) fonksiyonunun diger katsayilan i¢cin de aynm yorum getirilir. Ustteki s1-
nirlayicinin ilk rakamu 2, bir postun 1. siire¢te iglenmesi i¢in gerekli gallon-saat mik-
tandir. Diger katsayilar da ayni sekilde agiklanir.

Verimli Bolgenin Belirlenmesi

Simdi, gekilde agiklamalarimiz: geligtirebiliriz. Verimli bolge 1 no.lu sekilde
goriilmektedir. Burada, iki eksenin OA ve OC pargalanyla simirlanmig OABC dikdort-
geni, 600 isgiicii-saatini gosteren noktanin iizerinde AB dikey <izgisi ve 4000 gallon-
luk tank kapasitesini gosteren noktamin safinda paralel uzanan CB dogru pargasi
goriilmektedir. Elde en ¢ok 600 isgiicii-saati ve 4000 galonluk tank kapasitesi bu-
lundugundan sadece bu taranmig bdlge uygulanabilir girdi kombinasyonlarin tem-
sil eder. Bu bolge girdi digindaki S noktasi ise 4000 galonluk tank kapasitesinin ve
800 isgiicii-saatinin kullammim temsil eder. Firmanin elinde bu 6lgiide bir isgiicii
olmadif1 i¢in de S noktasinin gosterdigi kombinasyonun uygulanmasi miimkiin de-
gildir.
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1 1 Gallon :Ing. 4,55 litre; A.B.D. 3,78 litre
2 Foot = Ayak : 30,479 cm.
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Bir Siiregin Sekil Uzerinde Gosterilmesi

Uretim siirecini geometrik olarak tamimlarken tanimlar konusunda ¢ok dik-
katli davranmaliyiz. Amacimiza gore iiretim siirecindeki girdi oranlarinin sabit olma-
s1 gerekmektedir. Meseld, bu drnegimizde 1. siire¢ 1 foot-karelik ¢ikti i¢in 2 galon-
saatlik tank kapasitesinin ve 0,4 igglicii saatinin kullanimin gerektirmektedir. Yani,
10 feet karelik deri i¢in 20 galon-saat ve 4 isgiicii saati, 100 feet karelik deri icin ise
200 galon-saat ve 40 iggiicii saati gerekmektedir. Diger bir deyisle 1. siiregte iglenen
deri miktan ne olursa olsun 1 birim iggiicii saatine karsiik 2/0,4 = 5 birimlik tank
saate gereksinim vardir. Gergekte bu sabit girdi oram iiretim siirecinin tamimlanma-
sinda yardime: bir zelliktir. Yani A ve B gibi iki iiretim siireci ele alndiginda, eger
A siireci 1 birimlik isgiicli saatine kargilik 6 boya tanki saati, B siireci ise 1 birim
iggiicii saatine karsilik 4 birim tank-saati kullamyorsa, A ve B'nin iki ayn siire¢ ol-
dugu ortadadir.

Simdi, bu tamim yardimiyla sekil iizerinde bir siireci tammlayabiliriz. Sekli-
miz yalmz girdileri gosterdigi icin, iiretim siirecinin de yalmzca girdi gereksinimine
dayanarak tanimlanmas: gerekir. Daha ©nce de belirttigimiz gibi, herhangi bir
iiretim siirecinde girdiler arasindaki oran sabit olmahdir. Bu sabit girdi oranlanm
iceren tiim noktalarin olusturdugu yer merkezden gegen bir dogrudur. Sekil 2'deki
OP,; dogrusu 1 no.lu siireci gosterir. Bu dogru iizerindeki D noktas: 400 isgiicii saati
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ve 2000 tank-galon saatin kullanimini temsil eder. Yani, 1. siregte girdi oram uygu-
lanmistir: 0,4 isgiicii-saatine karsihk 2 saatlik boya tanki kapasitesi, bu nokta i¢in
oldugu gibi, OP, hatt: iizerindeki diger biitiin noktalar i¢in de gegerlidir. Aynica D
noktasi haftada 1000 feet-karelik deri iiretimine kars: gelir (1 no.lu siireg, 1 foot-
karelik iiretim icin 0,4 isgiicii saati ve 2 tank-saati gerektirdifinden). Ben'ze_r sekilde
D' noktas: 2000 feet-karelik deri iiretimini gosterir. Boylece, iizerindeki biitiin nok-
talar her iggiicii saatine karsiik boya tankinda 5 birimlik galon-saatin kullaniminy
gosterdiginden, 1. siregte miimkiin olan tiim ¢iktilar OP, dogrusu iizerindeki bir
noktayla belirlenir. Diger bir deyisle, eger yeterli kaynak varsa, OP, iizerindeki her

nokta 1. siirecte iiretilebilecek bir ¢iktiy1 temsil eder.
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OP, dogrusunda oldugu gibi, aym yolla OP, dogrusunun da 2. siireci temsil
ettigini goriiyoruz. Bu, OP, dogrusunun iizerindeki herhangi bir noktamn 2. siireg
icin dogru olan girdi oranlarim icerdigini gozleyerek kontrol edilebilir: Ornegin;
.OP, iizerindeki E noktasi 3000 tank-saatin ve 900 isgiicii saatin kullammim temsil
eder ve boylece 2. siirecin 1,5 tank-saat ve 0,45 iggiicii-saati gereksinimine uygun
diiger.

Boyle sirecleri gosteren dogrularm toplaminin koni bicimindeki P, OP; (ta-
ranmis bolge) seklini olusturdufunu soyleyerek bu boliime son verelim. Bundan
sonraki bolimde gorilecegi gibi, koni icindeki noktalar bu siireg¢lerin birkaginin
bir arada, birbirine yardimel olarak kullanimini gosterir. Diger bir deyigle bu koni
1, 2 ve 3 no.lu siiregleri iceren, miimkiin olan tiim iiretim sekillerinin bir saatini
olusturur.

Egiiriin Egrilerinin Elde Edilmesi

Klasik iiretim teorisinin diyagramlarina bir adim daha yaklagarak, simdi dog-
rusal program modelimizin esiiriin egrilerini olugturabiliriz. Bir sonraki boliimde de,
kar maksimizasyon amacgh bir firmada karar verme igin gerekli olan kéar kayitsizhik
egrilerini (Iso-profit curves) olugturmakta bu esiitiin egrilerini kullanacagiz. Bir an
i¢in dikkatimizi 1 ve 3 no.lu siiregler iizerinde toplayalim. Sekil 3'te D, noktas: 1.
sirecte 1000 birimlik ¢iktiyl, D3 noktasi ise 3. siire¢te ayni miktarda ¢iktiy: temsil
eder. Bu nedenle 1000 feet-karelik deri iiretimini iceren esiiriin egrisi bu iki nokta-
dan da gegmelidir. Benzer sekilde F; ve F3 noktalar1 2000 feet-karelik iiretimi
gosteren esiiriin egrisi lizerinde bulunmalidir. Ancak 2000 birimlik iiretimi temsil
eden esiiriin egrisinin F'; ve F; 'li birlestiren bir dogru parcasi olmahdir.
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Ciimlenin anlagilmasi ilk bakigta gorildiigi kadar kolay degildir. Biliyoruz ki
F; noktasi 1. sirecteki ¢alismanin bir dizeyini, F; noktas: da ayni sekilde 3. si-
recteki caligmanin bir diizeyini temsil ediyor. Fakat ¥, F, dogrusunun F orta nok-
tasi gibi, herhangi bir ara noktay: nasil tanimlayabiliriz? F noktasindan gecen her-
hangi bir iiretim dogrusu yoktur, bu nedenle de herhangi bir surecteki faaliyet diize-
yini acikladigimiz gibi bunu aciklayamayiz.
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Gergekte, F ve G gibi 2 ara noktay: 1 ve 3 no.lu siireglerin her ikisinin de bir-
likte, birbirini izleyen kullamimlarini temsil etmek i¢in almaliy1z. Bir kismu 1. siirecte,
bir kismi da 3. siiregte olmak iizere 2000 feet-karelik deri liretimini temsil eder.

Daha belirgin sekilde, F; F3 dogrusunun orta noktasi F, yarisi bir sirecte, 2.
yarist da diger siregte iiretilen 2000 birimi temsil eder. Benzer gekilde, F; nokta-
sina uzakhigy, F;F3'in 1/4'l olan G noktas: 3/4'ii 1. sirecte, 1/4'ii de 3. sirecte
iiretilen ¢iktiy1 gosterir, yani 1500 feet-kare 1. sirecte, 500 feet-kare de 3. sirecte
iiretilmigtir. Okuyucu bu yorumu F, F; iizerindeki biitin noktalar igin yapabilir.
Ancak akildan ¢ikariimamasi gereken sudur; nokta iiretim sireci dogrularindan biri-
ne ne kadar yakin olursa bu siirecin iiretimdeki pay: o kadar ¢oktur.

Bu yorumun dogrulanmas: gerekmektedir. F noktasina yakindan bakalim.
750 igglicii saatine ve 5500 galon-saate gereksinim oldugu goriilebilir. F noktasimin,
1. sirecte 1000 birimlik bir ¢iktiy1 (D, noktasi) ve ek olarak da 3. siregte ayni
¢iktinin girdi gereksinimlerini kontrol edelim. Sekilden okunabilecek veya sinirla-
yicilardan hesaplanabilecek olan sayilar agagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Kullanilan girdiler Iggiicii Tank Kapasitesi

D; noktas 400 2000
D3 noktas 350 3500
Toplam 750 "= 5560

D, ve D;'iin girdi gereksinimlerinin toplami F noktasimn koordinatlarma
esittir. Yani F noktas: 1000 feet-karelik iiriin diizeyinde, her iki sirecin de beraberce
caligmalan icin gerekli olan toplam girdi gereksinimini temsil eder. Ve aym sekilde,
G noktasinin da, 1. siregte 1500 birimlik ve 3. sirecte 500 birimlik giktilarin iire-
tim icin gerekli olan girdileri temsil ettigi goriilebilir. F; F3 dofru parcasi iizerindeki
her nokta i¢in aym oran kamtlanabileceginden, F,F; hakkindaki yorumumuz
dogrulanir ve ozellikle de F, F; 'iin esiiriin egrimizin bir par¢asi oldugu goriiliir.

F, F;'iin esiiriin egrimizin bir pargasi oldugu belirlendikten sonra, simdi hig-
bir giicliikle kargilasmadan ornegimizdeki esuriin egrimizin kalan kismim ve diger
esliriin egrilerini de kurabiliriz. Sekil 4'te 1, 2 ve 3 no.lu siirecleri gosteren dogrulan .
ele aldik. OP, iizerindeki F, noktasi 2. sirecte iiretilen 2000 feet-karelik iiriinii gos-
terir. Bu nedenle F;F,'de 2000 birimlik egiiriin egrisinin parcasidir. Aym sekilde
E,E;E;'iin de 1000 feet-karelik iiriinii gosteren esiiriin egrisinin bir par¢as: oldugu
goriilebilir. Sekilde diger esiiriin egrilerini benzer bigimde kurmak miimkiindiir.
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Esiiriin Egrilerinin Bazi Ozellikleri

2 ve 3 nolu evrelerdeki 2000 birimlik ¢ikii kombinasyonlarim temsil eden
F,F; kink ¢izgisinin dogru olarak ¢izilmemesinin ve bu dogru iizerindeki nokta-
larin esiiriin egrisine (veya bdlgesine) ait oldugunun diisiiniilmemesinin nedeni soru-
labilir. Cevabmmz sudur: F,F; iizerindeki herhangi bir nokta savurgan bir kombi-
nasyondur ve optimal bir ¢6ziim olamaz. F,F; iizerinden herhangi bir G noktasi
alalim. F,F, F; iizerinde, boyle bir G noktasina tekabiil eden H gibi noktalar bulu-
nur, Bu noktalar G noktasinin altinda ve solundadir. Yani, H noktasinda kullanilan
her iki girdi miktari, G noktasindakinden daha azdir. Fakat H ve G noktalar1 aym
miktarda iiriin verirler. Bundan dolayi, agiktir ki G, kaynaklarin verimsiz kullani-
mini temsil eder, optimal bir ¢6ziim i¢in uygun degildir. Bu yiizden 2000 birimi
temsil eden egiiriin egrisi F, F, F3'iin yaninda F, F, dogrusuna nem verilmeyebilir.

Simdi, dogrusal programlamada egiiriin egrisinin karakteristik geklini gozlem-
leyebiliriz. Esiiriin egrileri biikiilmiis dogru parcalarindan olusur. Egimleri daima
negatiftir (en azindan pozitif degildir). Bu egrinin ilgili boliimleri merkeze dogru
konvekstir, yani azalan (veya en azindan artmayan) marjinal ikame oramim gerekli
kilarlar. ¥

Boylece, dogrusal programlamada esliriin egrileri, neoklasik iiretim teorisinde
bu egrilere kargilik diigen egrilerle aym temel sekle sahiptir. Ancak bir fark vardir;
neoklasik iiretim teorisindeki egriler diizgiin ve piiriizsiizdiir, yani kink olmayan,
kisesiz bir egri olarak kabul edilirler. Bu Onerme, diferansiyel hesabi daha kolay
uygulamak icin neoklasik teoride genellikle kullamlir. Ki, diferansiyel hesap, sekil
4'te F, gibi bir noktada egrinin egimi tamimlanamayacag icin b&yle bir kése nok-
tasinda islemez hale gelir.

Sonra, dogrusal programlama, iki girdi arasinda azalan marjinal ikame oram
bi¢iminde beliren azalan verimler olgusuna da uygundur. Eger isgiicii, boya tank
zamamndan kazanmak i¢in kullanilabilirse (6rnegin, boya tankinda bosuna yer
kaplayacak olan kusurlu deri parcalarinin secilip ayrilmasiyla), bu amacla artan
iggiici kullanim1 (output miktarinin' degismeden kalmasiyla) azalan oranda verim
getirebilir, yani bu tankin ¢aligma zamaninda azalan oranda marjinal bir tasarruf
saglar.

Simdi, azalan verimler "'kanunu'' nun dogrusal program icinde gecerli oldu-
gunu gorecegiz; yani diger girdiler sabit kalmak sartiyla, artan miktarda kullamlan
bir girdinin verimi azalabilir. Bununla birlikte dogrusallik, Slgege gore azalan verimi
(getiriyi) gegersiz kilar. Yani, daha 6nce belirtildigi gibi iiretim fonksiyonu dogrusal
ve homojendir. Bunu gérmek i¢in boyle bir iiretim fonksiyonunun, orijinden gelen
herhangi bir dogru ¢izgi boyunca ayni efime sahip, birbirine paralel tarafsizlik egri-
leriyle karakterize oldufunu unutmayalim. Ornegimizde olan tamamen budur.
Sekil 4'te de F,F; ve E,E;'iin efimlerinin birbirine esit oldugu kolayca dogru-
laniyor :

7000 — 4000 _

F, F;'iin egimi= =— 30 ve
700 — 800

E,E'iin egiimi =200 — 2000 __ 4,
350 — 400
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F,F, ve E;E, de aym egime sahiptirler. Bu da esiiriin egrilerinin, dogrusal homo-
jen iiretim fonksiyonuyla paralel bir 6zellie sahip oldugunu gdsterir: Okuyucu
sunu gozlemeli ki, bu o&zellik, dogrusal programiamadaki esiiriin egrilerinin hicbir
zaman ¢akigsmadigini garanti eder.

Kar Kayitsizhik Egrileri

Sekil 4'teki esiiriin egrileri kolaylikla kar kayitsizlik egrilerine doniistiiriilebi-
lir. Dort siirecin esit ol¢iide kdrh olmadiklan hatirlanmah. Kar=0,9 Q, + 0,75 Q,+
1,0 Q; + 1,1 Q4 bigimindeki amac fonksiyonundan 1, 2, 3 ve 4. ¢iktilarin karlan-
nin sirasiyla 90 cent, 75 cent, 1 dolar ve 1,10 dolar oldugunu soyleriz.

Sekil 4'teki E;E, E; esiiriin egrisini sekil 5'te tekrar gosterelim. E,, E, ve E;
noktalarinin herbiri 1000 feet-karelik deri iiretimini gosterir. Simdi 1000 dolarhik
kar getiren ¢iktiy: hangi noktanin temsil ettigini gorelim.

3. siire¢ her foot-karelik iirlin i¢in 1 dolarlik kar sagladigindan, E; noktasi
hem 1000 birimlik iirinii, hem de 1000 birimlik kar gosterir, yani bu noktada 1000
dolarlik kar kayitsizlik egrisi ve 1000 birimlik esiiriin egrisi cakigir. '

Fakat E; noktast 1000 dolardan onemli dlgiide az bir kara kargihk gelir.
Acikca soylenirse, 1. siirecteki iiriiniin birim maliyeti 90 cent oldugundan, E, nok-
tasi sadece 900 dolarlik bir kar1 gosterir. Boylece 1. siirecte 1000 dolar kazanmak
icin %11,1 oraminda daha fazla iiretilmelidir, agikcas: 1,111 x 90 = 1000 (yaklasik
olarak) oldugundan 1,111 birim liretilmeli. Bu nedenle de 1000 dolarhik kar kayit-
sizlik egrisi ve OP, iizerindeki W; noktasi, E,'e gore orijinden 1/9 oraninda daha
uzaktir. Sonuncu olarak OP, ile bu kar kayitsizlik efrisinin kesistikleri noktay: bu-
lalim. ikinei siirecte iiretilen her birim 75 cent kazandirdigindan, bu siiregte 1000
dolarlik kar icin 1.333,331/3 birim iiretilmelidir. Bu W, noktas: tarafindan temsil
edilir. OW, ise OE, den 1,331/3 kere daha uzundur. Bunun nedeni programimizin
dogrusal olugudur. 2. siiregte 1.333,331/3 birim lretmek igin gerekli olan girdiler
(600 isgiicii saati ve 2000 galon), yine bu siiregte 1000 birim iiretmek icin gerekli
olan girdilerden (450 isgiicii saati ve 1500 galon — sinirlayicilardaki Q, 'nin katsay-
larina bakimz) 1/3 oranminda daha fazladir.

Esiirin egrilerinde acikladifimiz gerekgelerle W, W, W3 noktalarim dogru
parcalariyla birlestirebiliriz ve ortaya ¢ikan grafik 1000 dolarhik kar kayitsizlik egri-
sinin ilgili boliimiinii olugturur. Diger kar kayitsizhik egrileri de aym sekilde olug-
turulabilir. '
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Egiiriin egrilerinde oldugu gibi, kar kayitsizlik egrileri de dogrusal, homojen
iiretim fonksiyonuyla paralel 6zelliklere sahiptir. Dogrusal programda kar orani sa-
bittir, 6rnegin; firmanin ¢aligmalarin ii¢ katina ¢ikarmak, kan da ii¢ katina ¢ikarr.
Diger bir deyisle, sekil 5'te, pargalarinin egimi, W3 W, E; kayitsizlik egrisinin teka-
biil eden parcalarinin egimine esit olan V,V, V3 gibi herhangi bir "'egri'’ cizerek ek
bir kdr kayitsizlik egrisi elde edebiliriz. .

En son olarak suna dikkat edelim: Bir siirecin sagladig: kar daha az ise verilen
bir esiiriin egrisini kar kayitsizlik egrisine transfer etmek igin, bu iiretim dogrusu
iizerindeki bir noktay1 daha uzaga kaydirmamiz gerekir. Boylece sekil 5'te E, 'den
W,'ye olan kayma, E, 'den W, 'e olan kaymaya gore daha ¢oktur. Ciinkii 1. siire¢
bir birim igin 90 cent'lik kar saglarken 2. sirecte 1 birimin sagladig1 kar 75 cent'tir.
Bir an icin 1. siirenin ¢ok karsiz oldugunu farzedelim. O zaman W, W, E; egrisi
merkeze dogru konkav olabilirdi. Bununsa anlamu 1. siirecin kar acisindan verimsiz
oldugudur. Bu nedenle 1. siireci daha az girdi kullamimiyla aym kérn getiren 2. ve 3.
siire¢lerin bir kombinasyonuyla karsilastirmaya gerek yoktur. Aym sekilde, bir kar
kayitsizhik egrisi pozitif egimli bir pargaya sahip olabilir (Sekil 7 b'de WW' veya SS'
dogrularina bakimz). Bu parca dikkate alinmayabilir, ¢iinkii par¢anin iist ucunda
(7 b'de P siireci) siire¢ nisbeten kérsiz olmahdir. Bu siirecte, P' siirecinin sagladig
kéar elde etmek igin her iki girdiden de daha fazla kullanilir.

Programlama Probleminin Grafikle Co6ziimii :

Simdi elimizde hem kar olanaklarinin sekilsel aciklamasi (sekil 5), hem de
ig giicii ve boya tank: olanaklariyla belirlenen verimli bélge (sekil 1) bulunmaktadir.
Bu durumda her iki gekli ustiiste koyarak birlestirmek ve programlama problemine
optimal bir ¢oziim bulmak basit bir sorundur. Iki sekil, sekil 6'da goriildiigii gibi
birlestirilir.

Hatirlayacagimiz gibi, sadece taranmig bolge firmanm olanaklan igindeki girdi
miktarlarim kapsar. Hesaplamalar_lmlzm amaci eldeki kaynaklarla en biiyiik karin
nasil elde edilecegini belirtmektir. Bu nedenle, verimli bdlgeyle herhangi bir ortak
noktasi olan en yiiksek kar kayitsizlik egrisini elde etmek isteriz.

Herhangi iki liretim siireci dogrusu (OP'ler) arasinda, kayitsizhik egrilerinin
parcalan ayni egime sahip oldugundan, bu egrilerden biri verildiginde, istedigimiz
kadar bagka kayitsizhk egrileri olugturabiliriz. Ozellikle, verimli bolgenin sag iist
kogesi B'den gecen 5,5, S; efrisini ¢izebiliriz. Bu, klasik iiretim teorisindeki opti-
mal teget noktasimn, dogrusal programlamadaki benzeridir. O zaman, B noktas
optimal ¢oziimiimiizii olugturur.

B noktasini inceliyerek su sonuglara varabiliriz -

1. B, 8,53 dogru pargas iizerinde bulundugu igin, 1 ve 3. siireclerin bir kom-
binasyonunun kullanimini gosterir. Bu da, dogrusal programlamanin ana teoremini
agiklar —yani, ¢oziim genellikle problemdeki simirlayicilar kadar sifir olmayan
unsur igerir. Bizim dogrusal programimizda oldugu gibi iki simrlayicinin bulundugu
yerde optimal bir uygulama igin genellikle ikiden gok iiretim siireci bulunmaz.

2. Optimal iktimiz tam olarak 600 isglicii saatini ve 4000 tank-galon saatinin
kullanimim igerir, yani bu durumda firmanin her iki sinirh kaynag: da tam olarak
kullanihiyor demektir. -
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3. S,5,S; egrisi W,W,W3'e (1000 dolarlik epri), V,V,;V3'e (2000 dolarhk
egri) oldugundan daha yakindir. Bu nedenle S, S, S; egrisi 1500 dolar'dan daha az
bir kar1 gosterir. Daha acgik sdylersek S,S; S; lizerindeki S; noktas: 1. siirecin he-
sapsiz kullanimini igerir ve tank zamaminda yaklagik olarak 3200 birimini (ve yak-
lagik olarak 640 iggiicii saatini) kullamr. Asag yukan 1600 feet-karelik deri iiret-
mesi gerekir (1. siireg her foot-karelik deri i¢in 2 birimlik tank kapasitesi kulland-
gindan, 3200 tank-galon 1600 feet-kare iiretmek icin yeterli gelecektir). Bu, her
foot-karelik iiriin i¢in 90 cent'ten yaklagik olarak 1440 dolarlik kar anlamina gelir.
Gergekte, problemimizin optimal ¢oziimiiniin standart simplex ¢6ziimii de, toplam
karin 1471,43 dolar oldugunu gisterecektir.

4. B ile S; arasindaki uzaklk S;S;'iin 2/5'i oldugundan, optimal ¢oziim 1.
sirecteki iiretimden yaklagik olarak 3/5 x 1140 dolar = 864 dolarlik kar ve 3. sii-
regte de 2/5 x 1440 dolar = 576 dolarhk kar ortaya koyar. Simplex ¢oziimde elde
edilen kesin karlar ise, 1. siirecteki iiretimde 900 dolar, 2. siirecteki iiretimde ise

571,43 dolardir.

Alternatif Coziimler
Dogrusal programlamada bazen goniilen farkh ¢oziim sekilleri 7 no.lu gekilde

gornilmektedir.

Sekil 7 a daha yaygin goriilen bir durumdur. Burada, verimli bolgenin sag iist
kosesi B, koyu taranmis iiretim olanaklarmin (POP"') digina diiser. Bu durumda
optimal nokta B degil S dir. O zaman firmanmn elindeki kaynaklar tamamen kulla-

bir miktar kalacaktir. Dahasi, bu durumda sadece bir siire¢, yani P, hesapsiz olarak
kullamlmis olacaktir. Béylece bir siire¢ degiskeni, Q, ve bir aylik degigken (kulla-
mlmamis X) sifira esit olmayacaktir ve gene, dogrusal programlama teoreminin ge-
rektirdigi gibi bize bu iki sinirlayicl olan durumda, iki adet sifir olmayan degisken
verecektir.

Bir dereceye kadar benzer bir durum gekil 7 b'de gorilmektedir. Burada B
noktast iiretim olanaklarinin sinirlari igine diigmiigse de SS' ve WW' kar kayitsizhik
egrilerinin pozitif olan egimlerinden anlagilacag: iizere P iiretim siireci oldukga
karsizdir. Yani S noktasi S' noktasiyla aym kan getirir, fakat S, S' niin iistiinde ve
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saginda bulundugundan, aym kén elde etmek icin S' ye gore, her iki girdiden de
daha cok miktar gereklidir. Bu nedenle daha karh olan P’ iiretim slireci, firmanin
kaynaklan elverdigi olciide tam kapasiteyle uygulamir. Optimal nokta da, taranmig
verimli alandaki en yiiksek kayitsizlik egrisi iizerindeki S'noktasidir. Sekil 7 a'daki
S noktas: gibi, optimal noktamz S' de, iiretim slirecinin sifir olmayan bir ¢aligma
diizeyini ve yine sifir olmayan bir aylak degisken (kullanilmamig X) igeren bir
cozimdiir.

Oldukca degigik iki durum 7 c ve 7 d'de gorilmektedir. 7 c¢'de kayitsizhik
egrisinin VV' ve V'V" parcalan dogru bir ¢izgi parcasi olustururlar. SS' ve S's"
beraberce SS" ile ¢akistifindan, ii¢ siirecin tiimiiniin bir kombinasyonunu kullan-
manin higbir sakincasi yoktur; yani Q > 0, Q' > 0 ve Q" > 0 sartlarim birlikte sag-
layan optimal bir ¢oziim bulunabilir. Bununla birlikte ii¢ siiregli herhangi bir
coziim, iki siirecli ¢oziimle ayni1 oldufundan, ii¢ siirecin birlikte, birbirine yardimel
olarak kullamminin saghiyacagl higbir sey yoktur. Ornegin, E: noktasi hem S8"

hem de S'S" iizerindedir; bu nedenle de ii¢ metodu kull i imizi
’ anarak
sadece P' ve P" nii kullanarak da yapabiliriz. yapabllecegim's,

Degigik bir durum olan 7 d'de ise, sire¢ dogrularindan biri olan OP' verimli
alanin sag iist kosesi B'den geger. Burada sadece P’ siirecinin kullanilmasinin gerek-
liligi goziikmektedir. Q = 0, Q' > 0, Q" = 0 oldugundan ve X, Y kapasiteleri tam
olarak kullamildifindan, yani her iki aylak degisken de sifir ::leEerini aldigindan
7 d'deki durumda dogrusal programlamanin ana teoremi ihlal edilmektedir Bﬁylece:

problemimizde iki simrlayicr olmakla birlikte, ¢oziim sadece bir tek sifir olmayan
degigken icermektedir. ¥
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Sekil 7 d ""bozulma hali'' diye adlandirilan durumu gosterir. Bu, bir siireg
tesadiifen, eldeki kaynaklari tam olarak ve dogru oranda kullamyor demektir (veya
genelde, girdi saytsnhdan daha kii¢giik sayida siire¢lerce iiretim yapiliyor). Uygulama-
larda bu durumla umulandan daha sik karsilagidig: goriilmektedir. Bozulma hali,
hesaplamalarda baz giicliikler yaratir, fakat bunlar genellikle ciddi sorunlar degildir.

Dogrusal Programlama Maliyet Egrileri

Dogrusal programlamanin neoklasik sematik yorumunu bir dereceye kadar
genigletmek miimkiin. Ornegimizdeki firma igin marjinal maliyet egrisinin nasi
hurulabilecegini simdi gorecegiz. Bu egrinin kurulusu, dogrusal programlama prob-
leminin ¢oziimiiniin yapist hakkinda aydinlatic: olacaktir.

Amag fonksivonumuzun 0,9 Q; + 0,75 Q, + Q5 + 1,1 Q, dort siirecin karla-
rinin da 90 cent, 75 cent, 1 dolar ve 1,10 dolar eldugunu hatirlayalim. Dort siirec
de aym iiriinii (beyaz siiet deri) iirettifinden, kullamilan siirecin hangisi olduguna
' bakilmaksizin, aym fiyata, yani 1 foot-kareyi 2 dolara satmalar gerekir. Bu durum-
da satig fiyatindan kar ¢ikararak, 1. siirecin birim maliyetinin 2 dolar—0,90 = 1,10
dolar oldugunu goriiriiz. Benzer gekilde 2., 3., ve 4. siireglerin ortalama maliyetleri
de sirastyla 1,25 dolar, 1 dolar ve 90 cent'tir. i

Eger firma, ¢ok Kiigiik dlgiide iiretim yapacak olsaydi, elindeki kaynaklarin
sinirlan icinde, ortalama ve marjinal maliyetleri 90 cent olan en diisiik maliyetli
siireci, yani 4. siireci kullamird: (Sekil 8'de AB dogrusu). Fakat yaklagik olarak 571
birim iiretilince, firmanin elinde olan tank kapasitesinin tiimii, yani 4000 galon-saat
kullanilmig olacaktir. Ciinki 4. siire¢cde 1 foot-karelik iiretim i¢in 7 galon (1. stnur-
layicidaki Qg 'iin katsayisi) gereklidir ve 5713/7 feet-karelik iiretim, eldeki 4000
birimlik tank kapasitesinin tiimiiniin kullammmmi gerektirir. Bu noktanin &tesinde
iiretim ise, diger siireclerin, belki de 4. siirecle birlikte, kullamimni gerektirecektir.

En az masrafh ikinci siire¢ olan siire¢ 3'iin birim iiretim maliyeti daha dnce de
belirtildigi gibi 1 dolardir. 4000 birimlik tank kapasitesi nedeniyle de, 3. siire¢ 1143
birimden fazla iiretemez. Ciinkii bu siire¢te 1 birimlik iiriin i¢in 3,5 birim tank kapa-
sitesi gereklidir, bu nedenle 1143 feet-karelik deri iretimi yaklagik olarak
3,5 x 1143 = 4000 galon-saati gerekli kilar.
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Fakat, 3. sirecte iiretilen ilave her birim igin, 4. siirecte kullanilan tank kapa-
sitesinden bir miktar kisitlama gerekir. 3. diire¢ i¢in de boya tanki kapasitesine ge-
reksinim oldugundan, 4000 birimlik tank kapasitesi sadece 4. siirecte tiiketilemez.
Uriinde 1 birimlik net artis saglamak ic¢in, 3. siire¢ calisma diizeyini, 4. siirecin ca-
hgma diizeyindeki azalmanin etkisini giderecek sekilde arttirmahdir. 4. siiregteki
bir birimlik azalma, 7 galonluk tank kapasitesinin 3. siire¢te kullamimini saglayaca-
gindan, 3. siirecteki iiretime 2 birimlik ilave saglar (¢iinkii 3. siireg¢te her birim 3,5
galonu gerektirir). Boylece bu degisiklikle (4. siiregteki iiretimde bir birimlik azal-
ma ve 3. sirecte 2 birimlik artig) toplam iiretimde 1 birimlik artig saglamr.

Bu 1 birimlik artigin bize maliyeti nedir? Yani bu iiretim diizeyinde firma-
mizin ¢aligmalarinin marjinal maliyeti nedir? 3. sirecte, herbiri 1 dolara malolan
2 birim elde ettik, fakat 4. siire¢te de maliyeti 90 cent olan 1 birim azalttik, ki bu
da 2 dolar — 90 cent = 1,10 dolarlik bir maliyet artisina yol acar. 1,10 dolar, 571
birimin iizerindeki iiretimin marjinal maliyetidir. Firma iigiincii siire¢te miimkiin
olan maximum iiretim seviyesi 11436/7 birime kadar 1,10 dolarlik marjinal maliyetle
caligir (Sekil 8'deki CD dogru parcasi). :

Daha fazla iiretim yapilabilir. Fakat bu, tank kapasitesinin kullanimi bakimn-
dan, 3. siiregten daha ekonomik olan bir diger siirecin kullanimini gerektirir. Burada
birim maliyeti 1,10 dolar olan iigiincii en az masrafl siireci getiririz. Bir &ncekine
benzer sekilde hesaplamayla marjinal maliyet yaklagik olarak 1,23 dolara yiikselir
(Sekil 8'de EF). Bu marjinal maliyet maximum iiriin olan 1571,43 feet-kareye kadar
devam eder. Bu diizeyde iiretim 1 ve 3. siireglerin bir kombinasyonunu igerir ve
firmanin her iki girdisini de tam olarak kullanir. 2. siirecin dahil edilmesiyle, artik
herhangi birsey kazanilamaz, ¢iinkii firma gimdi maximum iiretim diizeyine ulag-
magtir.

Biitiin bunlardan sonra belirtilmesi gereken ana nokta, dogrusal programlamal
bir iiretim problemindeki marjinal maliyet egrisinin karakteristik seklidir. Bu sekil,
yiikselen marjinal maliyetleri ve iiretim miktanmin artmasiyla yiikselebilecek mali-
yetleri kapsamaktadir (DE, BC'yi gegebilir). Ancak bu maliyetler, sekil 8'de goriil-
diigii gibi sirekli olmayan sigrayislarla artar. Bu nedenle, dlcege gére sabit getiri,
marjinal maliyetlerin de sabit olacagini garanti etmez.

Analizimiz, ayn zamanda, 4. siire¢ en yiiksek birim karim sagladig halde,
nigin 1. ve 3. siireclerin programlama problemimize bir ¢c6ziim olarak secildigi nok-
tasinda bir goriig vermelidir. Temel nokia sudur: 4. sire¢ kaynaklan cok verimsiz,
etkisiz kullamir. Oyle ki, bu siirecin sagladig1 birim kar: biiyiik olmakla birlikte iire-
tim diizeyi yiiksek degildir. Firmanin karlanm daha verimli kullanan daha diisiik
birim karh siireclerle, daha ¢ok iiretebilir ve kazanabiliriz.
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