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OZET

Bu tezde, p asal iken [, sonlu cisimlerinde basitlestirilmis Weierstrass

P
denkleminin 6zel bir hali olan y* =x’+a’ Bachet eliptik egrileri iizerindeki nokta

sayis1, noktalarin mertebeleri ve bu egrilerin grup yapilari incelenmistir.

Birinci boliimde, calismanin ikinci ve iigiincli boliimlerine temel olusturacak
kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde y” =x’+a’ Bachet eliptik egrilerinin nokta
sayilari ile ilgili bazi sonuglar verilmistir. Ugiincii boliimde bu egrilerin p =5 (mod 6)
bir asal iken devirli grup yapisina sahip oldugu; p=1 (mod 6) bir asal ve m,ne N"
iken de ya C,xC_ yada p=n’£n+1 olmak iizere C_xC, seklinde bir grup yapisina

sahip oldugu gosterilmistir. Bu egrilerin grup yapist incelenirken nokta sayisina da

bakilmigtir. Ayrica a@’nin Q,’de bulunup bulunmayisina gore grubun Uglnci

mertebeden elemana sahip olup olmayacagi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu cisimler tizerinde eliptik egriler, rasyonel noktalar, Bachet

eliptik egrileri, Weierstrass eliptik egrileri.
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ABSTRACT

In this thesis, the number of rational points, their orders, and the group structure
of them, on Bachet elliptic curves y* = x’ +a’ which are the special case of simplified
Weierstrass equation over finite fields F, where p is prime, are studied.

In the first chapter, the fundamental notions necessary in the second and third
chapters are recalled. In the second chapter, some results concerning the number of
rational points on Bachet elliptic curves y> = x’ +a’ are given. In the third chapter, it is
shown that the group structure of the rational points on these curves is cyclic when
p =5 (mod 6) is prime; and while p =1 (mod 6) is prime, it is isomorphic to the direct
product of two cyclic groups C, xC.. where m,ne N" or to the direct product C, xC_

with p=n®+n+1. While studying the group structure of these curves, the number of

points is also discussed. Furthermore, whether the group has a point of order three or

not according to @ belongs to Q, or not is shown.

Key Words: Elliptic curves over finite fields, rational points, Bachet elliptic curves,

Weierstrass elliptic curves.
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SIMGELER DiZINI

Z Tam sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

F Cisim

F, p elemanli sonlu cisim

I, Karakteristigi p olan q elemanli sonlu cisim

Fp* p elemanli sonlu cisimin ¢arpimsal grubu: F, — {6}

F F cisminin cebirsel kapanist

F[x, y] Katsayilar1 F cisminden alinan polinomlar halkasi

Z[X] Katsayilar1 tam sayilar olan X’in polinomlarinin halkasi

Z, N modunda kalan siiflariin kiimesi

Z, p asal modundaki tam sayilar cismi

U, Birimlerin kiimesi

Q, Ikinci dereceden kalanlarm kiimesi

K, p asal modunda ii¢lincii dereceden kalanlarin kiimesi

x(@) a’nin p asal modunda Legendre fonksiyonu

X(@) a’nin p asal modunda tiglincii dereceden kalan karakteri
a a’nin p asal modunda Legendre sembolii

g

E Weierstrass egrisi

E, Bachet eliptik egrisi

E\F Katsayilar1 F cisminden alinan E egrisi

E(F) F cismindeki E egrisi lizerindeki noktalarin kiimesi

E(F,) [F, sonlu cismindeki E egrisi tizerindeki noktalarin kiimesi

#E(F)) [F, sonlu cismindeki E egrisi tizerindeki noktalarin sayisi

E(F), F cismi iizerindeki E egrisinin biikiim noktalarinin kiimesi

E(Q) Q cismi lizerindeki E egrisinin noktalarinin kiimesi



E(Q),
E[n]
E()[n]

Kar(IF)

Q@ cismi tizerindeki E egrisinin biikiim noktalarinin kiimesi

E egrisi lizerindeki n. mertebeden noktalarin kiimesi

F cismindeki E egrisi lizerindeki n.mertebeden noktalarin
kiimesi
F cisminin karakteristigi

p asal modunda ikinci dereceden bir kalan olmayan

kalanlarin kiimesi
Nokta sayis1

Bachet eliptik egrisi iizerindeki nokta sayisi
g Frobenius endomorfizmi

Frobenius endomorfizminin izi

E egrisinin j-degismezi

Weierstrass denkleminin diskriminanti

n ve m mertebeli iki devirli grubun direkt ¢arpinu

Katsayilar1 Q *dan alinan kuvvet serileri halkas1



Vi

SEKILLER DiZiNi Sayfa

Sekil 1.3.1 19
Sekil 1.3.2 20
Sekil 1.3.3 27
Sekil 1.3.4 21
Sekil 1.3.5 22

Sekil 1.3.6 22



vii

CIZELGELER DiZIiNi Sayfa

Cizelge 1.2.1 17

Cizelge 1.4.1 31



GIRiS

Bu ¢aligmanin amaci, p asal iken [, sonlu cisimlerinde basitlestirilmis

Weierstrass denkleminin 6zel bir hali olan Bachet eliptik egrilerinin nokta sayilarint ve
grup yapisini incelemektir.

Bilindigi gibi Diophant denklemleri teorisi, tam sayilardaki polinom
denklemlerin ¢oziimii ile ilgilenen bir sayilar teorisi dalidir. Bu konu adini eski Yunan
cebircisi Diophantus Alexandra’dan alir. Diophantus bu denklemlerin ¢oziimlerini
formiilize etmistir.

Bu denklemleri temel alan bir bagka popiiler problem Fermat’in son teoremidir.
Bu teorem #n >3 tam sayilari i¢in

X4y =2
denklemini saglayacak sifirdan farkli x, y,z tam say1 ¢oziimleri olmadigini ifade eder.

Diger bir 6rnek de bir tam say1y1, kare ile kiibiin farki olarak yazma problemidir.

Bir baska ifadeyle sabit bir ¢ € Z tam sayis1 igin

Yy -x =c
Diophant denkleminin ¢oziimlerini arastiralim. Bu denklem “Bachet denklemi” olarak
adlandirilir. Ayrica “Mordell denklemi” olarak da bilinir. 20. yilizyihn {inli
matematikcisi L. J. Mordell bu ve benzeri birgok Diophant denkleminin ¢6ziimiine
temel olusturacak katkilarda bulunmustur.

Bu denklemin x,ye@Q rasyonel sayr ¢oziimleriyle ilgilenmedigimizi
varsayalim. Denklemi ilging kilan ozellik “ikiye katlama formiilii (duplication

formula) "niin varligidir. Bu formiil 1621°de Bachet tarafindan kesfedilmistir. x,y € Q

iken (x, y) bu denklem i¢in bir ¢6ziim ise ayni1 denklem icin

x*—8cx —x®—20cx’ +8¢2
4 y2 ’ 8 y3

ifadesinin de bir ¢oziim oldugunu gostermek kolaydir. Bundan bagka, orijinal ¢6ziim

xy#0 ve ¢#1,-432 ise bu durumda ikiye katlama formiiliiniin sonsuz ¢oklukta farkli

¢Oziime gotlirdliglinii ispatlamak miimkiindiir. (Bachet bunu ispatlayamamistir.)



Boylece bir tam sayi kiip ve kare farki olarak ifade edilebiliyorsa, bu sonsuz ¢oklukta

yolla ifade edilebilir. Ornegin,
Y —x =-2

denklemine (3,5) ¢ozlimiiyle baglarsak ve Bachet ikiye katlama formiiliinii uygularsak

(3.5) (129 —383} (2340922881 113259286337292]

10°7 10° 7660° ' 7660’
¢Ozlimlerinin bir dizisini elde ederiz.

Sonra ayni denklemin x,y € Z ¢dziimlerini arayalim. 1650’lerde Fermat Ingiliz
matematik topluluguna y”>—x’ =-2 denkleminin tam sayilarda sadece iki ¢oziimii
(3,%5) oldugunu iddia etmistir. Bu, biraz 6nce gérmiis oldugumuz rasyonel sayilardaki
¢oziimlerin sonsuz ¢oklukta olusuyla celisen bir iddiadir. Fakat donemindeki matema-
tikgilerin higbiri bu problemi ¢dzemedi. 1730’larda Euler tarafindan yanlis bir sekilde
¢oOziildi. 150 yil sonra ispatin dogrusu verildi. 1908’de Axel Thue konuyla ilgili
olaganiistii bir gelisme kaydetti. ¢ sifirdan farkli bir tam say1 iken )’ —x’=c
denkleminin sonlu sayida x,y tam say1 ¢oziimii olabilecegini gosterdi. Bu, Fermat’in
iddiasinin bir genellemesidir. Rasyonel sayilarda sonsuz g¢oklukta ¢6ziimii olmasina
ragmen tam say1 ¢ézlimleri sonlu tanedir.

Simdi tam sayilar ve rasyonel sayilar {izerindeki {i¢iincii dereceden polinomlari
gbzden gegirelim. Boyle polinomlar i¢in bir 6rnek,

Yy -x =c
ile verilen Bachet denklemidir. Bundan baska
Y =x+ax’ +bx+c ve ax’ +by’ =c¢
egrileri 6rnek olarak verilebilir. Boyle denklemlerin reel ¢oziimleri kiibik egriler veya
eliptik egriler olarak adlandirilir.

Ik olarak kiibik bir denklemin sonlu sayida tam say1r c¢oziimleri oldugu
1920’lerde Siegel tarafindan ispatlanmistir. 1970’te Baker-Coates tam say1 ¢oziimleri
i¢in bir iist sinir vermislerdir.

Ikinci olarak kiibik denklemin sonsuz ¢oklukta da olabilecek rasyonel
¢Oziimlerinin tiimii, ¢ézlimlerin sonlu bir kiimesi ile baslanarak ve Bachet’in ikiye
katlama formiiliine benzer geometrik bir islemin tekrarli uygulamasiyla bulunabilir.

Boyle iiretilmis sonlu kiimelerin var oldugu 1901°de Poincaré tarafindan ortaya atildu.



1922°de L.J. Mordell @ say1 cisminde tanimli eliptik egriler iizerindeki rasyonel

noktalarin grubunun daima sonlu {iiretegli oldugunu ispatladi. 1928’de de Weil bu
teoremi tezinde say1 cisimlerine ve yliksek cinse sahip egrilere karsilik gelen durumlara
genellestirmistir. Mordell teoreminin ispati rasyonel ¢oziimlerin kiimesi i¢in sonlu bir

irete¢ kiimesi bulmaya imkan saglayan bir yontem verir. Fakat Mordell’in metodunun

bir iirete¢ kiimesi verdigi heniiz ispatlanamamistir. O halde )*-x’=c veya

ax’ +by’ = c gibi 6zel tipteki kiibik denklemler igin bile rasyonel ¢oziimlerinin varlig
veya sayist hakkinda net bir cevap bulunamamistir. Ayrica Q@ cisminde taniml eliptik

egriler lizerindeki sonlu mertebeli rasyonel noktalarin ya devirli grup ya da iki devirli
grubun direkt ¢arpimina izomorf oldugu 1974°te Barry Mazur tarafindan ispatlanmustir.
Son yirmi otuz yildir eliptik egriler hem sayilar teorisinde hem de buna bagl
olan kriptografi gibi teorilerde giderek artan bir 5nem kazanmaya baslamistir. Ornegin
1980’lerden itibaren eliptik egriler kriptografide, carpanlara ayirma ve asallik testlerinde
kullanilmaya baglamistir. Benzer sekilde 1980°li ve 1990’11 yillarda Fermat’in son
teoreminin ispatinda da eliptik egriler kullanilan en 6nemli kavram olmustur.
Calismanin birinci boliimiinde, diger boliimlere temel teskil edecek bazi tanim
ve sonuglar verilmistir. 1k olarak, eliptik egriler iizerindeki rasyonel nokta sayisi
veren formiilleri ifade etmede kullanilacak olan ikinci ve {i¢ilincii dereceden kalan
kavramlarinin tanimlari verilmistir. Devaminda “uzun Weierstrass normal formundaki
egriler” verilmis, bu egriler lizerinde bulunduklar1 F cisimlerinin karakteristiklerine
gore siniflandirilmis ve diskriminanti sifirdan farkli olanlar ise F iizerinde bir “eliptik
egri” seklinde tanimlanmistir. Bununla birlikte g¢alismamizda kullandigimiz uzun
Weierstrass normal formundaki eliptik egriler, karakteristigin 2 ve 3’ten farkli olmasi
durumunda “basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki eliptik egriler” olarak
ifade edilmistir. Ikinci olarak eliptik egriler iizerindeki rasyonel noktalar i¢in tanimlanan
toplama islemi verilmis ve bu noktalarin toplama islemine gore degismeli grup
olusturdugu gosterilmistir. Ayrica eliptik egrilerin grup yapilar ile ilgili olan Nagel-
Lutz teoremi, Mordell teoremi, Mazur teoremi, Siegel teoremi gibi ¢ok Onemli
teoremler ifade edilmistir. Ugiincli olarak eliptik egrilerin nokta sayilarmin
hesaplanmasinda énemli bir yeri olan “Frobenius endomorfizmi” ve buna bagl olarak
“Frobenius endomorfizminin izi” tanmimlanmis olup, iiclincli boliimde de Frobenius

endomorfizminin izi ile ilgili bir simiflandirma yapilmistir. Sonrasinda siipersingiiler



egriler tanimlanmis, ikinci boliimde; ¢alistigimiz egrilerden hangilerinin siipersingiiler
olduklar1 belirtilmistir.

Rasyonel nokta sayis1 hesaplamalar ile ilgili ilk formiil olan Hasse teoremi ifade
edilmis, ikinci boliimde bu teoremden yararlanarak yeni formiiller elde edilmistir. Son
olarak bir eliptik egrinin “eslenigi” kavrami ifade edilmis, ticlincii boliimde de egrilerin

kendisi ve eslenikleri ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Ikinci boliimde basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki y* = x* + Ax+ B
eliptik egrilerinin a, A, B, birer tam say1 olmak iizere 4=0 ve B=a’ 6zel hali olan
E :y'=x+d
Bachet eliptik egrileri ele alinmistir. Bu egrilerin p =1 (mod 6) bir asal olmak iizere
[F, sonlu cisimleri Uizerindeki nokta sayilart ve bu noktalarin mertebeleri incelenmistir.
Nokta sayis1 ve noktalarin mertebeleri ile ilgili hesaplamalarda Maple ve Visual basic
programlart kullanilmistir. £, egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin,

sonsuzdaki nokta ile beraber

#E,(F,)=N,, =p+1+ > y(x' +a’)

XEE}

oldugu gosterilmistir. Ayrica Hasse teoremi yardimiyla verilen y°=x’+a’ egrisi
tizerindeki nokta sayist1 formiilii iiclinci dereceden kalanlar yardimiyla yeniden

diizenlenerek, ¢ = y* —a’ olmak iizere

0 te_pr
f@®=41 pjt
3 teK;

iken
#E,(F )=N,, =1+ ()
seklinde ifade edilmistir. Bundan baska egri iizerindeki rasyonel noktalarin apsisleri

toplaminin

Z (I+z, (X’ +a’)).x

er}

formiilii ile ifade edilebilecegi gdsterilmistir.



Ugiincii bolimde y* = x* +a’ Bachet eliptik egrisinin I, sonlu cismi iizerindeki
grup yapist incelenmistir. p =5 (mod 6) bir asal olmak {lizere E, egrisi iizerindeki

rasyonel noktalarin grup yapisinin £, (F,)=C,,, oldugu bilinmektedir. p =1 (mod 6)

p+l
bir asal iken bu grubun C, ve C, devirli gruplarinin direkt ¢arpimina izomorf oldugu
gosterilmistir. Yani m,n e N* igin

E,(F)=Z,xZ,
dir. ¢, frobenius endomorfizminin izini gostermek iizere E, egrisi lizerindeki rasyonel
noktalarin sayisi

N=n’m=p+1-t
iken a € O, oluyorsa >0, diger durumda ise <0 oldugu ifade edilmistir. Ayrica p

asal sayisinin 12 modundaki siniflandirmasina gore ¢’ler simiflandirilmistir. Son olarak

p=1(mod 6) bir asal iken a’nin Q,’de bulunup bulunmayisina gére nokta sayismin

bir siniflandirmasi ve buna bagl olarak da bu egride {i¢iincii mertebeden elemanlarin ne

zaman bulunacag1 gosterilmigtir.



1. BOLUM
ON BILGILER

Bu boliimde ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlari tanimlayacagiz
ve bazi temel teoremleri verecegiz. Bu teoremlerin ispatlar1 sayilar teorisi kitaplarinda

bulunabilir.

1.1. ikinci ve Ugiincii Dereceden Kalanlar

1.1.1 Tanm. ae Z =7,-{0}’m carpmaya gore tersi, ab=ba=1 olacak
sekilde bir be Z, dir. Zda carpmaya gore tersi olan bir elemana “birim (unit)” denir

ve Z, ’daki birimlerin kiimesi U, ile gosterilir.

1.1.2. Yardimc1 Teorem. EeZn*’in birim olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

(a,n) =1 olmasidir.

1.1.3. Tanim. geZn olsun. §, U,’1 lretiyorsa g’ye n modunda bir “ilkel
kok” denir. Bu durumda g nin 0 ile n—1 arasindaki tiim kuvvetleri farkhidir ve U, *deki

tim elemanlar1 verir.

1.1.5. Tanim. Bir ;EUH verilsin. Eger a=s olacak sekilde bir EeUl varsa

¥

a’ya n modunda bir “ikinci dereceden kalan” denilir ve bu sekildeki ikinci derece

kalanlarm kiimesi Q, ile gosterilir.



1.1.6. Ornek. Kiigiik n’ler igin U, ’deki tiim sayilarin kareleri alinarak Q,
belirlenebilir. Oregin n=7 icin I =1,2 =4, 4 =2, 3 =2, 6 =1 (mod7) oldugun-
dan Q, ={1,2,4} tiir.

1.1.7. Yardime1 Teorem. O, , U, ’in bir alt grubudur.

Simdi, verilen bir ae U, biriminin bir ikinci dereceden kalan olup olmadigini
belirleyecegiz. Modun asal olmas1 durumunda islem kolaydir. n=2 ise Q, = {i} dir ve

1 ikinci dereceden bir kalandir. O halde n= p nin tek asal olmasi durumuyla

baslayalim.

1.1.8. Tammm (Legendre Sembolii). p tek asal sayis1 i¢in bir @ tam sayisinin

“Legendre sembolii”

0 , plaise
(ﬁ) =41 , aeQ, ise
P -1, agQ, ise

seklindedir. Literatiirde (ﬁ) yerine bazen y(a) da kullanilir.
p

1.1.9. Ornek. p =7 ise

0 , a=0(mod 7)ise
(%) =11 , a=1,2veya 4 (mod 7) ise
-1 , a=3,5veya 6 (mod 7) ise

dir.

1.1.10. Tanmm. p bir asal iken x’ =a (mod p) olacak sekilde bir x € Z varsa

a € Z’ye p modunda bir “iigiincii dereceden kalan” denir.



p modunda Uglncli dereceden kalanlarin  kiimesini K, ile, K, ’nin

Zp* =Z,— {6} daki elemanlarin1 K p* ile gosterelim. Bu durumda,

1.1.11. Teorem. K ,Z ’deki carpma islemine gére bir gruptur ve ashinda

Z, *m bir alt grubudur.

1.1.12. Teorem. p =1(mod 3) bir asal olsun. @ birimin 1’den farkli olan kiibik

—1++-3
2

kokii olmak tlizere = sayist Z p* ’1n bir elemanidir. (Naml1 2001)
1.1.13. Sonug. p =1(mod 3) bir asal iken ®* elemam da Z p* ’1n bir elemanidir.

(Naml1 2001)

1.1.14. Tamm (Uciincii Dereceden Kalan Karakteri). p tek asal sayisi icin

bir a tam sayisinin p modundaki kiibik karakteri (2] ile gosterilir ve
PJs

0 pla

{ij = 1 ack
p P
Yo, agK,

seklinde tanimlanir. Bu karakter iiclinci dereceden kalanlar teorisinde, Legendre

semboliiniin ikinci dereceden kalan gorevini yapar. Literatiirde bazen (—j yerine
PJs

%;(a) dakullanilir. Euler kriterinde k=3 konulursa asagidaki sonug elde edilir:

1.1.15. Teorem. p asal ve p=1(mod 3) olsun. x’ =a (mod p) denkliginin

p-1

¢oziilebilmesi igin gerek ve yeter sart @ > =1(mod p) olmasidir.



7-1
1.1.16. Ornek. (%j = (%) =23 =2>=4 (mod 7) = 4(mod 7) oldugundan
3 3

(2) = @ dir ve bu nedenle 9, 7 modunda {i¢iincii dereceden bir kalan degildir.
3

7

E
1.1.17. Ornek. (gj E(%) =13 =1"=1(mod 7), dolaysiyla 15, 7 modunda
3 3

liciincii dereceden bir kalandir. Yani x’=15(mod 7) denkligi c¢oziilebilirdir.

Gergekten, x’=15=1 (mod 7), x=1, x=w ve x=w" bu denkliin kokleridir.

~1++/-3
a):T

=4 (mod7) ve ® =2(mod7) oldugundan bu denkligin kokleri

x=1(mod 7), x=4 (mod 7)ve x=2 (mod 7) dir.

1.1.18. Sonug. p =2(mod 3) asal ise p modunda birbirinden farkli tam p tane
liglincli dereceden kalan vardir. Yani Z,’nin tim elemanlart tigiincii dereceden bir

kalandir. (Naml1 2001)

1.1.19. Ornek. p=11 olsun. 0° =0, I’ =1,2=7", 3=9°,4 =5 (mod 11)
5=3,6=8,7=6,8=2°,9=4°,10=10’ (mod 11) dir ve Z, deki tim sayilar

tictincli dereceden kalanlardir.

1.1.20. Teorem. p=1(mod 3)asal ise p modundaki farkl {i¢iincii dereceden

kalanlarin sayis1 P ;_2 tiir. (Namli 2001)

1.2. Normal Formlar

Eliptik egriler ¢esitli normal formlarda ifade edilebilir. Bu boliimde Weierstrass
normal formlarin1 ve bu formdaki denklemlerle ilgili bazi sabitlerle birasyonel

doniistimleri tanimlayacagiz.
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1.2.1. Tamm. A4’ afin diizlem iken sabit olmayan f(x,y)eF[x,y]

polinomunun F cisminin IF *daki koklerinin kiimesi
C=C(f)={(xy)ed: f(xy)=0}
F tizerinde “diizlemsel afin cebirsel egri’dir. C egrisi lizerindeki rasyonel sayi
bilesenli (x,y) noktalar1 “IF -rasyonel noktalar” olarak adlandirilir. C’deki
F -rasyonel noktalarin kiimesini
C(F)=C(f)F)={(x,y) € 4'(F): f(x,)= 0}
seklinde tanimlariz. Diizlemsel afin cebirsel egrilere 6rnek olarak, Weierstrass denk-

lemleri verilebilir.

1.2.2. Tanm. C=C(f), F cismi lizerinde diizlemsel afin cebirsel egri olsun.

C\F fonksiyon cismi F[x, y] /(f) ’in boliim cismidir. F(C) ile gosterilir.

1.2.3. Tamm. q,,a,,a;,a,,a, € F iken
y+axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a, (1)
seklindeki bir denklem “uzun Weierstrass normal formu” olarak adlandirilir. Burada

sonsuzdaki nokta olarak adlandirilan “o0” noktamiz var. Bu noktanin afin temsili

0 =(,)dur.

1.2.4. Ornek. Weierstrass formundaki egrilere baz1 6rnekler asagida verilmistir:
C :y =x
C,:y’ =x"+x°
C,:y°=x"+x
Ug egrinin de iki tane F rasyonel noktas1 vardir: P =(0,0) ve o.(Schmitt ve Zimmer

2003)

1.2.5. Tamm. a,,a,,a;,a,,a, €F Kkatsayilar1 ile uzun Weierstrass normal

formundaki bir denklemi ele alalim. Bu denklem i¢in “Tate degerleri”
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b, =a’ +4a,,
b, =2a,+a,.a,,
b, = a,” +4a,
b, =a’a, +4a,a, — aaa, +a,a,° —a,’,
c, =b,’ —24b,,
¢, =—b,’ +36b,b, —216b,.
dir. Ayrica, “diskriminant”
A=-b,’b,—8b, —27b,° + 9b,b b,

ve “j degismezi”

dir. Bu sabitler asagidaki bagintilar1 saglar:

2

4by =b,b, b, ve 12°A=c,’ —c,

1.2.6. Tamm. C diizlemsel cebirsel egrisi f(x,y)=0 polinom denklemiyle
tanimlansin. Bu durumda P = (x,,y,) € C nin C ’nin bir “singiiler noktasi1” olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

0 0
f(xo’yo)ZOVe f(xo’yo)zo
ox oy

olmasidir. Eger sadece birinci kismi tiirevler sifira esitleniyorsa singiiler nokta katli bir
noktadir. Kath noktanin iki farkli tegeti varsa “diigiim (node)”, iki tegeti ¢akisirsa
“ctkinti (cusp)” olarak adlandirilir. Singiiler noktalari olmayan bir egri “singiiler

olmayan egri” olarak adlandirilir.

1.2.7. Onerme. Uzun Weierstrass normal formunda bir denklem ile verilen
egrileri asagidaki gibi siniflandirabiliriz:

a) Egri singiiler degildir < A # 0. Diger durumda egri tek singiiler noktayla
singiilerdir.

b) Egrinin bir diigiimii vardir < A=0 ve ¢, # 0 dur.

¢) Egrinin bir ¢ikintisi vardir <& A=0 ve ¢, =0 dir. (Silverman 1986)
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1.2.4.0Ornekte inceledigimiz C,,C,,C, egrilerinin diskriminantlar::
AC, =0, AC, =0, AC, = —64

tir. Ayrica

C

ic,

=0, C

2¢,

=0, C

3¢, T —48

dir. Ayrica Kar(F) =2 ise bu egrilerin ii¢li de singiilerdir ve bir ¢ikintis1 vardir. Eger

Kar(F)# 2 1se C, egrisinin bir ¢ikintis1, C, egrisinin bir diiglimii vardir ve C, egrisi

singtiler degildir. Tiim singiiler durumlarda singiiler nokta P = (0,0) dir. Bunu kismi

tiirevlerine bakarak gorebiliriz. Ornek olarak C, egrisini ele alalim:
C,=f(xy)=y"-x' =0

egrisinin kismi tiirevleri

%=_3x2’ gzZy
ox oy

dir. Karakteristik ne olursa olsun bu li¢ denklemin

y2_x3 =0
-3x*=0
2y=0

bir tek ¢6ziimii vardir. Buda x = y =0 dir. (Schmitt ve Zimmer 2003)

-~ -~ s //
an 7 /,/
o //
¥ // t/ 27 e
204 P o - o
/// L
T -
,/, - 7
] & g 10 12 RN ) 05 1 15 3 25
\ ) -
'\ \
4 -
20 \\\ 2 \
40 \\\ B \\
\\ \\\
~
2 3 2 3 2 e
vy =x" (Cikint) vy =x"+x" (Dlglim)

Sekil 1.2.1
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1.2.8. Tamim. Katsayilar1 F' cisminden alinan, diskriminanti sifirdan farkli uzun
Weierstrass normal formundaki bir egri sonsuzdaki nokta denilen 6zel bir nokta ile

birlikte [F iizerinde bir “eliptik egri” olarak adlandirilir.

1.2.9. Tamm. £ ve E' eliptik egrileri
E:y +axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a,
ve
E':(y)+axy+ady =(x') +ay(x') +ax +a, ,
seklinde verilsin. Bu egriler arasindaki (ikisi de F cismi iizerinde tanimli) degisken

doniistimlerine dikkat edersek, bir Weierstrass normal formunu digerine resmeden

dontigiimler bulmak isteriz. Tek degisken doniisiimii vardir. O da su formda olur:
x=u'x'+r, y=u'y +ulsx' +t (u,r,s,t eF,u+0)

Ters donlistimii de

1
w(y—sx+sr—t)

,_ /
X'=—(x-r), y =
u

seklindedir. Boyle doniisiimlere “birasyonel” denilmektedir. Bu durumda

ua'=a, +2s,

u'a, =a,—sa, +3r—s’,

w'a, =a, +ra, +2t,

u'a, =a,—sa, +2ra, —(t+rs)a, + 3r° — 2st,
u'a, =a,ra, +r’a, +r’ —ta, —t° —rta,,

u’by, =b, +12r,

u'b, =b, +rb, +61°,

u’b, =b,2rb, +r’b, +4r°,

u’b}, = by + 3rb, + 3r°b, +r’b, + 3r7,

4 r _
uc,=c,,
6 1 _
Uucs==c,
12
u-A=A,

=i
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Weierstrass normal formundaki bu iki denklemin arasinda birasyonel dontistimler varsa

bu iki denkleme “izomorfturliar” denilir.

1.2.10. Onerme. E\F uzun Weierstrass normal formunda bir egri olsun. O
halde asagidaki varsayimlar altinda FE\F ’nin belirtilen formda bir Weierstrass
denklemine sahip olacak sekilde bir

x=u'x'"+r, y=u'y +u'sx'+t (ueF ver,steF)
doniisiimii vardir.
a) Eger Kar(F)#2,3 ise
V' =x'+ax+a, (2)

3
4a,

A=-16(4a,’+27a>) , j=1728
(4a, o) 4a; +27a;

olur.
b) Eger Kar(F)=3 ve j(E)#0 ise
V' =x+a,x’ +a,,
A=-aa,, j= ~ay’
a6
olur.
Eger Kar(F)=3 ve j(E)=0 ise
Y =x+ax+a,,
A= —a43 , j=0
olur.
¢) Eger Kar(F)=2 ve j(E)#0 ise
YV 4+xy=x+ax +a, ,
A=a,, j= L
aé
olur.

Eger Kar(F)=2 ve j(E)=0 ise

V+ay=x'+ax+a,,
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A=a, j=0
olur.

Ispat. a) Eger Kar(F)=2 ise (1) tipindeki Weierstrass denklemini kareye
tamamlayarak basitlestirebiliriz. Denklemde y +%(a1x+ a,) yerine % v yazarsak sonug

V' =4x’ +b,x* +2b,x +b, 3)

olur.

Eger Kar(IF)+2,3 ise (3) denkleminde (x,y) yerine (x;—gbz,%j yazarsak sonug

¥y =x"=27¢c,x—54c, 4)
olur. Buradan -27c, =4 ve —54c, = B konularak E':y* =x’+ Ax+ B gosterimi elde
edilir.

b) (1) tipindeki Weierstrass denklemini alalim ve denklemin sol tarafin1 kareye

6
: ._a . .
tamamlayalim. Bu bize A =a,’a,” —a,’a, —a,’ ve j= f degismezleri ile
V' =x+ax’+ax+a,
denklemini verir. (Karakteristigin 3 oldugunu unutmayalim.) Eger j =0 ise, a, =0 dir.

Boylece istenilen denklem elde edilir. Diger taraftan j=#0 ise a, #0 ve bdylece
x=x'+2 ifadesi denklemde yerine konursa istenilen denklem elde edilir.

a2

¢) Tekrar (1) tipindeki Weierstrass denklemini alarak ispata baslayalim.

Karakteristik 2 iken

12
=4

77

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. Eger j #0 ise @, # 0 dir. Bu durumda

a

_ 2.0 3 _ 3.7 2 2 3

x=ax+—=,y=a’y +(aa,+a;,)/a,
1

ifadeleri denklemde yerine konursa istenilen denklemi elde ederiz. Benzer olarak
j=a,=0 olursa

’ ’
X=X +Cl2, y=Yy
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ifadeleri denklemde yerine konursa istenilen denklem elde edilir.o

1.2.11. Teorem. E\F bir eliptik egri (Kar(FF)# 2,3) olsun. Bu durumda
E':y*=x"+Ax+B (4,BeT) (5)
formunda E'\F egrisi i¢in ¢ : E — E' birasyonel doniisiimii vardir. O halde bu E’

egrisi, “basitlestirilmis Weierstrass normal formunda egri” olarak adlandirilir.

(Schmitt ve Zimmer 2003)

Yukarida ifade edilen basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki bir egri

icin diskriminant ve j-degismezi

193 3
AE")=-16.(44°+27B%), j=j(E")= %4’”
halini alacaktir.

E:y’=x"+Ax+B egrisinin tiim (x,y)e[F rasyonel ¢dziimlerinin kiimesi

(sonsuzdaki o noktasi ile birlikte) E(IF) ile gosterilir ve E iizerindeki “T -rasyonel

noktalarimin kiimesi” olarak adlandirilir.

Sadece birasyonel doniigiimler basitlestirilmis Weierstrass normal formunu
x=u’x, y=u'y'
doniistimleri altinda degismez birakir. Bu durumda
A=u*d", B=u’B', u”A =A

doniisiimlerini elde ederiz.

1.2.12. Onerme. Weierstrass normal formundaki iki eliptik egrinin F iizerinde
(Kar(F) # 2,3) izomorf olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart j-degismezlerinin ayni

olmasidir.

Ispat. Basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki egrileri
E:y'=x+Ax+B, E':(y')V =(x') +AX' +B'
seklinde ifade etmistik. £ ’yi E’’ne doniistiirecek

2 3
x=ux", y=u’y
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seklinde bir izomorfizm bulmak istiyoruz. j = ;' oldugundan

S (44 (4(A'Y +27(B')’)=(44')' (44’ +27B°)
P A3(BI)2 — (A!)3BZ
B L
Eger 4=0 ise B#0’dir. Boylece A'=0 ve B'#0’dir. Bu durumda u = (E)6
alabiliriz. Eger B=0 ise A#0’dir. Boylece B'=0 ve A'#0’dir. Bu durumda
1

uz(%)4 alabiliriz. Eger AB#0 ise A'B'#0 dir. Gergekten A'B'=0 ise A'=0 ve

B'=0 dir. Béylece A'=0 dir. Bu ise istisnadir.

, , B’ A’ BL 41
) B =4(BY & —m= s () = ()
(B (4" B A
elde ederiz. Bu durumda
AL BUZ
— (2 = (26
u (A, (B,)

alabiliriz. O

1.2.13. Onerme. j-degismezi j, olan her bir j,eF icin F iizerinde

tanimlanabilecek bir eliptik egri vardir.

Kar(IF) Jo Eliptik egri
#2,3 0 Yy =x+1
12° Y =x+x
#0,12° Y =X +3Kkx+ 2K,
e
2 0 Y 4+y=x
#0 V4xy=x+x>+j"
3 0 Y =x+x
71_.0 y2:x3+x2_j071

Cizelge 1.2.1
(Schmitt ve Zimmer 2003)
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1.3. Toplama Kurah

Eliptik egriler hakkinda en onemli gercek sudur: Egri iizerindeki noktalar

toplamaya gore degismeli grup olusturur. E\F eliptik egrisi uzun Weierstrass normal

formunda ve herhangi bir [ cismi iizerinde olsun. E {izerindeki [ -rasyonel

noktalarinin kiimesi E(FF)={(x,y) € E :x,y e F}u{o} olsun. Eliptik egrilerin sonlu ya

da sonsuz ¢oklukta rasyonel noktalar1 vardir.

1.3.1. Teorem. Bir dogru bir eliptik egriyi katliliklarla birlikte tam olarak 3
noktada keser. (Schmitt ve Zimmer 2003)

1.3.2. Bézout Teoremi. m. dereceden bir diizlem egri ile n. dereceden bir

diizlem egri en ¢ok m.n tane noktada kesisir. (Silverman 1992).

Bézout teoremi diizlem egriler teorisinde temel teoremlerden biridir. Bézout’un

teoreminin su uygulamasini kullanacagiz.

1.3.3.Teorem. C,C, ve C, kiibik egriler olsunlar. Varsayalim ki C, C, ve
C, ’nin 8 kesisim noktasindan gecsin. Bu durumda C, 9. kesisim noktasindan geger.

(Silverman 1992).

1.3.4. Tamm. E\F eliptik egri B, P, € E(F) farkli olmas1 gerekli olmayan iki
nokta olsunlar. B ve P,’den gecen dogru (6rnegin kesen) eliptik egriyi tigiincii bir P/
noktasinda keser. P/ ve o’dan gegen dogruyu goz Oniine alalim. Bu dogru egriyi
ticiincii nokta P, ’de keser. P,’u
R+P=P

seklinde tanimlanz. (Eger £, = P, ise F,’de E’ye teget alinmak zorundadir.)

1.3.5. Ornek. Q cismi iizerinde y’=x’—x+1 eliptik egrisini ve bu egri

tizerinde P =(0,—1) ve Q =(1,1) noktalarmi ele alalim. Asagida verilen sekle gore P
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ve Q noktalarint y=2x-—17 dogrusu birlestirmektedir. O halde dogrunun egri ile
ticlincii kesisim noktasi ortak ¢oziimlenerek bulunabilir. x=0 ve x=1, P ve Q nun
apsisleri olduguna gore l¢iincli nokta R =(3,5)’dir. P’nin Q ile toplami R 'nin x-

eksenine gore yansimasidir. Yani —R = P+ Q =(3,-5) ’dir. (Mollin 2001)

61 P
g
R=(3.5)
4 /"
¥
/‘/
3 G=(11) //"
7
,,,,, n £
// [T .
2 ’ o i P 4
- X
P={0,1) \
N
P+0=(3-5)
5
Sekil.1.3.1

1.3.6. Ornek. Q cismi iizerinde y’ =x’—x+4 eliptik egrisini ve bu egri
tizerinde P =(—1,2) noktasini alalim. P noktasina kendisini ekleyelim. (Yani 2P’yi

hesaplayalim.) 2P vyi hesaplayabilmek igin P de egriye bir teget alalim. Ilk 6nce
egrinin x’e gore tiirevini aliriz.

2yy'=3x" -1
P noktasimmi yukaridaki denklemde yerine koyarsak y'=m =l ’den tegetin egimini

bulmus oluruz. Buradan da noktas1 ve egimi belli dogru denkleminden P ’den gecen

x+35

teget y = olur. Egri ile tegetin ortak ¢éziimiinden de ii¢lincii kesisim noktas: (ilk

iki nokta P’dir) R= (;,%9) bulunur. Boylece P+ P=2P=-R esitliginden

-R= (;,_T%g) olarak bulunur. (Mollin 2001)
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/Jf/’/7 R=(9/4 29/}
¥ 7
e
=l
Y:(XW
. =074

Sekil.1.3.2

1.3.7. Teorem. E\F, F izerinde bir eliptik egri olsun. E(IF) rasyonel
noktalarinin kiimesi toplama iglemine gore degismeli gruptur. Sonsuzdaki nokta “o” bu
grubun etkisiz elemanidir.

F bir say1 cismi ise E(F), E’nin F iizerinde “Mordel-Weil grubu” olarak

adlandirilir.

Ispat. Toplamanin asagidaki 6zelliklerini elde etmek kolaydur:

i) B,P,eE(F) ig¢in B +P, € E(IF) dir. 1.3.6. Teoremde uzun olan Weierstrass
normal formundaki eliptik egriler i¢in toplama formiilii verecegiz.

ii) Birim eleman: o (Sekil.1.3.3)

iii) Degisme ozelligi: B+ P, =P, + P,

iv) Ters eleman 6zelligi: P ve o’dan dogru ile egrinin {igiincii kesisim noktast
P’ olsun. Bu durumda P+ P =0 dir. O halde P'=-P dir. (Sekil.1.3.4)

Geriye toplamanin birlesme 6zelligini gostermek kalir. B, P, P, € E(IF) olsun.

R+(P+P)=(R+P)+P,
< ((B+P)+R)=-(R+(P+PF))
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in asagidaki dogrulari (noktalarin cakisirsa tegetler
veya kesenler) tanimlayalim :

L, : Dogru P, ve P,’den geger. Bu dogru egriyi liglincii nokta —( 7, + P,) ’de keser.
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L,: Dogru P, ve (B +P,) den gecer. Bu dogru egriyi ticiincli nokta —((F, + P+ FB,) de
keser.
L,: Dogru (P, +P,) ve o’dan geger. Bu dogru egriyi li¢iincli nokta —(P, + P,) *de keser.
L/ : Dogru P, ve P,’den geger. Bu dogru egriyi liglincii nokta —(P, + P,) *de keser.
L) : Dogru P, ve (P,+ P,)’den gecer. Bu dogru egriyi ii¢iincii nokta —(B + (P, + B)) ’de
keser.
L;: Dogru (B + P,) ve o’dan geger. Bu dogru egriyi liglincii nokta —(A, + P,) *de keser.
Bu durumda

C=LVUL UL, ,C'=LUL UL,
kiibik egrilerini tanimlariz. C ve E egrilerinin ortak elemanlar1 yoktur (Clinkii C iig

dogrunun birlesimidir.). Bézout teoreminin bir uygulamasi boyle egrilerin 9 ortak

noktas1 oldugunu ifade eder. C ve E egrileri i¢in bu noktalar
0.B.P,.P,.(R+P,),~(B+P).(B,+B),~(P, + P),~(B+B)+P).
C' egrisi C ve E egrisinin ortak noktalarinn ilk sekizinde kesisirler. Diger taraftan C’
niin £ ’de 9 ortak noktas1 vardir:
0,8, P, B, (R +B),~(R +F),(B+B),~(F,+ B),~(R+ (B + R)).

Boylece
~((R+P)+PB).,=—(K+(P+h)).

olur (Sekil.1.3.5).0

Sekil.1.3.3 (Birim eleman)
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C(R+(PAPR)=~(B+P)+P)

Sekil.1.3.5 (Birlesme 6zelligi)

1.3.8. Toplama Teoremi. £\F, F cismi iizerinde (1) tipinde bir eliptik egri
olsun. B =(x,,»,), B (x,,y,) € E(F) olsun. Bu durumda

)-P =(x,-y,—ax,—a,)

ii) x, =x, ve y,+y,+a,x,+a, =0 ise érnegin P, =—P, ise P+ P, =0 dir.

iii) P, # —P, olsun. Eger x, # x, ise bu durumda

/1 yZ_yl

X, =X
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_ Vi T ok

X, =X

=y, —Ax,
seklinde ve eger x, =x, ise

2
_ 3x +2a,x,+a,—a,y,

A

2y, +ax, +a,

3
-x, +a,x,+2a,—-a,y,
V= 5 =y, —Ax,
Yitax, ta;

seklinde olur. Bu durumda
B+P =P =(x;),)
x,=A"+a,dl—a,—x,—x,,
vy =—(A+a)x;—v—a,=A(x,—x;)-y,—a,x; —a,.

seklinde verilir. (Schmitt ve Zimmer 2003)

Bilindigi gibi eliptik egriler iizerindeki noktalarin en genel temsili uzun
Weierstrass normal formundaki afin temsildir. 1.3.8 Teoremde bu temsil i¢in bir toplam
formiilii tanimladik. Bu temsil keyfi bir karakteristikteki herhangi bir cisim igin

kullanilir. Simdi (5) tipindeki Weierstrass egrileri i¢in toplam formiiliinii verecegiz.

1.3.9. Tamm. E\F, (5) tipinde bir eliptik egri ve P, #—P, olacak sekilde

P =(x,,y,), P,=(x,,y,) € E olsun. 1.3.8.Teorem geregi P, + P, = (x,, ;)

Y=

=, P #Pise
Xy =X
A= 504
+
24 T2 P =P, ise
2y,

ve
X, =’ - X, —X,,
Vs :ﬂ“(x1 —x3)—y1,

ile verilir.
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1.3.10. Ornek. Q cismi iizerinde y*=x"+17 eliptik egrisini ve bu egri

lizerinde B, =(-14) ve P, =(2,5) noktalarim1 alalim. B + P,’yi hesaplamak i¢in ilk

once bu noktalardan gegen dogruyu buluruz. Bu dogru y = %x +? dur. O halde egim

l:l olur. Sonrasnda  x,=1"-x,-x, __8 ve y,=A(x;,—x;)—y, __1»
3 9 27
g8 109 .
bulunur. Sonug olarak B + P, =(x;, ;)= 9 o7 olur. (Silverman 1992)

iki noktadan gecen dogrunun egimini verdik. Eger dogrunun gectigi iki nokta da
ayn: ise egim nasil hesaplanir? Varsayalim ki £, =(x,,y,) olsun. P +PF =2F"1
bulmak istiyoruz. F,’1 P,’a birlestiren dogruya ihtiyacimiz var. Fakat A i¢in verdigimiz
egim formiiliinii kullanmayacagiz. Bir F, noktasim kendisine eklemenin, £,’1 P ’a

birlestiren ve F,’da egriye teget olan dogruyu elde etmek anlamina gelecegini

biliyoruz. y* = f(x) bagmtisindan tiirev yardimiyla

LS
dx 2y

egimi elde ederiz. Buradan da 1.3.9 Tanimdaki formiilleri kullanarak 2P, ’in

bilesenlerini buluruz.

1.3.11. Ornek. 1.3.10. Ornekteki y* =x’+17 eliptik egrisini ve bu egri

tizerindeki P =(-1,4) noktasim1 alalim ve 2P noktasmi hesaplayalim.

A :d_y: S %) = SN _3 olur. Bu durumda ilk 6nce A i¢in bir deger elde ettik.
dx 2y, 8

1.3.9 Tamimda verdigimiz formiilleri kullanirsak 2P = (%,—%) bulunur.

(Silverman 1992)

1.3.12. Tamm (Bachet’in ikiye Katlama Formiilii). »* = x’ +a,x* +a,x +a,

kiibik egrisini ele alalim. Bu egri lizerindeki bir P noktasinin koordinatlarini kullanarak

2P igin agik bir doniisiim elde etmek istiyoruz. Bu kiibik egri i¢in 1.3.8 Teoremde
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verdigimiz x,=4"+a,A-a,—x,—x, formiliini kullanirsak «, =0 ve x, =x,

AC))

oldugundan A yerine de 4 =5 koyarsak 2P =(x;,y;) noktasinin x, koordinatini
y

sOyle formiilize ederiz:

4 2 2
x' =2a,x" —8ayxx+a,” —4a,a;

x(2P) =
@P) 4x° +4a,x* +4a,x +4a,

2P’nin x koordinati i¢in verilen bu formiil “Ikive katlama formiilii (duplication
formula)” olarak adlandirilir. Aslinda bu formiil tim singiiler olmayan Weierstrass

egrileri yani eliptik egriler icin tanimlanabilir.

1.3.13. Tanim. E, F cismi lizerinde bir eliptik egri ve belli bir ne N i¢in
nP =0 olacak sekilde bir P e E(F) noktast olsun. Bu durumda P noktas1 “biikiim
(torsion) noktasi” ya da “sonlu mertebeli nokta” diye adlandirilir. Bu sart1 saglayan en
kiiciik » degerine P ’nin mertebesi denir. 0 noktasi asikar nokta olarak adlandirilir. P
biikiim noktas1 degilse “sonsuz mertebeli nokta” olarak adlandirilir.

Biikiim noktalarmin kiimesi E(IF), ile gosterilir. E(F),, E(F)’in bir alt

grubudur. E(IF) ’in “biikiim alt grubu” olarak adlandirilir.

1.3.14. Ornek. Q cismi iizerinde y* =x3—%T7 eliptik egrisini alalim. Bu

egrinin QQ ’daki ¢oziimleri (3,%), (3,—%) ve o0’dur. 1.3.12 Tanim geregi

x'+54x  81+162 _3

4x3—27xl3_108—27_

x(2P) =

olur. Boylece 2P =P veya 2P =-P dir. 2P =P sonucu yanlistir. Ciinkii bu P=o0
demektir. Boylece 2P =—-P ve 3P =0 dur. Diger bir ifadeyle P ’nin mertebesi 3 tiir.
(Knapp 1992)

1.3.15. Ornek. Q say1 cismi iizerinde
E:y' =x+1

eliptik egisini ele alalim. Bu egrinin bir Q rasyonel noktas1 P =(2,-3) ’tiir.
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2P=(0,-1),3P=(-1,0),4P=(0,1), 5P=(2,3),6P=0
Boylece 5P =—P dir. O halde P noktasinin mertebesi 6’dir. (Mollin 2001)

1.3.16. Ornek. Q iizerinde
E:y' =x’-10x
eliptik egrisini ele alalim.
P=(-1,3),0=(0,0)e E(Q) dur. P+Q=(10,30) olur. Q’nun mertebesi 2’dir:

20 =o0. P noktasi sonsuz mertebelidir. 2P = (E 4—5]), 3P= (_57121 , 1267843
24649 3869893

36 °216

)7

761815201 —20870873704079
29289744 ° 158516094528

P=( ).... (Schmitt ve Zimmer 2003)

Yukarida goriildiigli gibi her toplamada bilesenler giderek karmasiklasir.

1.3.17. Nagel-Lutz Teoremi. £, Q iizerinde (5) tipinde bir eliptik egri ve

P=(x,,y,)e E(Q), ise bu durumda x,,y,€Z ve ya y,=0 ( bu durumda P ’nin

mertebesi 2°dir.) yada y, #0 ve y,’ | (44’ +27B%) dir. (Mollin 2001)

1.3.18. Sonu¢. £, Q iizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda E(Q) 'nun
biikiim alt grubu sonludur. (Mollin 2001)

1.3.19. Ornek. Q cismi iizerinde E:y= 14 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44° +27B% =432 olur. P(x,y), E(Q)’da sonlu mertebeli bir nokta olsun.

0=x>+4 denkleminin rasyonel ¢coziimleri olmadigindan y # 0 dir. Bu ylizden y2 | 432
olur. Boylece y=#1,%£2,43,+4,+12 dir. Sadece y =42 x’in rasyonel degerini verir.
Boylece miimkiin olan sonlu mertebeli noktalar (0,2),(0,-2) dir. Kolay bir hesaplama
ile 3(0,+2) =0 oldugunu buluruz. E(Q)nun biikiim alt grubu 3 mertebeli devirli bir

gruptur. (Washington 2003)
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1.3.20. Ornek. Q cismi iizerinde E:y=x3+8 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44° +27B% =1728 olur. y=0 iken x=-2 dir. (-2,0) noktasinin mertebesi

2’dir. Eger y#0 ise bu durumda y2 |1728 dir. Buradan da y |24 olur. Degisik
ihtimalleri denersek (1,43) ve (2,+4) noktalarini buluruz. Bununla birlikte

2(L,3) = (—%,—%) ve 2(2,4) = (—%,%)

dir. Bu noktalarin koordinatlar1 tam say1 olmadigindan sonlu mertebeli degildirler. Bu

ylizden (1,3) ve(2,4) sonlu mertebeli degildir. Buradan F£(Q) nun biikiim alt grubunun
{0,(-2,0)} oldugu sonucu ¢ikar. (Uyart: 2(1,3)=-2(2,4) oldugundan dolay1

(1,3)+(2,4) =(-2,0) esitligi agikca goriiliir.) (Washington 2003)

1.3.21. Ornek. y’ =x’—43x+166 eliptik egrisini ve bu egri iizerinde
P =(3,8) noktasim1 ele alalim. Burada P noktasinin katlarin1 alarak mertebesini
hesaplayacagiz. 11k olarak P ’de tegetle baslayalim. P ’deki teget egriyi (—5,—16) da
keser. Bunun da x-eksenine gore yansimast 2P =(-5,—16)’dir. Bu durumda P ve
2P’den gecen dogru egriyi (/1,32)’de keser. Bunun yansimast 3P =(11,-32) dir.
P=(3,8) ve 3P =(11,-32) ’den gegen dogru egriyi (11,—-32) ’de tekrar keser. Bunun da
x-eksenine gore yansimasit 4P =(11,32)’yi verir. P ve 4P’den gegen dogru egriyi
(—5,—-16) ’da keser. Bunun x-eksenine gore yansimasi1 5P =(-5,16) dir. 5P ve P’den
gecen dogru egriyi (3,8)’de keser. Boylece 6 P =(3,—8) x-eksenine gore yansimadir.
Son olarak da P ve 6P’den gecen dogru x-eksenine diktir. Boylece 7P =0 dur.
(Mollin 2001)
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7P=Sonsuzdaki nokta

301

\ sp=s18) | ] /’/

Sekil.1.3.6

1.3.22. Tammm. E\F bir eliptik egri ve n € N olsun.
E[n|={PeE:nP=0}
kiimesine E ’nin “n-inci mertebeden noktalarimin kiimesi” denir. E ’nin [ -rasyonel

olan n-inci mertebeden noktalarinin kiimesi

E(F)[n]={P e E(F):nP =0}

dir. Boylece E[n] =E(IET)[n] dir.

Eliptik egriler iizerinde ikinci ve ii¢lincli mertebeden noktalar digerlerine gore

daha 6nemlidir.

1.3.23. Onerme. E, F cismi iizerinde bir eliptik egri olsun. F ’nin
karakteristigi 2’den farkliysa
E[2]1=Z,xZ,
F ’nin karakteristigi 2 ise

E[2]=0 veya Z,
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dir. (Washington 2003)

1.3.24. Teorem. E, F cismi iizerinde bir eliptik egri ve neZ" olsun. Eger
F ’nin karakteristigi » ’1 bdlmezse veya sifirsa
Eln]=7Z,%x 17,
[F ’nin karakteristigi p >0 ise ve p|n ise pfn' olacak sekilde n= p"n" diir. O halde
Elnl=Z%Z,xZ, veya Z xXZ,

dir.

1.3.25. Sonu¢. n=3 ve E, F cismi izerinde bir eliptik egri olsun.

E[31=7Z,xZ, veya bu grubun bir alt grubuna izomorftur.Yani bir eliptik egri

tizerindeki 3. mertebeden rasyonel noktalarin sayis1 karakteristige bagl olarak 1, 3 ya da

9 olabilir. (Washington 2003)

1.3.26. Mordell Teoremi. 4, B Q olmak ilizere E eliptik egrisi
E:y*=x"+Ax+B
denklemiyle verilsin. £(Q) ’daki her P noktasi i¢in, n,,n,,...n. € Z iken
P=n.B+n,P+..n.P
olacak sekilde bir {R,P,,...,P} sonlu kiimesi vardir. Diger bir deyisle E(Q) sonlu

tiretegli bir gruptur. (Mollin 2001)

1.3.27. Mazur Teoremi. £\Q eliptik egri olsun. Bu durumda ya
ne{l,2,3,4,56,7,8,9,10,12} iken
EQ),=Z/nZ
yada ne{l,2,3,4} iken
E(Q), =Z/2ZxZ]2nZ
dir. (Mollin 2001)

Q Ttzerindeki bir eliptik egrinin £(Q) grup yapisina bazi 6rnekler verelim.
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1.3.28. Ornek. E:y” =x’ —x eliptik egrisi verilsin. Bu egri iizerindeki sonlu
mertebeden noktalarin kiimesi E(Q), ={0,(0,0),(£1,0)} dir. Bu kiimenin her bir
eleman1 2P = o sartini saglar. Boylece E(Q), nun grup yapisi

EQ),=Z/2ZxZ/2Z
dir. (Kato ve ark. 2000)

1.3.29. Ornek. E:y° = x’ +1 eliptik egrisi bu egri iizerinde P =(2,3) verilsin.
2P =(0,1), 3P =(-1,0), 4P =(0,-1), 5P =(2,-3), 6P =0 bulunur. O halde E(Q) ’nin
grup yapisi

EQ)=Z/6Z
dir. (Kato ve ark. 2000)

1.3.30. Ornek. E:)* =x’ —4 eliptik egrisi bu egri iizerinde P =(2,2)verilsin.

2P=(5,-11),3P= (%,%) bulunur. O halde £(Q) 'nun grup yapis1

EQ)=Z
dir, yani bir serbest gruptur. (Kato ve ark. 2000)

1.3.31. Onerme. k =0 altinc1 dereceden kokii olmayan bir tam say1 olsun. Q
cismi lizerindeki
E :y' =x+k (6)

eliptik egrisi “Mordell egrisi” olarak adlandirilir. Bu durumda

{o,(m,0)}=Z/2Z —k=m’#1,meZise
{0,(0,£n)}=Z/3Z k=n>#1neZise
E (Q), = {0,(12,+£36)} = Z / 3Z k =—-432 ise
{0,(2,£3),(0,£1),(-1,0)} = Z/ 6Z k=1
{o} aksi takdirde

seklinde ifade edilir.(Schmitt ve Zimmer 2003)

Simdi de (5) tipindeki denklemlerin tam say1 ¢oziimlerini arayalim.
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1.3.32. Siegel Teoremi. 4,BcZ ve A=4A4>+27B* #0 olmak iizere
E:y* =x"+ Ax+ B e Z[x]
eliptik egrisi yalnizca sonlu sayida tam sayr bilesenli P =(x,y) noktasina sahiptir.

(Mollin 2001)

1.4. Sonlu Cisimler Uzerinde Eliptik Egriler

E eliptik egrisi F sonlu cisimi lizerinde tanimli olsun. x,y e olacak sekilde
E tzerindeki (x,y) ikilileri sonlu ¢oklukta oldugundan E(FF) sonlu bir gruptur.
Caligmalarimizda p asal iken F, sonlu cisim ve g = p", n>1 iken F, sembolii sonlu

cisim genislemesini temsil edecektir. Ilk olarak bazi &rnekleri inceleyelim.

1.4.1. Ornek. E£:y”* =x"+x+1 eliptik egrisi I, {izerinde olsun. E iizerindeki
noktalar1 saymak i¢in x ’in miimkiin olan degerlerinin bir listesini yapariz. Bu durumda
x’+x+1’in 5 modundaki karekokleri olan y degerlerini bulmus oluruz. Bu da E

uzerindeki noktalar: verir:

X | ¥+x+1 y Noktalar
0 1 +1 | (0,1),(0,4)
1 3 - -

2 1 +1 | (2,D,(2,4)
3 1 +1 | (3,1,(3,4)
4 4 +2 | (4,2),(4,3)
o o o

Cizelge 1.4.1

Bu yilizden E(IF;)’in mertebesi 9’dur. Kolay bir hesaplamayla E(F,)’in devirli

oldugunu ve (0,1) noktasi ile iiretildigini gosterebiliriz. (Washington 2003)
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1.4.2. Ornek. F, iizerinde E:y’=x’+2 eliptik egrisi olsun. Bu durumda
E(F,) ={0,(0,3),(0,4),(3,1),(3,6),(5,1),(5,6),(6,1),(6,6)} olur. Kolay bir hesaplamayla
bu P noktalariin tiimiiniin 3P =0 sartinm1 sagladigin1 gorebiliriz. Bundan dolay1 bu

grup Z, x 7, e izomorftur. (Washington 2003)

1.4.3. Teorem. E, [, sonlu cismi lizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda
bazi n>1 ve n,n, 21 tam sayilar1 i¢in », | n, iken bu egri lizerindeki grup yapisi
E(F,)=Z,yada Z, 6 xZ,
olur.

Ispat. Gruplar teorisinden temel bir sonuca gére i>1 igin n,|n,, iken sonlu
degismeli bir grup Z, xZ, x..Z, devirli gruplarmin direkt ¢arpimlarina izomorftur.
Her bir 7 i¢in Z, grubu mertebeleri n, 1 bélen n, elemana sahip oldugundan
mertebeleri 7, 1 bdlen n elemana sahip olan E(F,) buluruz. 1.3.23. Teorem geregi bu
sekilde en ¢ok n° tane nokta vardir. (F, ’nun cebirsel kapamsinda kalan koordinatlara

miisaade edilse bile). Bu yilizden » <2 dir. Bu arzu edilen sonugtur. (» =0 ise grup

asikardir; bu durum teoremde » =1 haline karsilik gelir.) O
1.5. Frobenius Endomorfizmi ve Siipersingiiler Egriler

1.5.1. Tamm. E\F, F_ sonlu cismi lzerinde bir eliptik egri olsun.
q -Frobenius endomorfizmi ¢ : E — E

¢, (x,y)=(x",»"), ¢,(0)=0

olacak sekilde verilir.

1.5.2. Teorem. E\F, eliptik egri ve ¢, g -Frobenius endomorfizmi olsun.

a) P € E olsun. Bu durumda

PeE(F,) < ¢, (P)=P

olur.
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b) (oqz —tp,+q=0 olacak sekilde bir 7=z tam sayisi vardir. Yani tim
P e E’ler i¢in
9, (P)—tp,(P)+q.P=0
dir. ( Burada ¢ tamsayist g -Frobenius endomorfizminin “izi” olarak adlandirilir.)
¢) g-Frobenius endomorfizminin izi t, E\F, eliptik egrisi lizerindeki rasyonel

noktalarin sayisini veren
#HEF )=q+1-t

formiiliinden bulunur. (Schmitt ve Zimmer 2003)

1.5.3. Tamm. F_ karakteristigi p olan sonlu cisim ve E\F, , F  tzerindeki
nokta sayist #E(F )=g+1-¢ ile verilen bir eliptik egri olsun. Eger p|¢ ise bu egri

“stipersingiiler” olarak adlandirilir. Eger egri siipersingiiler degilse “siradan

(ordinary)” olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle E[p]=Z , ise siradan, E[p]=o ise

stipersingiiler olarak adlandirilir. Singiilerlik ile siipersingiilerlik birbirinden apayri

kavramlardir.

1.5.4. Yardimcr Teorem. 1.3.31 Teoremde tanimladigimiz [, {zerindeki
E,:y*=x"+k Mordell egrisini ele alalim. Ayrica p asal p |6k ve p=2(mod 3)
olsun. Bu durumda E,\F, stpersingilerdir ve #E,(F,)=p+1°dir. (Schmitt ve

Zimmer 2003)

Asagidaki sonug¢ sonlu cisim {izerindeki bir eliptik egrinin singiiler olup

olmadigini ifade etmenin basit bir yolunu verir.

1.5.5. Onerme. E\F, eliptik egri, ¢, p asalimin bir kuvveti ve
t=q+1-#E(F,) olsun. Bu durumda E ’nin siipersingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart =0 (mod p) olmasidir. Bunun gerceklesmesi i¢in de gerek ve yeter sart

#E(F,)=1 (mod p) olmasidir. (Washington 2003)
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1.5.6. Sonug. Varsayalim ki p > 5 asal olsun. Bu durumda FE ’nin siipersingiiler

olmasi icin gerek ve yeter sart £ =0 olmasidir. Bu durum i¢in de gerek ve yeter sart

#E(F,)=p+1 olmasidir. (Washington 2003)

1.5.7. Onerme. ¢ tek, g=2(mod 3) ve Be IFq* oldugunu varsayalim. Bu
durumda
E:y’=x+B

ile verilen E eliptik egrisi slipersingiilerdir. (Washington 2003)
1.6. Rasyonel Noktalarin Sayisim1 Hesaplama

E\F, eliptik egri verilsin. (1) denkleminin (x,y) € F, xF, ¢ozimlerinin sayisint
ya da buna denk olarak £'(F,)’da ka¢ tane nokta oldugunu bulmak istiyoruz. x’in her
bir degeri i¢in y 'nin en ¢ok iki degeri vardir. O halde sonsuzdaki o noktasi dahil bu

egri lizerinde en ¢cok 2¢+1 tane nokta vardir. Fakat rastgele secilen bir elemanin ikinci

dereceden bir kalan olma sanst %50 oldugundan bu say1 yar1 yariya azalacak ve q+1
olacaktir.
Asagidaki teoremi E.Artin tezinde konjektiir olarak verdi. 1930’larda bu teorem

Hasse tarafindan ispatlandi.

1.6.1. Hasse Teoremi. £\ eliptik egri olsun. Bu durumda
| #EF,)-(g+DI=1|<2q

olur.(Washington 2003)

1.6.2. Teorem. E:y’ =x"+Ax+B eliptik egrisi [F, sonlu cismi tizerinde
tanimlansin. Bu durumda
3
X +Ax+B
#EF)=q+1+ ) (——)

xe]Fq q

seklindedir.
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Ispat. x, eF, i¢in x,’ + Ax,+ B’nin ¢ modundaki degeri sifirdan farkli ve
ikinci dereceden bir kalan ise, £ egrisini saglayan x, koordinath iki tane (x,y) ikilisi

vardir. Eger x,’ + Ax, + B nin ¢ modundaki degeri sifir ise egri iizerinde x, koordinath
tek nokta vardir. Fakat ikinci dereceden bir kalan degilse bu kosulda nokta yoktur. Bu

3
, Ax+B . . .
yiizden x koordinati x, olan noktalarin sayisi 1+(—x AT ) tanedir. Bu ifadenin

tim x,, € F, *lar izerinden toplamina sonsuzdaki nokta o’yu da eklersek nokta sayisi
X'+ Ax+B
#EF) =1+ (H(T))
xelF,

olur. Sagdaki toplamdaki her bir terimden 1’i disariya alirsak bu sekilde arzu edilen

formiil elde edilir.o

1.6.3. Sonuc. ¢ tek iken x’+ Ax+B (4,BeF,) bir polinom olsun. Bu

durumda

|Z(x+ATx+B)|32\/5

xe]Fq

olur.

Ispat: x° + Ax+ B 'nin kath kokii yoksa y* =x’ + Ax+ B denklemi eliptik egri
belirtir. O halde 1.6.2 Teorem geregi sunu sdyleyebiliriz:

_Z(X3+AX+B

g+1-#E(F,) = )

xelF,

Sonug¢ Hasse teoreminden goriiliir.o

1.6.4. Ornek. F, iizerinde E:y” =x’+x+1 eliptik egrisi verilsin. 5 modunda

ikinci dereceden kalanlar yani Q, = {1,4} ’tiir. Bu yiizden
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4 3
#E(FS):5+1+Z(%X+1)

x=0
1 3 1 1 4
=6+)+ D)+ D)+=)+(=
(5) (5) (5) (5) (5)
=6+1-1+1+1+1=9
olur. (Washington 2003)

E, F, sonlu cismi lizerinde tanimlanmus bir eliptik egri ise bu egri r=1,2, ...

i¢in Fq, cisim genislemesi iizerinde de tanimlanabilir. O halde Fq, -noktalarmi

incelemek de anlamhdir. Yani )’ =x’+Ax+B egrisinin cisim genislemeleri
tizerindeki ¢oziimlerini de inceleyebiliriz.
1.6.5. Tammm. E {izerindeki Fq,. -noktalarinin sayist N, ile gosterilsin. (Boylece

[F, cismindeki nokta sayist N, =N dir). T bir degisken, E\F,_ bir eliptik egri olmak
lizere N, sayilarindan bir Z (T;E \]Fq) “tiretme serisi” olugturulur. Q[[7']]’deki formal

kuvvet serisi

Z(T;E\Fq)zezN?Tr

seklinde tanimlanir. Sagdaki serinin pozitif tamsay1 katsayili oldugu gosterilebilir. Bu

kuvvet serileri [, tizerindeki eliptik egrinin “zefa fonksiyonu” olarak adlandirilir ve

E ’ye karsilik gelen 6nemli bir kavramdir.

“Weil konjektiirti” (artik P.Deligne’nin bir teoremi de denilebilir) daha genel bir

durumda zeta fonksiyonunun ¢ok ozel bir formu oldugunu belirtmektedir. Bir E\F,

eliptik egrisi icin Weil asagidaki sonucu ispatlamstir:

1.6.6. Weil Teoremi. F , g elemanh sonlu cisim, £\F, eliptik egri olsun. O

halde 7 degiskeninin Zeta fonksiyonu 7 € Z iken

_ 2
Z(T;E\IF ):ﬂ
(I1-T)(1-4T)

q

(7
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seklindeki bir rasyonel fonksiyondur. Bu ¢ sayisinin N = N, sayisiyla iligkisi
N=g+1-t

seklindedir. Ayrica paydaki ikinci dereceden polinomun diskriminanti negatiftir.

Dolayisiyla da mutlak degeri % olan iki 1 ve % kokiine sahiptir. (Koblitz 1994)
q a
1.6.7. Uyari. (7)’nin paym (1-aT)(1-pT) seklinde yazip iki tarafin
logaritmik tiirevini alirsak ve E {izerindeki qu - noktalarinin sayist N, ile gosterirsek
N =q" +1-a" -f’, r=12,..
seklindedir. (Koblitz 1994)

1.7. Grup Mertebeleri Verilen Eliptik Egrilerin Yapisi

Bu béliimde bir eliptik egrinin eslenigi tanimlanmis ve sonlu cisimler {izerinde

grup mertebeleri verilen eliptik egrilerin grup yapilari ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

1.7.1. Tamm. E\F_, g = pt ve p>3 olmak tzere
E:y'=x"+a,x+a,
basitlestirilmis Weierstrass denklemiyle verilen bir eliptik egri olsun. Ikinci dereceden
kalan olmayan bir ¢ € F; sabiti i¢in
E :y'=x+ac’x+ac’

egrisine E ’nin “c-eslenigi (twist)” denir.

1.7.2. Onerme. E\ IF, bir eliptik egri ve £ bu egrinin eslenigi olmak iizere

a) j(E)=j(E"),
b) #E(F,)+#E'(F,)=2q+2.

Ispat. a) Bu kismi hesaplamak oldukca kolaydir.
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b) Kar(F,)>3 olsun. F, ’nun bir elemaninin ikinci dereceden bir kalan olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul p asal ve g = pt olmak lizere bu elemanin F,’de bir ikinci
dereceden kalan olmasidir. xe€F, olan ¢ tane eleman vardir. Eger x’+a,x+aq,

denklemi tam kare ise (x,%y) e E(IF;) olan iki nokta vardir. Ayrica bu durumda, c € [F*

ikinci dereceden bir kalan olmadigi igin

(cx)3 +asc2(cx)+ascs :(ij[xs +a4x+a6]:_1
p p p

oyle ki E'(F,) da apsisi cx olan higbir nokta yoktur. Eger x’+a,x+a, denklemi

IF,>da bir tam kare degil ise, E(IF;) da apsisi x olan higbir nokta yoktur. Fakat

(Cx)3 +a4c2(cx)+aac3 :[Ej(xﬂ +a4x+a6J:1
p p p

dir. Bu yiizden E'(F,)’ da apsisi cx olan (cx,*y) bigiminde iki nokta vardir.

E(F,) daki her x € F, apsisi, biri £ ’de digeri E£'’de bulunan iki nokta verir.

Bu iki noktanin toplam1 sonsuzdaki noktadir.o

1.7.3. Onerme. E, IF, *da (5) tipinde bir eliptik egri ve belli bir n tamsayisi i¢in
E(F,)=2,x7Z,
olsun. O zaman
a) g=n2+1 veya
b) g=n2tn+1 veya
c) g=(ntl)
dir.(Washington 2003)

Ispat. Hasse teoremine gore |7|<2g iken n>=¢g+1-¢ dir. Bu &nermeyi
ispatlamak i¢in asagidaki yardimcei teoremi kullanacagiz. Bu yardimcei teorem ¢ ile ilgili

kesin bir sinirlama verir.
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1.7.4. Yardima Teorem. E, F ’da (5) tipinde bir eliptik egri olsun.
#E(F,)—-(q+1)=t seklinde tamimli ¢ Frobenius endomorfizminin izi igin

t = 2(mod n) dir. (Washington 2003)

t=2(mod n) oldugundan ¢#=2+#kn olacak sekilde £ tam sayisi vardir. Bu

durumda
nw=qg+l-t=q-1—kn
olur. O halde ¢ =n” +kn+1 dir. Hasse teoremine gore
12+ kn|< 2\/q
dur. Son esitsizlikte her iki tarafin karesini alirsak
d+kn+k*n® <4q=4n" +kn+1).
elde ederiz. Bu yiizden |k|<2 dir. k=0,%1,#2 degerleri 1.7.3 Onermedeki ¢

degerlerinin listesini verir. Bu da 1.7.3 Onermesinin ispatin1 tamamlar. o

1.7.5. Yardimer Teorem. p=2(mod3) tek asal olsun. Be Iﬁ‘p* iken
y* =x+B (mod p) eliptik egrisi
E(F,)=C,,

olacak seklinde p +1 mertebeli devirli grup yapisina sahiptir. (Paillier 2000)

Aslinda p =2(mod 3) yerine p =5(mod 6) da alinabilecegine dikkat ediniz.

1.7.6. Ornek. p=17 igin y’=x"+4’(mod 17) egrisi iizerindeki noktalar:

E(F,)=1{(0,8),(0,9),(2,2),(2,15),(4,3),(4,14),(5,6),(5,11),(6,5),(6,12),(7,4),(7,13),(8,7),
(8,10),(11,1),(11,16),(13,0),0} seklindedir. Yani #E([F,)=18 dir. Bu egrinin grup

yapistda E(F,)=C,; olur.
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2. BOLUM

F, SONLU CiSIMLERINDEKI y’=x’ +a’ BACHET ELiPTiK EGRILERI
UZERINDEKI RASYONEL NOKTALAR

2.1. Bachet Eliptik Egrileri

p asal iken karakteristigi 2 ve 3’ten farkli olan [, sonlu cisminde tanimli

basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki
E:y'=x+Ax+B (4,B€F,,B+0)
egrisini ele alalim. 4 =0 durumunda elde ettigimiz eliptik egri
y2 =x’+B
“Bachet eliptik egrisi” (ya da Mordell egrisi) olarak adlandirilir. Calismamizda I,
sonlu cisminde B =a’ durumundaki
YV =x+da’ (ae Fp*) (8)

Bachet eliptik egrilerini inceleyecegiz. Bu boliimde verdigimiz 6rneklerde nokta sayisi

hesaplamalarinda Maple ve Visual Basic programlar1 kullanilmistir. Burada ilk olarak

su iki 6nemli sonucu verebiliriz.

2.1.1. Sonug. y° =x’ +a’ (mod p) Bachet eliptik egrisi igin j-degismezi j =0

ve diskriminanti A = -27.16.a° dir.

2.1.2. Sonug. p =5 (mod 6)asal iken y° =x’ +a’ (mod p) Bachet eliptik egrisi

“siipersingiilerdir”. p =1 (mod 6) iken ise “siipersingiiler degildir”.

Bu boliimde Bachet eliptik egrilerinin tizerindeki nokta sayilar1 ve bu noktalarin
apsisleri toplami ile ilgili baz1 sonuglar elde etmeye calisacagiz. Ayrica tgiinci

dereceden kalanlar yardimiyla bu egrilerin nokta sayisin1 formiilize edecegiz.
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2.2. Bachet Eliptik Egrilerinin Nokta Sayilarimin Yeniden Hesaplanmasi

Simdi (8) egrisini ele alalm ve bunu E, ile gosterelim. E, egrisindeki
IF, -rasyonel noktalarinin kiimesini E,(F,), bu noktalarin sayisint yani #E,(F,)
sayisimi N, ile gosterelim. ¥’ =u (mod p) denklemini saglayan noktalarm sayisinin

I+ y(u) oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla y” =x’+a’(mod p) denklemini

saglayan noktalarin sayisi sonsuzdaki noktayla beraber Hasse teoreminden

N, =1+ > (1+ x(x* +a%))

xe]Fp

=p+1+ z;((x3+a3)

xe]Fp

seklinde ifade edilir. (8) eliptik egrisinin Z , cisminde en ¢ok 2p +1 tane noktaya sahip
oldugu kolayca gorilebilir. Yani x,yeZ, iken 2p tane (x,y) nokta ¢ifti ile birlikte
sonsuzdaki nokta (8) denklemini saglar. Bunun sebebi her bir x € IF, i¢in en ¢ok iki tane
y € F, vardir ve bunlar (8) denklemini saglar.

Ancak F ’'nin tim elemanlan ikinci dereceden kalan degildir. Aslinda

IFP* =F, \ {0} ’daki elemanlarin sadece yarisi ikinci dereceden kalandir. Bundan dolay:
E,(F,) deki noktalarin sayisinin en ¢ok p+7 tane olmasi beklenir.

O halde F, cisminde E, egrisi lizerindeki nokta sayisinin daha kesin formiili

N,,=p+1+ > y(x' +a’) 9)

xelF,
seklindedir.
Simdi sadece p=1(mod 6) durumunu ele alacagiz. y° =x’+a’ iizerindeki

noktalarin sayisina yonelik bazi hesaplamalara baslayalim. Ilk olarak nokta sayisini

ikinci dereceden kalanlar yardimiyla yeniden ifade edecegimiz su teoremi verelim:

2.2.1. Teorem. p=I(mod 6) bir asal olsun. »°=x’+a’ (mod p) egrisi

tizerindeki (x, y) rasyonel noktalarinin sayisi

445 p(x)

xer
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toplamina esittir ve burada

2 y(xX+a’)=1
plr=1 0

0 y(x+a)=l1
seklinde ifade edilir. Formiildeki dort noktadan iici y=0 durumundaki (x,y)’ler;
dordiincii nokta ise sonsuzdaki noktadir. Ayni zamanda bdyle y degerlerinin toplami da

p’ye esittir.

Ispat. x=0,1,2,..., p—1(mod p) icin y°=x’+a’ (mod p) egrisi iizerindeki
y degerlerini bulalim. Eger y° € Q, ise y €U ’nin iki degeri vardir. Bu degerler x, ve
p—x,’dir. Eger y=0 ise @’ +w+1=0 olmak iizere x=-a, x=-wa ve x=-w’a
gibi li¢ nokta daha vardir. (Burada p=1(mod 6) i¢in w € F, ’dir.) Bu Ui¢ deger aslinda

a,aw,aw’ "nin farkli dizilisinden baska bir sey degildir. Son olarak sonsuzdaki noktay1

da gozoniine alirsak toplam 4 noktayi elde etmis oluruz. O halde sonug buradan ¢ikar. O

p=5(mod 6) asal iken de )’ =x’+a’ (mod p) egrisi iizerindeki (x,y)

noktalarinin sayisi

1+ Zp(x)

xeF,
toplamina esittir ve burada
2 Ly +ad)=1

px)=41 , x(x’+a’)=0
0 , y(x’+a’)=-1

seklinde tanimlanir. Formiildeki 1 sayis1 sonsuzdaki noktay: ifade etmektedir. Ayrica
¥’ =x’ +a’ (mod p) Bachet eliptik egrisinde p=35 (mod 6) asal olmasi1 durumunda

p +1 tane rasyonel nokta vardir. Simdi bu iki duruma birer 6rnek verelim.

2.2.2.0rnek. »* =x’ +2° (mod 13) Bachet eliptik egrisi iizerindeki dort nokta
(7,0),(8,0),(11,0) ve o dur. Diger noktalar1 formiilden sdyle hesaplayabiliriz:
0,=1{1,3,4,9,10,12} oldugundan
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D p(x) = p(0)+ p(1)+ p(2) + p(3)+ p(4) + p(5)+ p(6) + p(T) + p(8)

er}

+p9)+ p(10)+ p(11)+ p(12)
=0+2+2+2+0+24+2+0+0+2+0+0+0
=12

4+ p(x)=16

er}

dir. O halde bu egri lizerinde toplam 16 tane nokta bulunur.

2.2.3. Ornek. y* =x’ +2° (mod 11) Bachet eliptik egrisi iizerindeki noktalardan

biri sonsuzdaki nokta olduguna gore diger noktalar1 sdyle hesaplayabiliriz:

0, =113,4,5,9} oldugundan

. p(x) = p(0)+p(D)+ p(2)+ p(3) + p(4) + p(5) + p(6) + p(7) + p(8)

er}

+p(9)+ p(10)
=0+2+2+04+0+2+24+0+2+14+0
=11

dir. O halde bu egri lizerinde sonsuzdaki nokta ile beraber toplam 12 tane nokta

bulunur.

Hasse’nin teoremi yardimiyla verilen sonucu, ikinci dereceden kalanlar yerine

p modundaki ti¢lincii dereceden kalanlar yardimiyla yeniden ifade edebiliriz.

2.2.4.Teorem. p=1 (mod 6) bir asal olsun. ¢ = y* —a’ olsun. Buna gore

0 r¢K,

f@)=41 p|t
3 teK;

seklinde bir fonksiyon tanimlayalm. Bu takdirde y°=x’+a’ (mod p) egrisi

tizerindeki nokta sayisi

1+ f()
toplamiyla verilir ve toplam tiim y € F, ler i¢in aliir. Formiildeki 1 sayisi sonsuzdaki

nokta i¢indir.
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Ispat. p|z olsun. Bu takdirde x’=¢ (mod p) kongriiansi x’ =0 (mod p)
haline gelir. O zaman tek ¢6ziim x =0 (mod p) olmasidir. Dolayisiyla f(¢) =1 dir.
Ikinci olarak tg K, olsun. Buna gore ¢ dUglincli dereceden kalan degildir ve
x’ =t (mod p) kongrilansinin ¢dziimii yoktur. teK p* ise p=1(mod 6) ve

(p—1,3) =3 oldugundan x’ =¢ (mod p) kongriiansi ii¢ tane ¢dziime sahiptir. O

2.2.5. Ornek. )’ =x"+6° (mod 13) Bachet eliptik egrisi iizerindeki nokta
sayisini iiglincii dereceden kalanlar yardimiyla verdigimiz formiilden soyle hesaplariz:

K, ={0,1,58,12} ve t=y’-a’ (yeF,) oldugundan

1+ fO =1+ () + f(6)+ fO)+ fFU2)+ f8) + f(H)+ () + f(2)+ f (4)

+ @)+ D)+ f(9)+1(6)
=1+3+0+0+34+3+0+0+0+0+3+3+0+0
=16

dir. O halde bu egri tizerinde 16 nokta bulunur.
Simdi (8) egrisi lizerindeki noktalardan y ekseni iizerinde olanlar1 ele alalim.

2.2.6. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. y’ =x’+a’(mod p) egrisi
lizerinde a € 0, iken x=0(mod p) olan iki tane (x,y) noktasi vardir. Eger a ¢ 0, ise

egri lizerinde x =0(mod p) olan (x, ) noktas1 yoktur.

Ispat. x=0 (mod p) ic¢in, y* =a’ (mod p) olur. Bu kongriiansin ¢dziimiiniin

3
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (a_} = [gj =1 olmasidir. Yani a’nin p modunda

p p

ikinci dereceden kalan olmasidir. o

2.2.7. Ornek. x=0 (mod 13) igin 4, oldugundan y*=x’+4’(mod 13)
egrisi  lizerinde  (0,5),(0,8) noktalar1 vardir. Fakat 5¢(Q,, oldugundan

y* =x" +5° (mod13) egrisi lizerinde x =0 (mod 13) igin y degerleri mevcut degildir.
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Bundan baska a=0,1,2,..,p—1(mod p) ve p=1(mod 6) bir asal iken
¥’ =x"+a’ (mod p) egri ailesinin noktalarmin toplam sayisi ele alalim. (a, p)=1
iken y° =x’ +a’ (mod p) egrisi iizerinde uygun bir k tam sayisi i¢in p+1-2k yada
p+1+ 2k tane nokta oldugunu biliyoruz.

Simdi de E, egri ailesinin nokta sayilarmin toplamu ile ilgili su sonucu verelim:

2.2.8. Teorem. p=1(mod 6) bir asal ve 1<a<p-1 olsun. N, =#E (F,)

olsun. O zaman

dir.

Ispat. 1<a<p-1 icin (a,p)=1 oldugunu biliyoruz. O zaman p modunda

a’x’ elemanlarmin kiimesi ile x’’lerin kiimesi aynidir. Bu durumda

Z (X +a’)= Z y(@x’ +a)

xe]Fp xer

= 2(@).Y) (X’ +1)

erFp

olur. (8)’e gore
N,,-p-1=z(@)N,,-p-1)

alabiliriz. Her iki tarafin da 1°’den p —1’e kadar olan toplamini aldigimizda
p-1 p-1 3
2N, = p=1=2 2(@)(N,,—p-1)
a=1 a=1

olur. O zaman her iki taraf da 1 veya -1 oldugu i¢in y(a’) = y(a) oldugunu kullanirsak

]

-1 p-1
N,.-

a

(p+) =V, =3 (@)

1l
—_

a 1

p-1
=(N,,~p-1.2 x(a)
a=1
ifadesini elde ederiz. Sonug olarak biliyoruz ki
p-1
D x(a)=0
a=l1

dir. Buradan da
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olur.o

2.2.9. Ornek. )’ =x’+d’(mod 13) eliptik egrisini ele alalm. a=1 icin

N,,=p+1+ z 2(x*+a’) formilinden N, =13+1+ Z x(x* +1°) =12 dir. Benzer

xe]Fp xer

sekilde N, =16, N,;=12, N,,=12, N,,=16, N,, =16, N,, =16, N, =16,

12
Ny, =12,N;;,, =12, N, =16, N,,,, =12 olur. Sonug olarak »_ N,,, =13*-1=168

a=1

olur.

2.2.10. Sonug. F, cismi tizerindeki Bachet eliptik egrilerinin nokta sayilariyla
ilgili tim sonuglar, » >1 dogal sayilar1 igin ]Fp, cismine genellestirilebilir. (Demirci ve

ark. 2005)

Yukaridaki sonucu ve 1.6.6 Weil Teoremini kullanarak:

2.2.11. Ornek. F, cisminde tanimli y* = x’ +4° Bachet eliptik egrisi iizerindeki
noktalar1 bulalim. Burada N, =12 tane nokta vardir. Bunlar (0,1),(0,6),(1,3),(4,4),
(2,3),(2,4),(3,0),(4,3),(5,0),(6,0) ve sonsuzdaki  noktadir. N,,=p+l-t

formiilinden N,, = N, oldugundan 7 =—4 bulunur.

Simdi r=2 i¢in F, cismi iizerindeki nokta sayisim hesaplayalim. Ilk olarak

1.6.6 Weil teoremi ve 1.6.7. Uyariya gore
1+4T+7T* =0

ikinci derece denkleminden & = —2—~/3i ve B =-2++/3i bulunur. Sonug olarak da F,

cismi iizerindeki nokta sayis1

N =p +l-a -p
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formiilinden N, =48 bulunur. Benzer olarak F,,, cismi {izerindeki nokta sayisi

N, =324 hesaplanabilir.

2.2.12. Ornek. F, cisminde tanimli y* = x’ +8 Bachet eliptik egrisi iizerindeki
noktalar1 bulalim. Burada N, =6 tane nokta vardir. Bunlar (1,2),(1,3),(2,1),(2,4),(3,0)

ve sonsuzdaki noktadir.

Simdi » = 2 i¢in [F,, cismi tizerindeki nokta sayisin1 hesaplayalim.Yani
N,=25+1-a’ - p’
bulmaya ¢alisalim. Eslenik kokler olan « ve f’y1 bulmak icin N =g +1—¢ formiiliini

alalm. Boylece 6=5+1-¢ esitliginden ¢=0 bulunur. Bu durumda 1+57%=0
.. - o/ A .
denkleminin kokleri ﬁ’dlr. Yani a=+/5i ve yij =—/5i olur. Sonug¢ olarak nokta

sayisl

57+1 , 1 tek ise
N =

r

5"41-2.(=5)2 , r ¢ift ise

2

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda N, =5 +1-2(=5)2 =36 olur. Benzer olarak
N,=5"+1=126 ve N, =576 bulunur.

2.3. Bachet Eliptik Egrilerinin Rasyonel Noktalarinin Apsisleri Toplam

Simdi (8) egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin apsislerinin toplamini

formiillestirecegiz ve apsisler toplamu ile ilgili baz1 sonuglar1 elde edecegiz.

2.3.1. Teorem. p=1 (mod 6) bir asal olsun. y° =x’ +a’(mod p) egrisi iizerin-
deki rasyonel noktalarin apsisleri toplami

Z (I+x, (X’ +a’)).x

er}

formiiliiyle ifade edilir.
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Ispat.

1 x’=t (mod p) ¢bziimii var ise

2,)=10 plt
~1 x°=t (mod p) ¢oziimii yok ise

seklinde tanimlandigindan 1+ 7,(r)=0,1 ya da 2 oldugunu biliyoruz. y =0 (mod p)
iken x’ +a’ =0 (mod p) dir ve p|0 iken Xy (x’+a’)=0 dir. Egri iizerindeki her bir
(x,0) noktast i¢in (1+0).x = x toplama eklenir.

x’+a’ =t olsun. (ij =1 ise egri iizerindeki her bir (x, y) noktasi i¢in (x,—y)
p

noktas1 da egri lizerindedir. Boylece her bir # i¢in (1+1).x =2x toplama eklenir.

Sonug olarak {LJ=—1 ise x*=¢ (mod p) ’nin hi¢ ¢dziimii yoktur ve bdyle
p

(x, y) noktalarii¢in (1+(—1)).x =0 olusu toplamla ¢elisir. O
Yukaridaki formiiliin p=5 (mod 6) i¢in de gegerli oldugu gosterilebilir.

2.3.2. Ornek. y* =x’+2°(mod 7) Bachet eliptik egrisi iizerindeki rasyonel

noktalarin apsisleri toplamini bulalm: Q, ={1,2,4} oldugundan

D A+ x, (X +2 )N x =1+ 1, (1)).0+ 1+ 7, (2).1+ 1+ £,(2).2+ 1+ 1,(0)).3

xe]Fp

+(+ x,(2)).4+ 1+ x,(0).5+(1+ x,(0)).6
=0+2+4+3+8+5+6
=28

dir.

Asagidaki sonugtan da gorebilecegimiz gibi yukarida verilen toplam daima

p modunda sifira denktir.

2.3.3. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. Bu takdirde x’ =¢ (mod p)

kongriiansinin x tam say1 ¢oziimlerinin toplami p modunda sifira denktir.
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Ispat. x’=1(mod p) kongrilansmin ¢oziimleri x=1,@,0" (mod p) dir ki

burada o = _1+T\/§1 birimin kiip kokiidiir. Genel olarak x *=¢ (mod p) ’nin ¢dziimleri

x, bir 8zel ¢dziim olmak iizere x = x,, x,@,x,@° (mod p) dir. Gergekten de
(x,) =x,’w," =x, =t (mod p)
ve ayni sekilde
(x,@°) =x,’0" =x, (@)’ =x,> =t (mod p)
dir. Dolayisiyla bu ¢éziimlerin toplami
X, + X, 0+ X,0° =X, +x,0+x,(~1-®)=0

dir. Eger ¢6ziim yoksa toplam 0 olarak diisiiniilebilir. O
Simdi agagidaki sonucu ispatlayabiliriz.

2.3.4. Teorem. p=1 (mod 6) bir asal olsun. 0 <x < p—1 olacak sekilde bir x

tam sayisi alalim. O zaman herhangi bir 1<a < p—1 i¢in
p-1
r(p)=) (1+ z(x* +a*)).x
x=0
p|r(p) dir. Ozellikle
p-1
s(p)= Z}((Jf +a’).x
x=0

toplam1 p ile boliiniir.

Ispat. Her y degeri icin r=)"—-a’ olsun. O zaman x’=¢ (mod p)
kongriiansinin ¢oziimlerinin toplami, 2.3.3 Teorem geregi sifira denktir.

Tiim y degerleri i¢in bu gegerlidir. Bdylece tiim apsislerin toplami sifira

denktir.o

p=1(mod 6) hipotezi bu teoremde gerekli. Yani buna ters 6rnek a=1,p=11
aldigimizda r(11) =56 ve s(11) =1 oldugu kolayca goriiliir. Yani bunlarin higbiri 11 ile

boliinemez.
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2.3.5. Ornek. ° = x’ + 8’ (mod 13) egrisini ele alalim.

r(p)= pz_:(l +7(xX’ +a’).x)

12
formiiliinden »(13) = z (1+ y(x’ +8%).x) = 78 olur. Bu da 13 modunda sifira denktir.

x=0
Simdi ordinati ayn1 olan noktalar1 inceleyelim.

2.3.6. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. y’=x’+a’(mod p) egrisi
tizerinde ordinati ayn1 olan (x,y) rasyonel noktalarinin apsisleri toplami p modunda

sifira denktir.

Ispat. y verilsin. Bu takdirde
x’ =y’ —a’ (mod p)
kongriians1 ¢ = y* —a’ degisikliginden sonra
x =t (mod p)

haline gelir. Sonug 2.3.3 Teoremden elde edilir.o

p=5(mod 6) bir asal iken de y’ =x’+a’ (mod p)eliptik egrisi iizerinde

ordinat1 ayn1 olan iki nokta yoktur.

2.3.7. Ornek. )’ =x’+2(mod 13) egrisini ele alalim. Bu egri iizerinde
ordinati ayni olan noktalara 6rnek olarak (2,4),(5,4),(6,4) ya da (7,0),(8,0),(11,0)

verilebilir. Bu noktalarin apsisleri toplami da 13 modunda sifira denktir.
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3. BOLUM

F, SONLU CiSIMLERINDEKI y’=x* +a’ BACHET ELiPTiK
EGRILERININ GRUP YAPISI

3.1. Giris

p asal olsun. a € IFP* =F,—{0} iken E, Bachet eliptik egrilerinin grup yapisini
inceleyecegiz. Eger p=5(mod 6) ise 1.7.5 Yardimer Teorem geregi E, (F,)=C

p+12

p+1 mertebeli devirli gruptur. Fakat p =1 (mod 6) ise E, (F,) 'nin grup yapisini veren
bilinen bir sonu¢ yoktur. Bu boliimde, p=1 (mod6) iken E, (F,)’ nin grup yapisini

inceleyecegiz. Bu grubun, C, ve C, devirli gruplarmim bir direkt ¢arpimina izomorf

oldugunu gosterecegiz. Yani m,n € N igin
E(F)=zZ,xZ,,
dir. Ayrica nokta sayisi, mertebe ve Frobenius endomorfizminin izi ile ilgili bazi

sonuglar1 elde etmeye calisacagiz. E, (F,)’ nin mertebesini daha 6nceden N, , ile

gosterdik. Verecegimiz sonuclarin ifadesini kolaylastirmasi agisindan bundan sonra
N, yerine bazen N kullanacagiz. Nokta sayisint

N=n’m=p+1—t
seklinde ifade edecegiz. Burada ¢, Frobenius endomorfizminin izidir. Bu boliimde

verdigimiz 6rneklerde nokta sayis1 ve mertebe hesaplamalarinda Maple ve Visual Basic

programlar1 kullanilmustir.

3.1.1. Teorem. E, eliptik egrileri i¢in
N=n'm=p+1-t
seklinde ifade edilirken a € O, olursa 7> 0 ve diger durumda ¢ <0 dir. (Y1ldiz ve ark.

2005)
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3.2. C,xCphy Formundaki Grup Yapisina Uyan Bachet Eliptik Egrileri

o o e . r. .
E, egrisini ele alalim. Bu durumda geQ, i¢in
y2 = x3 +g3a3
o o . 2 .3 3 o o e . e . !
egrisi y° =x"+a  egrisinin eslenigi olarak tammlamir. Burada aeQ, ise gaeQ, ve

ae Qp' ise gae @, seklindedir. (8) tipindeki herhangi bir egri ile esleniginin #’lerinin

isaretlerinin farkli oldugunu gostermek kolaydir. O halde asagidaki teoremi verebiliriz:

3.2.1. Teorem. p=1 (mod 6) bir asal olsun. (8) tipindeki egri n’m=p+1-t¢
mertebeli C,xC, ~grubuna izomorf ise bunun eslenigi »’s = p+1-¢ mertebeli C, xC,

grubuna izomorftur. (Yildiz ve ark. 2005)

3.2.2. Ornek. y* =x’+2’ (mod 577) eliptik egrisini ele alalim. Bu egri igin
2€ 0, Ny, =624 ve grup yapist C,xCys, dir. N=n’m=p+1—t bagntisina gore
624=4>39=577+1-¢ iken t=-46 olur. y>=x’+10’(mod 577) egrisi icin ise,
10€Q:y, Ngjpyo =532 ve grup yapist C,xC,, dir. Nokta sayist formiiliine gore

532=22133=577+1—¢ iken =46 bulunur.

3.2.3. Teorem. a) p=1(mod 12) bir asal olsun. Bu durumda ¢ =2 (mod 12)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =0 (mod 12) ve 1 =10 (mod 12) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart N =4 (mod 12) olmasidir.

b) p=7 (mod 12) bir asal olsun. Bu durumda ¢ =4 (mod 12) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart N =4(mod 12) ve ¢t=8(mod 12) olmasi igin gerek ve yeter sart
N =0(mod 12) olmasidir.

Ispat. a) p=1 (mod 12) bir asal olsun. Bunu n € Z iken p=1+12n seklinde
yazabiliriz. t=2 (mod 12)’den meZ olmak {lizere ¢=2+12m seklinde ifade

edebiliriz. Bunlar1 nokta sayis1 formiiliinde yerine koyarsak
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t=2(mod 12) & N=p+1-t¢
=1+12n+1-(2+12m)
=12(n—m)
< N =0 (mod 12)

ve benzer olarak
t=10(mod 12) & N=p+1-t
=1+12n+1-(10+12m)
=—8+12(n—m)
< N =4 (mod 12)

elde edilir. b) sikki da benzer yolla ispat edilir.o

3.2.4. Ornek. p=1297=1 (mod 12) bir asal iken y*=x’+123’(mod 1297)
eliptik egrisini ele alalim. N, ,, =1252 ve ¢=46=10 (mod 12)dir. Ayrica
1252=4 (mod 12) dir. y*=x’+42°(mod 1297) egrisi i¢in ise N, ,, =1344 ve

t=—46=2 (mod 12) dir. Ayrica 1344 =0 (mod 12) dir.

3.2.5. Ornek. p =139 =7 (mod 12) bir asal iken y* = x’ +3’ (mod 139) eliptik
egrisini ele alahm. N, =124 ve t=16=4 (mod 12) dir. Ayrica 124 =4 (mod 12)

dir. y*=x"+25"(mod 139) egrisi i¢in ise N,;,,; =156 ve t=-16=8 (mod 12) dir.

Ayrica 156 =0 (mod 12) dir.

3.2.6. Teorem. p =1 (mod6) bir asal olsun. Bu durumda ¢, 6 ile boliinemez.

Ispat. Tersine ¢’nin 6 ile boliindiigiinii varsayalim. Bu durumda ke€Z igin
t =6k ve neN ic¢in p =1+6n koyarsak
N=6n+1+1-6k
elde ederiz. Bu da N =2 (mod 6) olusunu gerektirir. Fakat N, 6 modunda 2’ye denk
olamaz. Gergcekten de N ’nin ¢ift oldugunu bildigimizden N =0,2 veya 4 (modo6)
olur. Eger N =0 (mod 6) ise r € Z i¢in N = 6r dir. Buradan
t=p+1-N=6n+2—-6r
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olur. Bu da ¢=2(mod 6) olusunu gerektirir. O halde varsayimimmizla gelisiriz. Ikinci

olarak N =4 (mod 6) ise, bu durumda c € Z igin

t=p+1-N=6n+1+1-(6c+4)
t =4 (mod 6)

olur. Bu da varsayimimizla ¢elisir. Bu yiizden ¢, 6 ile boliinemez.o

3.2.7. Ornek. p=751=1 (mod 6) bir asal iken y*> =x’ +42° (mod 751) eliptik
egrisini ele alahm. N, ,, =804 dir. N=p+1-t formiillinden 7=-52 bulunur.
652 dir. Ayrica y* =x+22°(mod 751) egrisini de incelersek N5 ,, =700 diir.

Nokta sayisi formiiliinden ¢ =52 bulunur. Yine 6 | 52 dir.

3.2.8. Sonu¢. p =1 (mod 6) asal olsun. Bu durumda N =0 veya N =4(mod 6)
olur. (Yildiz ve ark. 2005)

3.2.9. Ornek. y* = x’ +212° (mod 379) eliptik egrisini ele alalim. Nokta say1s1
Nyz951, =388 dir. O halde N =0 (mod 6) dir. Y =x’+4’(mod 379) egrisi igin ise

Ny, =372 dir. O halde N =4 (mod 6) dir.

3.2.3. Teorem ile 3.2.8. Sonug birlestirilerek asagidaki sonucu elde edilir:

3.2.10. Teorem. p =1 (mod 12)bir asal ise ¢t =7F2 (mod 12) ve p=7 (mod 12)
bir asal ise 7 =F4 (mod 12) olur.(Yildiz ve ark. 2005)

Simdi de b=|¢| olacak sekilde bir 5 tam sayisi tamimlayalim. Yani
b=| p+1— N| olsun. Bundan sonraki hesaplamalarimizda 5 ve t ile ilgili sonuglar elde
edecegiz. (8) tipindeki egri i¢in ¢ =b ise eslenigi icin t =—b dir. Ilk olarak (8) tipindeki
Bachet eliptik egrisi ve eslenigi iizerindeki rasyonel noktalarin sayis1 hakkinda

asagidaki sonucu verebiliriz.

3.2.11. Teorem. p =1 (mod 6) asal olsun. Bu durumda
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a) b=2(mod 6) ise (8) tipindeki egri i¢in £=b ve N =0 (mod 6) ve bu egrinin
eslenigi i¢in t =—b ve N =4 (mod 6) olur.
b) b =4(mod 6) ise (8) tipindeki egri i¢in £ =b ve N =4 (mod 6) ve bu egrinin

eslenigi i¢in £ =—b ve N =0(mod 6) olur.

Ispat. p=1(mod 6) asal olsun. ne€Z icin p=1+6n yazahm. b=2(mod 6)
olsun. Eger £ =0 ise t =2 (mod 6) olur. Simdi m € Z igin ¢t =2+ 6m yazalim. O halde

N=p+l-t=6n+1+1-2—-6m
=6(n—m)

olur. Bu da N =0 (mod 6) olusunu gerektirir. Diger kisimlar benzer sekilde

ispatlanabilir.

3.2.12. Ornek. p=313=1 (mod 6) bir asal iken y* =x’+2° (mod 313)eliptik
egrisini ele alalhm. N=N,,,=336 ve ¢=-22 olur. 7=b oldugundan
b=-22=2 (mod 6) dir. O halde N =0 (mod 6) dir. Bu egrinin bir eslenigi olan
y® =x"+222° (mod 313) egrisi tizerindeki nokta sayismin N, ,,, =292 oldugunu

buluruz. Nokta sayisi formiiliinden ¢=22 bulunur. ¢=-b oldugundan

b=-22=2 (mod 6) bulunur. O halde N =4 (mod 6) dir.

3.3. Bachet Eliptik Egrileri Uzerindeki 3.Mertebeden Elemanlar

Bu bolimde E, Bachet eliptik egrilerinde 3.mertebeden eleman bulunma

kosullar1 belirlenecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilecektir. Ilk olarak

asagidaki sonucu verelim:

3.3.1. Sonu¢ a) p=1(mod 12) bir asal olsun. Eger b=2 (mod 12) ise (8)
tipindeki egri i¢in 7=b ve N =0 (mod12) olur. Ayrica E (F,) nin 3.mertebeden
elemant vardir. Bu egrinin eslenigi i¢cin t=—b ve N =4 (mod12) olur. Bu da

3.mertebeden eleman bulundurmamay1 gerektirir.
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Eger 5=10 (mod 12) ise (8) egrisi i¢in t=b ve N =4 (mod 12) ve E (F,) nin
3. mertebeden elemani yoktur. Bu egrinin eslenigi i¢in t =—b ve N =0 (mod 12) olur.
Bu da grubun 3.mertebeden eleman bulundurmasini gerektirir.

b) p=7 (mod 12) bir asal olsun. Eger b=4 (mod 12) ise (8) tipindeki egri
igin £=b ve N =4 (mod 12) olur. Bu yiizden de E (F,) nin 3.mertebeden elemani
yoktur. Bu egrinin eslenigi i¢in t=-b ve N =0 (mod12) olur. Ayrica E_ (F,))
3.mertebeden eleman bulundurur.

Eger b =8(mod 12) ise (8) tipindeki bir egri igin £ =b ve N =0 (mod 12) olur.
Ayrica E (F,) nin 3.mertebeden elemani vardir. Bu egrinin eslenigi i¢in 7=-b ve
N =4 (mod 12) olur. Bu yilizden de grubun 3.mertebeden eleman1 yoktur. (Yildiz ve
ark. 2005)

3.3.2. Ornek. p =673 =1 (mod 12) bir asal iken y* =x’ +2° (mod 673) eliptik
egrisini ele alahm. N,,=624, t=50 ve 5=50=2(mod12)dir. O halde
N =0 (mod 12) olur. Bu egri 3.mertebeden 2 eleman bulundurur. Bu elemanlar
(0,107),(0,566) dir. Bu egrinin bir eslenigi olan y* =x’+22’(mod 673) eliptik
egrisini  alirsak  N,,, =724, t=-50 ve b=50=2(mod12)olur. O halde

N =4 (mod 12) tiir. Bu egride 3.mertebeden eleman bulunmaz.

Eliptik egrilerin p modunda siniflandirilmasinda 3.mertebeden elemanlar

onemlidir. Simdi 3.mertebeden eleman sayisinin 2 ya da 8 oldugunu gdosterelim.

3.3.3. Teorem. p=1(mod 6) bir asal olsun. Eger E, egrisi iizerindeki nokta

say1s1t N =0 (mod 6) ise egri lizerinde 3.mertebeden 2 ya da 8 tane nokta vardir.

Ispat. 1.3.25 Sonug geregi E, egrisi iizerinde sonsuzdaki nokta ile birlikte en

¢ok 9 nokta vardir. Bu noktalar bir alt grup olustururlar. Bu alt grup ya asikar grup, ya 3

mertebeli bir devirli grup ya da 3 mertebeli iki devirli grubun ¢arpimina izomorftur.
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Ugiincii mertebeden elemanlarin sayisini ifade etmek istedigimizden bu grup

asikar grup olamaz. O halde grup yapist C, ya da C,xC, tiir. Bu gruplarin da sirasiyla

3.mertebeden 2 ya da 8 eleman bulundurdugu iyi bilinir. o

Gergekten de £, (F,)=C,xC,, alirsak 3[n iken E (F,)’de 3.mertebeden 8

nokta, aksi halde 3.mertebeden 2 nokta vardir.

3.3.4. Ornek. y’ =x’+4’(mod 19) eliptik egrisini ele alalim. Nokta sayisi
Ny,=12=0 (mod 6) olur. Bu egri lizerinde 3.mertebeden 2 eleman vardir:
(0,8),(0,11). y*=x’+10*(mod 31)eliptik egrisi i¢in ise N, =36=0 (mod 6)dur.
Bu egri tizerinde 3.mertebeden 8 eleman vardir: (0,15),(0,16),(6,10),(6,21),(26,10)
(30,10),(30,21).

Ileride 3.3.9 Teoremde ana sonuglardan birini verecegiz. Bunun i¢in ilk olarak

asagidaki sonuglara gereksinimimiz var:

3.3.5.Teorem. p bir asal olsun. O halde [, ’deki tim x’lerden sadece 0 i¢gin

x’ +1, 1 degerini alir.

Ispat. x=0 durumunda sartin saglandig1 aciktir. x’in diger degerlerinden

higbirinin x° +1=1 sartin1 saglamamasi p ’nin asal olusundan ¢ikar.o

3.3.6. Teorem. p bir asal olsun. x’in 1 ile p arasinda x’+1=0 (mod p)

sartin1 saglayan 3 degeri vardir.

Ispat. Her a#0 degeri i¢in x’ =a (mod p) *nin ii¢ tane ¢dziimii oldugu agik¢a

goriiliir. Burada a =—1 i¢in ispat elde edilebilir.o

3.3.7. Teorem. p =1 (mod6) asal olsun. Bu durumda

D x(x* +1)=4 (mod 6)

xe]Fp



58

olur.

Ispat. Her bir xeF , 1¢in x’ +1’in p tane degeri hesaplanir. 3.3.5 Teorem

geregi gore bu degerlerden biri 1°dir. 3.3.6 Teoreme gore bu degerlerden iici 0’dur.

x’ +1’in kalan p—4 degeri P ;4 tane ticlii seklinde gruplandirilir. p =1 (mod 6) iken

P ; 4 tektir. Gergekten k € Z igin p =1+ 6k yazarsak pT_4 =2k —1 olur. Varsayalim

ki bu Uglillerden s tanesi Q,’de 2k—1-s tane Qp' nde olsun. Bir ¢l QO ’de ise

Z 7(x* +1) toplamina 3 eklenir. Eger Qp' nde ise toplama (-3) eklenir. Bu yiizden

xeF,

D (D) =143.0+5.(+3)+ (2k —1-15).(-3)

erFp
=06(s—k)+4

ifadesi sonucu gerektirir.

3.3.8. Ornek. p =13 olsun. Bu durumda,

D2+ =y + x(2)+ 29+ 2(2)+ 2(0)+ 2(9)+ 2(9)

xelf;

+2(6)+ x(6)+ x(2)+ 2(0)+ x(5)+ x(0)
=1-1+1-1+0+1+1-1-1-1+0-1+0
=-2=4 (mod6)

3.3.9. Teorem. p=1(mod6) bir asal olsun. E, egrisinde a e, olmasi i¢in

gerek ve yeter sart N =0 (mod 6) dir.

Ispat.

N,, =p+1+2;((x3+a3)

xelF,

ifadesi iyi bilinir. n€Z igin p=1+6n koyarsak N, , =6n+2+ Y y(x’+a’) elde

xeF,

ederiz. Simdi y(a)=1 iken ve x’’iin degerleri kiimesi ile @’x’ ’iin degerlerinin kiimesi

ayni oldugundan
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Z (X +a’)= Z y(@x’ +a)

xelF, xelF,

= > x(@)x(x* +1)

xe]Fp

= > 2 +1)

xe]Fp

yazilabilir. 3.3.7 Teoreme gore bu toplam da 6 modunda 4’e denktir. Béylece » € Z icin

D> x(x’+a’)=4+6r degerini yerine koyarak N, =N =6n+2+4+6r clde edilir.

xe]Fp

Buda N =0 (mod6) olusunu gerektirir.o

3.3.10. Ornek. )’ =x’+122°(mod 181) egrisini ele alalim.122€Q,,,

oldugundan egri tizerindeki nokta sayis1 N =156 =0 (mod 12) olur.

3.3.11. Sonu¢. p =1 (mod6) asal olsun. Eger N =0 (mod6) ise =2 (mod6)
dir.

Ispat. N=p+l-t=p+1+> y(x’+a’) iken t=-) y(x'+a’) oldugu

xe]FF xe]FF

bilinir. 3.3.7 Teoremden sonug goriiliir.o

3.3.12. Ornek. 3.3.10. Ornekteki egriyi ele aldigimizda N =156=0 (mod 12)
oldugu goriliir. Bu durumda N = p+1—-¢ formiiliinden 156 =181+1-¢, =26 ve
t =2 (mod 6)olur.

Benzer olarak sunu elde ederiz.

3.3.13. Teorem. p=1(mod6) bir asal olsun. E, egrisini ele alalim. Bu

durumda a EQP, olmasi icin gerek ve yeter sart N =4 (mod6)’dir. (Yildiz ve ark.

2005)
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3.3.14. Ornek. y’ =x’+22°(mod 181) eliptik egrisini ele alalim. 22¢Q,,,

oldugundan egri tizerindeki nokta sayis1t N =208 =4 (mod 12) dir.

3.3.15. Sonug. p =1 (mod6) bir asal olsun. E, egrisini ele alalim. Bu durumda

a) ae@, olmasi i¢in gerek ve yeter sart E (IF,) de 3.mertebeden 2 ya da 8
eleman vardir.

b) a er' olmasi i¢in gerek ve yeter sart E (F,)’de 3.mertebeden eleman

bulunmamasidir.

Ispat. Bu, 3.3.1. Sonug ve 3.3.9. Teoremden agik¢a goriiliir.o

3.3.16. Ornek. y* =x"+4’(mod 19) egrisinde 4 € Q,,oldugundan 3.mertebe-
den 2 eleman vardir. y’>=x’+10’(mod 31) egrisinde ise 10€Q,, oldugundan

3.mertebeden 8 eleman vardir. y° =x’+3’(mod 31) egrisinde 3¢(Q,, oldugundan

3.mertebeden eleman yoktur.
3.4. C,xC,, Grup Yapisindaki Bachet Eliptik Egrileri

Simdi bazi1 n degerleri i¢in grup yapis1 C,xC  ’e izomorf olan Bachet eliptik
egrilerinin durumunu inceleyecegiz. Bunun sadece p=1(mod 6) iken miimkiin
oldugunu gosterecegiz. Diger durumda ise yani p =35 (mod 6) iken E(F))’nin grup
yapist C e izomorftur.

Bu kez 1.7.3 Onermede ifade edilen Washington’un sonucundan yararlanarak

Bachet eliptik egrilerinin grup yapisi ile ilgili yeni bir sonug elde edecegiz.

3.4.1.Teorem. E, egrisini ele alalim. Varsayalim ki
E(F)=Z,xZ,

olsun. Bu durumda p = n’ Tn+1’dir.
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Ispat. 1.7.3. Onerme geregi p icin ii¢ ihtimal vardir. p=n’>+1, p=n’Fn+1
ya da p=(n¥1)* dir. Bunlardan sonuncusu p asal olup bir tam kare olamayacagindan
hemen elenir. O halde sadece p ’nin n” +1’¢ esit olamayacagini gostermemiz gerekir.
Eger p=n’+1 ise n’ = p—1’dir ve bdylece p—1 elemani Q,’dedir. Fakat sadece

p =5 (mod 6) asal iken p—1’in O, de oldugu bilinir. Sonug buradan goriilir.

3.4.2. Ornek. y’=x"+24°(mod 1723) eliptik egrisini ele alalm. Bu egri
iizerindeki nokta sayis1 N =1764’tiir. p=n" —n+1 formiiliinden 1723 =427 -42+1

oldugundan bu egrinin grup yapis1 C,, xC,, dir.



62

EKLER

># y"2=x"3+a”3 (mod p) EGRIiSI UZERINDEKi RASYONEL NOKTA
SAYISINI HESAPLAMA#

> restart;

> p:=prime;a:=int;n:=posint;l:int;

> hesapla:=proc(p,a);

> ni=p+l1;

> for x from 0 to p-1 do

> with(numtheory):

> l:i=legendre(x"3+a"3,p);
> n:=ntl;

> end do;

> end proc;

> hesapla(p,a);
ORNEK

> #y"2=x"3+24"3 (mod 1723) Egrisi Uzerindeki Rasyonel Nokta Sayisin1 Hesaplama#
> restart;

> p:=prime;a:=int;n:=posint;l:int;

> hesapla:=proc(p,a);

> ni=p+l;

> for x from 0 to p-1 do

> with(numtheory):

> l:=legendre(x"3+a’3,p);
> n:=n+l;

> end do;

> end proc;

Warning, 'n’ is implicitly declared local to procedure "hesapla’
Warning, "x' is implicitly declared local to procedure "hesapla’

Warning, 'I" is implicitly declared local to procedure “hesapla’
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hesapla := proc (p, a)
local n, x, [;
n=p+1;
for x from Oto p— 1 do
with( numtheory ); [ := legendre(x*3 +a”3,p);n:=n+1

end do
end proc

> hesapla(1723,24);

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

1764

># P MODUNDA IKINCi DERECEDEN KALANLARI HESAPLAMA#
> restart;

> p:=prime;X:=int;s:=int;
> hesapla:=proc(p);

> for x from 1 to p-1 do
> with(numtheory):

> s:=mroot(x,2,p);

> if s<>FAIL then

> print(x);

> endif;

> end do;

> end proc;

> hesapla(p);

ORNEK

>#(,, ’1 Hesaplama#

> restart;
> p:=prime;X:=int;s:=int;
> hesapla:=proc(p);

> for x from 1 to p-1 do
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> with(numtheory):
> s:=mroot(x,2,p);
>  if s<>FAIL then
> print(x);

> end if;

> end do;

> end proc;
>hesapla(31);

p = prime

x =int

s = int

Warning, "x" is implicitly declared local to procedure "hesapla’

Warning, ‘s’ is implicitly declared local to procedure “hesapla’
hesapla := proc (p)
local x, s;
for xtop—1do
with( numtheory ); s == mroot(x, 2, p); if s # FAIL then print(x) end if
end do

end proc

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

[a—

O o0 9 W Bk~
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20
25
28

> # p=1 (mod 6) ASALLARI LISTELER #
>restart;

>asallistele:=proc(n);
>x:=int;a:=prime;i:=int;

> for i from 1 while ithprime(i)< n do

> with(numtheory):

> a:=ithprime(i);
> x:=amod 6;

> ifx =1 then
> lprint(a);

> end if;

> end do;

>end proc;

>asallistele(n);

> # p=5 (mod 6) ASALLARI LISTELER #
>restart;

>asallistele:=proc(n);
>x:=int;a:=prime;i:=int;

> for 1 from 1 while ithprime(i)<n do

> with(numtheory):

> a:=ithprime(i);

> x:=amod 6;

> ifx =5 then
> lprint(a);

> end if;

> end do;

>end proc;
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>asallistele(n);

> #y~2=x"3+a”3 (mod p) EGRISINDEKi NOKTALARIN MERTEBELERINi
BULMA#

> restart;

> mertebe:=proc(x1,y1,p);

>x:=int;y:=int;x2:=int;y2:=int;

>n:=2;

> if y1<>0 then

> n:=ntl;

> m:=((3*x1"2)/(2*y1)) mod p;

> x:=(m"2-x1-x1) mod p;

\Y

y:=(m*(x1-x)-y1) mod p;
#print([Xx,y],"mertebe:",n);

vV Vv

X2:=x;y2:=y;

\Y

while x<>x1 or y<>p-y1 do

\Y

n:=nt1;
m:=((y-y1)/(x-x1)) mod p;
x:=(m"2-x-x1) mod p;

> y:=(m*(x2-x)-y2) mod p;
> #print([x,y],"mertebe:",n);
> X2:=X;y2:=y;

> end do;

> print("mertebe:",n);

> else print("mertebe:",n);

> end if;

>end proc;

> hesapla:=proc(p,a);

> xgec:=int;ygec:=int;l:=int;
> for xgec from 0 to p-1 do

> with(numtheory);

> li=xgec"3+a"3;
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> ygec:=msqrt(l,p);

> if ygec<>FAIL then

> if ygec<>0 then

> print([xgec,ygec],[xgec,-ygec));
> else

> print([xgec,ygec]);

> endif;

> mertebe(xgec,ygec,p);
> end if;
> end do;
> end proc;

> hesapla(p,a);

ORNEK

> #y~2=x"3+4"3 (mod 19) EGRiSINDEKi NOKTALARIN MERTEBELERINi
BULMA#

> restart;

> mertebe:=proc(x1,y1,p);

>x:=int;y:=int;x2:=int;y2:=int;

>n:=2;

> if y1<>0 then

> n:=ntl;

> m:=((3*x1"2)/(2*y1)) mod p;

> x:=(m"2-x1-x1) mod p;

y:=(m*(x1-x)-y1) mod p;

vV oV

#print([x,y],"mertebe:",n);

\Y

X2:=x;y2:=y;

\Y

while x<>x1 or y<>p-y1 do
n:=n+1;
m:=((y-y1)/(x-x1)) mod p;

> x:=(m"2-x-x1) mod p;
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> y:=(m*(x2-x)-y2) mod p;
> #print([x,y],"mertebe:",n);

X2:=X;y2:=y;
> end do;
> print("'mertebe:",n);
>else print("mertebe:",n);
> end if;
>end proc;
"Warning, \'x\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\" \n’
"Warning, \'y\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'x2\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’
"Warning, \'y2\" is implicitly declared local to procedure \"mertebe\"\n’
"Warning, \'n\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\" \n’
"Warning, \'m\" is implicitly declared local to procedure \'mertebe\ \n’

mertebe .= proc(x1, yl, p)
local x, y, x2, y2, n, m;
X = int;
y = int;
x2 = int;
y2 = int;
n:=2;
if y1 # 0 then
n=n+1;
m = (3/2xx1"2/yl) mod p;

x:=(m"2 —2xx1) mod p;

yi=(mx(xI] —x)—yl)mod p;

x2 = x;

y2:=y;

while x #x/ or y#p —yl do
n=n+1;
m:=(y—yl)/(x—xI)modp;
x:=(m"2—-x—xl)mod p;
y:=(mx(x2—-x)—y2)mod p;

x2 = Xx;
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y2:=y
end do ;
print( "mertebe:", n)
else print( "mertebe:", n)
end if

end proc

> hesapla:=proc(p,a);

>xgec:=int;ygec:=int;l:=int;

> for xgec from 0 to p-1 do

> with(numtheory);

> l:=xgec”3+a"3;

> ygec:=msqrt(l,p);

>if ygec<>FAIL then

>if ygec<>0 then

>print([xgec,ygec],[xgec,-ygec]);

>else

>print([xgec,ygec]);

>end if],

>mertebe(xgec,ygec,p);

> end if;

> end do;

> end proc;

Warning, "xgec’ is implicitly declared local to procedure “hesapla’
Warning, ‘ygec’ is implicitly declared local to procedure "hesapla’

Warning, 'I" is implicitly declared local to procedure “hesapla’
hesapla := proc (p, a)
local xgec, ygec, I,

xgec = int;
ygec = int;
[ :=int;

for xgec from Oto p— 1 do
with( numtheory);
[ == xgec™3 + a"3;
ygec = msqrt(/, p);
if ygec # FAIL then
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if ygec # 0 then print( [ xgec, ygec], [ xgec, —ygec])
else print( [ xgec, ygec])
end if ;
mertebe( xgec, ygec, p)
end if

end do
end proc

> hesapla(19,4);

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected

[0,8],[0,-8]
"mertebe:", 3
[8,51,[8,-5]
"mertebe:", 6
[10,0]
"mertebe:", 2
[12,5],[12,-5]
"mertebe:", 6
[13,0]
"mertebe:", 2
[15,0]
"mertebe:", 2
[18,5],[18,-5]

"mertebe:", 6

# Eliptik Egri Uzerindeki Noktalarin Mertebelerini Hesaplar # Visual Basic
Sub Makro1()

j=2
Do While Sheets(1).Cells(j, 1) <> "son"
=2
x1 = Sheets(1).Cells(j, 1)
y1 = Sheets(1).Cells(j, 2)
k = Sheets(1).Cells(j, 3)
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a = Sheets(1).Cells(j, 4)
Ifyl <> 0 Then
i=i+1
ml =3 *xI *x1 +a)
m2=(2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R][-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml / m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-x1 -xI
y=m?*(x]-x)-yl
Sheets(3).Cells(1, 2) =x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
X2 =X

y2=y

Do While x <> x1 Ory <> (k - yl)
i=it+1

ml=y-yl
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m2=x-xl1
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) ="=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml /m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-x-xl
y=m* (x2-x)-y2
Sheets(3).Cells(1, 2) =x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
X2 =X

y2=y

Loop

Sheets(1).Cells(j, 5) =1
End If
j=j+1
Loop

End Sub
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Sub xolus()
' xolus Makro
'Sheets("nokta belirle").Columns("A:A").Select
'Selection.ClearContents
Sheets("nokta belirle").Cells(1, 1) = "x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 1) = "x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 2) ="y"
td = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
gg=1
sat=2
j=2
Formd=0Totd- 1
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 2) = td
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 1) = md
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 5) = md ~ 3 + a * md +
Sheets("nokta belirle").Cells(2, 4)
Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 6) = "=MOD(R[0]C[-1],RC[-4])"
ag = Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 6)
Foryf=0Totd-1
Forch=0Totd- 1
If ((yf * yf) - ch * td) = ag Then
gg=ggt1
Sheets(1).Cells(gg, 1) = Sheets("nokta belirle").Cells(2 +
md, 1)
Sheets(1).Cells(gg, 2) = yf
Sheets(1).Cells(gg, 3) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
Sheets(1).Cells(gg, 4) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 3)
i=2
x1 = Sheets(1).Cells(gg, 1)
y1 = Sheets(1).Cells(gg, 2)
k = Sheets(1).Cells(gg, 3)
a = Sheets(1).Cells(gg, 4)
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Sheets(1).Cells(2, 2 * gg + 3) =x1
Sheets(1).Cells(2, 2 * gg +4) =yl
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x1
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) = y1
sat =sat + 1
Sheets(1).Cells(1, 2 * gg + 3) ="x"
Sheets(1).Cells(1, 2 * gg +4)="y"
Sheets(1).Cells(i, 6) =1
If yl <> 0 Then
i=i+1
ml =3 *x1 *x1 +a)
m2=(2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml /m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"!RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-x] -xI
y=m*(x]-x)-yl
Sheets(3).Cells(1, 2) = x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
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y = Sheets(3).Cells(2, 3)
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg +3) =x
Sheets(1).Cells(i,2 * gg+4) =y
Sheets(1).Cells(i, 6) =1- 1
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y
sat =sat + 1
X2 =X
y2=y
Do While x <> x1 Ory <> (k - yl)
i=i+1
ml=y-yl
m2 =x-xl
Sheets(2).Cells(1, 1) = ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) ="=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) ="=MOD(R][-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml /m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
Xx=m*m-x-xl
y=m* (x2-Xx)-y2
Sheets(3).Cells(1, 2) = x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'T"'RC[0])"
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x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
X2 =X
y2=y

Sheets(1).Cells(i, 6) =1- 1

Sheets(1).Cells(i, 2 * gg +3) =x

Sheets(1).Cells(i,2 * gg+4)=y

Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x

Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y

sat =sat + 1

Loop

Sheets(1).Cells(j, 5) =1

Else
Sheets(1).Cells(j, 5) =2
End If
j=j+1
End If
Next
Next
Next
End Sub
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ORNEK

Y =x’+10° (mod 19) eliptik egrisi iizerindeki noktalari, bu noktalarm

kuvvetlerini ve mertebelerini bulunuz.

X y MOD a_ | MERTEBE KUVVET x ylxlyl x|yl x[ylx{ylx]y[x X X x|ylx x| ylxlylxlylx|ylx x|ylx|y Y
2 1 19 10 14 1 2)11]12]18|/3[1|3(18{4|0|5[2]|5]|17[6[0|8[7|8f12|9|0(10|9[10{10[{12)7|12]12(13]9]13/10[14|1 9
2 18 19 10 14 2 13[/9]13|10/10[9]10]10 15|10)15| 9 10{ 9 {10]10; 15[ 9115|10{15[ 9|15[10{10( 910 10|15| 9 9
3 1 0 14 3 512|5]17[17]2]|17(17 8|7(8(12] 2]18[2]1 13]10{13{9(3]18[ 3| 1 {15]|10[15[ 9 2 10
3 18 0 14 4 10|9]10{10 9 10 13[10)13| 9 15| 9 [15]10; 13[9)13[10 9
4 0 0 2 5 812|817 12] 7 2[1[2]18] 5|2|5]17 171 2117]17 12
2 0 14 6 15]1015[ 9 10§ 9 10/ 9]10]10] 13]10]13]| 9 10{10)10[ 9 010
17 0 14 7 9foj9fof4fof4]o0 9(0of9]0 9]0]9]0 4]0]4)0 610
0 0 2 8 15| 9]15[10 9 10 10{1010| 9 13] 9 13|10 10[9]10[10 09
7 0 14 9 8[7]8]12 7 12 2018[2]1 5]17|5]2 17)17)17] 2 7
12 0 14 10]10{10 0) 13[9]13[10] 15|10{15] 9 13[10)13[ 9 0
0 0 2 5117| 5 7| 8112[8(7 2]1[2]18 3]1])3(18 7
0 9 0 4 13/10]13 010} 10 15| 9115]10] 10{10{10] 9 15|10/ 15| 9 0|
0 10 0 4 2118| 2 3118 3 5]17|5(2 8112(8[7 12[12)12| 7 4[18]
7 0 14
12 0 14
9 0 4
10 0 7
4 1 0 14
4 18 0 14
5 9 0 4
5 10 0 4
16 2 19 10 14
16 17 19 10 14
7 2 0 4
7 17 0 4
8 7 0 4
8 12 0 4
ND =y N\ AN
Fio y"2=x"3 + 10"3 (mod 19)
18 2,18+3;18 14;18
17 A 5,17 16;17 17,17
16
15 4
UBV+-—-—d-——-——F-——d4-——“i———F-—4-—-—“-——-fF-—-d-—-—---—ft--—d-—-—-i--—-ft-—-d-—-—-i-——
B e Al el e it Sl i S it el St Sl ol S il il Sl el
12 4 8,12 12;12 18;12
114
10 4 10; 10 13;10 15;10
9+ - -4 -——i-—-—F-—-d4--—i--—-F-—-d- -l —-F-—-4109-1- - -+~ - - €139-i- - - #1598 4 - — —i— — —
-2 M S B O S S S S S N N
7 A 8,7 12,7 18,7
64
5
4 4
fcJ% N S O S
A e B e et S B2-F-—d- -l d oo e e - = E - - 2 T2
1+ ——+4 - =42t -+31- 4 - - - ——F - -4 -—-—-i-—-—fF-—-4- - i - - - - d - - {4 - - S - -
0 40 6,6 90




78

KAYNAKLAR

Celik, B. 2004. Maple ve Maple ile Matematik. Nobel Yayin Dagitim Adakale sok.
No:15/2 Yenigehir. Ankara.561 s.

Demirci, M., G.Soydan, I.N.Cangiil. 2005. Rational points on the elliptic curves

¥y’ =x’+a’ (mod p) in F, where p=1(mod 6) is prime. Rocky J. of Maths, (basimda).

Kato, K., N.Kurokawa, T.Saito. 2000. Number Theory 1 Fermat’s Dream. American
Mathematical Society. United States of America.154 p.

Knapp, A.W. 1992. Elliptic Curves. Princeton University Press. New Jersey.427 p.

Koblitz, N. 1994. A Course in Number Theory and Cryptography. Springer-Verlag
New york Inc.235 p.

Mollin, R. A. 2001. An Introduction to Cryptography. Chapman&Hall/CRC. United
States of America.373 p.

Namh, D. 2001. Kibik Rezidiiler. Doktora Tezi. Balikesir Universitesi

(yayimlanmamis), Balikesir.74 s.

Paillier, Pascal. 2000. Trapdooring Discrete Logarithms on Elliptic Curves over Rings.

Advances in Cryptology, vol.1976, p.573-584

Schmitt, S. ve H.G.Zimmer. 2003. Elliptic Curves A Computational Approach. Walter
de Gruyter. Berlin. 367 p.

Silverman, J. H. 1986. The Arithmetic of Elliptic Curves, Springer-Verlag New York
Inc. 400 p.



79

Silverman, J. H. ve J.Tate. 1992. Rational Points on Elliptic Curves, Springer-Verlag
New York Inc.281 p.

Washington, L. C. 2003 Elliptic Curves. Number Theory and Cryptography.
Chapman&Hall/CRC. United States of America. 428 p.

Yildiz ikikardes, N., M.Demirci, G.Soydan, L.N.Cangiil, 2005. The Group

Structure of Bachet Elliptic Curves Over Finite F,, (sunuldu).



INDEKS

Bachet denklemi 1

Bachet eliptik egrisi 40
Basitlestirilmis Weierstrass
normal formda eliptik egri 16
Birasyonel 13

Birim 6

Biikiim alt grubu 25

Biikiim (torsion) noktas1 25

Cikint1 (cusp) 11

Diskriminant 11
Diigiim (node) 11

Diizlemsel afin cebirsel egri 10

Eliptik egri 13
Eslenik (twist) 37

Frobenius endomorfizmi 32

Frobenius endomorfizminin izi 33
Hasse teoremi 34

Ikinci dereceden kalan 6

Ikiye katlama formiilii (Duplication
formula) 24

Ilkel kok 6

j-degismezi 11

80

Legendre sembolii 7

Mazur teoremi 29

Mordell egrisi 30
Mordell teoremi 29
Mordel-Weil grubu 20

Nagel-Lutz teoremi 26

Normal form 9

Rasyonel nokta 10

Siradan (ordinary) egri 33
Siegel teoremi 31
Singiiler egri 11

Singiiler nokta 11

Sonlu mertebeli nokta 25
Sonsuz mertebeli nokta 25
Sonsuzdaki nokta 10
Stipersingiiler egri 33

Tate degerleri 10

Uzun Weilerstrass normal formu 10

Uretme seri 36

Uciincii dereceden kalan 7

Weil Teoremi 36
Zeta fonksiyonu 36



81

OZGECMIS

22.11.1974’te izmir’de dogan Goékhan SOYDAN; ilk okul dgrenimini
[zmir’de, ortaokul 6grenimini Konya’da, lise 6grenimini Adana’da
tamamladi. 1992 yilinda Hacettepe Universitesi Egitim Fakiiltesi
Matematik Ogretmenligi Boliimii'nde lisans 6grenimine bagladi. 1996
yilindan itibaren yiiksek 6grenimine Kara Kuvvetleri Komutanligr nam
ve hesabina devam etti. 1997 yilinda tegmen riitbesi ile mezun oldu. Ayni1
yil Balikesir Cok Programli Astsubay Hazirlama Okul Komutanligi’nda
matematik 6gretmeni olarak goreve basladi. 1999-2001 yillar1 arasinda
Balikesir Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’nde
yiiksek lisans 6grenimini tamamladi. 2001 yilinda Uludag Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’'nde doktora Ogrenimine
bagladi. 2002 yili atamalarinda Bursa Isiklar Askeri Lisesi
Komutanligi’na matematik 6gretmeni olarak atandi. Halen bu gorevine

devam etmektedir.



82

TESEKKUR

F-2003/63 ve F-2004/40 nolu projeler kapsaminda yiiriittiigiimiiz
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