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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler kavramina tarihsel siire¢ igerisinde ilk defa 17. yy da Isaac Ne-
wton’un 1671 yilinda yayimladig: kitabinin ikinci boliimiinde rastlanmaktadir (Newton

1671). Bu kaynakta Newton,

dy
E_f(x)’ (1.1)
dy
a_f(xay)a (12)
dy dy _

. dx| +x28x2 = (-

bicimindeki denklemleri ele almis ve sonsuz seriler yontemini kullanarak bu denklemleri

cozmeye ¢alismistir. Bunun yaninda ¢oziimlerin tek olmadigini da ileri stirmiistiir.

18. ve 19. yiizyillar arasinda ise Euler, Bernoulli, Leibniz, Fourier, D Alembert, Lagrange
gibi bircok bilim adami ¢esitli tipteki denklemleri (1s1 ve dalga denklemleri gibi) ve bu
denklemlere karsilik gelen fiziksel olaylar1 incelemislerdir. Ornegin 1822 yilinda Joseph
Fourier kitabinda 1s1 akis1 konusunu, Isaac Newton’un soguma prensibe dayali olarak ele

almig ve bugiin lisans diizeyindeki 68rencilere okulan

u = ki, k € R (1.4)

1s1 denklemini incelemis ve bir teori ortaya atmistir (Fourier 1822).

19. ve 20. yiuizyillarda ise diferensiyel denklemler teorisi Matematigin analiz ve fonk-
siyonlar teorisi dal1 disinda goriilmiis ve ¢cok ¢alisilan bilim dallarindan biri olmustur. Bu
yiizyillarda iki temel ayrisim s6z konusu olmustur. Bunlardan birincisi ele alinan denklem
veya sistemin ¢oziimlerini elde etmeden problemin goz 6niine alindig1 bolge ve uzayda
cozimlerin varlik ve tekligini arastiran niteliksel yaklasimdir (Cauchy 1844, Kovalevs-
kaya 1875, Peano 1886). Ikinci yaklasim ise, ele alinan denklem veya sistemlerin (lineer
olup olmamasina bakilmaksizin) ¢oziimlerinin yapisini aragtiran niceliksel yaklagimdir.

Bu iki farkli yaklasimda oldukc¢a onemlidir. 19. yiizyilin sonlarinda integre edilebilen



denklemler teorisi ortaya atilmis ve s1g su dalga denklemleri icin gelistirilen

U +6utty + iy, =0 (1.5)

Korteweg- de Vries denklemi ilk defa Diederik Korteweg and Gustav de Vries tarafindan
tanitilmistir (Korteweg ve de Vries 1895). Bu denklemde de goriilebilcegi lineer olma-
yan yapinin yaninda bagimsiz degiskenlerden birisi ¢+ zaman degiskeni olup digeri ise x

uzaysal degiskenidir. Dolayisiyla

F(t,x,u,ty, Uy, Uyy,....) =0 (1.6)

bicimindeki denklemlere olusum tipi denklemler denilmis ve su giine kadar iizerinde ol-
dukca yogun bir sekilde calisilmistir. Mesela, KAV denklemi i¢in 20. yiizyildan itibaran
cOzlimlerinin elde edilebilmesi adina ters sagilim yaklasimi, Backlund doniisiimleri, Hi-

rota bilineerlestirme metodu, homojen dengeleme yaklasimi gibi metotlar gelistirilmistir.

Lineer olmayan olusum tiirii denklemler fizik, mekanik, miihendislik, malzeme bilimi,
akigskan mekanigi, kat1 hal fizigi, kimya, plazma fizigi, kimyasal fizik, optik fiberler, je-
okimya, biyoloji, kimyasal kinetik, derin su dalgalari, okyanusbilim, sinyal isleme ve
sistem tanimlama gibi bilimin bir¢ok alaninda meydana gelen fiziksel olaylar1 model-
lemektedir. Bu sebepten dolayi bu tiir denklemlerin modelledigi fiziksel olayin daha 1yi
anlagilmasi i¢in veya bagka bir deyisle ele alinan problemin fiziksel karakteristigine daha
1yi bir acidan bakmak ve muhtemel uygulamalarini kesfetmek i¢in ¢oziimlerinin elde edil-
mesi olduk¢a 6nemlidir. Bu tiir denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasi gelistirilen metotlar
ve bilgisayar programlari (Maple ve Mathematica gibi) yardimiyla miimkiin olmaktadir.
Genel olarak sdylemek gerekirse (Lie simetri gruplart metodu hari¢) ele alinan olusum
tiirii denklem veya sistemlerin terimleri arasinda dengeleme prensibinin saglanmasi ge-
rekmektedir. Bu tiir kisithyici sartlara ragmen son yillarda tam ¢oziimler hakkinda muaz-

zam calismalar yapilmis ve dnemli gelismeler olmustur.

Bu tez calismasinda son yillarda yapilan bu ¢alismalara ve gelinen siirece katki yapmak

amaciyla bazi olusum tipi lineer olmayan parca tiirevli diferensiyel denklemlerin genel



olarak niimerik ¢oziimlerinden ziyade analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu ¢oziimlerin

elde edilmesi icin gerekli olan baz1 6nemli metotlar sunulmustur.

Tezin ikinci boliimiinde, lineer olmayan olusum tiirii denklemlerin tam ¢6ziimlerinin elde

edilmesinde kullanilan metotlar i¢in gerekli olan temel tanim ve operatorler verilmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde, literatiirde var olan en basit denklem metodu, yeni test fonk-
siyon metodu, ¢oklu eksponansiyel fonksiyon metodu, gelistirilmis rasyonel fonksiyon
metodu, lump ve lump tipi ¢oziim algoritmasi, Wronskian determinant algoritmasi ve Lie

simetri yaklagimlari tiim adimlariyla birlikte sunulmustur.

Tezin dordiincii boliimiinde, uygulamali bilimlerde kullanilan (akigkanlar mekanigi, op-
tik, s1g su dalga teorisi, niikleer fizik v.b) ve bu alanlarda oldukca 6nemli olan (1+1)
boyutlu bir genellestirilmis Korteweg—de Vries denklemi, (2+1) boyutlu Sawada—Kotera
denklemi, bir yeni genellestirilmis (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklemi,
(2+1) boyutlu yerel olmayan Ito denklemi, bir (2+1) boyutlu kirilgan soliton denklemi
ve yedinci mertebeden kesirli Sawada—Kotera—Ito denklemlerinin tam ¢6ziimleri iiglincii
boliimde verilen metotlar kullanilarak sistematik olarak elde edilmistir. Ayrica elde edilen
baz1 ¢coziimlerdeki parametrelere gore grafik simiilasyonlar1 yapilarak modellerin grafik-

leri ¢izilmistir.

Tezin besinci boliimii sonuglar kismina ayrilmistir. Bu boliimde, elde edilen sonuclarin
fiziksel yorumlar1 ve literatiirde daha 6nce elde edilen ¢oziimlerle ayrintili karsilagtirma-

lar1 yapilmustir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, literatiirde var olan lineer olmayan olugum tiirii denklemlerin tam ¢6ziimleri

bulunurken kullanilan metotlar icin gerekli olan temel tanim ve operatdrler verilecektir.

Dengeleme prensibi: Toplam seklinde verilen tam ¢6ziim fonksiyonunun iist sinirini tem-
sil etmektedir. Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek merte-
beden lineer olan terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim arasinda elde edilen
en kiiciik pozitif degerli tamsayisidir. Herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek

mertebeden lineer terim
d®F (z)
dz%

2.1)

ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim

F (2)f (@) ; (2.2)

dzv?

ile verilsin. Burada o,f3,7,0 pozitif tam sayilardir. M dengelenme terimi olmak iizere
F(z) =— (2.3)
doniisiimiinii sirastyla (2.1) ve (2.2) terimlerinde yerine yazilip birbirlerine esitlendiginde
M+o=MB+6(M+7y) (2.4)

dengelenme bagintis1 bulunur (Giiner 2014). Burada a reel sayidir.

Hirota tiirev operatorleri: Goz Oniine alinan lineer olmayan olugsum tiirii denklem-
lerin tam coziimleri arastirilirken ilk adim olarak Hirota tiirev operatorleri kullanilarak

denklemin Hirota bilineer denklemi elde edilir. Hirota tiirev operatorleri

9 d\*/a a\P .
DngPf(X,t)g(x,t) = (a_W) (E_W) f(x,t)g(x,t) (25)

x=x't=t'



seklinde tanimlanir (Hirota 2004). Hirota tiirev operatorlerine
Dthff = 2ffxt - 2fxfta

DXff =2ffo—2f72,
DXff =2ffu—2f7,
DD, ff = 2f f3x — 2faxfs — 6fcfout + 6 facfuts

DEFf =2ffor — 12fcfsx + 30 foufar — 2015, (2.6)

biciminde birkac 6rnek verilebilir.

Genellestirilmis Hirota tiirev operatorleri: G6z oniine alinan lineer olmayan olusum
tiirii denklemlerin genellestirilmis Hirota bilineer denkleminin elde edilmesinde 6nemli

bir yere sahip olan genellestirilmis Hirota tiirev operatorleri

D% Db f(x,1)g(x,1) = ji%—a 2 -Q~+a Y bf( 1)g(x',t)
px 7 pit X,1) 8\ X, 1) = Ox pax, ot pat/ X, 1)g(x,

x=x't=t'
s b . o .
a\ (b\ ; 09" 9" 97 9/
= Loyl /ot
L L (,) (1) %% G 9.0 a3 g 8T @7
i=0j=0 x=x't=t'
seklinde tanimlanir (Ma 2011). Burada
= (~1)"" s=r,(s) mod p (2.8)

bicimindedir.

(2.7) denkleminde p = 2k (k € N) alindiginda genellestirilmis Hirota tiirev operatorleri

Hirota tiirev operatorlerine doniisiir (Hirota 2004).

(2.7) denkleminde p = 3 alindiginda (2.8) denkleminden

w=—1, g=0=1, of=—1, d=a=



sonugclari elde edilir ve bu sonuclara karsilik gelen
D3,xD3,tff = szxt - 2fxfta

D3 D3, ff = 6fofu

genellestirilmis Hirota tiirev operatorleri elde edilir.

Benzer sekilde (2.7) denkleminde p = 5 alindiginda (2.8) denkleminden

4
5

as=—1, az=1, &2 =—1, « 2

— 6
= 5

=1, o
sonuglar1 elde edilir ve bu sonuglara karsilik gelen
D5, Dsff =2ffu = 2fcfr,

D3 D5, ff =2f fa — 2f3cfs — 6 fxSous + 6 focfrr

genellestirilmis Hirota tiirev operatorleri elde edilir.

=—1,..

(2.9)

(2.10)

Wronskian determinanti: G6z Oniine alinan lineer olmayan olugum tiirii denklemlerin

Hirota bilineer denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasinda 6nemli bir yere sahip olan Wrons-

kian determinanti

0 1 N—1
0" o . 9"

¢2(0) (pz(l) - ¢2(N71)

N1 = (N=150) =W (91,92, 60) = CN>1(2.11)
0 _
o oy ey
seklinde tanimlanir. Burada ¢y, ¢,, ..., ¢, bir fonksiyon ailesi ve
, 9/ . .
®= (01020007, 07 =00, 0V =200, j2 1, I<iSN @12



olarak verilir (Freeman ve Nimmo 1983, Nimmo ve Freeman 1983).

Ozellik 1: D ifadesi N * (N —2) matris ve n boyutlu siitun vektorleri a, b, ¢,d olmak iizere
|D,a,b||D,c,d|—|D,a,c||D,b,d|+|D,a,d||D,b,c| =0 (2.13)

ifadesi daima saglanir (Ma ve ark. 2011, Jian-Ping 2011, Tang ve ark. 2011, Tang ve ark.
2012, Tang ve Su 2012, Ma ve Bai 2013, Zhang ve Xiang 2015, Su ve Xu 2016, Yildirim
ve Yasar 2017c¢).

Ozellik 2: n boyutlu siitun vektorleri a;(j = 1,...,n) ve b;(j = 1,...,n) sifirdan farkl

reel sayilar olmak iizere
N
) bilar,az,.....ay| = Z|a1 @y, ....;baj, ....an|, (2.14)
i=1

ifadesi daima saglamir. Burada ba; = (b1ay jbrazj,.....,byan j)T seklinde tanimlanir (Tang
ve ark. 2011, Tang ve ark. 2012, Tang ve Su 2012, Ma ve Bai 2013, Zhang ve Xiang 2015,
Yildirim ve Yasar 2017c¢).

Ozellik 3:

N N 2
’N/—\l‘ ;;Lﬁ(z) <§ A1) ‘N/—\l’) = (Z Aii(7) ‘N/—\ID

i=1

—_— —_— 2
:QN—LN+q—MF&N—LND
- ‘N/—\l) (‘1\//—\5,1\7—3,1\7—2,1\7— 1,N‘ - ‘1\7/—\4,N—2,N— I,N+ 1)
-{NTEJV—LN+2W+4Nf3JmN+1Mﬂﬁ?1N43D 2.15)

ifadesi daima saglanir (Tang ve ark. 2011, Tang ve ark. 2012, Tang ve Su 2012, Ma ve
Bai 2013, Zhang ve Xiang 2015, Su ve Xu 2016, Yildirim ve Yasar 2017c).



k. mertebe lineer olmayan olusum tiirii denklem sistemi

Eq (x,u,u(l),...,u(k)) =0, a=1,2,...,N

(2.16)

seklinde ele alalim (Bluman ve Kumei 1989, Olver 1993, Ibragimov 1995, Naz ve ark.

2008). Burada

x= (xl,xz, ...7x") eR"

n tane bagimsiz degisken,

u= (ul,uz, ,um) eR™

(2.17)

(2.18)

m tane bagimlh degigken ve u(y), u(2), ..., u() ifadeleri sirasiyla birinci, ikinci,...,k inci mer-

tebeden kismi tirevleri temsil eder.

u® min x' bagimsiz degiskenine gore tiirevi

l/tiaj =D jDi (ua)
olarak alinir. Burada total tiirev operatorii

5 L9 .0 |
D; = ﬁ—i—ui m"‘lduw‘l’, 1= 1,2,...,1’1
J

seklinde tanimlanir.

(2.19)

(2.20)

(2.16) sisteminin hem bagimsiz hem de bagimli degiskenler i¢in bir parametreli sonsuz

kiiciikliikteki Lie doniisiim grubu

i :xi+g§i (x7u,u(1),...,u(k)) +0(£2)’ i=1,2,...n

ﬁj = uj—|—81’]j (x,u,u(l),...,u(k)) +0(82); ]: 1,2,...,171

(2.21)



olarak verilir. Burada € < 1 doniisiimiin kiiciik bir parametresidir. £/ ve )/ sirasiyla ba-

gimsiz ve bagimli degiskenlerin sonsuz kii¢iik doniisiimleridir.

(2.21) doniisiim grubuna karsilik gelen sonsuz kiiciikliikteki X iireteci

. d d
XZéla—xi—i-T]am (2.22)

olarak verilir.

(2.16) sisteminin sonsuz kii¢iik doniisiimleri altinda degismezlik kosulu veya bagka bir

degisle (2.22) iireteci belirleyici denklem

XX [Eq] =0, a=1,2,..,N (2.23)

Eq (x,u,u<1),...,u(k))=0

olarak verilir. Burada X®) ifadesi (2.22) iiretecinin k. mertebe uzanimidir ve bu operator

d
X(k) =X+ o -
3221 i1....0g auﬁcls
veya
.0 0 0
k) a a
X =& W+S>Zl ot G (2.24)
> 1.--ls
seklinde tanimlanir. Burada
& =Di(n%) —uiDi (&),
iy = D < i?....iﬁl) —uf i Dy (§7), s>1 (2.25)
olarak verilir.
Ornegin 2. mertebeden (3+1) boyutlu
E (x;%Z,t» U, Uy, uy7 Uz, Uty Uyx, uyy; Uzz, Ute,s uxy7 Uz, Uxt,s uyZ7 uyl7 uzt) =0 (226)



denklemine kargsilik Lie simetri iireteci (2.22) denkleminden

d d d
X g (‘x7y?z7t?u) at—i_g (‘x’y7z7t7u) ax—}_g (‘x’y?z7t?u) ay

d d
+5Z (x,y,z,t,u) 8_Z + n (X,y,Z,t,I/l) %
ifadesine karsilik gelirken bu iiretecin 2. uzanimi (2.24) denkleminden

d d d 0 0 0 0
2):§t5+5x$+§y8_y+éz8_z+ 8 +Cx +Cyau
y

d d d d
au - + ny auyy + CZZ auzz + Ctt

d d
+CZ(9_MZ + Ct8_u, + Cux

X.

P P P P P P
oo~ thug, gt Ty b Ty b g

Uz

ifadesine karsilik gelir. Burada (,(,,(;, 8,8,y terimleri (2.25) denkleminden
G = Dx(1) = uxDx(8) — uyDx(&”) —u:Dx(§%) —wiDx(&"),

&y = Dy(1) = uxDy(&") —uyDy(§") — u:Dy(&°) — Dy (&),
G =D=(n) —uxD-(E") — uyD(8") — uzDz(6%) — uD-(&"),
& =Di(n) = uDy(8%) — uyDy(87) — u:Dy (§%) — w Dy (§"),

G = Dx(8x) — texDx(E") — uyxDx(87) — uxDx(E°) — urxDx(&'),
Gy = Dy(&y) — unyDy(5") — uyyDy(87) — uzyDy(6%) — uryDy(&"),
Cee = D:(&) —eD=(8%) — uy=D:(&") — uzzD=(8%) — urzD=(&"),
Gir = Di(&) = uxeDi (&%) = uyDi (&) — s Dy (§%) — uu D1 (§1),
Coy = Dy(&x) = unyDy(8%) — uyyDy(6”) — zyDy(6%) — uryDy(&"),
Cxz = De(Gr) = uxeD2(8) — uyeD=(87) — e D:(&°) — urD-(E"),
Gt = Di(&x) — uxe D1 (8%) — Dy (&) — Dy (&%) — un D1 (&),

10

(2.27)

(2.28)



C (Cy) Uy D (gx) - uyzDz(éy) —uzD; (&%) — utzDz(ét)a
&y = Dy(&y) — ux Dy (EY) — uy Dy (EY) — uz Dy (§°) — uye Dy (&),
sz = Dz(Cz) - szDz(éx) - MytDt(éy) - ”ztDt(éz) - uttDt(ét) (2.29)

olarak verilir. (2.29) denklemindeki Dy,Dy,D.,D; terimleri (2.20) denkleminden

D 0 n d n d n d n 0 n 0 n 0 n d
= —F Ut Uy F Uy F U= F U= F Uy = + Upypr=——
T ox 0 ou T ouy ”‘auy “ou, 0w gy W"auyy
+ o + J + J + J + J + J + J + J
u u u u u u u u
ZZ)Ca ttx=__ au X.Xya XXZ &uxz XXt aux[ xXyZ auyz th a xzt N auzz
D + + SF = o o als o + J
= —duy—t Uy F Uy FUyy=— F Uy + Uy = + Uyyy=——
Y9y You Y ou, yy&uy Y ou, You T du, yyy&uyy
+ L aF L & J aF J aly J o J + J + 9
Uppy—=—— + Upypy=—— + Upyy=—— + U u u Upyt —— + Uy ——
S R P PR P P PR P P
d d 0 0 0 0 0 0
Do = o7 Ty Tk, Tl Fllag m et lhoe g ity
+ o + J + g + 4 + J + J + J + J
Uy =—— F Uppy=—— + Uy, —— + U u u Upyt = + Ugpp ——
Fouy, T uy T uy | g, T Quy "y, Quy Y Quy
0 0 0 d 0 d d d
D, = o +Mta +uxta +”yta +”ztau ‘f‘uttau ‘f‘uxxt&ux +”yyta -
N 0 L 0 n 0 L d L d n 0 L d n 0
u u Uy, Uy, Uy, U u Upp——
N auZZ ttta tya 17 auxz It auxr fyZ auyz y[[ a yl ztt auZt
elde edilir.
o.. zaman kesir mertebeli (141) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii
0%u
A= el — F (3,1, Uy Uy Uy Uy« ey Upy) = 0 (2.30)

denklemini ele alalim (Kiryakova 1993, Podlubny 1999, Gazizov ve ark. 2007, 2009,
Sahadevan ve Bakkyaraj 2012, Wang ve Xu 2014, Yasar ve ark. 2016). Burada a (0 <

11



o < 1) bir parametre ve @. mertebeden Riemann-Liouville kesir tiirevi

(1 L flry)
T o] (= ped® nol<a<n, neN,
A% F(t) = .
a"f B
| G0 @=nEN

seklinde tanimlanir (Kiryakova 1993, Podlubny 1999). Burada I'(z) gamma fonksiyonu

[eo)

r&y:/eﬂﬂ*dx (2.32)
0

olarak verilir.

(2.30) denkleminin hem bagimsiz hem de bagimli degiskenler icin bir parametreli son-

suz kiiciikliikteki Lie doniisiim grubu
f=t+et(x,r,u)+ 0(&?),

F=x+¢e&(x,t,u) +0(e?),

1= u+en(x,t,u)+O0(e),

9% 9%
T = 5 HEMA ) +O(E),
o Ju
o= gp TET L) +0(E),
% u
7 = g tEnTntu) +0(e%),
% Pu
Tl + eN ¥ (x,1,u) + O(€?) (2.33)

olarak verilir. Burada € < 1 doniigiimiin kiiciik bir parametresidir. T ve & bagimsiz degis-

kenlerin sonsuz kii¢iik doniistimleri iken 1 bagimli degiskenin sonsuz kiiciik doniisiimiine

12



karsilik gelir. (2.33) denklemindeki n*, n** ve n*** terimleri
N* = Dx(n) — uxDx(§) — u; Dx(7),

N = Dx(N") — e Dx(T) — txxDx (&),

nxxx = Dx(nxx) - uxxle(T) - MxxxDx(é) (234)

seklinde tanimlanir. (2.34) denkleminde ihtiya¢ duyulan D, total tiirev operatorii

0 d d

olarak verilir.

(2.33) doniisiim grubuna karsilik gelen sonsuz kiigiikliikteki X iireteci

0 0 0
X = ‘L'(x,t,u)E+§(x,t,u)$—l—n(x,t,u)£ (2.36)

olarak verilir. Burada & (x,¢,u), T(x,t,u) ve n(x,t,u) katsay1 fonksiyonlar1 daha sonra

belirlenecektir. (2.36) iiretecinin n. uzanimi (2.30) denklemine uygulanmasi sonucu
X" (A)[a=0 =0 (2.37)

Lie nokta simetri iireteci belirleyici denklem elde edilir. Ayrica degismezlik kosulu saye-
sinde

T(x,t,u)|=0 =0 (2.38)

ifadesi elde edilir (Wang ve Xu 2014).

(2.38) kosulu altinda Riemann-Liouville zaman kesirli tiirev anlaminda 1 sonsuz kiigiik

13



doniistimiiniin . mertebeden uzanim formulii

0% 0%u 8“ " o " n
g = T (- aDy(1) S —u T i Z DI(E) DI (uy)
ot ot 8; n
- o aa u a n —n
) T D;*!(2) | DF" (), (239)
n=1 n ! n—+ 1
olarak verilir. Burada
o n m k—1 o n k
p=>) )
n=2m=2k=2r=0 \ n m r
1 Mo . am Y. anferkn
XHF(H—F 1—a) =4 o™ [u } ot —muk (240)

seklinde tanimlanir (Gazizov ve ark. 2007, 2009).

Uyar: (2.39) denkleminde 1 sonsuz kii¢iik doniisiimii # nun bir lineer formundaysa p =0

dir. Ciinkii (2.39) denkleminde 21, k > 2 tiirevleri yer almaktadir.

ak’

Tanim: (2.36) sonsuz kiigiik iiretecine karsilik gelen u = 6 (x,¢) fonksiyonu (2.30) denk-

leminin bir degismez ¢6ziimiidiir ancak ve ancak

1) u = 0(x,t) fonksiyonu (2.30) denklemini saglar.

2) u = 6(x,t) fonksiyonu degismezlik kosulunu

T(x,1,0)6, + & (x,2,0)0, = 1(x,1,0) (2.41)

saglar.

14



Erdelyi-Kober kesir tiirev operatorii
(ie) =TT (v o ) (K57 %) © @42
B i B> dé B
olarak verilir. Burada
la]+1, aé¢N,

n= (2.43)
o, acN

seklinde tanimlanir (Kiryakova 1993).

Erdelyi-Kober kesir integral operatorii

1

(k5%g) (&)= T(@) (2.44)

olarak verilir (Sahadevan ve Bakkyaraj 2012, Wang ve Xu 2014).
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3. TAM COZUM YONTEMLERI

Bu boliimde literatiirde var olan en basit denklem metodu, yeni test fonksiyon metodu,
coklu eksponansiyel fonksiyon metodu, gelistirilmis rasyonel fonksiyon metodu, lump ve
lump tipi ¢6ziim algoritmasi, Wronskian determinant algoritmasi ve Lie simetri yakla-
simlari sirasiyla n. tam mertebeli ve Riemann-Liouville tiirevi anlaminda . zaman kesir

mertebeli (1+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii

P(x7[7u7uX7ulauXX7ullauxla-") :Oa (31)
0%u
E:W_P(xat7u7u)67ulauxxvullauxla"'):O (3.2)

denklemleri i¢in tiim adimlariyla birlikte verilecektir. Burada o (0 < o < 1) bir para-
metre, u = u(x,t) bagimli degisken, x ve ¢ bagimsiz degiskenler, P ifadesi ise bagiml

degisken ve tiirevlerini iceren bir polinomdur.

3.1. En Basit Denklem Yontemi

Literatiirde var olan en etkili tam ¢6ziim bulma yontemlerinden biri olan en basit denklem
yontemi, ele alinan denklemin integrallenebilmesinin dnemli bir gostergesi olan denge-
leme prensibine dayanmaktadir. Ele alinan denklem dalga doniigiimii altinda adi diferen-
siyel denkleme doniistiikten sonra dengeleme prensibine sahip degilse bu metot uygulana-
maz. Bu metodun bir bagka 6zelligi ise Bernoulli, Riccati ve Jacobi eliptik denklemlerinin
cOziimlerinden tiimiiyle faydalanarak ilerleyen dalga ¢oziimii, knoidal dalga ¢6ziimii ve
sinoidal dalga ¢oziimlerine neden olur. Bu ¢oziimler akigkanlar dinamiginde kullanilan

lineer olmayan periyodik dalga ¢oziimlerdir.

Bu yontemin temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Kudryashov 2005a,b, 2012, Adem ve
Khalique 2013, 2016a,b, Yildirim ve Yasar 2017a, 2018):

1. Adim: (3.1) denklemi ilerliyen dalga doniistimii

u(x,t) =F(z), z=kix+kat+ks (3.3)
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altinda

Q(F,F,F' F",.)=0 (3.4)

adi diferensiyel denklemine doniigiir.

2. Adim: (3.4) indirgenmis adi diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii

F(z) = ZA,' (H(z))" (3.5)

sonlu seri agilimi formunda kabul edelim. Burada Ag,A1,...,A)s bilinmeyen katsayilar ve
a, b ve c ler sabit sayilar olmak iizere, H(z) fonksiyonu asagidaki adi diferensiyel denk-

lemlerini saglar:

H'(z) = aH (z) + bH*(z), (3.6)
H'(z) = aH*(z) + bH (2) +c, (3.7)
H'(z) =—{(1-H(z)) (1—w+a)H2(z))}%, (3.8)

N —

H'(z)={(1 —Hz(z)) (1- sz(z))} . (3.9)

(3.6)-(3.9) denklemleri sirasiyla Bernoulli, Riccati ve ¢oziimleri cn(z|®), sn(z|®) Jacobi

eliptik fonksiyon olan 1.mertebeden adi diferensiyel denklemlerdir.

Bernoulli denkleminin ¢oziimleri

h C inh C
H(:) —a cosha(z+C)] +sin .[a(z+ )] (3.10)
1 —bcosh[a(z+C)] —bsinh|a(z+C)]
olarak verilirken Riccati denkleminin ¢éziimleri
b 0 1
H(z) =—— — —tanh | =0 C 3.11
(Z) 2a 2a an |:2 (Z + )] ? ( )
b 6 0z sech (%)
H(z) = —— — —tanh | — | + 3.12
& 2a 2a ( 2 ) Ccosh (%) — 2 sinh (&) (3.12)

olarak tanimlanir. Burada C bir integral sabitidir ve 82 = b*> — 4ac olarak verilir,
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Ayrica cosine-amplitude ve sine-amplitude foksiyonlarinin cnoidal ve snoidal dalga ¢o-
zlimleri

® — 1 iken cn(z|®) — sech(z), sn(z]®) — tanh(z),
o — 0 iken cn(z|®@) — cos(z), sn(z|®) — sin(z),
ne(zlw) = 1/en(zlo), ns(zlo) =1/sn(z|o) (3.13)

olarak verilir.

3. Adim: En kii¢iik pozitif degerli M tamsayisi, (3.4) adi diferensiyel denklemine den-

geleme prensibi uygulanmasi sonucunda bulunur.

4. Adim: (3.6) Bernoulli denklemini (3.4) adi diferensiyel denkleminde yerine yazarsak
yiiksek mertebeden bir denklem elde edilir. Sifirinci1 mertebeden denklem elde edilene ka-
dar bu yerine koyma islemi devam edilir ve daha sonra H' fonksiyonlarmin katsayilarin
sifira esitlendiginde ki,k»,k3,a,b,A0,A1,..., Ay terimlerinden olusan bir denklem sistemi
elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde (3.1) denkleminin tam ¢dziimleri elde edilir.
Benzer sekilde Riccati denklemi, cosine-amplitude cn(z|®) fonksiyonu ve sine-amplitude

sn(z|w) fonksiyonlarini da kullanilarak (3.1) denkleminin tam ¢6ztimleri elde edilir.

3.2. Coklu Eksponansiyel Fonksiyon Metodu

Analitik ¢oziimlerin bulunmasinda bir diger ilgi ¢ekici metot ise coklu eksponansiyel
fonksiyon yaklasimidir. Metodun tercih edilmesindeki en 6nemli sebep, Hirota biline-
erlestirme algoritmalarinin aksine, ele alinan denklemin Hirota bilineer formuna ihtiyac
duyulmamasidir. Yani ele alinan denklemin Hirota bilieer formunu bilmememize ragmen
bu yontem uygulanabilir. Ayrica bu yontem gosterilebilir ki, Hirota perturbasyon yakla-
siminin bir genellestirilmesidir. Bu yontem sayesinde ele alinan modelin eksponansiyel
fonsiyonlarin polinomlar: olarak ifade edilen coklu soliton tipinde ¢oziimleri elde edilir.
Literatiirde bir soliton, iki soliton ve {i¢ soliton olarak bilinen bu ¢6ziimler faz degismeleri

ile birlikte genel dalga frekanslarini igerir.
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Bu metodun temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Ma ve ark. 2010, Ma ve Zhu 2012,
Zayed ve Al-Nowehy 2015, Adem 2016, Yildirim ve ark. 2017, Yildirim ve Yasar 2017b,

Adem ve ark. 2019a,b):

1. Adim: Birinci mertebeden yardimci

Nix=kNi, Niy=—0OM;, 1<i<n

(3.14)

denklemlerini goz oniine alalim. Burada 1 = 1 (x,¢) bagiml degisken, k; dalga sayilarini

ve ; ise dalga frekanslarini temsil eder.

(3.14) denkleminin ¢oziimleri
77i=Ci€§", Si=kix—wt, 1<i<n

olarak verilir. Burada ¢; keyfi sabitler ve &; dalga degiskenini temsil eder.

(3.15) denklemlerini kullanarak (3.1) denkleminin ¢oziimii

_ ®(m,m, 1)
Q(nla n27 7nn) ’

u(x,t)

rasyonel fonksiyon olarak verilir. Burada

n M o
(b(nl?nZa"';nn) = Z Z prs,ijn;nsjy

r,s=11i,j=0

n N o
Q(nlanb-"ann) = Z Z C]rs,ijrl,l,nsj

r,s=11i,j=0

bi¢iminde olup, pyy,;; Ve qy,i; terimleri sabit sayilardir.
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(3.16)

(3.17)

(3.18)



2. Adim: (3.16) denkleminin ¢ bagimsiz degiskenine gore tiirevi

QZZI (I)Tl[ nl,t - CI)ZZIQTII r’l,t

U — _QZ
n n
—9121 ;1 Pn, + ‘Pl):l @M,
— = o = (3.19)
olarak verilirken x bagimsiz degiskenine gore tiirevi
n n
.Ql;lq)m nl,x - (Dlgl 'Q'le nl,x
Uy = — 02 —
n n
lelklnlq’m - CblZlkszn,
- o (3.20)

seklindedir. Benzer sekilde daha yiiksek mertebeden tiirevli terimler de elde edilebilir.
(3.16) rasyonel fonksiyon ¢oziimiiniin kendisi ve gerekli tiirevli terimleri (3.1) denkle-

minde yerine yazildiginda

O, M2y s Th) =0 (3.21)

rasyonel fonksiyon elde edilir.

3. Adim: (3.21) denkleminden k;, @;, pisij,qk,ij terimlerini i¢eren bir denklem sistemi
elde edilir. Bu denklem sistemini ¢oziildiigiide ® ve Q polinomlart ile &; dalga degiskeni
bulunur. Boylece (3.1) denleminin dalga ¢oziimii olan u (x,¢) bulunur ve asagidaki gibi
verilir:

N P L, it § (3.22)

.Q(cleklx_“’l’, s Cnek,,x—a),,t)

3.3. Gelistirilmis Rasyonel Fonksiyon Yaklasimi

Bir bagka etkili yaklagim ise Hirota bilineer formuna dayanan gelistirilmis rasyonel fonk-
siyon algoritmasidir. Ele alinan denklemin Hirota bilineer denklemi bilinmiyorsa bu me-
dot uygulanamaz. Bu algoritmanin kritik noktasi, ele alinan denklem i¢in sabit katsa-
yil1 yardimcei adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini kullanarak rasyonel ¢éziimlerinin

olusturulmasidir. Uygun adi diferensiyel denklemler bulunmasi kaydiyla bu metot daha
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onceden bahsedilen ¢oklu eksponansiyel fonksiyon metoduna doniisiir. Bu yaklagim sa-
yesinde hem eksponansiyel fonksiyon hem de trigonometrik fonksiyon birlesimini iceren
kompleksiton tipindeki ¢oziimler bulunur. Bu ¢oziimler yeni tarzdaki belirgin ilerleyen

dalga hizlarma sahiptir.

Bu yontemin temel adimlar asagidaki gibi verilir (Zhang ve Ma 2014, Adem ve ark.

2019a):

1. Adim: (3.1) denklemi yeni bir bagimli fonksiyon doniisiimii olan
u="T(f) (3.23)

altinda

H (Dy,D;,D2,D},D:Dy,...) ff =0 (3.24)

Hirota bilineer denklemine doniisiir. Burada f = f(x,¢) yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve
Dy, Dy, D)ZC,DIZ,D)CDt7 ..., operatorleri (2.5) denkleminde tanimlanan Hirota tiirev operator-

leridir (Hirota 2004).

2. Adim: (3.24) denkleminin ¢6ziimii

_ p(n17n2>

T= gtnma)

(3.25)

rasyonel fonksiyon olarak verilir. Burada p (11,12) ve ¢ (11, n2) ifadeleri 1y (&1) ve 2 (&)

fonksiyonlarindan olusan polinomlardir. 1; (&) fonksiyonu

d*m
= =- 3.26
m dglz n ( )
adi diferensiyel denklemini saglarken 1, (&;) fonksiyonu
dznz
m=—2=m (3.27)
d&3
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adi diferensiyel denklemini saglar. Burada dalga degiskenleri
Ei=kix+wit+cy, & =kx+at+c (3.28)

biciminde olup k1 ,k2,@,0,,c1,c2 sabit sayilardir.

(3.26) adi diferensiyel denkleminin ¢oziimii
M = *+sin&; veya 1M = +cosé; (3.29)
olarak verilirken (3.27) adi diferensiyel denkleminin ¢6ziimii
M, = +sinh&; veya mp = +cosh&, (3.30)

olarak verilir. (3.29) ¢oziimleri

ne=1-n; (3.31)

denklemini saglarken (3.30) ¢Oziimleri
ny=1+n; (3.32)

denklemini saglar.

3. Adim: (3.26) ve (3.27) denklemlerini kullanarak (3.25) rasyonel fonksiyon ¢oziimiiniin
kendisini ve gerekli tiirevleri (3.24) Hirota bilineer denkleminde yerine yazarsak birinci
mertebeden lineer olmayan bir denklem elde edilir. Elde edilen bu denklemde (3.31) ve
(3.32) denklemlerinin kullanilmasi sonucunda k; ve @; terimlerinden olusan bir denklem
sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde (3.1) denkleminin tam ¢oziimleri

elde edilir.

3.4. Yeni Test Fonksiyonu Metodu

Hirota bilineerlestirme algoritmalarindan biri olan yeni test fonksiyonu metodunda ise,

ele alinan denklemin Hirota bilineer formuna gereksinim duyulur. Benzer sekilde ele ali-
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nan denklem veya sistem bu forma sahip degilse sozkonusu algoritma uygulanamaz. Bu
algoritma sayesinde gelistirilmis rasyonel fonksiyon yaklasiminda elde edilen komplek-

siton tipindeki ¢oziimleri de kapsayan ¢oklu soliton ¢oziimleri elde edilir.

Bu metodun temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Singh ve Gupta 2016a,b, Yildirim ve
Yasar 2017a):

1. Adim: (3.1) denklemi yeni bir bagimli fonksiyon doniisiimii olan
u="T(f) (3.33)

altinda

H (Dy,D;,D;,D7,DiDy,...) ff =0 (3.34)

Hirota bilineer denklemine doniisiir. Burada f = f(x,¢) yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve
Dy, D,,D%,D?,DXD,, ..., operatorleri (2.5) denkleminde tanimlanan Hirota tiirev operator-

leridir (Hirota 2004).

2. Adim: (3.34) denkleminin ¢6ziimii
f=e % +8 cos& + & cosh & + 8¢ (3.35)
coklu soliton fonksiyon olarak verilir. Burada
Ei=aix+bit, i=1,23 (3.36)

ve 01,0,,03,a1,a;,a3,b1,by,b3 sabit sayilar olarak verilir.

3. Adim: (3.35) ¢oklu soliton fonksiyon ¢oziimiiniin kendisini ve gerekli tiirevleri (3.34)
Hirota bilineer denkleminde yerine yazarsak e%!sin&,, 51 sinh &, €51 cos &, €51 cosh &,
sin&; sinh &3, cos & cosh &z terimlerinden olusan lineer olmayan bir denklem elde edi-
lir. Elde edilen bu denklemde ayni terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi sonucunda

01,8,,03,a1,a2,a3,b1,by,b3 terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denk-
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lem sistemi ¢oziildiigiinde (3.1) denkleminin tam c¢oziimleri elde edilir.

3.5. Lump ve Lump Tipi Coziim Algoritmasi

Bir diger Hirota bilineerlestirme algoritmasi da Lump ve Lump tipi ¢6ziim yaklagimidir.
Bu algoritmanin uygulanabilmesi i¢in modelin Hirota bilineer formuna gereksinim duyu-
lur. Bu algoritma kullanilarak denklemin rasyonel ¢coziimleri elde edilir. Rasyonel ¢6ziim-
ler iyi tammmlilik, analitiklik ve yerellilik sartlarin1 saglamasi durumunda literatiirde Lump
coziimler olarak bilinen ¢oziimlere doniisiir. Ayrica (3+1) ve (4+1) boyutlu denklemlerin
rasyonel ¢oziimleri iyi tanimlilik ve analitiklik sartlarmni saglamasina ragmen sirasiyla R*
ve R> deki tiim yonlerde yerel olmadigindan dolay1 bu denklemlerin rasyonel ¢oziimle-
rine Lump tipindeki coziimler denir. Bahsedilen bu yiiksek boyutlu denklemlerin boyut-
lar1 (1+1) veya (2+1) boyutlarina diisiiriildiigiinde tiim yonlerde yerel olma sartin1 saglar
ve elde edilen rasyonel ¢oziimlere Lump ¢oziimler denir. Soliton ve Lump ¢6ziimler ara-
sindaki farka bakildiginda soliton ¢oziimler belli yonlerde yerel olmasina karsin Lump

cOziimler uzayda tiim yonlerde yerel olan bir ¢esit rasyonel fonksiyon ¢oziimlerdir.

Bu algoritmanin temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Ma 2015, 2016, Lii ve ark. 2016,
Ma ve ark. 2016, Yang ve Ma 2016, 2017, Zhang ve ark. 2017, Cheng ve Zhang 2017):

1. Adim: (3.1) denklemi yeni bir bagiml fonksiyon doniisiimii olan

altinda

H (Dy,D;,D2,D?,D:Dy,...) ff =0 (3.38)

Hirota bilineer denklemine doniisiir. Burada f = f(x,¢) yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve
D,,D;,D?,D? D.D;, ..., operatorleri (2.5) denkleminde tanmimlanan tiirev operatorleridir

(Hirota 2004).
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2. Adim: (3.38) denkleminin ¢6ziimii
=g +hn +a; (3.39)
ikinci dereceden fonksiyon olarak verilir. Burada
g=aix+ax+as,

h = asx+ast +ag (3.40)

lineer dalga degiskenler ve a;,as,a3,a4,as,a¢,a7 sabit sayilar olarak verilir.

3. Adim: (3.39) ikinci dereceden fonksiyon c¢oziimiiniin kendisini ve gerekli tiirevlerini
(3.38) Hirota bilineer denkleminde yerine yazarsak x ve ¢ bagimsiz degiskenlerinden olu-
san bir polinom elde edilir. Elde edilen bu polinomda ayni ifadelerin katsayilarinin sifira
esitlenmesi sonucunda @; (1 <i < 7) terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edi-
lir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde (3.39) ikinci dereceden fonksiyon ¢oziimleri elde

edilir.

4. Adim: (3.39) ikinci dereceden fonksiyon ¢oziimleri (3.37) doniisiimiinde yerine yazil-
diginda (3.1) denkleminin rasyonel ¢oziimleri elde edilir. Elde edilen rasyonel ¢oziimler

asagidaki kosullarin saglanmasi halinde "Lump ¢oziimleri" olarak adlandirilir.
1.) Iyi tanimlilik: Ikinci dereceden fonksiyon ¢oziimlerinin olmasi icin, logaritma fonksi-

yonunun tanimindan dolay1

a7 >0 (3.41)

olmalidir.

2.) Analitiklik: Rasyonel ¢coziimlerin her yerde tanimli olmasi gerekir.
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3.) Yerellik: Rasyonel ¢oziimlerin tiim yonlerde yerel olmasi
g2+ h? — o ikenu — 0 (3.42)

ile tanimlanir.

(3+1) ve (4+1) boyutlu denklemlerin rasyonel ¢coziimleri iyi tanimlilik ve analitiklik sart-
larin1 saglamasina ragmen sirastyla R* ve R> deki tiim yonlerde yerel olmadigindan do-
lay1 bu denklemlerin rasyonel ¢oziimlerine Lump tipindeki ¢oziimler denir. Bahsedilen
bu yiiksek boyutlu denklemlerin boyutlar1 (1+1) veya (2+1) boyutlarina diisiiriildiigtinde
tiim yonlerde yerel olma sartin1 saglar ve elde edilen rasyonel ¢coziimlere Lump ¢oziimler

denir.

3.6. Wronskiyen Determinant Algoritmasi

Wronskiyen determinant algoritmas: uygulanabilmesi icin iki 6nemli sartin yerine gerti-
rilmesi gerekir. Bunlardan ilki ele alinan modelin Hirota bilineer formunun bilinmesi ikin-
cisi ise denklemin Hirota bilineer formunu ¢ozen lineer kismi diferensiyel denklem sis-
teminden olugan Wronskiyen sartlarinin bilinmesi gerekir. Wronskiyen sartlar denklemin
Hirota bilineer denkleminin yapisina gore degisiklik gostermektedir. Genel bir Wrons-
kiyen sartlar1 bulunmamaktadir. Bu durumdan dolay1 literatiirde (1+1), (2+1) ve (3+1)
boyutlu denklemler icin birbirinden farkli Wronskian sartlar1 teorem olarak verilmis ve
ispatlanmistir. Bu yaklasim sayesinde denklemin rasyonel, soliton, poziton, negaton ¢o-

ziimleri ve bu ¢oziimlerin kendi aralarinda etkilesim ¢oziimleri elde edilir.

Bu algoritmanin temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Ma 2004, Ma ve You 2005, Ma
ve ark. 2009, Tang ve ark. 2011, Ma ve Bai 2013, Su ve Xu 2016, Yildirim ve Yasar
2017¢):

1. Adim: (3.1) denklemi yeni bir bagimli fonksiyon doniisiimii olan

u=T(f) (3.43)
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altinda

H (Dy,D;,D;,D},D.Dy,...) ff =0 (3.44)

Hirota bilineer denklemine doniisiir. Burada f = f(x,¢) yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve
Dy, D,,D)%,th,Dth, ..., operatorleri (2.5) denkleminde tanimlanan Hirota tiirev operator-

leridir (Hirota 2004).

2. Adim: (3.44) denkleminin ¢6ziimii
f=I|N—1 (3.45)

Wronskiyen determinanti olarak verilir. (3.45) Wronskiyen determinantinin (3.44) Hirota
bilineer denklemini sagladigim1 gdstermek i¢in lineer kismi tiirevli diferensiyel denklem
sisteminden olusan Wronskiyen sartlarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu sartlar (3.44) Hi-
rota bilineer denkleminin yapisina gore degisiklik gostermektedir. Genel bir Wronskiyen
sartlar1 bulunmamaktadir. Bu durumdan dolayi literatiirde (1+1), (2+1) ve (3+1) boyutlu
denklemler icin birbirinden farli Wronskiyen sartlar1 teorem olarak verilmis ve ispatlan-

migtir.
(1+1) boyutlu denklemler icin Wronskiyen sartlari:

1) ¢; = ¢; (x,1) ve 1 <i < N olmak iizere
N
d)i,xxx = Z lij(t)(pj )
j=1

Oir = VOixx (3.46)

seklindedir. Burada 7y keyfi parametre ve 4;;(¢) keyfi reel degerli fonksiyonlardir (Ma ve
ark. 2009).
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2) ¢; = ¢ (x,1) ve 1 <i < N olmak iizere
N
¢i,xx - Z Aij(pj 5
j=1

¢i,t = y¢i7xxx (3.47)

seklindedir. Burada y ve A;; keyfi reel degerli sabitlerdir (Ma 2004).
3) ¢; = @i (x,¢) ve 1 < i< N olmak iizere
N
¢i7xx = Z Aij (Z) (pj )
j=1

Gie = VPixex + & (t) O (3.48)

seklindedir. Burada y keyfi reel degerli sabit, & (1) ve A;;(z) keyfi reel degerli fonksiyon-
lardir (Ma ve You 2005).

(2+1) boyutlu denklem icin Wronskiyen sartlari:

1) ¢; = ¢; (x,y,7) ve 1 <i < N olmak iizere

¢i,t =N ¢i,xxx
¢i,xx - 724)1'
Diy = V30ix (3.49)

seklindedir. Burada 7;,7»,y; keyfi parametrelerdir (Najafi ve ark. 2013).
2) ¢; = ¢ (x,y,t) ve 1 < i< N olmak iizere

N
¢i,xxxx = Z lij(bj ’
—1

J

(pi,y =N ¢i7xx
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Oir = V20 xxx (3.50)

seklindedir. Burada y;,%,A;; keyfi parametrelerdir (Cheng ve ark. 2014).
3) ¢ = @i (x,y,¢) ve 1 <i < N olmak iizere

N
Pir = Y Aij0;
=1

Oiy = VN0ix
Oir = V0ix
V3 ¢i,xxx aF Y4¢i,x =0 (3.51)

seklindedir. Burada 1,7,%3, %4,A;; keyfi parametrelerdir (Cheng ve ark. 2014).
4) ¢; = ¢; (x,y,t) ve 1 <i< N olmak lizere
N
Pir = Y Aij0;
j=1

Giy = Y19ix
(Pi,t =Y (t) (pi,xxx + V3 (t) (Pi,x (352)

seklindedir. Burada ¥, A;; keyfi parametreler ve 7 (¢),7; () keyfi reel degerli fonksiyon-
lardir (Jian-Ping ve Xian-Guo 2013).

(3+1) boyutlu denklem icin Wronskiyen sartlar::
1) ¢; = ¢; (x,y,z,¢) ve 1 <i < N olmak iizere

Oiy = V0ix

¢i,z =% ¢i,xx

29



Gir = V3 Qi xxx (3.53)

seklindedir. Burada ¥;,7,73 keyfi parametrelerdir (Ma ve ark. 2011).
2) ¢; = @i (x,y,2,¢) ve 1 <i< N olmak iizere

¢i,t =M ¢i,xxx

¢i,xx — y2¢i
(PW = Y3¢i,x
0iz = VaQixox (3.54)

seklindedir. Burada 71,7,73,7% keyfi parametrelerdir (Jian-Ping 2011).
3) ¢; = ¢; (x,y,2,¢) ve 1 <i< N olmak iizere
N
(pi,xx 5 Z lij(t)‘pj )
j=1

Oiy = VN0ix
¢i.,z = YZd)i,xxx + 7 ¢i.,x
Oir = YaPix (3.55)

seklindedir. Burada 7;,72,73,7 keyfi parametreler ve A;;(¢) keyfi reel degerli fonksiyon-
lardir (Tang ve ark. 2011).

4) ¢; = ¢i (x,y,2,t) ve 1 <i < N olmak iizere

N
P = Y, Aij(1)9)
e~

J
Oiy = N0ix

¢i,z =% (Pi.,xxx + V3 (Pi,xx
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Oir = YaPixx (3.56)

seklindedir. Burada 7;,7,73,7 keyfi parametreler ve A;;(¢) keyfi reel degerli fonksiyon-
lardir (Tang ve ark. 2012).

3. Adim: Ele alinan Wronskiyen sartlarinin ¢oziilmesi sonucu 6zdeger fonksiyonlari elde
edilir. Elde edilen bu 6zdeger fonksiyonlar: (3.45) Wronskiyen determinantinda yerine

yazilmasi sonucu (3.1) denklemin tam ¢oziimleri elde edilir.

3.7. Tam mertebeli denklemler icin Lie simetri yaklasinm

Tam ve kesir mertebeli denklemler i¢in gelistirilen Lie simetri yaklagimlarinin en 6nemli
ozelligi, ele alinan denklemin (ya da sistemin) siirekli Lie doniisiim grubu altinda degis-
mez kalmasidir. Ele alinan denklemin (ya da sistemin) tam ¢6ziimlerinin bulunabilmesi
icin oncelikli adim denklemin Lie doniisiim grubuna karsilik gelen Lie nokta simetri tire-
teclerinin bulunmasidir. Denklemin iiretegleri kullanilarak denklemin degismezleri bulu-
nur. Bu degismezler sayesinde simetri indirgemeleri bagka bir degisle denklemin bir bo-
yut indirgenmis hali elde edilir. Yiiksek boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklemlerde
denklemin adi diferensiyel denklem hali elde edilene kadar denklemin simetri indirgeme-
lerinin bulunmasi devam edilir. Literatiirde adi diferensiyel denklemler i¢in gelistirilmis
yontemler -6rnegin en basit denklem yontemi ve kuvvet serisi yontemleri v.d.- kullanila-

rak modelin analitik ¢oziimleri elde edilmis olunur.

Bu yaklagimin temel adimlar1 asagidaki gibi verilir (Bluman ve Kumei 1989, Olver 1993,
Ibragimov 1995, Cheviakov 2007, 2010, Naz ve ark. 2008, Yildirim ve Yasar 2018):

1. Adim: (3.1) denkleminin bir Lie simetri iireteci

d 0 d
X:ét(tvxuu)E—}_gx(lvx?u)a_x—'—n(tu)@u)a_u (357)

seklinde verilir. (3.57) iiretecini bulabilmek i¢in {iretecin n. uzanimin (3.1) denklemine
X(n) [P] }P(x,t,u,ux,u,,uxx,u,,,ux,,...):O =0 (3.58)

31



biciminde uygulamak gerekir. (3.58) denklemi acildiginda bir denklem elde edilir ve elde
edilen bu denklemdeki terimler «’nun tiirevlerine gore ayrilirsa bir denklem sistemi ortaya
¢ikar. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse &', £¥, 1 degerlerine ulasilir. Boylece (3.1) denkle-

minin (3.57) iiretecleri elde edilir.

2. Adim: (3.57) iiretecleri kullanarak (3.1) denkleminin

dt dx du
ét (t,x7u) - éx (t,x,u) - n ([7x’u) (3.59)

degismezleri bulunur. (3.59) degismezleri kullanilarak denklemin Lie simetri indirgemesi

elde edilir veya bagka bir ifadeyle denklem, bir mertebe diisiigii olan
o(U,UU",..)=0 (3.60)

adi diferensiyel denkleme doniisiir. Ornegin, a ve b sabit sayilar olmak iizere £* = b ve
&' = a segilirse

ulx,t)=U(&), &=ax—bt (3.61)

olarak verilir.

(3.61) denklemindeki degismezler (3.1) denkleminin daima kabul ettii uzay X; = %

ve zaman X, = % simetri iireteglerinin lineer birlesimi olan
X =bX| +aXp (3.62)

tiretecine kargilik gelmektedir.

3. Adim: (3.60) adi diferensiyel denklem ¢oziilerek (3.1) denkleminin tam ¢oziimleri

elde edilir.
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3.8. Zaman kesir mertebeli denklemler icin Lie simetri yaklasimi

Bu yaklagimin temel adimlar1 agagidaki gibi verilir (Sahadevan ve Bakkyaraj 2012, Wang
ve Xu 2014, Jefferson ve Carminati 2014, Yasar ve ark. 2016, Baleanu ve ark. 2018a,b,
Yusuf ve ark. 2018a,b,c, Tchier ve ark. 2018):

1. Adim: (3.2) denkleminin bir Lie simetri {ireteci

d d d
X:T(x,t,u)a—i—ﬁ(x,t,u)%%—n(x,t,u)% (3.63)

seklinde verilir. (3.63) iiretecini bulabilmek i¢in iiretecin 7. uzanimini (3.2) denklemine
X" (E)|g—o=0 (3.64)

biciminde uygulamak gerekir. (3.64) denklemi acildiginda bir denklem elde edilir ve elde
edilen bu denklemdeki terimler #’nun tiirevlerine gore ayrilirsa bir denklem sistemine ula-
silir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 7, &, n degerlerine ulasilir. Boylece (3.2) denkleminin

(3.63) iiretecleri elde edilir.

2. Adim: (3.63) iiretecleri kullanarak (3.2) denkleminin

dt dx du
T(x,t,u) - E(x,t,u) - n(x,t,u) (3.65)

degismezleri bulunur. (3.65) degismezleri kullanilarak denklemin Lie simetri indirgemesi

elde edilir veya bagka bir degisle denklem, bir mertebe diisiigii olan

0 <<Pg’ag> .2.8.,4", ) =0 (3.66)

kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme doniisiir. Burada <Pg o g) ifadesi Erdelyi-Kober

kesirli tiirev operatoriidiir.

3. Adim: (3.66) kesir mertebeli adi diferensiyel denklemi ¢oziilerek (3.2) denkleminin

tam coziimleri elde edilir.
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4. TAM COZUM YONTEMLERININ UYGULAMALARI

Bu boliimde, fizik alaninda kullanilan ve bu alanda oldukc¢a onemli bir yere sahip olan
(1+1) boyutlu bir genellestirilmis KdV denklemi, (2+1) boyutlu SK denklemi, bir yeni
genellestirilmis (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklemi, (2+1) boyutlu ye-
rel olmayan Ito denklemi, (2+1) boyutlu kirilgan soliton denklemi ve yedinci mertebeden
zaman kesir mertebeli SKI denklemlerinin tam ¢oziimleri ii¢iincii boliimde verilen metot-
lar kullanilarak incelenecektir. Ayrica ele alinan modellerin daha iyi anlagilmasi i¢in bazi

cOziimlerin grafikleri de sunulacaktir.

4.1. En Basit Denklem Yontemiyle Elde Edilen Coziimler

Literatirde KdV denklemi olarak bilinen
Uy + 6uuy, +uz, =0 4.1)

denklemi zayif dogrusal olmayan uzun dalgalar1 modeller (Whitham 1974, Marchant

2000). KdV denklemine yiiksek mertebeden terimler ilave edilirse
Uy + ity 4 O (Autty + uzy) + o (cluzux + Cottxltny + C3uU3, + Catsy) =0 4.2)

genellestirilmis KdV denklemi elde edilir (Whitham 1974, Marchant 2000, Miao ve ark.
2014, Wazwaz 2016, Yildirim ve Yasar 2017a). Burada o bir dalga genligidir. (4.2) denk-
lemi (4.1) denkleminden farkli olarak daha kisa dalga boyundaki dik dalgalarin olusu-
munu tasvir eder. Ayrica (4.2) denklemi bir¢ok integrallenebilir modellere doniistiiriilebi-

lir ve bu doniisen modeller s1g su dalgalarinin genligini tanimlar (Wazwaz 2016).

Besinci mertebeden klasik KdV
ur + Omzux + Buxtipy + Yuuzy, +us, =0 4.3)

denkleminin aksine (4.2) denklemi hem us, ve us, dogrusal yayilma terimlerini hem de

lineer olmayan uu,, Ul Uy, Uity ve uus, terimlerini icerir (Wazwaz 2007).
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(4.2) denkleminde ¢; =45, ¢c) = c3 =15, ¢4 = 1, A = 6 alindiginda
U + Uy + o (6uny + uzy) + o’ (M5x + 15uuz, + 15u,us, + 45u2ux) =0 4.4)

bir 6zel genellestirilmis KdV denklemi bulunur. Bu béliimde en basit denklem yontemi
kullanilarak (4.4) denkleminin periyodik ilerleyen dalga ¢6ziimleri, cnoidal dalga ¢ozii-

miimleri ve snoidal dalga ¢oziimleri bulunacaktir.

4.1.1. Bernoulli denkleminin en basit denklem olarak kullanilmasi

(3.3) doniisiimii (4.4) denkleminde yerine yazildiginda
koF'(2) + k1 F'(2) + o (6k1 F(2)F'(z) + ki F" (2))

+a? (k?F""' (2) + 158 F (2)F" (2) + 15K3F (2)F" (2) + 45k, F (Z)F’(z)) —0 (45

lineer olmayan adi diferensiyel denklemi elde edilir. (4.5) adi diferensiyel denkleminde
en yliksek mertebeden lineer terim

Fl//// (Z) (46)

ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terimler
FRF"(z), FQF"(z), F()F() (4.7)

arasinda dengeleme prensibinin uygulanmast sonucu M = 2 elde edilir. Boylece (3.5)

denkleminin sonucu olarak (4.5) denkleminin ¢oziimii
F(z) =Ag+AH(z) + A H(2) (4.8)

seklindedir. (4.8) denklemi (3.6) denklemiyle birlikte (4.5) denkleminde yazildiginda
yiikksek mertebeden bir denklem elde edilir. Sifirinc1 mertebeden denklem elde edilene
kadar bu yerine koyma islemi devam edilir ve daha sonra H' fonksiyonlarinin katsayilari

sifira esitlendiginde «, ki, k, a, b, Ag, A1, A, terimlerinden olusan bir denklem sistemi
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elde edilir. Bu denklem sistemi Maple yardimiyla c¢oziildiigiinde

Sa 0k} +2k) |/ Sata2k§ — 16k — 20k1ks

A - )
0 30k, ot
Ay = —2abk?,
Ay = —2b%k} (4.9)

sonugclari elde edilir. Boylece (4.4) denkleminin ¢oziimii

u(x,t) = Ao +A1a{ cosh[a (z+C)] +sinh[a (z +C)] }

1 —bcosh[a(z+C)] —bsinh|a(z+C)]

cosha(z+C)]+sinh[a(z+C)] 2
+A2a2{ 1 —bcoshla(z+C)] —bsinh|a(z+ C)] } (4.10)

olarak bulunur (Sekil 4.1). Burada z = kyx + kpt 4 k3, C bir integral sabiti ve Ag, A1, Az

katsayilar1 (4.9) denkleminde verilir.

I

5]

Lh
11|1i1|5

|
w
1‘1!?|III

Sekil 4.1. (4.4) denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada o = 3, diger tiim pa-
rametreler 1 alinmigtir
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4.1.2. Riccati denkleminin en basit denklem olarak kullanilmasi

(4.8) denklemi (3.7) denklemiyle birlikte (4.5) denkleminde yazildiginda yiiksek merte-
beden bir denklem elde edilir. Sifirinci mertebeden denklem elde edilene kadar bu yerine
koyma islemi devam edilir ve daha sonra H' fonksiyonlarmin katsayilar1 sifira esitlendi-
ginde «, ki1, ka2, a, b, ¢, Ag, A1, A> terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sistemi ¢oziildiigiinde

40accks +S5ab*i + 2k & \/ 80a2a2c2k8 — 40a02b2ck + 5a2b*k$ — 16k — 20k ky

An =
0 —30k; ot ’
Ay = —2abk?,
Ay = —2a%k} (4.11)

sonugclari elde edilir. Boylece (4.4) denkleminin ¢oziimii

u(x,t) =Ag+A4A, {—i — itanh [16 (z—l—C)} }

2a  2a 2
ad -9 l9( +C) ’ (4.12)
2\ 24 24 27 \& ! '

B b 6 0z sech (%)
u(x,1) =Ao+A; {_% a Ztanh (7) * Ccosh (%) — %“ sinh (%)

2
b 6 0z sech(%)
A~ D ann [ 413
“{ a2 (2>+Ccosh<%>—%:sinh<%> .

olarak bulunur. Burada z = kjx + k»t + k3, C bir integral sabiti, 0% = b> —4ac ve Ay, A,

Aj katsayilart (4.11) denkleminde verilir.

4.1.3. Jacobi eliptik fonksiyonlarin en basit denklem olarak kullanilmasi

(4.8) denklemi (3.8) denklemiyle birlikte (4.5) denkleminde yazildiginda yiiksek merte-
beden bir denklem elde edilir. Sifirinct mertebeden denklem elde edilene kadar bu yerine
koyma islemi devam edilir ve daha sonra H' fonksiyonlarmin katsayilar1 sifira esitlendi-

ginde a, ki, kp, @, Ag, A1, Ay terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu
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denklem sistemi ¢oziildiigiinde (4.4) denkleminin cnoidal dalga ¢coziimii (Sekil 4.2)
u(x,t) = Ag +Acn(z|®) + Arcn® (z) @) (4.14)

olarak verilir. Buradaki katsayilar

2000k] — 100} + k1 + /200202 — 20020k} +2002KS — 48] — Skiky

Ang =
0 —15ki 0t ’
A =0,
Ay =20k3 (4.15)

seklinde bulunur.

Sekil 4.2. (4.4) denkleminin cnoidal dalga ¢6ziim grafigi. Burada oo = —2, w = 1, k; =3,
ky =4 ve k3 =5 alinmistir

Ote yandan (4.8) denklemi (3.9) denklemiyle birlikte (4.5) denkleminde yazildiginda yiik-
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sek mertebeden bir denklem elde edilir. Sifirinct mertebeden denklem elde edilene kadar
bu yerine koyma islemi devam edilir ve daha sonra H' fonksiyonlarimin katsayilari sifira
esitlendiginde a, ki, k2, @, Ag, A1, A, terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edilir.

Bu denklem sistemi ¢oziildiiglinde (4.4) denkleminin snoidal dalga ¢oziimii (Sekil 4.3)
u(x,1) = Ag+Asn(z) @) + Assn®(z) ) (4.16)

olarak verilir. Buradaki katsayilar

1000k; + 100k — ky + \/ 200202k8 — 2002 wkS + 2002k — 4k2 — Skika

An =
0 15k ’

A =0,
Ay = —20k3 (4.17)

seklinde bulunur.

Sekil 4.3. (4.4) denkleminin snoidal dalga ¢coziim grafigi. Burada a =2, o =1, k; =3,
ky = 4 ve k3 = 5 alinmistir

39



4.2. Coklu Eksponansiyel Fonksiyon Metoduyla Elde Edilen Coziimler

Literatiirde beginci mertebeden KdV denklemi olarak bilinen
u; + Ocuzux+ﬁuxu2x+yuu3x+u5x =0 (4.18)

denklemi bircok fiziksel olayin modellenmesinde ortaya cikar (Wazwaz 2007, Bilige ve
Chaolu 2010, Liu ve ark. 2010, Wang ve ark. 2013). Burada «, 8 ve y keyfi sabit sayilar-

dir. Bu parametrelere degerler verilerek literatiirde bilinen bazi denklemler elde edilir.

(4.18) denkleminde @ = § = ¥ = 5 alindaginda SK denklemi
Uy 45Uty + Suitny + Suuzy + s, = 0, (4.19)
o = 180, y = B = 30 alindaginda Caudrey—Dodd-Gibbon (CDG) denklemi
uy + 180w uy + 30uyiny + 30uusy, + us, = 0, (4.20)
o =30, y=120, B = 10 alindaginda Lax denklemi
Uz + 30Uty 4 20uguny + 10uuz, + usy =0, 4.21)
o =20, y=125, B = 10 alindaginda Kaup—Kupershmidt (KK) denklemi
Uy + 2001, + 25ucun, + 10uusy + usy = 0, (4.22)
o =2, Y=06, B =3 alindaginda Ito denklemi
Uy + 20ty + Guitny + 3uutzy + usy = 0 (4.23)

elde edilir (Wazwaz 2007, Bilige ve Chaolu 2010).

(4.18) numaral1 yiiksek merteben KdV denkleminin hiyerarsine ait olan veya bir genel-

lestirilmesi olan (2+1) boyutlu SK denklemi
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U — U5, — Suyliny — Sunz, — 5u2ux — Supyy — Suuy + 5 / uzydx — Sy / uydx =0 (4.24)

olarak verilir (Konopelchenko ve Dubrovsky 1984, Hong-Yan ve Hong-Qing 2008, Waz-
waz 2011, Shi ve Li 2012, Lii 2014, Jia ve ark. 2017, Yildirim ve Yasar 2017b).

(4.24) denklemine fizeksel olarak bakildiginda fizigin bir¢ok alanlarinda 6rnegin uygun
alan teorisinde, iki boyutlu kuantum yercekimi 6l¢iim alaninda ve dogrusal olmayan Lio-
uvile akigkan korunum denklemlerinde yaygin olarak kullanilir (Hong-Yan ve Hong-Qing
2008, Shi ve Li 2012, Huang ve Chen 2017, Liu 2018). (4.24) denkleminde u (x,y,t) =
u(x,t) alindiginda (4.19) numarali (1+1) boyutlu SK denklemine doniisiir. (4.19) numa-
ral1 denklem bircok arastirmaci tarafindan degisik agilardan ele alinmasina ragmen (4.24)
denklemi birkag kisi tarafindan ele alinmistir. Bu sebepden dolay1 bu boliimde (2+1) bo-

yutlu hali ele alinacaktir.

(4.24) denklemi integral terimlerini i¢erdiginden dolay1
u=vy (4.25)
doniistimii kullanarak (4.24) denklemi asagidaki denkleme doniisiir:
Vit — Véx — IVoyV3y — SV Vay — SV)ZCsz — 5V3xy — SVyVyy + Svoy — Svpvy = 0. (4.26)

Bu boliimde ¢oklu eksponansiyel fonksiyon metodu kullanilarak (4.24) denkleminin bir

dalga, iki dalga ve ii¢ dalga ¢oziimleri bulunacaktir.

4.2.1. Bir dalga ¢oziimii

Coklu eksponansiyel fonksiyon metodunda (2+1) boyutlu bir denklem i¢in bir dalga ¢6-

zimi
q)(nl) B A0+Alek1x+l|y*wlt

Q(rll) o Bo_i_Bleklirllyf(olt

v(x,y,t) = (4.27)
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olarak verilir (Sekil 4.4). Burada Ag,A1, By, By keyfi sabitlerdir. (4.27) rasyonel fonksiyon
cOziimiinii ve gerekli tiirev terimleri (4.26) denkleminde yerine yazildiginda bir denklem

sistemi elde edilir ve bu denklem sistemi ¢oziiliirse

K +5k0 =51
ky ’

) =

A= — —6BgB1k; —ApB; (4.28)

By

sonuglar1 bulunur.

Sekil 4.4. (4.24) denkleminin bir dalga ¢oziim grafigi. Burada A9 = 0.2, By = 0.3, B] =
0.6, k; = 1/6 ve I; = 0.1 alinmigtir
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4.2.2. 1Iki dalga coziimii

(241) boyutlu bir denklem i¢in iki dalga ¢oziimii

P (n1,m2) (4.29)

Vo) = Q(N1,m2)

ve
b= y k ek1x+lly—a)1t —|—k ek2x+lzy—a)2t TA (k _|_k )eklx-i-l]y—a)llekzx-i-lzy—a)zl
- 1 2 12 \R1 2 ;

Q= 1+ek1x+11y7wlt _}_ekaJrlzy*a)zt +A]Zek1x+lly*wltek2x+12y7(’ht

olarak verilir (Sekil 4.5). Burada 7y ve A, sabit sayilardir. (4.29) rasyonel fonksiyon ¢6-
ziimii ve gerekli tiirev terimleri (4.26) denkleminde yerine yazildiginda bir denklem sis-

temi elde edilir ve bu denklem sistemi coziiliirse

Y=06,
o
A12 o
B

o = K8k3 — 3i5 k3 + 4k kS — 3 IS + K3KS + kkolo 4 2k3 K311 — 33 k31 — 3kTkal
12k} 1 + ki k31 + K313 — 2kykoly o + K312,
B = K3 4 3Kk + 4k kS + 3k k5 4 Kk + ktols + 205 K311 + 3k k3 1o + 3k,
120331 + kK31 + K313 — 2kikolylp + K313,
K5k =51 kS +5k5k =513

W = = 4.30
1 kl , o k2 ( )

sonuglar1 bulunur.
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Sekil 4.5. (4.24) denkleminin iki dalga ¢6ziim grafigi. Buradak; =1/6,k, =1/6,1; =0.1
ve [ = 0.2 alinmistir

4.2.3. Uc dalga coziimii

(2+1) boyutlu bir denklem i¢in ii¢ dalga ¢oziimii

v(x,y,1) = ® (1,2, 1s) 431)

Q(N1,12,M3)

ve
b= y(kl gaxthy—ot _'_kzekszrlzyf(th _i_k3ek3x+l3y*a>3t +Ap (kl + kz) krxthy—ont Jox+hy—at

+A13 (kl +k3) ek1x+lly—a)1tek3x+l3y—w3t +A23 (k2 +k3) ek2x+12y—a>2tek3x+l3y—a)3t

—|-A12A13A23 (kl + k2 —|—k3) ek1x+11y—w1tek2x+lzy—a)2tek3x+l3y—0)3t) ,
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Q= 1+ek1x+11y—w1t +€k2x+lzy—a)21 +ek3x+l3y—a)3t _|_A126k1x+11y—a)11ekzx—l—lgy—wzt
+A13ek1x+11y7w11ek3x+l3y7w31 +A23ek2x+lzyfa>2tek3x+13y7w3t
+A12A13A23ek1x+lly7w]zek2x+lgy7wztek3x+l3y7w31 (432)

olarak verilir (Sekil 4.6). Burada 7y, A2, A3 ve Ap3 sabit sayidir. (4.31) rasyonel fonksiyon
coziimii ve gerekli tiirev terimleri (4.26) denkleminde yerine yazildiginda bir denklem

sistemi elde edilir ve bu denklem sistemi ¢oziiliirse

y=6,
o

Ap=—,
B

o = K8k3 — 3k k3 + 4k kS — 3k ks + KK + kkalo 4 2k3 K311 — 3k3 k31 — 3kTkal
12k} + kK31 + k313 — 2kykoly b + K31,

B = k8K3 + 35 k5 + 4kThS + 313K + IKS + kkolo 4 2k3 K311 + 3G K3 1 + 3kTK31,
+2k3S 1 + ki k31 + K313 — 2kykoly o + K312,

Az = B’

o = K8k3 — 3k k3 + 4k kS — 3k ks + KRS + kksls 4 2k3 K31y — 3k k31 — 3kTkaly
12331 + kK3 + K1 — 2kiksly 3+ K313,

B = K8K3 + 3k k3 + 4kt + 3113 + KSKS + kkals + 23 K31 + 3k K31 + 3k
12U + kK31 + K13 — 2kiksly s + K313,

Axz = B’

o = kSk3 — 3k5ks + 4SKS — 3k ks + KRS + K3ksls 4 2k3k3 1, — 3kak3ls — 3kskial

F2U3K315 + kok3 1 + K313 — 2kokslaly + K313,
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B = kSK3 + 35k + 43k + 3I3K3 + KkS + K3kalz + 2k3k3 10 + 3k k315 + 3k ki ln

F2U3K313 + kok3 1 + K313 — 2kokslaly + K313,

kS +5k31 — 513 0 — kS +5k31, — 513 o — kS + 5kils — 513

W = (4.33)

ki e ko o k3

sonuglar1 bulunur.

Sekil 4.6. (4.24) denkleminin ii¢ dalga ¢oziim grafigi. Burada k; = 1/6, ky = 1/6, k3 =
1/6,1; =0.1, 1, = 0.2 ve I3 = 0.3 alinmigtir

4.3. Gelistirilmis Rasyonel Fonksiyon Yaklasimiyla Elde Edilen Coziimler

Bu boliimde (4.24) numarali lineer olmayan (2+1) boyutlu SK denkleminin kompleksiton

cOziimleri bulunacaktir.
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4.3.1. Hirota bilineer denklemi

(4.26) numaral (2+1) boyutlu SK denkleminde

v(x,y,1) =6(Inf), (4.34)
doniistimii yazildiginda
2(Inf)py —2(In f)7, — 60 (In f)3, (In f) 4, — 60 (In f),, (In f)5, — 360 ((lnf)zx)z (Inf)s3,

~10(Inf) 44y — 60 (I £)5, (I f) 5, + 10 (In ) — 60 (I f)5, (Inf),, =0 (4.35)

denklemi elde edilir. Burada f = f(x,y,) olarak gosterilir.

(4.35) denklemi x bagimsiz de8iskenine gore bir kere integral alindiginda

2(Inf),, —2(In f)ge — 60 (In )y, (In )4 — 120((In f),,)°

—10(In f)3,, — 60 (In f),, (In ), +10(In f),, = C (4.36)

elde edilir. Burada C integral sabitidir. (4.36) denklemi diizenlenirse

2fa 2k 2o  12fscfe  30facr 2013,

o f Iz Iz 12
2f 3xy 2f 3xf y 6f xf 2xy 6f 2xf Xy ) 2f 2y Zf y2
-5 — — 5| —=—-—=—21=C 4.37
<f [ +<f 7 @37
veya
2f fa = 2fcf — 2f fox + 12 f5ufr — 30fax for + 2015,
=5 (2f fary = 2f3xfy — 6 fifary + 6 faxfy) +5 (2f foy —2f7) = Cf* (4.38)

elde edilir. (4.38) denkleminde gerekli olan Hirota tiirevleri
2 2
DIff=2ffy =21y,

DiDif f =2 far =21 ]t
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DDy ff =2f faxy — 2fnfy — 6 fefrey + 6 fac oy,
DSFf =2ffor — 12fcfsx+ 30 facfax — 20 /2, (4.39)

olarak verilir (Hirota 2004). C = 0O integral sabiti ve (4.39) Hirota tiirevleri (4.38) denk-
leminde yerine yazilirsa (4.26) numarali (2+1) boyutlu SK denkleminin Hirota bilineer

denklemi
(DXD, —DY—5D}Dy + 505) Ff = fha— fofi = [fox+6fcfsx — 15 focfac+ 105,

—5[ f3xy +5Fsufy + 15 fefoy = 15 facfry+5f foy =517 =0 (4.40)

elde edilir.

4.3.2. Kompleksiton ¢oziimler

(3.25) denklemindeki p (n1,1m2) ve g(n1,M2) polinomlar

p(Mi,m) =Am+Bn2, q(n,n2) =1 (4.41)

olarak alindiginda (3.25) denklemi

f=An+Bn, (4.42)

denklemine doniisiir. Burada
m=m(S), m=m(&), (4.43)
Ei=kix+hy+oit+cy, E=kx+bhy+mt+c (4.44)

bicimindedir. A, B, ky,k>,11,l, 01, 0, c1,cy parametreleri ise sabit sayilardir.

(3.26) ve (3.27) denklemleri kullanilarak (4.40) Hirota bilineer denkleminde yer alan tii-
revler

fx = Aklni +Bk277£7
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fy =Alm| +BhLn;,
fi =Awin| +Bapns,
fox = Akin{ + Bkany = —Akin + Bk31a,
foy =Alin{ + BNy = —Alin + B3,
fu =Akioin] +Bkyyny = —Aky@11M1 + Bkawy 1y,
froy =Akiimy + Bkalany = —Aki [y + Bkalap,
fa = ANy +Blany' = —Akin{ + Blans,
foy =AM + BI3lny = —AKZ L] + Bi3Ln),
faxy =Ak?lm1(4) +Bk§12n2(4) = AliLyn1 + B3 L,
far = Ak + BrENSY = Akiny + Bkém,,
fr =AY + BN = Akinj + Bin,

for = AKSD© + BKEDS®) = —AKST, + BKS,

(4.45)

olarak verilir. (4.45) tiirevleri (4.40) Hirota bilineer denkleminde yerine yazildiginda

(An1 +Bm2) (—Aki M1 + Bkoan) — (Akim| + Bkonz ) (Aoin; +Bwons)

— (A1 +Bn2) (—Ak?m + Bkgm) +6 (Akin| + Bky1;) (Ak?rl{ + Bkiné)

15 (—AK3y + BIGT,) (A + BKim,) + 10 (—AKIn| + Bidn})”

—5(Am +Bmn) (AGLimy + Bkaloma) +5 (—Akin| + Blany) (Alin{ +BlLny)

+15 (Akin| + Bkams) (—Akilim| + Bk3 L)

—15 (—Akin + Bk32) (—Akily 0y + Bkalom)

+5 (A1 +Bna) (AL, +BB3M,) — 5 (ALm| +BLng)” =0
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denklemi elde edilir. (3.31) ve (3.32) denklemleri kullanilarak (4.46) denklemi diizenlen-

diginde ve n2,n3,1m1,M2,M},n, terimlerin katsayilari sifira esitlendiginde
16A%kS 4+ 16B%kS — 20A%k3 1, + 20B* k315

—A%k oy — 5A%13 — B*kown — 5B*15 =0,
6k3ky — 20k3 k3 + 6k k5 — 5k3 1o — 15k3 k1
+15k1 K31, + 5k31, — ky @y — ko — 10111, = 0,
kS — 15k1k3 + 15k3k5 — kS — 5K311 + 15k3 ks L
+15k1 k31 — Sk3ly — ki oy +kyy — 513 +513 =0 (4.47)

belirleyici denklem sistemi elde edilir. Bu belirleyici denklem sistemi ¢oziildiigiinde asa-

gidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 1:

o = —kSkS + kTS 4 SKTKS + 3kS + kikaly + 203 K31y 4 4k3 K31 + 2k K51y
13131 — k313 + 2k kol o — K317,
B = 3k8 + 5k0k3 + ki3 — I3kS — 331y — 2k kyly — AKSIEL — 203 K31

—ki K31y — k313 + 2kkaly 1 — K313,
1

) = m(k{ — 9KJk5 — Sk3ks 4 SkikS — Skily + 10k kalo + 10k k31
1 2
+5k31y — 5k 13 + 5ky 15 — 10ky1, 1),
1
W = m(Sk?kQ — 5kik3 — 9k3k5 + k3 — 5klo — 10k kaly — 10k k31,
1 2

+5k51) — 10k 1y 1o 4 5kyl? — 5ky13). (4.48)
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(4.48) sonuglart (4.42) ve (4.34) denklemlerinde yerine yazildiginda (2+1) boyutlu SK

denkleminin kompleksiton ¢oziimleri

v(x,y,t) =6(Inf(x,y,1)), (4.49)

olarak verilir (Sekil 4.7). Burada

o

flyyt) ==+ —EBsin(k1x+lly—|—a)1t+c1):tBsinh(kzx+lzy+a)zt+cz), (4.50)
o

f(x,y,t) ==+, /——=Bcos (kipx+l1y+ w1t + c1) £ Bsinh (kopx + Ly + it +¢3)  (4.51)

L
2

Sekil 4.7. (4.24) denkleminin kompleksiton ¢oziim grafikleri. Burada tiim parametreler 1
olarak alinmigtir

Sonug 2:
L=k, L=—k, o =-9%, w=-9%. (4.52)

(4.52) sonuglart (4.42) ve (4.34) denklemlerinde yerine yazildiginda (2+1) boyutlu SK

denkleminin kompleksiton ¢oziimleri

v(x,y,t) =6(Inf(x, 1)), (4.53)
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olarak verilir (Sekil 4.8). Burada
£ (x,y,1) = £Asin (klx By — 9K + cl> + Bsinh <k2x — By — 9kt + Cz) . (454)

£(xy,1) = +Acos <k1x+ Ky — 93t + cl> + Bsinh (kzx Ky — 9K+ 62) . (4.55)
£ (x,y,1) = +Asin (k1x+k-}’y — kSt + cl> + Bcosh (kgx — KBy — 9K+ 02) . (4.56)
£(x,y,1) = £Acos (k1x+k§y — 93t + cl) + Beosh (kzx — By — 93t + cz) (4.57)

bicimindedir.

4_I 1 1 1 ! 1]
4 2 0 2

"
]
4

Sekil 4.8. (4.24) denkleminin kompleksiton ¢6ziim grafikleri. Burada tiim parametreler 1
olarak alinmigtir

Sonug 3:
I} =k —3kik3, b =3koki — k3

o1 = —9% (k} — 10k33 +5K3) , @n = —9k, (5K} — 10k3K3 +43) . (4.58)

(4.58) sonuglar1 (4.42) ve (4.34) denklemlerinde yerine yazildiginda (2+1) boyutlu SK

denkleminin kompleksiton ¢oziimleri

v(x,y,1) =6(Inf(x,y,1)), (4.59)
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olarak verilir (Sekil 4.9). Burada
f(xy,t) = £Asin (kix+ (kf — 3kik3) y — 9k (K} — 10k3k3 +5k3) 1 +¢1)

£Bsinh (kox + (3koki — k3) y — ko (SkT — 10k3h3 +k3) t +¢2) (4.60)
f(xy,1) = £Acos (kix+ (ki —3kik3) y — 9ky (ki — 10343 +5k3) t +¢1)
£Bsinh (kox+ (3koki —k3) y — k> (SkT — 10kih3 + k3 ) t +c2) (4.61)
f(x,y,1) = £Asin (kix+ (kf —3kik3) y — 9%k (k] — 10k5k3 +5K3) £ + 1)
£Bcosh (kox + (3kaki — k3 ) y — 9ka (5kT — 10kTk3 + k3 ) t +¢2) , (4.62)
f(x,y,1) = £Acos (kix -+ (ki —3kik3) y — 9ky (ki — 10343 +5k3) t +c1)
£Bcosh (kox + (3kokt — k3 ) y — 9%k, (5ki — 10kk; +K3) t +¢2) (4.63)

bicimindedir.

0.4F

0.2r

0.0r

0.2r

0.4F

n L L L
0.4 0.2 0.0 0.2 0.4

Sekil 4.9. (4.24) denkleminin kompleksiton ¢6ziim grafikleri. Burada tiim parametreler 1
olarak alinmigtir

Sonug 4:
ki = Liky, I, = +ily

168 +20k31, +5il} —16kS £20ik311 — 513

0]
1 i , W i

(4.64)

(4.64) sonuglar1 (4.42) ve (4.34) denklemlerinde yerine yazildiginda (2+1) boyutlu SK
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denkleminin kompleksiton ¢oziimleri

v(x,y,t) =6(nf(x,y,1)), (4.65)

olarak verilir (Sekil 4.10). Burada

+16ikS 20k3l +5il?
f(x,y,t) = £Asin (iik2x+11y+< iky + 1 i )t )

+Bsinh (kzxiilly— ( 163 12]:)2 ikl _512> 2) (4.66)
f(x,y,t) = £Acos (iik2x+11y+ <i16lk6 +2Ok3ll +5ily ) t+cl)

+Bsinh (kzxiilly— ( 16k3 ﬂ]z ikl _512> 2) (4.67)
Flent) = +Asin (iikZth+ (j:16zk6 8 +20k31, 15112) )

+Bcosh <k2xi ilyy — (_16kg £ ng%l‘ — 51]2) ‘4 Cz) (4.68)
f(x,y,t) = tAcos (iik2x+lly+ <ﬂ:16ik§ +i(2)k§ll iSil%) t+c1)

+Bcosh (kzx +ily— ( —16k3+ 2k02 ik3h — 5112) -+ 6‘2) (4.69)

bicimindedir.
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Sekil 4.10. (4.24) denkleminin kompleksiton ¢oziim grafikleri. Burada tiim parametreler
1 olarak alinmigtir

4.4. Yeni Test Fonksiyonu Metoduyla Elde Edilen Coziimler

Bu boliimde (4.4) numarali lineer olmayan genellestirilmis KdV denkleminin ¢oklu soli-

ton ¢oziimleri bulunacaktir.

4.4.1. Hirota bilineer denklemi

(4.4) numaral lineer olmayan genellestirilmis KdV denkleminde

u="2(logf),, (4.70)

doniistimii yazildiginda

2 (10g f)y +2 (log )3, + & (24 (l0g f),, (10g f)3, +2 (log £)s,) + &% (2 (log £),

+60 (logf)Zx (logf)Sx +60 (logf)3x (lOg f)4x +360 (logf)%x (logf)3x) =0 (471)

doniismiis denklemi elde edilir. Burada f = f(x,r) dir.

(4.71) denkleminin x bagimsiz de§iskenine gore bir defa integrali alindiginda

2(log f),, +2 (1og /)y, +a (12 (log f)3,+2 (log ) )
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+02 (2(log f)g, +60(log /)y, (log f)y, + 120 (log f)3,) =€ (472)

elde edilir. Burada C integral sabitidir. (4.72) denklemi diizenlenirse

o for

+ —

2 2
2fxt . zfxft 4+ 2f2x 2fx +a <6J]:§x 2];1)6 8];30);fx)

4.73
L 7 73

P (Zfﬁx 12fscfc  30facfax 20f32x> _c
veya
2f fu = 2fcfy +2f fox — 2+ 0 (6 2+ 2 fax — 8faufs)
+02 (2f for — 1250 fx +30fax for —20f2,) =C (4.74)

elde edilir. (4.74) denkleminde gerekli olan Hirota tiirevleri
Dthff = 2ffxt F— 2fxfta

DXff =2ffa— 212,
DYff =2ffix — 8fscf+ 615,
DEFf =2ffor — 12fcfsx + 30 fonfar — 205 (4.75)

bicimindedir (Hirota 2004). C = 0 integral sabitini ve (4.75) Hirota tiirevleri (4.74) denk-
leminde yerine yazildiginda (4.4) numaral lineer olmayan genellestirilmis KdV denkle-

minin Hirota bilineer denklemi
(DaDy -+ D3+ DY+ 02D2) £ = 2f fir = 2fify +2f for = 21

+0 (2f fax — 8 faufs+63) + 0% (2f for — 12fcfsx +30 o far —20f5) =0 (4.76)

elde edilir.

4.4.2. Coklu soliton ¢oziimleri

(3.35) coklu soliton fonksiyon ¢dziimiiniin kendisini ve gerekli tiirevlerini (4.76) Hirota

bilineer denkleminde yerine yazildiginda yeni bir denklem elde edilir. Bu denklemdeki
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e51sin&y, €51sinh &, €8 cos &y, €51 cosh&s, siné, sinh &, cos &, cosh & terimlerinin kat-
sayilarini sifira esitlersek a;, b; and 6; (i = 1,2,3) parametrelerinden olusan bir denklem

sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonuc 1:
2laj

25

1
a1 =0,a0=0,00 = ——2,b1 =0,bp =0,b3 =—
Sa3z

4.77)

(4.77) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniistimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmig KdV denkleminin ¢oziimii

2520% cosh&; 252261% sinh? &3 4.78)
u= — .
1+61+8c0sh&+ 8 (148 + 8 coshés + 8)°
olarak verilir. Burada
2last
&3 = —azx+ T
bi¢imindedir.
Sonug 2:
1 2laj 2laj
aj az,a; =0, 5a2 1= 55 02=0,03 25 4.79)

(4.79) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniisiimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmis KdV denkleminin ¢6ziimii

2
Za% (e’él + &y coshés + 53e§1> Za% (e’gl — & sinh&; — 63e51>
U= —
e~%1 4 81 + 8y cosh (&) + S3e81 (6—51 + 81 4 8> cosh (&3) + Sz )2

(4.80)

olarak verilir. Burada

2last
& = —azx+ 55

2last
&3 =—azx+ N

bicimindedir.
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Sonug 3:

o 3 ar (194} +150a}a3 + 1354%)
= T Z7 5 A V1 —— 9
5 (at +3a3) 25 (3 +3a2)°
25a% +90a3%a2 + 18943
b3:_a3( aj +90ajas; + a3)751:078320. (4.81)

25 (a% + 3a%) 2
(4.81) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniisiimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmis KdV denkleminin ¢6ziimii

2 (a%e_él + 52(1% cosh §3> 2 <—a1e_‘§1 — &yaz sinh §3>2
_ _ 4.82
! e~51 + & cosh (&3) (e=%1 + Szcosh(§3))2 (*:52)

olarak verilir. Burada

ar (194} +150a}a3 + 135a%) t

gl =da|x— )
25 (a3 +3a2)’
& _ A as (2561‘1l + 90a%a§ + 2189a‘3‘) t
25 (a% + 3a§)
bicimindedir.
Sonug 4:
a) =iay,az = iar,by = — (16a‘21062 —4a%o¢—|— 1) iay,
by = —16a30” +4a30 — ar,b3 = — (16a50° — daza + 1) ias. (4.83)

(4.83) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniistimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmig KdV denkleminin ¢oziimii

Za% (—e‘él —d1coséy — drcoshés — 53€€1>
e~ + 8 cos & + 8 cosh (&3) + Szebt

u =

2
23 (—ie 41 48y sin& — iy sinh & + idye )
_ 2 (4.84)
(6—51 + 01 cos &y + 6y cosh (&3) + 53651)
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olarak verilir (Sekil 4.11). Burada
&1 = iapx — (16a§a2 — 4a%oc + 1) iat,

& = —arx— (—16(13062 —I—4a%a — az) t
&3 = —iarx+ (16a§0¢2 —4a%06+ 1) iant

bicimindedir.

1 40000— |

120000~

Sekil 4.11. (4.4) denkleminin ¢oklu soliton ¢oziim grafigi. Burada tiim parametreler 1
olarak alinmistir

Sonug 5:

. 1 21ia2 21(12
ai laz,as ) Sa%v 1 75 ' 2 25

b3 =0. (4.85)

(4.85) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniisiimii kullanirsa lineer olma-

59



yan genellestirilmis KdV denkleminin ¢6ziimii

2
Za% (—e‘gl —&1coséy — 53651) Za% (—ie‘él +8;sin&; + i83e51)
eSi+8icoséy+ &+ Gebt (e %1+ 6 cos§2+52+53651)2

(4.86)

olarak verilir (Sekil 4.12). Burada

5 . 2liant

= layx —

1 2 75 ’
21ant

o= —axx+ 252

bi¢imindedir.

Sekil 4.12. (4.4) denkleminin c¢oklu soliton ¢oziim grafigi. Burada &, = 10, diger tiim
parametreler 1 olarak alinmigtir
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Sonug 6:

3 19a} + 150a3a3 + 1354
5 (al + 3a3) 25 (a% + 361%)
(254} +90a7a3 +189a3) ia , a3 (2541 +90aja3 +189a3) o
b2 = ’b3 o ,63 =0.

25 (a3 +3a2)° 25 (a? +3a3)

(4.87)
(4.87) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniisiimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmis KdV denkleminin ¢oziimii

2 (a%e‘gl + 61a% cos&y + 82a§ cosh 53)
e + 8 cos &, + Sy cosh (&3)

u—=

2
2 <—a1€7§1 + 81iaz sin 62 — &a3sinh §3>
- 5 (4.88)
(e“gl + 81 cos & + 6, cosh (53))

olarak verilir (Sekil 4.13). Burada

ay (19at + 150a3a3 + 135a3) ¢

él =dapx— )
25 (a3 +343)
&:_mmﬁxﬁ+%ﬁ@+w%@mr
25 (a3 +3a2)° ’
by = —asit as (2561‘1l + 90a%a% + 189a§) t

25 (a3 +3a2)°

bicimindedir.
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oA

Sekil 4.13. (4.4) denkleminin ¢oklu soliton ¢oziim grafigi. Burada a; =2, a3 = -2, §; =
—1 ve 8, = —1 olarak alinmigtir

Sonug 7:

1 21
pl= 4

—,bl = by =0,b3=0. (4.89)
5a3 25

a2:0,a3:O,Oc=—

(4.89) ifadesi (3.35) denkleminde yerine yazilip (4.70) doniisiimii kullanirsa lineer olma-

yan genellestirilmis KdV denkleminin ¢6ziimii

2
2a% (e_él _|_ 63851) Za% (_e_él _|_ 83e§1>
u=—; - . (4.90)
eS8+ &+ 83 (078 48+ 8+ G3ed)

olarak verilir. Burada
2lat

25

S =aix—

bicimindedir.
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4.5. Lump ve Lump Tipi Coziim Algoritmasiyla Elde Edilen Coziimler

Bircok arastirmaci tarafindan ele alinan (3+1) boyutlu lineer olmayan olugum tiirii
Bty — (2u1y — 2wty +u3,), +2 (ux0; uy) =0 (4.91)

denklemi yeni bir integrallenebilir denklemdir (Zhaqilao 2013, Liu ve Liu 2016, Shi ve

Zhang 2017). Burada u = u(x,y,z,t) olarak gosterilir ve ters tiirev operatorii

0. fxn) = [ £ n)ax (4.92)
ve
0, ' =9 1o, =1 (4.93)

seklinde tanimlanir. (4.91) denklemi ilk defa cebirsel-geometrik ¢oziimlerin calisilma-
sinda bir model olarak tamtilmistir (Geng 2003). Yeni bir denklem oldugundan dolayi
bu modelin fizik veya diger bilim alanlarinda uygulamasi belirsizdir. Ancak bu modelin

literatiirde ¢ok iyi bilinen KdV
wy —Oowwy +wyue =0 (4.94)

denklemiyle olduk¢a 6nemli bir benzerligi vardir. (4.94) denkleminde

1 C 1
—x, ' =——t 4.95
V3 6v3 (4.99)

w(x' 1) = u(x,t), ¥ =
doniistimlerinin uygulanmasi sonucu (4.91) denkleminin ana parcasi olan
2u; — 22Uty + uzy (4.96)

ifadesi elde edilir. Boylece (4.91) denklemi KdV denkleminin bir genellestirilmis hali-
dir. Son zamanlarda bircok fiziksel olaylarin modellenmesinde KdV denkleminin cesitli
lineer olmayan denklemleri gelistirildi. (4.91) denklemi KdV denkleminin bir genellesti-
rilmis hali olarak diisiiniildiigiinde dogrusal olmayan dagilim modellerinde yer alan s1g su

dalgalar1 ve kisa dalgalarin ¢alisilmasinda kullanilabilir (Zhagilao 2013, Wazwaz 2015,
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Shi ve Zhang 2017, Zhang ve Ma 2017).

4.5.1. Hirota bilineer denklemi

(4.91) numarali (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denkleminde
u=-3(nf),,
doniistimii yazildiginda
6 (Inf)3,, —4(Inf)yy, —2(Inf)s,, —24(Inf);, (Inf),,,

—12(In )y, (In f)3,, — 12 (In f) 4 (In f) ,, = 0

doniismiis denklemi elde edilir. Burada f = f (x,y,z,t) olarak gosterilir.

(4.98) denkleminin x bagimsiz degiskenine gore iki kere integral alindiginda

6(lnf)xz _4(1nf)yt _z(lnf)3xy - 12(1nf)2x (lnf)xy =C

elde edilir. Burada C integral sabitidir. (4.99) denklemi diizenlenirse

6f X7 6f xf z 4f vt 4f yft 2f 3xy 2f 3xf y 6f xf 2xy 6f fo Xy
_ _ — — =C
A R R 7

veya
6f fee = 6.fcf =4S fyt +4S0fs = 2f Fary + 2f3fy + 6 fx oy — 6 faxfry = Cf
elde edilir. (4.101) denkleminde gerekli olan Hirota tiirevleri
DD ff =2ffee = 2/xfz,

DyDiff =2ffy —2fy [t

DD, ff = 2f fsey — 2fufy — 6 fcSoxy + 6 f2cfry
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bicimindedir (Hirota 2004). C = 0 integral sabiti ve (4.102) Hirota tiirevleri (4.101) denk-
leminde yerine yazilirsa (4.91) numarali (3+1) boyutlu lineer olmayan olugum tiirii denk-
leminin

(3D:D, —2DyD;, — DDy ff =

6ffxz - 6fxfz - 4ffyt +4fyft - 2ff3xy +2f3xfy + 6fxf2xy - 6f2xfxy =0 (4.103)

Hirota bilineer denklemi elde edilir.

4.5.2. Genellestirilmis Hirota bilineer denklemi

(4.102) Hirota bilineer denkleminde yer alan Hirota tiirev operatorleri p = 3 iken
D37xD37sz = 2ffxz 3 2ffo7

D37)’D37tff =5 szyt - zfyfh
D3 D3y ff = 6fofry-

genellestirilmig Hirota tiirev operatorlerine doniisiir. Béylece (4.91) numarali (3+1) bo-

yutlu lineer olmayan olusum tiirii denkleminin genellestirilmis Hirota bilineer denklemi

(3D3,xD3,z - 2D3,yD3,t - Dg7xD3,y) ff = 6ffxz - 6fxfz - 4ffyt + 4fyft - 6f2xfxy =0
(4.104)
elde edilir.

4.5.3. Yeni bir (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklem

(4.104) genellestirilmis Hirota bilineer denkleminde

u=-3(Inf),

veya

f — ef%fudx
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doniistimii kullanilmas1 sonucu

(303403~ 2Ds,D3, — D3 D3, ) £
f2

X

4 4 2 3 2 QUi
(ﬂ _ u_) ) (uz n l/lxuy> + = (uux _ ”_) /uydx—i- _uzuxy " Uidxtly 0
y X X

3 9 3
(4.105)

yeni bir (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklem elde edilir. Elde edilen bu
denklem standart (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklemden daha fazla terim
icerir ve daha karmasik lineer olmayan bir denklemdir. Ayrica elde edilen yeni denklemin
Hirota bilineer denklemi standart (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklemin

Hirota bilineer denkleminden daha basit bir denklemdir.

4.5.4. Lump tipindeki ¢oziimler

(4.104) denkleminin ¢oziimiinii
=g+ +an (4.106)
ikinci dereceden fonksiyon olarak farz edelim. Burada lineer dalga degiskenleri
g = a1x+ayy+aszz+aqt +as,

h = agx+ a7y +asz+aot +ajo 4.107)

biciminde olup a;, 1 <i < 11 reel degerli sabitlerdir. (4.106) ikinci dereceden fonksi-
yon ¢oziimiiniin kendisini ve gerekli tiirevlerini (4.104) genellestirilmis Hirota bilineer
denkleminde yerine yazarsak x,y,z,t bagimsiz de8iskenlerinden olusan bir polinom elde
edilir. Elde edilen bu polinomda ayni ifadelerin katsayilarinin sifira esitlenmesi sonucunda
a; (1 <i<11) terimlerinden olugan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

coziildiigiinde asagidaki sonuclar elde edilir:
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Sonuc 1:

3azasag — 2a421a7 + 3agagag — 2a7a3 3a§a6 —2azagay + 3a6a§ — 2aragag
al - 9 a2 - Y
3 (a3a9 — a4a3) 2 ((13(19 — a4ag)
1
aj = 1 (ai + ag) (azas + agao) (9a%a% — 12aza4a¢a7,
18 (a3a9 — a4a8) (3616618 — 2617(19)
+4aja} +9ata} — 12agarazag +4a3ad)?. (4.108)
Sonug 2:
2a%a9 —3apazag — 3agarag + 261%619 2arazag — 3a§a6 - 3aﬁa§ + 2a7agag
a) = , a4 = >
3 (arag —azay) 2 (apag — azay)
1
ap = 3 (a% + a%)z (2aza9 — 3azag) (4a%ag — 12aza3aga9
9 (arag —azay)” (3agag — 2azag)
+9a3a? + 9azal — 12agaragag + 4a3a3). (4.109)
Sonug 3:
p 2a2a4 + 2a2a9 3azagag + 3asagag o= 2arazag — 2ara4a8 — 361%616 — 361661%
= 3 (azaq + agao) Y 2 (azas + agag) ’
2
ar = (a‘z1r + a9) (4aza4 + 4a2a9 12arazagag + 12ara4a¢6ag + 9a3a6 + 9a6a8)
18 (a3a9 — a4ag) (a3a4 + agag) (2(12619 — 3a3a6)
(4.110)
Sonuc 4
. az (3a‘1‘a6 + 6a2ag + 3ag + 261%6111619 - 2a1a11a4a6)
)= —
3a1 +6a’ a6 + 3a1a6 2aj1ai1ae6a9 + 2a11a4a%
. 2a7 (3a‘1‘a9 + 6a%a%a9 + 3aéa9 +2ajajasag — 2a11a421a6)
. 3 (3a?+6a?a%+3a1a‘6‘—2a1a11a6a9+2a11a4ag)
a5 — 2a7 (Sa‘fa4 + 6a%a%a4 + 3aga4 - 2a1a11ag + 2a11a4a6a9) @.111)
3 (3a] + 6a3a6 + 3a1a6 —2ayaj1aea9 + 2a11a4a%)
Sonu¢ 5

3as (3a1a6 + 6a? a6 +3a6 +2a1a11a9 - 2a1a11a4a6)

a) =
2 (3a1a9 + 6a1a6a9 + 3a6a9 +2ajaj1a4a9 — 2a11a4a6) ’
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3as (3a? + 6a?a§ + 3a1ag —2ajay1ae¢a9 + 2a11a4a%)

a7 = )
2 (3a‘]‘a9 + 6a%a%a9 + 3a‘ga9 +2ajaj1asa9 — 2a11a421a6)

as (3a‘1‘a4 + 6a%a%a4 + 3aga4 — 2a1a11a5 + 2a11a4a6a9)

ag = 4.112)
3a‘1‘a9 + 6a%a%a9 + 3aga9 +2ajayjasag — 2a11aia6
Sonug 6:
Sa%a3 +2aja7a9 + 3a3a% —2a4a¢ay 3ajazag — 3azasae + Zaim + 2a7ag
ay = , ag = ;
2(a1a4—|—a6a9) 3((11614 +a6a9)
2, ,2\2
o — 3 (al —l—a6) (3ajas +2azay) G113)
2 (3azag —2asa7) (ayja9 — asag)
Sonug 7: \ ) ) ;
s = 3ajaz +3ajasar + 3ayazag + 3agar +2ayazag
3ajag ’
1 4 2 3 2. 2.2 2.2 2
as = (3aia; + 6ajarasas + 3ajasag + 3ajaga;
3ai1ae (a1a7 — azae)
3 4 2 2
+6ajaragar + 3aga; +2aiay1axa7a9 — 2a11a2a6a9) ,
1 5 4 3 2 2 3
as = (3ajaz + 3ajaear + 6ajarag + 6ajaga;
2a11a6 (a1a7 — a2a6)
+3a1a2aé + 3aga7 + 2a%a11a7a9 —2ajaj1axa6a9). 4.114)
Sonuc 8: . ) s
g 3 (a]a2+ala6a7 —|—a1a2a6—|—a6a7—a11a6a8)
9= —
26111617 ’
1 373 3 2 2 2 2 3 32
az = (a1a2+a1a2a7 +ajayaea; +ajasas; + ajazag
apyaz (aja7 — azag)
—|—a1a2a%a% + a%agm —+ aga% +ajayaarag — ai a%a6ag) ,
3 4 2 3 2.2 2 2.2 2
as = (aja5 + 2ajaraecar + ajasag +ajagas
2ay1a7 (a1a7 — azag)
2 3 tad+al — 4.115
+2a1araga7 + agas +ajaijazag — ayag1axaeas). (4.115)
Sonug 9:

2as (3a‘1‘a9 + 6a%a§a9 + 3aga9 +2ajaj1a4a9 — 2a4 1042;06)
a3z =

3 (3a‘1‘a6 + 6a%a2 + 3a2 + Za%allag — 2a1a11a4a6)
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@ (3a? + 6a?a% + 3ala‘61 —2a1aj1aeag + 2a11a4a%)

a7 =
3a‘11a6 + 6a%ag + 3ag + Za%al 1a9 — 2a1aj1a4ae

2a; (361?614 + 661%(1%614 + 3aga4 — 2a1a11a% +2ay 1a4a6a9)

ag = 4.116)
3 (3a‘1‘a6 + 6a%a2 + 3ag + Za%anag — 2a1a11a4a6)
Sonuc¢ 10:
3ajagag — 2a2ai — 2a2a3 — 3agaegag
az = — ,
3 3 (ajas +agayg)
3a%ag —2ajara9 + 2aasae + 2a%ag
a7 = ,
! 2(ajas + asag)
3 (a? +d? 2 2araq4 + 3aga
aj = — (a1 +4g)" (2204 + 3aas) 4.117)
2 (aya9 — agag) (3ayag —2azag)
Sonuc 11:
. 2 (ayaraq — ayazag + aragag + asagar)
3= )
3 (a% oy a%)
y 2 (ayara9 + ajasa; — arasag + agaray)
8 = )
3 (ai +ag)
2
3 (a% il a%) (a1a2 +a6a7)
apy = — . (4.118)
2 (a1a9 — a4a6) (a1a7 - a2a6)
Sonug 12:
3a1a% + 3a1a§ —2apagag + 2azarag 3ajazag — 3ayazag — Za%ag — 261%619
as = , g = — ,
4 2 (aras + azag) 6 3 (azaz +azag)
1 2, .2\2 2 2
ap =— (a5+a37)” (3aiaz +2aray) (9aja3
9(azag — azay) (aras + a7ag)2 (3ajag —2aza9)
+9a%a§ —12a1a2aga9 + 12a1aza7a9 + 4a%a% + 4a%a%) . 4.119)
Sonug 13:

3 (ajar + alagar + a1az2dl + aja; — araraz)
as = —
26111612 ’

1

aiay (a1a7 — arag)

2 2 2 2
ag = (a%ag + a%a2a7 +ajazaecar + alaéa%

32 2 2 23 33 2
+ajayag + araraga; + ayagar + aga; —ajajaza; +aj 1a2a3a6a7) ,

3
2a11a2 (a1a7 — a2a6)

(afa} + 2a}aragar + atada> + alata?

ag — —
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+2a1a2a2a7 + aga% —ajajazaegay + a11a2a3aé). (4.120)

Sonug 14:
4y = 3a%a3 4+ 2a1a7a9 — 2azagag + 3a3a%
2(a1a2+a6a7) ’
3ajazag + Za%ag —3arazag + 2a-2,a9
ag =
8 3(a1a2+a6a7) ’
g 3 (a% —|—a%) (a1a2 +a6a7)2 4.121)
i (2(12619 — 3a3a6) ((11(17 — a2a6) ' .
Sonug 15:
o 3ajazas + 3a1agag — 2a2ai — 2a2ag
6= 3 (a3a9 — a4ag) ’
3a1a% + 3a1a§ —2arazaqs — 2apagag
a; = —
! 2 (azag — agag) ’
1

(ai + ag) (azas + agao) (9a3a3 4 9a’a}

ai = 4
18 (a3a9 — a4ag) (3611613 — 2a2a4)

—12aiaraza4 — 12a1aasa9 + 4a%a42‘ + 4a%a3)2. (4.122)
Sonug 16:
3ajaras + 3ayarag — Za%a4 — 2a4a%
ae = )
3 (azag — a3a7)
3a1a% + 3a1a§ —2apazay — 2ag4a7ag
ag = 5
2 (azag —azay)
1 2
ay) = 3 (a% + a%) (3ayag — 2aza7) (9a3 a3 + 9a3 a2
9(azag —azay)” (3ajaz —2azay)
—12a aya3a4 — 12a1a4a7a8 + 4a3a; + 4a3a3). (4.123)
Sonuc¢ 17:
3a%a3 —2ajaxa4 — 2aza¢a9 + 3a3a%
a] = — 5
2 (aja9 — agag)
3ajazay — 2a2ai — 2a2a3 + 3azagag
ag = — 9

3 (alag — a4a6)

3 (a% + a%)z (2ara9 — 3azag)
2 (ajag9 — asae) (3ayaz — 2azas)

(4.124)

ayr =
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Sonuc 18:
3ajarasz — Za%a4 + 3azaga; — 2a4a%

ag — — s
3 (a1a7 — azag)
o= 3a%a3 —2a1azaq4 + 3a3a% —2agaeay
2(a1a7 —a2a6) ’
3 (a® +d2) (ajar + asa
a] = (ai +4g) (@12 + ag ) (4.125)
3a1a3 — 2a2a4
Sonuc 19:
. Sa?a2+3a1a2ag—3a1a11a3+2a11a2a4
7= 5

3ag (a% + a%)

dg (9a‘1‘a3 + lSa%aw% + 9(1361%1 —6ajajazas +4a; 1a2ai)

ag —
2 (3afar + 6a3aral + 3arag — 3ataiiaz + 2ajaiaras)
o
ag = _Ev

B =9asg (a% + aé) (3a‘1‘a2 + 6aarat + 3arag — 3atay az + 2aiai1aza4)
o= 18a1a2a4 + 54a1a2a4a6 + 54a1a2a4a6 + 18a2a4a6 36a1a11a2a3a4
—|—24a]a11a%a4 27ala1 1a%a6 18a1a11a2a3a4a6 +24a1aq 1a%a4a6
—27a1a11a3a6 + 18a11a2a3a4a6 + 18a1a11a3a4 24a1a11a2a3a4 + 8a11a2ai (4.126)

Sonug 20:
3 (a%az —}—alaza% — a11a6ag)

O T 3ag+3a} +2
ajae +3ag+2ayag

9a‘1‘a6a3 + 18a%agag + 9aga8 + 6a%a11a3a9 — 4a1a11a2ag

a4 = — 3 P 4 )
2 (3ala2 + 6611612616 + 3612616 —3ajajagag + 26111612616619)
o
asz = E?

B=3 (3a%a6 + Sag + 2a11a9) (Sa?az + 6a%a2a% + 361251‘61 —3aay1a6ag + 2a11a2a6a9) ,
o= 18a?a%a9 + 54a‘fa%a%a9 + 54a%a%aga9 + ISa%agag — 54a%a1 1a2a6a8ag
—|—24a%a1 1a%a6a9 27a1a1 1a6a8 54a1aq 1a2a6aga9 + 24a; |a2a2a9

—27a11a2a8 12a1a11a2aga9 + 8a11a%ag (4.127)
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Sonug 21:
3 (a%a6a7 + 6%617 — a1a11a3)
3a? + 3a1aé +2aji1as4

ay) = —

B 9a?a3 + 18a?a3a% + 9011a3ag1 + 6a; 1a3a4aé — 4a11a§a6a7

a9 = 3 22 3 ’
, _
2 (3a1a +6ajaga; +3aga; — 3ajayazas + 2a1a11a4a7)

a
5

=3 (3a3 + 3a1a2 +2aj1a4 3a4a7 + 6a2a2a7 + 3a4a7 —3ajajaszae +2aa11a4a7) ,
1 6 1 1“6 6

ag —

o= 18a?a4a% + 54a‘fa4aga% + 54a%a4aga% + 18a4aga% — 27a? ai 1a§
—27a%a11a§a% — 54a?a11a3a4a6a7 + 24a?a11aﬁa% — 54a1a11a3a4aga7
—|—24a1a11a421a%a~2, y 12a%1a3a421a6a7 + Sa%laia%. (4.128)
Sonucg 22:

3a%a6a7 + 3a2a7 —3ay1a¢ag + 2ay1a7a9
r 22
3a (a1 +a6)

ay =

)

ap (9a‘1‘ag + 18a%a%ag + 9agag — 6aj1agagag + 4a11a7a5)

aq =
2 (3a‘]‘a7 + 6a%a%a7 + 3a‘61a7 —3a 1a%ag + 2a; 1a6a7a9)
o
asz = _37

4 2
B =9a; (a% + ag) (3a‘fa7 + 6a%a%a7 +3aga; — 3ayagas + 2a 1a6a7a9) ,
o= 18a?a%a9 + 54a‘1‘a%a%a9 + 54a%aga%a9 + 18aga%a9 — 27a‘1‘a11a6a%
+18a‘1‘a11a7aga9 — 27a%a11aga§ - 18a%a11a%a7aga9 + 24a%a11a6a%a3

—36a11aga7a8a9 + 24a11aga%a% + 18a%1a%a§a9 — 24a%1a6a7aga% + Sa%la%ag. 4.129)

Elde edilen bu sonuglara bakildiginda;

1) (4.106) denkleminde verilen f;, 1 < i < 22 pozitif ikinci dereceden fonksiyon ¢oziim-

leridir ancak ve ancak a;; > 0.

2) fi, 1 <i <22 pozitif ikinci dereceden fonksiyon ¢oziimlerinden u;, 1 < i < 22 ras-
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yonel ¢oziimleri elde edilir.

3) Keyfi parametrelere uygun degerler verilmesi durumunda u;, 1 <i < 22 rasyonel ¢o-

ziimleri her yerde analitikdir.

4) u;, 1 <i <22 rasyonel ¢coziimleri
g>+h* — ooikenu — 0 (4.130)

sartin1 saglamaz. (3+1) boyutlu denklemlerin 6zelliginden dolayr R* deki tiim yonlerde
bu sart saglanmaz. u;, 1 <i < 22 rasyonel ¢oziimleri iyi tanimlilik ve analitik olma sartla-
rin1 saglamasina ragmen son sarti saglamadigindan dolay1 bu ¢éziimlere Lump ¢oziimler

yerine Lump tipindeki ¢dziimler denir.

(4.105) denkleminin (4.108)-(4.129) sonuclarina karsilik gelen Lump tipindeki ¢6ziim-

leri
6(a1g+ agh)

f

olarak verilir (Sekil 4.14, Sekil 4.15, Sekil 4.16, Sekil 4.17, Sekil 4.18, Sekil 4.19, Sekil
4.20). Burada f = f(x,y,z,1), g = g(x,y,2,t) ve h = h(x,y,z,t) fonksiyonlar1 (4.106)-
(4.107) denklemlerinde verilir.

u(x,y,z,t) = — (4.131)

u

20 -20 10 o 10 20

Sekil 4.14. (4.105) denkleminin (4.108) sonucuna karsilik gelen Lump ¢o6ziim grafikleri.
Burada a9 = 2, diger tiim parametreler 1 olarak alinmigtir
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=50 . . . . .
50 —40 -20 0 20 40

Sekil 4.15. (4.105) denkleminin (4.111) sonucuna karsilik gelen Lump ¢6ziim grafikleri.
Burada tiim parametreler 1 olarak alinmigtir

1 1 1 1 1
=20 =10 0 10 20

Sekil 4.16. (4.105) denkleminin (4.113) sonucuna karsilik gelen Lump ¢oziim grafikleri.
Burada ag = 2, diger tiim parametreler 1 olarak alinmigtir
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L L
40 60

Sekil 4.17. (4.105) denkleminin (4.125) sonucuna karsilik gelen Lump ¢6ziim grafikleri.
Burada a; = 2, diger tiim parametreler 1 olarak alinmigtir

Sekil 4.18. (4.105) denkleminin (4.127) sonucuna karsilik gelen Lump ¢o6ziim grafikleri.
Burada a; = 2, diger tiim parametreler 1 olarak alinmigtir
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Sekil 4.19. (4.105) denkleminin (4.128) sonucuna karsilik gelen Lump ¢oziim grafikleri.
Burada tiim parametreler 1 olarak alinmistir

Sekil 4.20. (4.105) denkleminin (4.129) sonucuna karsilik gelen Lump ¢6ziim grafikleri.
Burada tiim parametreler 1 olarak alinmigtir

4.6. Wronskiyen Determinant Algoritmasiyla Elde Edilen Coziimler

Genellestirilmis (2+1) boyutlu

Uyt + Uxxext + 3 (Zuxut + uuxt) + 3Mxx / Uz d.x + auyt + buxt = O (4132)
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Ito denklemi ilk olarak Ito tarafindan bilineer KAV denkleminin genellestirilmesinde elde

edilmigtir (Ito 1980, Adem 2016). (4.132) denklemi integral terimi icerdiginden dolay1

U= vy (4.133)
doniistimii kullanarak (4.132) denklemi
Vit + Ve + 3 (2Vxxvxt + vaxxt) + 3V + AVyyr t+ bvyy =0 (4.134)
denklemine doniisiir.
4.6.1. Hirota bilineer denklemi
(4.134) denkleminde
v=2(Inf), (4.135)

doniigiimii yazildiginda

2 (lnf)xxtt +2 (lnf)xxxxxt +24 (lnf)xxx (lnf)xxt +12 (lnf)xx (lnf)xxxt

H12(Inf) e (I0f)  +2a (In f) 1y + 26 (I0f) 1y = O (4.136)

doniigmiis denklemi elde edilir. Burada f = f(x,y,t) bi¢imindedir.

(4.136) denklemi, x bagimsiz degiskenine gore iki defa integral alindiginda

2(Inf)yy +2(I0f) ey + 12(Inf),, (Inf) . +2a(Inf)y, +2b(Inf), =C  (4.137)

elde edilir. Burada C integral sabitidir. (4.137) denklemi diizenlenirse

2fu 217 n 2fca 2foaft  Ofcafx n 0 foxfu
A f f? f? f?

2afy B 2afyfi | 2bfu _ 2bfxft —C 4.138
Tr R TR o
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veya

2 fur — 212 +2f feewt — 2 fxexf — 6 fuout fr + 6 frafur
+2af fyr —2afyf; +2bf fu — 2bfof; = Cf? (4.139)

elde edilir. (4.139) denkleminde gerekli olan Hirota tiirevleri
DYff =2ffu—2f2,

DyDiff =2 fye =211t
DiDif f = 2f fu = 2fx St
DD ff =2 foot = 2fecfi — 6 fc St + 6 fccfia (4.140)

olarak verilir (Hirota 2004). C = 0 integral sabiti ve (4.140) Hirota tiirevleri (4.139) denk-

leminde yerine yazilirsa (4.134) denkleminin
(D7 +DiD; +aDyDy +bDiDy) ff = 2f fir =27 +2 freu

=2 foxeft — 6 fux fx + 6 frn S + 2affyt - zafyft +2bffu —2bfxfr =0 (4.141)

Hirota bilineer denklemi elde edilir.

4.6.2. Wronskiyen sartlari

Teorem: ¢; = ¢; (x,y,7) ve 1 < i< N olmak iizere

N
=Y Aij()0; . (4.142)
j=1
Giy = mPix (4.143)
(Pl}y = n‘Pt}xxx + k‘Pz}x (4.144)
Wronskiyen sartlar1 altinda
f=IN=1] (4.145)
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Wronskiyen determinanti (4.141) Hirota bilineer denklemini saglar. Burada m,n,k sabit
sayilar

n—=——,
m= —(b+ ak) (4.146)

esitliklerini saglar (Yildirim ve Yasar 2017c¢).

ispat: I1k olarak (4.143) ve (4.144) sartlar1 kullanilarak (4.146) esitlikleri elde edilecekdir.

(4.141) Hirota bilineer denkleminde yer alan tiim kismi tiirevler

f:‘N/—\l‘,
fx:‘]\]/_\z7N‘7
f,:m‘N/—\Z,N ,

foo= ’N/—\3,N— 1,N‘ n ’N/—\z,NH(,
fu=m (’]\7/—\3,N— 1,N( + ’1\7/—\2,N+ 1‘) ,
Fo=m? (‘N/—\B,N— 1,N( + ‘N/—\Z,N+1D ,
foux = ’1\//—\4,1\/—2,1\/— 1,N‘ +2’N/—\3,N— 1N+ 1‘ n ‘1\7/—\2,N+2),

for =m ([N=2N=2,N = 1,N|+2|N 3N = LN +1|+ [N =2, +2)),

fi=n|N—4,N-2,N— I,N‘ —n‘N/—\3,N— 1,N+1)
—|—n‘N/—\2,N+2‘ —Hc’N/—\Z,N‘,

Fu :mn’N/—\s,N—?s,N—z,N— l,N‘ —mn‘N/—\3,N,N+ 1‘

+mn ‘N/—\Z,N-I—3‘ -I-mk‘N/—\S,N— I,N‘ -l-mk‘N/—\Z,N-I- 1’,

Fone :m(’ﬁ,N—3,N—2,N— I,N‘ +3 ’m,N—z,N— 1IN+ 1‘

+2)N/—\3,N,N+l‘+3’N/—\3,N—1,N+2‘+‘N/—\2,N+3D (4.147)
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seklinde hesaplanir. Boylece (4.147) denklemindeki kismi tiirevler kullanarak (4.141) Hi-

rota bilineer denklemindeki bazi terimler
— — 2
3 faxSfur = 3m (‘N—3,N— I,N‘ + ‘N—Z,N_F 1 D

—_— —_— —_— 2
- 3m<‘N—2,N+ 1‘ _ ‘N—3,N— 1,N’ +2‘N—3,N— l,ND
—_— —_— 2
- 3m(’N—2,N+1‘ _ ’N—3,N— 1,ND
+12m‘N/—\3,N—1,N) ’N/—\Z,NJrl‘, (4.148)
F(feoa + fr+afu+bfa) = ‘N/—\l‘ <(m-|—amn) ’1\//—\5,1\/—3,1\/—2,1\/— 1,N‘
+3m‘N/—\4,N—2,N— 1,N+1’ + (2m— amn) )N/—\3,N,N+ 1‘
+3m)1v/—\3,N— 1,N+2‘ + (m+amn) ‘N/—\Z,N+3)
o+ (1 -+ amk+ bm) [N =3,N —1,N| + (m® +-amk -+ bm) [N=2,N +1])  (4.149)

olarak verilir. (2.15) 6zelligi gozoniine alinarak (4.148) ve (4.149) denklemlerinden
m+amn = —3m

4
n=—— (4.150)
a

veE

m? + amk +bm = 0
m = —(b+ ak) (4.151)

esitlikleri elde edilir.

Son olarak (4.146) esitlikleri kullanilarak (4.143) ve (4.144) sartlar1 altinda (4.145) Wrons-

kiyen determinantinin (4.141) Hirota bilineer denklemini sagladig1 gosterilecektir.
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(4.141) Hirota bilineer denklemindeki tiim terimler
—_— —_— 2
3 fucSfue = 3m (‘N—z,N+ 1) — ’N— 3,N— 1,ND

+12m‘N/—\3,N— 1,N) ’]V/—\Z,N—l- 1‘ :
F(fxwa + fir +afye+ b)) = =3m|N=1| (|N=3,N =3 N =2, N~ 1N
- ‘N/—\4,N—2,N— 1,N+1’ —2’N/—\3,N,N+ 1‘
—‘1\7/—\3,N—1,N+2‘+‘N/—\2,N+3D
—_— —_— 2
— 3m (’N—2,N+ 1‘ _ ‘N—3,N— I,ND

+12m‘N/—\3,N,N+ 1‘ ‘N/—\l

Y

2

o)

_fz2 = —m? ‘N/—\Z,N

yy A —m‘N/—\Z,N’ ()N/—\4,N—2,N— 1,N‘
+2‘N/—\3,N— I,N+1 ’ + ‘1\7/—\2,N+2D :
B feufe = —3m‘N/—\2,N’ (‘N/—\4,N—2,N— 1,N‘
+2’N/—\3,N— 1N+ 1( + ‘]\7/—\2,N+2D ,

(n

—n‘N/—\3,N— 1,N+1‘ —i—n)N/—\Z,NJrZ‘ +k‘N/—\2,ND :

—afyfy = —am ‘N/—\Z,N

N/—\4,N—2,N—1,N’

—_— —_— — 2
_bfxﬁ:_bm‘N_27N’ ‘N—2,N) :—bm‘N—2,N‘ (4.152)

olarak verilir. (4.152) sonuclarini (4.141) Hirota bilineer denkleminde yerine yazildiginda
12m|N—3,N— l,N‘ ‘N/—\Z,N—I— 1‘ +12m (N/—\?),N,N+ 1’ ‘N/—\l‘

—12m‘N/—\3,N— 1,N+1’ ‘N/—\2N) (4.153)
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ifadesi elde edilir. (2.13) 6zelliginden dolay1
12m|N—3,N— I,N‘ ‘]\7/—\2,N+ 1‘ n 12m(N/—\3,N,N+ 1’ ‘N/—\1’

—12m)N/—\3,N—1,N—|—1‘ ‘N/—\2N‘ —0 (4.154)

sonucu elde edilir. Sonug olarak (4.145) Wronskiyen determinanti (4.141) Hirota bilineer

denklemini saglar ve (4.134) denklemine karsilik gelen ¢coziimler

2fx _ 2‘]\[/_\27]\]‘

v=2(Inf), = — (4.155)
S IN—1|
olarak verilir.
4.6.3. Rasyonel coziimler
Bir reel matrisin Jordan formu
J (A1) 0
1 J(A2)
A= ’ ’ (4.156)
0 1 J(An) y
olarak verilir. Burada J (A;)
Ai 0
1 A
J(A) = S (4.157)
0 1 A
L d ki xk;
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olarak verilir ve A; reel 6zdegerlerdir. J (A, ) ifadesi

- N 0 -
1 A
J(A) = o (4.158)
0 1 A4
L - k1><k1

olarak verilir. Eger A; = 0 6zdegeri alinirsa J (A;) ifadesi

0 0
1 0
(4.159)
0 1 0
- - k] Xk]
olarak verilir. Boylece (4.142)-(4.144) sartlarindan
Oit1x = @i, O = —(b+ak)diy1
4 .
¢i+1,y = _;¢i+1,xxx+k¢i+l,x ,i>1 (4.160)

elde edilir. (4.160) denklem sistemi ¢oziildiigiinde sifirinci, birinci ve ikinci mertebeden

rasyonel Wronskiyen ¢oziimleri elde edilir.
1) Sifirinc1 mertebeden rasyonel ¢oziimler:
(4.160) denklemi

4
(Pl,xx =0 5 (Pl,t - _(b+ak)¢l,x 5 (Pl,y - _;(Pl,xxx‘i"k(pl,x (4-161)
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denklemine karsilik gelir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde
01 =ci(x+ky— (b+ak)t)+c; (4.162)
elde edilir. (4.162) denkleminde
cir=1, ¢=0 (4.163)

alindiginda

¢1 =x+ky— (b+ak)t (4.164)

0zdeger fonksiyonu bulunur. (2.11) Wronskiyen determinanti kullanilarak ¢; 6zdeger

fonksiyonuna karsilik gelen Wronskiyen determinanti

r=won=|o”

= |x+ky— (b+ ak)t|

=x+ky— (b+ak)t (4.165)
seklinde elde edilir. Boylece
20, InW(¢y) 2 (4.166)
V= n = .
g ! x+ky— (b+ak)t
sifirinc1 mertebeden rasyonel ¢oziim elde edilir.
2) Birinci mertebeden rasyonel ¢oziimler:
(4.160) denklemi
4
¢2,xx - (Pl 5 (PZ,t - _(b+ak)¢2,x 7¢2,y - _;‘PZ,xxx +k¢2,x (4-167)
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denklemine karsilik gelir. Burada ¢; 6zdeger fonksiyonu (4.164) denkleminde verilir.

(4.167) denklem sistemi c¢oziildiigiinde

(x+ky—(b+ak)t)® 4y
6 a

¢ = (4.168)

0zdeger fonksiyonu elde edilir. ¢; ve ¢, 6zdeger fonksiyonlarin Wronskiyen determinanti

©0) (1)
o 9
F=Wene)=| " 4
o 0,
x+ky— (b+ak)t 1
(xtky—(b+ak)t)® 4y 3(xtky—(b+ak)r)®
6 a 6

3
— 4
_ (x+ky gb—l—ak)t) +Zy (4.169)

olarak verilir ve boylece

2 (x+ky — (b+ak))*

= 20,1 = 4.1
v =20 InW (¢, ) ety al) | 4 (4.170)
3 a
birinci mertebeden rasyonel ¢coziim elde edilir.
3) ikinci mertebeden rasyonel coziimler:
(4.160) denklemi
4
¢3,xx = ¢2 s ¢3,t = _(b +ak)¢3,x 7¢3,y = _;‘P?),xxx +k¢3,x (4-171)

denklemine karsilik gelir. Burada ¢, 6zdeger fonksiyonu (4.168) denkleminde verilir.
(4.171) denklem sistemi ¢oziildiigiinde
(x+ky— (b+ak)t)®  2y(x+ky— (b+ak)r)?

= — 4.172
03 20 p ( )
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0zdeger fonksiyonu elde edilir. ¢y, ¢, ¢3 0zdeger fonksiyonlarin Wronskiyen determi-

nanti
0" " ¢
F=W(1.02,93) = | 60 ¢l o2
o o 9

x+ky— (b+ak)t 1 0
(x+ky—(b+ak))® 4y 3(x+ky—(b+ak)r)? 6(x-+ky—(b+ak)r)
_| T 6 T 6 6
(xtky—(b+ak)r)® S(utky—(b+ak))*
120 120 20(x+ky—(b+ak)t)® 4y
_ D(tky—(btak))’® _ Hlethy=(btak)t) 120 S a
a a

(x+ky — (b+ak)t)® A Gt hy— (b+ak)t)® 16y
2

= 4.173
45 3a ( )
olarak verilir ve boylece
4(x+ky—(b+ak)r)’ n 8y(x-+ky—(b+ak))*
_ _ 15 a
v =20 InW(¢1,0,03) = (et (pran | St (rali] 16 (4.174)
45 3a a2
ikinci mertebeden rasyonel Wronskiyen ¢oziim elde edilir.
4.6.4. Soliton, positon ve negaton ¢oziimler
Eger A; # 0 6zdegeri alinirsa J (A,) ifadesi
A 0
1 A
(4.175)
0 1 A
L J ky xky
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olarak verilir. (4.142)-(4.144) sartlarindan ¢; (A;) 6zdeger fonksiyonu

(01(A)) e = M1 (A1) , (91(A1)), = —(b+ak) (¢1(A1)),

(01 00)), =~ (91 (1) +K (91 (1),

denklem sisteminden bulunur. (4.176) sisteminin genel ¢oziimleri

01(A) = C; sinh (\/Z(Hky_ (b-ails— 4y7L1))

a

+C; cosh <\/l—1<x+ky— (b+ak)t — 4y/11)) A1 >0

a

veE

91(h) = Cscos (J—_M(Hky— (b—i—ak)t—%))

—Cysin (\/ —A (x—l—ky—(b—l—ak)t—%)) ,azk <A <0
a

olarak verilir. Burada C;, C,,C3,Cy keyfi reel sabitlerdir.

Soliton ¢oziimler

Soliton ¢oziimler

v =20 InW(o1,02,.....,0,)

olarak verilir. Burada ¢; fonksiyonlari

¢; = cosh (\/Z (x+ky— (b+ak)t— 4y/l,~> +%) , itek,
a

¢; = sinh <\/Z <x+ky—(b+ak)r—4yf"> +yl-) . icift,

olarak verilir. Ayrica 0 < A} < A;.... < A, ve % (1 <i < n) keyfi reel sabitlerdir.
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1) Sifirinc1 mertebeden soliton ¢oziimler:

V= Zaxan(Q)l) = 28x1n|¢1|

=20,In

cosh (\/QL_I (x+ky—(b+ak)t—%) +Y1)
4yl
=20, In <cosh (\/l_l (x+ky—(b+ak)t—7) +71)

— 24/, tanh(6,) (4.182)

N —

veya

v=20InW(¢;) =20, 1In|¢|

sinh (\/ﬂt_l (x—Hcy— (b+ak)t— 4}%1) —I—Yl)
. dyLy
= 20, In ( sinh \/ﬂt_l x+ky—(b+ak)t—7 +"

=20,In

N——— —

= 2+/Aj coth(6)) (4.183)
olarak verilir. Burada
4yl
91:\/11 x-l—ky—(b-l—ak)t—T + M, )&1>0. (4.184)

2) Birinci mertebeden soliton ¢oziimler:

v=20d InW(¢,¢;) =20, In|cosh(6),sinh(6,)]

=20,In
sinh(6;) /A, cosh(8,)

2 (A1 —A2) (sinh (6; + 6,) —sinh (6 — 6,))

cosh(6;) +/A;sinh(6)

_ (4.185)
(VA1 —V22) cosh (61 + 62) — (VA1 + v/A2) cosh (6; — 6,)
olarak verilir. Burada
4yl .
6; = /A ( x+ky— (b+ak)t — )% Li>0, i=12. (4.186)
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Positon ¢oziimler

Positon ¢oziimler

v:28x1nW(¢>a/'L¢v """ ,a/l{*lq))

olarak verilir. Burada ¢ (A ) fonksiyonu

#(1) = cos (M(Hky—(mak)z—@) +y) A <0,

¢(1) = sin (\/3 (x+ky—(b+ak)t—%> +y) A <0

olarak verilir.
1) Sifirinci mertebeden positon ¢oziimler:
v=2dInW(¢)=20In|0|

=20, In

cos (\/3 (x-l—ky—(b—i—ak)t—%) +y)

|
—20,In <cos (\/—_JL (x+ky— (b+ak)t — %) +y))
= —2v/= A tan(63)

veya

v =20 InW(¢) =20;In|¢|

sin (\/—_A <x+ky—(b+ak)r—@) +y)‘
—29,In (sin (\/—_z (x+ky—(b+ak)t—ﬂ) +Y))

=2v/—Acot(63)

=20, In

olarak verilir. Burada

03 =+v—-1 <x+ky—(b+ak)t—%> +7.

&9
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2) Birinci mertebeden positon ¢oziimler:

v =20 InW (cos(6),d; cos(0))

=20,In

cos(0) oy (cos(0))
dy cos(0) Iy (dy cos(0))

_ 4v/=A (1+cos(20))
2R (x4 ky = (b+ak)r — 122 ) 15in(26)

olarak verilir. Burada

0=+v-1 (x—l—ky—(b—l—ak)t—ﬂ) +7.

a

Negaton ¢oziimler

Negaton ¢oziimler

v=20InW(9,0,9,.....,0, '¢)

olarak verilir. Burada ¢ (A1) fonksiyonu
4y
¢ = cosh (\/I (x—i—ky— (b+ak)t — L) —|—7>
a

\

¢ = sinh (\/I (x+ky—(b+ak)t—%> +y)

olarak verilir. Burada A > 0 ve v keyfi sabitdir.
1) Sifirinc1 mertebeden negaton ¢oziimler:
v=2dInW(¢)=20;In|¢|

=20,In

=20;In (cosh (\/7_L ()H—ky— (b+ak)t — %) ‘H’)
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— 2v/Atanh(6,)

veya

v=2dInW(¢)=20;In|¢|

= 20, In|sinh (\/I (x+ky— (b-l—ak)t—ﬂ) -I-}’)

\
—20,In (sinh (\/I (x+ky— (b+ak)t — %) +y)>
— 2/ coth(6y)

olarak verilir. Burada

a

4y
6, = VA (x—l—ky— (b+ak)t — L) +7.
2) Birinci mertebeden negaton ¢oziimler:

v=20,InW (cosh(0),0,, cosh(0))

_ 4+/21 (14 cosh(26))
2 <x+ky— (b+ak)t — %) 4+ sinh(26)

olarak verilir. Burada

4yA
6= \/A_l(x+ky—(b+ak)t—%) +Mn.

4.6.5. Etkilesim coziimler

Wronskiyen etkilesim ¢oziimler

v =20 InW (¢1(A),02(1), ..., o (A); w1 (1), ..., Wi (1))

olarak verilir. Burada

((bl (l)7¢2(l)7 '“7¢k(l)§ Vi (;,L), ey l//[(,Ll))
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iki 6zdeger fonksiyon kiimesini temsil etmektedir.

Rasyonel, soliton ve positon 6zdeger

¢rasy0nel =X+ ky - (b + ak) r, (4205)
4yl
dsotiton = cosh ( /Ay (x+ky— (b+ak)t — LA >0, (4.206)
a
dyLy
Ppositon = COS (\/ —A (x+ky (b+ak)t — 7)) , <0 (4.207)

fonksiyonlarina kargilik gelen Wronskiyen etkilesim determinantlar
W(q)rasyonela ¢soliton) =V )Ll (x + ky F (b + ak) t) Sinh(el) - COSh(el) ; (4208)

W (Srasyonel Gpositon) = —V/ —Aa (x +ky — (b +ak)1)sin(6) —cos(82) ,  (4.209)
W (sotitons Ppositon) = —\/—_lzcosh 01)sin(6;) — \/_ A1 sinh(6;)cos(6,) , (4.210)

W (@rasyonels Psoliton Ppositon) = (X +ky — (b +ak)t <7Lz\/_ sinh(6; ) cos(6,)
+21v/ =25 cosh(6;) sin(92)> + (A1 — A2) cosh(6;) cos(6,) (4.211)

olarak verilir. Burada

0, = VM <x—|—ky— (b+ak)t — 4ya7“) : (4.212)
o L)

Boylece (4.208)-(4.211) Wronskiyen etkilesim determinantlarina karsilik gelen Wronski-

yen etkilesim ¢oziimleri

2v/ A (x+ky — (b+ ak)t)cosh(6))
VA1 (x+ky — (b+ ak)t)sinh(6;) — cosh(6))

V=20, an((prasyonela (psoliton) = , (4.214)

—2MA (x+ky — (b+ak)t)cos(6,)
V=4 (x+ky— (b+ak)t)sin(6) + cos(6,)

V= 28x an(¢rasyonel; ¢positon) = s (4.215)
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2 (A1 — A2) cosh(6;)cos(6,)

v/ =2z cosh(8;)sin(6,) + /A, sinh(6;) cos(6,) ’
(4.216)
2q

V= 2ax InW ( (Prasyonela (Psolitona (Ppositon) = ? ) (4-2 1 7)

v=20d,In W(‘Psolitom ¢positon) =

p=(x+ky— (b+ak)t) (2,2\/),_1sinh(91) cos(62) + A1/ —Azcosh(6) sin(92)>

+ (A1 — A2) cosh(B;) cos(6,) ,

g= (x+ky— (b+ak)t)\/—AiAs (A — A2) sinh(6;) sin(6>) + A1 /A1 sinh(6) ) cos(6>)

+2A21/ —A; cosh(6;)sin(6,)
olarak verilir. Burada
4y
01 =VA | x+ky— (b+ak)t— , , (4.218)

4 )“2) . (4.219)

92 =\ —2{2 (X+ky— (b+ak)t— T
4.7. Lie simetri indirgemesi ve ¢oziimlerinin tam mertebeli denklemlere uygulan-

masl

Literatiirde bir¢ok alanda kullanilan ve bircok fiziksel olay1 modelleyen denklemlerin te-
melini olusturan KdV

U — OuUlly + Uy, =0 (4.220)

denklemi lineer olmayan olusum tiirii bir denklemdir. Fiziksel olarak bu denklem s1§ su
yiizeylerindeki 6zel dalga olan soliton dalgalarin1 modeller (Zabusky ve Kruskal 1965).
Soliton’lar ise sekil degistirmeden veya dagilmadan tiim yonlerde ilerleyen dalgalardir
(http://atomcool.rice.edu/research/boson/matter-wave-solitons/). Ayrica KdV denklemi s1g
su dalgalari ile birlikte uzun aralikli dalgalar ve ses dalgalar1 gibi bircok fiziksel problemle

de iligkilidir (https://en.wikipedia.org/wiki/Korteweg%E2 %80%93de_Vries_equation).

(4.220) denkleminden tiiretilen (2+1) boyutlu kirilgan soliton denklemi

Uyr — dyytly — 2Uyyly — Uyyry = 0 4.221)
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seklinde verilir (Wazwaz 2010). (4.221) denkleminde y = x olarak kabul edildiginde ve
elde edilen denklemi x bagimsiz degiskenine gore integrali alindiginda (4.221) denklemi
KdV denklemine doniisiir. (4.221) denklemi y ekseni boyunca yayilan Riemann dalgasi
ile x ekseni boyunca yayilan bir uzun dalga arasindaki (2+1) boyutlu etkilesimi modeller
(Wazwaz 2010). Bu tiir denklem ailesinin en 6nemli 6zelligi, Lax temsillerinde kullanilan
spektral parametresinin kirilgan davranisa sahip olmasidir (Radha ve Lakshmanan 1995).
Boylece spektral deger ¢ok degerli bir isleve doniisiir. Sonug olarak bu denklemlerin ¢o-

ziimlerinin bulunmasi ¢ok daha degerli hale gelir.

4.7.1. Lie simetri analizi

(4.221) denkleminin bir simetri iireteci

0 0 0 0
e x y i
X =& (t,x,y,u) 5 +&EX(t,x,y,u) 8x+€ (t,x,y,u) ay—i—n(t,x,y,u) 5 (4.222)

seklinde verilir. (4.221) denkleminin simetrilerini bulmak icin (4.222) iiretecinin 4. uza-

nimi (4.221) denklemine uygulandiginda
X (s — gty — 20ttty — iy 4221y = 0 (4.223)

ifadesi elde edilir. (4.223) denklemi acildiginda bir denklem elde edilir ve elde edilen bu

denklemdeki terimler #’nun tiirevlerine gore ayrilirsa

é:t}:t =0, Nu,t =0, Nu,u =0, ‘:; =0, é:;c = —MNu, é)%) =0

&

6= 2 &7 =0,5,=0,§7=0, 5 =0 (4.224)

Nx =

belirleyici denklem sistemi elde edilir. (4.224) denklemi ¢oziiliirse &7, £¥, €7, 1 degerleri
asagidaki gibi verilir:

c1X
n= —%+C3M—|—f(t>,
&' = —2c3t+ ¢y,

§* = —c3x+tcs,
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éy =it + .

(4.225)

Burada f () bir keyfi fonksiyon ve ¢y, c;, 3, ¢4, cs keyfi sabit sayilardir. (4.225) sonuglart

yardimiyla (4.222) iirteci asagidaki gibidir:

0 0
X = (—203[ + C4) g + (—C3X+C5) gc

) )
—l—(c1t+cz)a—y + (_(le_x +03u+f(t)> .

(4.226) tiretecinde ¢; = 1 ve ¢p = ¢3 = ¢4 = ¢5 = f(t) = 0 alinirsa

(4.226) tiretecinde ¢3 = 1 ve ¢] = ¢p = ¢4 = ¢5 = f(t) = 0 alinirsa

d d d
X3 = —ZIE —Xa—f—l/t%,

(4.226) tiretecinde ¢4 = 1 ve ¢; = ¢p = ¢3 = ¢5 = f(t) = 0 alinirsa

(4.226) iiretecinde ¢ = ¢ = ¢3 = ¢4 = ¢5 = 0 alinirsa

d

stf(f)a

elde edilir.
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4.7.2. Lie simetri indirgemeleri

Bu boliimde amacimiz (2+1) boyutlu (4.221) denkleminin iireteclerini kullanarak denk-

lemi adi diferensiyel denkleme doniistiirmektir. Denklemin X5 = %, X) = a% ve Xy = %

oteleme simetrilerinin lineer birlesimi olan
Y=a1X5+arXs +azXy (4.233)
tiretecini ele alalim. Burada ay, az, a3 sabit sayilardir. ¥ lireteci yardimiyla

f=ax—ay, g=ax—ait, u=0(fg) (4.234)

degismezleri bulunur. (4.234) doniisiimiiniin (4.221) denkleminde yerine yazilmasi duru-

munda
—alazefg —apas Qgg il 6a1a%9f9ff + 8ajazas Gfefg + 2a1a%9f6gg + 4a1a§0g9fg

+4ajazaz 0,077 + alageffff + 361161%613 Orfe+ 3a1a2a§9ffgg + alag Ofgee =0 (4.235)

iki bagimsiz degiskenli kismi diferensiyel denklemi elde edilir. Burada f ve g bagim-
s1z degiskenlerdir. Benzer sekilde iki boyutlu (4.235) denkleminin iiretecleri kullanilarak
denklem adi diferensiyel denkleme doniistiiriilebilir. (4.235) denkleminin bir simetri iire-

tect

d Jd d
Y=éf(fygﬁ)W%g(ﬁg,@)a—;n(ﬁg,e)% (4.236)

seklinde verilir. (4.235) denkleminin simetrilerini bulmak i¢in (4.236) iiretecinin 4. uza-

nimu1 (4.235) denklemine uygulanirsa
Y[4] (—alazefg —ajas Qgg + 6a1a%9f9ff + 8ajapas Qfefg + 2a1a§9f6gg + 4a1a%9g9fg

+4aiaras Og fo + alageffff + 361161%613 Offfg -+ 3a1a2a% fogg + alag Qfggg) |(4.235) =0,
4.237)
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ifadesi elde edilir. (4.237) denklemi acildiginda bir denklem elde edilir ve elde edilen bu

denklemdeki terimler 6’ nin tiirevlerine gore ayrilirsa

—2a%n,+2a —2a2n,+a
f 3N 2Me g 3Ng +azMNe
=0 =0 = =0 =
No.g > 6.6 ) 5]@ a ) éf » Ny 2ara;
2a3n, —3
é(gf a3ng @200 ’ 55 —MNe, Gf = 07 &g =0 (4238)

as

belirleyici denklem sistemi elde edilir. (4.238) denklemi ¢oziiliirse £/, £%, i) degerleri

n=co+ (—“2g_a3f)
2a3 as

arg—a 3cia
éf:2h(2g—3f)a3+2C1f— ! 2g—|—C3
an as

&8 =—cig+c2 (4.239)

olarak verilir. Burada h <%> bir keyfi fonksiyon ve cy,c2,c3 keyfi sabit sayilardir.

(4.239) sonuglar1 yardimiyla (4.236) iireteci asagidaki gibidir:

Y= (2h (M) a3 +2c1f - Sc1azg +c3) 9

a as af
) — )
—l—(—clg+cz)a—g+ (cﬁ—k%—kh(%)) 0 (4.240)

(4.240) iiretecinde c; =l veco =c3 =h (%) = 0 alinirsa

2a30 —l—fi
2a3 00’

_2a3f-3ag d  J
Yi= az af g8g+

az

(4.240) iiretecinde c; = 1l vec; =c3=h <M> = 0 alinirsa

(4.240) iiretecinde c3 =1l vecy =co =h <M> = 0 alinirsa
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(4.240) iiretecinde ¢ = ¢ = ¢3 = 0 alinirsa

o (G8—af\ 9 . (awg—asf) d
Y4_2h( - )a38f+h< - )ae (4.241)

elde edilir. (4.235) denkleminin Y3 = % ve Yy = aig Oteleme simetrilerinin lineer birle-
simi olan

6 =01Y3+bY, (4.242)

iiretecini ele alalim. Burada by, b, sabit sayilardir. § iireteci yardimiyla
= bzf — blg, 6=F (Z) (4.243)

degismezleri bulunur. (4.243) doniisiimii (4.235) denkleminde yerine yazilmasi duru-

munda
(a1a2b1b2 — a1a3b%)F” + (661161%[9% == 12a1a2a3b1b% -+ 6a1a§b%b2)F'F”

+(a1a@3b5 — 3ara3azbs + 3a1axa3b3btb, — ayadbyb)F"" =0 (4.244)

adi diferensiyel denklem elde edilir.

4.7.3. En basit denklem yontemiyle ¢oziimlerin bulunmasi

Bu boliimde (4.244) adi diferensiyel denkleminin ¢oziimleri en basit denklem yontemiyle

elde edilerek (4.221) denkleminin ¢oziimleri verilecektir.

Bernoulli denkleminin en basit denklem olarak kullanilmasi

(4.244) denkleminde F""(z) ile F'(z)F" (z) terimleri arasinda dengeleme yaparsak M = 1

bulunur. Boylece (3.5) denkleminin sonucu olarak (4.244) denkleminin ¢oziimii

F(z) =Ag+AH(2) (4.245)
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biciminde yazilabilir. (4.245) denklemi (3.6) denklemiyle birlikte (4.244) denkleminde
yazildiginda ve daha sonra H' fonksiyonlarimin katsayilari sifira esitlendiginde Ag ve A

terimlerinden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde

A1 = —2bayby +2basb, ,

—b
oo NI @240
a a2b2 — a3b1 .

sonugclari elde edilir. Boylece (4.221) denkleminin ¢oziimii

(4.247)

u(x,,1) =A0+A1a{ cosh[a(z+C)] +sinh[a(z+C)] }

1 —bcosh[a(z+C)|] —bsinh|a(z+C)]

olarak bulunur (Sekil 4.21, Sekil 4.22). Burada z = a1 b1t + (byay — byaz) x — byayy ve C

bir integral sabitidir.

“m\llhm ‘

Sekil 4.21. (4.221) denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada b; = —1, diger tiim
parametreler 1 olarak alinmistir

99



Sekil 4.22. (4.221) denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada b; = —1, diger tiim
parametreler 1 olarak alinmistir

Riccati denkleminin en basit denklem olarak kullanilmasi

Benzer sekilde (4.244) denklemindeki dengeleme sonucu M = 1 bulunur. Boylece (3.5)

denkleminin sonucu olarak (4.244) denkleminin ¢oziimii
F(z)=Ao+AH(2) (4.248)

seklindedir. (4.248) denklemini (3.7) denklemiyle birlikte (4.244) denkleminde yazildi-
ginda ve daha sonra H' fonksiyonlarmin katsayilar sifira esitlendiginde A ve A; terimle-
rinden olusan bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde asagidaki
sonug elde edilir:

Ay = — (2apby —2a3by)a

(—a3b3 + 2azazb b3 — a3bib,) b* — by
(4a5b3 — Barazb b3 + 4a3b3bs) a

c=—

Boylece (4.221) denkleminin ¢oziimii

b 06 1
u(x,y,t) =Ao+A4; {—% - Ztanh [59 (Z+C)} } , (4.249)
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b 6 0z sech (%)
1) =Ag+A{ —— — —tanh [ = .
u(x,y,t) =Ag+ 1{ 52~ 5, tan <2)+cCosh(%)—%asinh(%) (4.250)

olarak bulunur (Sekil 4.23, Sekil 4.24, Sekil 4.25, Sekil 4.26). Burada C bir integral sabiti
ve

z=a1bit + (byay — byaz) x — brayy,
02 = b% — dac (4.251)

olarak verilir.

Sekil 4.23. (4.221) denkleminin (4.249) ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada b, = 2,
diger tiim parametreler 1 olarak alinmistir

101



Sekil 4.24. (4.221) denkleminin (4.249) ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada b, = 2,
diger tiim parametreler 1 olarak alinmistir

Sekil 4.25. (4.221) denkleminin (4.250) ilerleyen dalga ¢6ziim grafigi. Burada a; = 2,
diger tiim parametreler 1 olarak alinmistir
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Sekil 4.26. (4.221) denkleminin (4.250) ilerleyen dalga ¢oziim grafigi. Burada a; = 2,
diger tiim parametreler 1 olarak alinmistir

4.8. Lie simetri indirgemesi ve ¢oziimlerinin zaman kesir mertebeli denklemlere

uygulanmasi

7. mertebeden KdV denklem ailesi
ur + au’ Uy + bui + Ul Uy + duzuxxx + eun sy

+ fuxtgy + guus, +u7, =0 (4.252)

olarak verilir (Goktas ve Hereman 1997, Yasar ve ark. 2016). Burada a, b, ¢, d, e, f,
g sifirdan farkli sabit sayilardir. (4.252) denklemi ilk defa Pomeau ve ark. (1988) tara-
findan tanitilmig ve denklemin yapisal kararlilig: tartisilmistir. Ayrica (4.252) denklemine
fiziksek agidan bakildiginda u = u (x,¢) dalga boyu, x uzay degiskeni, ¢ ise zaman degiske-
nine karsilik gelir. (4.252) denklemi akigkanlar dinamigi, kimyasal kinetik, plazma fizigi
ve lazer optik gibi bir¢ok bilimsel alanlarda karsimiza ¢ikar. Son olarak (4.252) denklemi
dogrusal olmayan dalgalarin sagilma veya yayilma etkilerini tasvir eder (Sharma ve Arora

2017).
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(4.252) denklemindeki a,b,c,d,e,f,g sabit sayilarina degerler verilerek literatiirde bilinen

bazi denklemler elde edilir.

(4.252) denkleminde a = 140,b = 70,c = 280,d = 70,e =70, f = 42, g = 14 alindaginda

7. mertebeden Lax denklemi (Goktas ve Hereman 1997)
u; + 14Ou3ux + 70u)3c + 280uut ity + 7Ou2uxxx

+70upuzy + 42Uy, + 14uusy, + 7, = 0, (4.253)

a=2016,b=630,c =2268,d =504,¢ =252, f = 147,g = 42 alindiginda 7. mertebeden
KK denklemi (Goktas ve Hereman 1997)

Uy + 201613 1, + 6301 + 2268 Uttty 4 5041 1

+252us uzy + 147w gy + 425, + 17, = 0, (4.254)

a=252,b=063,c=378,d =126,e = 63, f =42,¢g = 21 alindiginda 7. mertebeden SKI
denklemi

U + 252u3ux + 63u)3c + 378uutyityy + 126u2uxxx
+63uuzy + 42uytgy + 21uus, + 7, =0 (4.255)

elde edilir (Ito 1980, Goktas ve Hereman 1997, El-Sayed ve Kaya 2004, Wazwaz 2008,
Shen ve ark. 2014, Yasar ve ark. 2016).

Kesir mertebeli analiz, son zamanlarda 6zellikle bilim ve miihendislik alanlarinin bir-
cok dalinda olduk¢a 6nemli bir rol oynar. Bircok 6nemli doga olayinda 6rnegin elektro-
manyetik, goriintii isleme, ses dagilimi ve elektro-kimya gibi alanlarda kesir mertebeli tii-
revler ele alinan modeli daha 6nemli kilar. Kesir mertebeli modellerin faydalarindan biri
ise tam mertebeli modellere gore daha iyi olay1 tasvir eder. Boylece ele alinan modelin
Onemini ve uygulanabilirligini cazip kilar. Genellikle kesir mertebeli diferensiyel denk-

lemlerin tam ¢oziimlerini bulmak oldukca giictiir. Ayrica kesir mertebeli tiirevlerin bazi
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ozelliklerinin aragtirilmasi tam mertebeli tiirevlere gore oldukc¢a zordur (Hashemi 2018).
Kesir mertebeli denklemlerin 6neminden dolay1 tam mertebeli (4.255) SKI denkleminin
yerine zaman kesirli mertebeli SKI denklemi

aOE

3@ +252u° ux—|—63u —|—378uuxuxx+126u Unxx

+63uouzy + 42uyttgy + 21 uus, + 7, =0 (4.256)

ele alinacaktir (Yasar ve ark. 2016). Burada o (0 < o < 1) zaman kesir tiirevini ifade

eden bir parametredir.

4.8.1. Lie simetri analizi

(4.256) denkleminin Lie-nokta simetri iireteci

d
+n(x7t7u)_

d
+§(X,I,I/t)— Ju

X = T(x,t,u)i e

py (4.257)

seklinde verilir. (4.256) denkleminin simetrilerini bulmak icin (4.257) iiretecinin 7. uza-

nimi (4.256) denklemine uygulandiginda

0%u
x7] (8_ +252u° Uy + 63u + 378utt ey + 126u> Uyxx

=0 (4.258)

+63up U3y + 42utigy + 21 uus, + ugy
(4.256)

ifadesi elde edilir. (4.258) denklemi acildiginda bir denklem elde edilir ve elde edilen bu

denklemdeki terimler »’nun tiirevlerine gore ayrilirsa

9%(M) — ud* (M) + 25213 N + 1261 N + 21Ny + Moo = O,
<?‘z) (M) — (ni 1) DH(1)=0, n=1,2,3,,
78 (x) —at (1) =0,
T=T=&=8=Nu=0 (4.259)
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belirleyici denklem sistemi elde edilir. (4.259) denklemi coziiliirse
E =axci +cp, T="Ttc;, N = —20uc; (4.260)

sonuglarina varilir. Burada ¢ ve ¢, keyfi sabitlerdir. (4.260) sonuglar1 yardimiyla (4.257)
tirteci

0 0 0
X = 7tcl§ + (axe; + cz)a — 2auc1£ (4.261)

ifadesine doniisiir.

(4.261) iiretecinde ¢; = 0 ve ¢ = 1 alirsa
X ==, (4.262)
(4.261) iiretecinde ¢; = 1 ve ¢y = 0 alirsa

0 d 0
Xo =Tt—+oax— —20u

Y Ep 5 (4.263)

elde edilir.

4.8.2. Lie simetri indirgemesi

Bu boliimde amacimiz zaman kesir mertebeli (4.256) denkleminin (4.262) ve (4.263) iire-

teclerini kullanarak denklemi kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme doniistiirmektir.

1. Durum: X; = d/dx iiretecine karsilik gelen degismezler

dt dx du
= 4.264
0 1 0 ( )
yardimci denkleminden bulunur. (4.264) denklemi ¢oziilmesiyle
u=f(1) (4.265)
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degismezi elde edilir. (4.265) denklemini (4.256) denkleminde yerine yazildiginda
% f(t)=0 (4.266)

indirgenmis kesir mertebeli adi diferensiyel denklem elde edilir ve bu ifade ¢oziildiigiinde
(4.256) denkleminin
u=ap*! (4.267)

grup degismez coziimii elde edilir. Burada a; kefi integral sabitidir.

2. Durum: X, = 7td/dt + axd/dx —20aud /du tiretecine karsilik gelen degismezler

dt dx  du

il = 4.268
Tt oax —20u ( )

yardimci denkleminden bulunur. (4.268) denklemi ¢oziilmesiyle
u=127g(&), & =xt%", (4.269)

degismezleri elde edilir. Burada g(&) keyfi bir fonksiyondur. (4.269) degismezleri kulla-
nilarak (4.256) denkleminin kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme doniistiigiinii bir

teorem olarak verilecektir.

Teorem: (4.269) degismezleri yardimiyla (4.256) denklemi

o

1-22,
(P7 ! ag) (&) +252g3g5 +63g% +378gge8ee + 126g2g555

+0382£83¢ +428¢84¢ +21885¢ + 876 =0 (4.270)

kesir mertebeli adi diferensiyel denklemine doniisiir (Yasar ve ark. 2016).

Ispat: n— 1 < a < n, n=1,2,3,--- olmak iizere (4.269) degismezlerine karsilik gelen
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Riemann-Liouville kesir tiirevi

t

aa —2Q —o
arobf o | Tr—a) / )1l g (s T )ds 4.271)
O

olarak verilir. Ayrica (4.269) degismezlerine dayanarak
(4.272)

doniisiimii kullanildiginda

ds = ——=dv (4.273)

ifadesi kolay bir sekilde elde edilir. (4.272) ve (4.273) ifadeleri (4.271) denkleminde ye-

rine yazildiginda

8au_ o" 2 1 T n il fn+179—“
o o |1 T(n—a) 1/(V_ Jg(EvT)dy (4.274)

denklemi elde edilir. Erdelyi-Kober kesir integral operatorii kullanilirsa (4.274) denklemi

0% o" _20
aTZ o [t"7 (Ki 7 “g) (5)} (4.275)

o

denklemine doniisiir. (4.269) denkleminden & = xt_Ta,q) € C'(0,0) ifadesini gozoniine

alarak (4.275) denkleminin sag tarafin1 diizenlemek icin

50 = (-5)r 10 = -Te Sp00 @276

ifadelerine ihtiyac vardir. (4.276) sonucu kullanarak (4.275) denklemi

N G I G TR )]

8” 1 9o 9 8 _2a n—o
=g [ (02 e ) () @) @277
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denklemine doniisiir. Bu yerine koyma iglemi n — 1 kez tekrar edilirse

Sl () @] = o [ (o (1) @)

= (-2 2 ) (k) @)

_9g 1] 90 . a,.d -2 g
— (- S ) (k7P @ (4.278)

elde edilir. (4.278) denkleminde Erdélyi—Kober kesir tiirev operator tanimi kullanildi-

ginda
% [’"‘97“ (Kizg’n“g) (5)} A5 (Pi%a’“g) (&) (4.279)

o o

denklemi elde edilir. Son olarak (4.279) denklemini (4.275) denkleminde yerine yazildi-
ginda

9% oy 10
i ARG

o

zaman kesir tiirev ifadesi elde edilir. Boylece zaman kesir mertebeli (4.256) denklemi

1-22,
<P7 7 “g) (§)+252¢°g; +63g} +378gg 8¢ + 12688z

+6382£83¢ +428¢ 845 +21885¢ + 876 =0 (4.280)

kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme doniigmiis olur.

4.8.3. Kuvvet serisi yontemiyle ¢oziimlerin bulunmasi

Bu boliimde (4.280) kesir mertebeli adi diferensiyel denkleminin ¢éztimleri kuvvet serisi
yontemi (Baleanu ve ark. 2018a,b, Yusuf ve ark. 2018a,b,c, Tchier ve ark. 2018) yardi-

miyla elde edilerek (4.256) denkleminin ¢ziimleri verilecektir.

(4.280) denkleminin kuvvet seri ¢c6ziim formu

g(&) =Y ag" 4.281)

n=0
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olarak verilir. (4.280) denkleminde yer alan tiirev terimleri

— i nangn—l
n=0

Z n+1 an—i—lé

o)

g (&)=Y nn—1)a,§">

n=0

Z (n42) (n+1)ap 28",

(oo}

g"(€)=Y n(n—1)(n—2)an&"">

n=0

Z (n+3)(n+2)(n+1)ap+3&",

(o]

g™ (&)=Y nn—1)(n—2)(n—3)a,g"*

n=0

i n+4)(n+3)(n+2)(n+1)a,4&",

o)

g(V) (&)= Zn(n—l)(n—Z) (n—3) (n_4)anén—5

n=0

i n+5)(n+4)(n+3)(n+2)(n+1)a,.s&",

[

gV (&)=Y n(n—1)(n—2)(n=3)(n—4)(n—5)a,""°

n=0

i n+6)(n+5)(n+4)(n+3)(n+2)(n+1)a,+6&" ,
SV (E) = Y n(n—1)(n—2) (1—3) (1—4) (1—5) (1— ) an&""

n=0

i n+7)(n+6)(n+5)(n+4)(n+3)(n+2) (n+1)a,+78"

110

(4.282)

(4.283)

(4.284)
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olarak verilir. (4.281)-(4.288) seri acilimlar1 (4.280) denkleminde yerine yazildiginda

Z)ané’“usz Y 0" Y @'Y 4" Y (1) s
7 n=0

) n=0 n=0 n=0

+63 Z (n+1)an+18" Z (n+1)an+18" Z (n+1)an+18"
n=0 n=0 n=0

%)

+378 i an&" Z (n+1)ay, 1 E" i)(n—kZ) (n+1)a,2&"

n=0 n=0

+1z6i0 " io " io<n+3><n+z> (14 1) 3"

463 Y (12) (14 1) ar2€" Y (n43) (12) (n-+ 1)ar 26"
n=0 n=0

F42Y (14 1)ayr " Y (1 44) (1+3) (142) (14 1) aga”
n=0 n=0

+21 iané” i‘b(nﬁ) (n+4)(n+3)(n+2) (n+1)a, 5"

o5}

+) (n47)(n+6) (n+5) (n+4) (n+3) (n+2) (n+1) ay47E" =0 (4.289)
n=0

sonucu elde edilir. (4.289) denkleminde n = 0 iken katsayilarin kargilastirilmasinda

=— ! ( 7) +252a3a; + 63a3 + 756
a; = a apa a apaa
! 5040 1"(2——970‘) 0 0% ! 08152
+ 756a(2)a3 + 756aya3 + 1008a1a4 + 2520a0a5> (4.290)

katsayis1 elde edilirken n > 1 iken katsayilarin karsilastirildiginda

1
T T T) (14 6) (n - 5) (n+ 4) (n - 3) (- 2) (nt 1)

r 2__ZQ_+”JZ n k J
x( (2-7 7a)an+2522 Y ) (n+1—k)aajia jani1«
—7+7) k=0 j=0i=0

111



+21) (n+5—k) (n+4—k)(n+3—k) (n+2—k) (n+1—k) araps—k
k=0

n k
+378 Y. Y (n+2—k) (n+1—k)ajar_jan o
k=0 j=0

n k
+126 Y Y (n+3—k)(n+2—k) (n+1—k)ajax—_jan 3
k=0 j=0

n
+63) (n+3—k) (n+2—k)(n+1—k)arani3-«
k=0

n
+42) (n+4—k) (n+3—k)(n+2—k) (n+1—k) axana—x
k=0

n k

+63 ) Y (n+1—k)ajar_jansi_x (4.291)
k=0 j=0

katsayisi elde edilir. Boylece (4.290) ve (4.291) sonuglar1 kullanilarak (4.280) denklemi

icin kuvvet seri ¢oziimii

g(&)=ao+ a1 +a?+a3&’ +asl +as&’ +ac® + a8’ + Y ay &

n=1

1 (22—
=ap+a1& +arl? + a3’ +aslt +asE® +agt® — 5040 (ng L ;ao+25200611
_7

+63a3 + 756apaiay + 756a3a3 + 756a2a3 4+ 1008aa4 + 2520a0a5> &7

> 1
-) (n+7)(n+6)(n+5)(n+4)(n+3)(n+2)(n+1)

n=1

na
L;an+252 Z Z Z (n+1-— a,aj_iak_jan+1_k
T =0,j=0i=

+21) (n+5—k) (n+4—k)(n+3—k) (n+2—k) (n+1—k) arap+s5—k
k=0

n k
+378 Z Z (I’l +2— k) (I’l +1-— k) ajay—jap42—k
k=0 j=0

n k
+126 ) Y (n+3—k)(n+2—k) (n+1—k)ajar_jani3—k
k=0 j=0
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n
+63) (n+3—k) (n+2—k)(n+1—k)arani3-«
k=0

n
+42) (n+4—k) (n+3—k)(n+2—k) (n+1—k) axana—x
k=0

n k

+63) Y (n+1—k) ajak—jan+1—k> gnti (4.292)
k=0 j=0

elde edilir. Ayrica (4.269) degismezleri kullanilarak (4.256) denkleminin kuvvet seri ¢6-

zimi
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k=0
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n
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k=0

n
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k=0

n k
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elde edilir.
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5. SONUC

Bu tezde temel olarak tam ve kesir mertebeli lineer olmayan olusum tiirii denklemlerin
analitik ¢oziimlerinin bulunmasinda oldukg¢a kullanigh ve etkili olan metotlar verilmistir.
Ayrica bu metotlarin kullanilmasi sonucu birbirinden farkli ve fizik alaninda 6nemli bir

yere sahip olan ¢6ziim tipleri sunulmustur.

Bu tez elde edilen sonuclara bakildiginda ¢ok sayida ve birbirinden farkli ¢6ziim tipleri
elde edilmistir. Bu ¢oziimler su sekildedir: ilerleyen dalga ¢oziimii, knoidal dalga ¢oziimii,
sinoidal dalga ¢oziimii, bir soliton ¢6zlimii, iki soliton ¢6ziimil, ii¢ soliton ¢dziimii, komp-
leksiton ¢oziimler, ¢oklu soliton ¢coziimler, Lump tipindeki ¢oziimler, rasyonel ¢coziimler,
soliton ¢oziimler, poziton ¢oziimler, negaton ¢oziimler, rasyonel-soliton-poziton etkilesim
coziimler ve son olarak kuvvet seri ¢oziimlerdir. Ilerleyen dalga ¢oziimii, knoidal dalga
coziimii ve sinoidal dalga ¢oziimleri akiskanlar dinamiginde kullanilan lineer olmayan pe-
riyodik dalga ¢oziimleridir. Bir soliton, iki soliton ve ii¢ soliton ¢oziimler eksponansiyel
fonsiyonlarin polinomlar1 olarak ifade edilen ¢oklu soliton tipinde ¢oziimlerdir ve bu ¢o-
ziimler faz degismeleri ile birlikte genel dalga frekanslarini iceren ¢oziimlerdir. Komplek-
siton tipindeki ¢oziimler hem eksponansiyel fonksiyon hem de trigonometrik fonksiyon
birlesimini i¢eren ¢oziimlerdir. Bu ¢oziimler yeni tarzdaki belirgin ilerleyen dalga hizla-
rina sahip olan ¢oziimlerdir. Ayrica yeni test fonksiyonu kullanilarak elde edilen ¢oklu
soliton ¢oziimler, kompleksiton tipindeki ¢oziimleri de kapsayan ¢oziimlerdir. Lump ¢6-
ziimler uzayda tiim yonlerde yerel olan analitik rasyonel ¢oziimlerdir. Soliton ve Lump
coziimler arasindaki farka bakildiginda soliton ¢oziimler belli yonlerde yerel olmasina
karsin Lump coziimler uzayda tiim yonlerde yerel olan bir ¢esit rasyonel fonksiyon ¢o-
ziimlerdir. Soliton ¢oziimler negaton ¢oziimlerin 6zel bir halidir. Negaton ¢oziimler eks-
ponansiyel fonksiyon c¢oziimlerini igcerirken poziton ¢oziimler trigonometrik fonksiyon
coziimlerini icerir. Son olarak rasyonel-soliton-poziton etkilesim ¢oziimler daha genel ve

karmagik ¢oziimlerdir.

Ayrica bu tezde, son yillarda oldukga popiiler olan ve bir ¢cok arastirmaci tarafindan ele

alian yiiksek boyutlu ve yiiksek mertebeden lineer olmayan olusum tiirii denklemler ele
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alindi. Bu denklemler su sekildedir: (1+1) boyutlu bir genellestirilmis KdV denklemi,
(2+1) boyutlu SK denklemi, bir yeni genellestirilmis (3+1) boyutlu lineer olmayan olu-
sum tiirii denklemi, (2+1) boyutlu yerel olmayan Ito denklemi, (2+1) boyutlu kirilgan

soliton denklemi ve yedinci mertebeden kesirli SKI denklemleridir.

Yedinci mertebeden tam mertebeli SKI denklemi bircok arastirmaci tarafindan ele alin-
mustir (El-Sayed ve Kaya 2004, Wazwaz 2008, Shen ve ark. 2014). El-Sayed ve Kaya
(2004) Adomian decomposition metodunu kullanarak denklemin baglangi¢ kosullarina
karsilik gelen anallitik ¢oziimler olan tek dalga ¢oziimleri ve niimerik ¢coziimler elde et-
mislerdir. Ayrica ede edilen niimerik ¢coziimler analitik ¢oziimlerle karsilagtirilmigtir. Wa-
zwaz (2008) tanh—coth metodunu ve Hirota metodunu kullanarak sirasiyla denklemin tek
soliton ¢oziimler ve N soliton (¢oklu soliton) ¢oziimler elde etti. Shen ve ark. (2014) Bell
polinom yaklasimini kullanarak denklemin bilineer formunu, Bécklund doniisiimlerini,
Lax ciftlerini ve sonsuz sayidaki korunum kanunlarini elde ettiler. Su ana kadar yapilmis
bu gelismelere ragmen denklem hep tam mertebeli anlaminda ele alinmigtir. Bu tez ¢a-
lismasi da ilk defa denklemi kesir mertebeli anlaminda ele aldigindan dolay1 bu boslugu
doldurmustur. Bu yeni modelin (4.262) ve (4.263) Lie simetri iiretecleri ilk defa bu tez
calismasinda elde edilmistir. Ayrica bu iiretecler kullanilarak denklem daha onceden hig-
bir yerde rapor edilmeyen kesir mertebeli adi diferensiyel denklemine doniistiiriildii. Bu
doniisiim teorem olarak verilmig ve ispatlanmistir. Son olarak kuvvet serisi metodu yardi-
miyla elde edilen (4.293) kuvvet seri ¢oziimleri ilk defa burada bulunmustur. Burada elde

edilen analitik ¢coziimler olan kuvvet seri ¢oziimleri yeni ¢oziimlerdir.

(3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklem bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alin-
mistir (Zhagqilao 2013, Wazwaz 2015, Liu ve Liu 2016, Shi ve Zhang 2017, Zhang ve Ma
2017). Zhaqilao (2013) bir basit sembolik hesaplama algoritmasi kullanarak denklemin
agresif dalga c¢oziimlerini ve rasyonel ¢oziimlerini elde etti. Wazwaz (2015) basitlesti-
rilmis Hirota yaklasimini kullanarak denklemin ¢oklu soliton ¢oziimlerini elde etti. Liu
ve Liu (2016) homoclinic test yaklagimini ve ii¢ dalga metodunu kullanarak denklemin
sirastyla kink breather soliton ¢oziimlerini ve coklu soliton ¢coziimlerini elde ettiler. Shi

ve Zhang (2017) Hirota bilineer yontemini kullanarak denklemin yiiksek mertebeli ag-
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resif dalga coziimlerini elde ettiler. Zhang ve Ma (2017) lineer superposition prensibini
kullanarak denklemin rezonant ¢oklu dalga ¢oziimlerini elde ettiler. Yapilan bu ¢alisma-
lara bakildiginda denklemin kendisi ele alinarak denklemin olduk¢a 6nemli ¢oziimleri
elde edildi. Bu tez calismasinda ise su ana kadar yapilan calismalarin aksine denklemin
kendisi ele alinmamigtir. Denklemin genellestirilmis Hirota bilineer denklemi kullanila-
rak daha onceden literatiirde olmayan ve ilk defa bu tez ¢alismasinda verilen yeni bir
gelistirilmis (3+1) boyutlu lineer olmayan olusum tiirii denklem elde edildi. Lump tipi
coziim algoritmas1 kullanilarak yeni denklemin (4.108)-(4.129) sonuclarina karsilik ge-

len (4.131) Lump tipi ¢coziimleri elde edildi. Elde edilen bu ¢oziimler yeni ¢oziimlerdir.

(241) boyutlu SK denklemi bir¢cok arastirmaci tarafindan ele alinmistir (Hong-Yan ve
Hong-Qing 2008, Wazwaz 2011, Shi ve Li 2012, Lii 2014, Jia ve ark. 2017, Huang ve
Chen 2017, Liu 2018). Hong-Yan ve Hong-Qing (2008) Lie simetri analizi yontemini
kullanarak denklemin Lie nokta iireteclerini elde ettiler ve tiretegler kullanilarak denkle-
min simetri indirgemelerini ve degismez coziimlerini elde ettiler. Elde edilen degismez
coziimler keyfi fonksiyonlar icerdiginden dolay1 direk yontemi kullanilarak denklemin
simetri doniisiimlerini elde ettiler ve bdylece sonsuz sayida ¢oziimler elde etmislerdir.
Wazwaz (2011) basitlestirilmig Hirota bilineer metodunu kullanarak denklemin ¢oklu so-
liton (N soliton) ¢oziimlerini elde etti. Shi ve Li (2012) bir yeni test fonksiyon yontemini
kullanarak denklemin dark soliton, periyodik soliton, ¢ift lineer soliton, ¢ift periyodik so-
liton, ii¢ farkl: lineer soliton ¢oziimlerini elde ettiler. Lii (2014) Hirota bilineer metodunu
kullanarak denklemin bir bilineer Biacklund doniisiimiinii elde etti ve Gauge doniisiimiinii
kullanarak denklemin yeni bir bilineer Backlund doniisiimiinii buldu. Bu bulunan yeni bi-
lineer Béicklund doniisiimiine perturbasyon teknigini uygulayarak denklemin soliton ¢6-
ziimlerini buldu. Jia ve ark. (2017) denklemin Hirota bilineer formunu elde ettiler ve elde
edilen bu forma Wronskiyen yontemini uygulayarak denklemin soliton ¢dziimlerini bul-
muglardir. Huang ve Chen (2017) denklemin Hirota bilineer formunu elde ettiler ve elde
edilen bu forma Lump ¢6ziim algoritmasini uygulayarak denklemin 6nce Lump ¢oziimle-
rini daha sonra ise etkilesim ¢oziimlerini buldular. Liu (2018) denklemin Hirota bilineer
formunu elde etti ve elde edilen bu forma Lump ¢6ziim algoritmasini uygulayarak denk-

lemin iki farkli etkilesim ¢oziimlerini buldu. Bunlardan ilki rasyonel fonksiyon ile siniis
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ve kosiniis trigonometrik fonksiyonlarini iceren etkilesim c¢oziimlerdir. Diger etkilesim
coziim ise rasyonel fonksiyon ile cift exponansiyel fonksiyonlarini iceren etkilesim ¢o-

zimlerdir.

Yapilan bu caligmalara bakildiginda o6zellikle Shi ve Li (2012), Li (2014), Jia ve ark.
(2017), Huang ve Chen (2017), Liu (2018) calismalarinda yazarlar ¢oziimler bulmak i¢in
denklemin kendisini degil de denklemin Hirota bilineer formunu ingaa ettikden sonra ¢6-
ziim agamasina ge¢mektedirler. Bu tez caligmasinda ise su ana kadar yapilan ¢aligmalarin
aksine denklemin Hirota bilineer formuna gereksinim duyulmadan ¢oziim asamasina di-
rek gecilmektedir. Ma ve ark. (2010) tarafindan kesfedilen ¢oklu exponansiyel fonksiyon
yontemini gelistirerek ve kullanarak denklemin bir soliton, iki soliton ve ii¢ soliton ¢o-
ziimlerine karsilik gelen (4.28), (4.30), (4.33) sonuglar1 elde edildi. Elde edilen bu sonug-
lar Wazwaz (2011) ve Lii (2014) calismalariyla karsilastirildiginda ayni sonuglar bulun-
mustur. Su 6nemli noktay: belirtmek gerekirse, Ma ve ark. (2010) tarafindan kegsfedilen
coklu exponansiyel fonksiyon yonteminin gelistirilmemis halini burada bahsi gecen denk-
leme uygulandiginda ozellikle iki soliton ve ii¢ soliton ¢oziimleri elde edilemez. Ma ve
ark. (2010) tarafindan bulunan bu yontemde bahsi gecen (4.29) iki soliton ¢dziim varsa-
yimini ve (4.31) ii¢ soliton ¢oziim varsayimini daha da genellestirerek denklemin soliton
cOziimlerine ulagmis olduk. Boylece yontem daha fazla lineer olmayan olusum tiirii denk-

lemlere uygulanma firsatina sahip olmus olur.

Ayrica bu tez calismasinda goz Oniine aliman denklemin soliton ¢oziimlerini bulmakla
yetinmedik gelistirilmis rasyonel fonksiyon metodunu kullanarak denklemin kompleksi-
ton ¢oziimlerine karsilik gelen (4.50), (4.51), (4.54), (4.55), (4.56), (4.57), (4.60), (4.61),
(4.62), (4.63), (4.66), (4.67), (4.68), (4.69) sonuclarin1 da elde ettik. Bu metodu kullan-
mak i¢in denklemin Hirota bilineer formunu elde ettik. Elde edilen bu sonuglar1 Shi ve Li
(2012) calismasiyla karsilastirildiginda sadece ii¢ tane sonug¢ ayni ¢oziimlere karsilik gelir
ve elde ettifimiz diger sonuglar yeni sonuglardir. Shi ve Li (2012) calismasinda &3 = 0
alinirsa bizim bu tez calismasinda elde ettigimiz (4.57), (4.63), (4.69) sonuclarla ortiig-

mektedir.
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Genellestirilmis KdV denklemi bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir (Marchant
2000, Wazwaz 2007, Miao ve ark. 2014, Wazwaz 2016). Marchant (2000) denklemin
niimerik ¢oziimlerini ve korunum kanunlarini elde etti. Wazwaz (2007) gelistirilmis tanh
fonksiyon metodunu kullanarak denklemin dark soliton ¢oziimlerini elde etti. Ayr1 Waz-
waz (2016) Hirota’nin basitlestirilmis metodunu kullanarak denklemin ¢oklu soliton (N
soliton) ¢oziimlerini de elde etti. Son olarak Miao ve ark. (2014) denklemin sadece Hirota
bilineer formunu elde etmislerdir. Denklemin Hirota bilineer formunu elde etmelerine
ragmen denklemin bilineer Backlund doniisiimlerini, Lax ciftlerini ve korunum kanunla-
rin1 elde edememislerdir. Bu tez ¢alismasinda ise en basit denklem metodunu kullanarak
denklemin ilerleyen dalga ¢oziimii, knoidal dalga ¢coziimii ve sinoidal dalga ¢éziimlerine
karsilik gelen (4.10), (4.12), (4.13), (4.14), (4.16) sonuglar1 elde edildi. Ustelik elde edilen
bu sonuglarla yetinmedik ve yeni test fonksiyon yontemini kullanarak denklemin ¢oklu
soliton ¢oziimlerine karsilik gelen (4.78), (4.80), (4.82), (4.84), (4.86), (4.88), (4.90) so-
nuglar elde edildi.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar Wazwaz (2007), (2016) calismalariyla karsi-
lastirildiginda (4.10) sonuglart cosh ve sinh hiperbolik fonksiyonlarini birlikte iceren yeni
etkilesim ¢oziimlerdir. (4.12) sonuglarina karsilik gelen tanh hiperbolik fonksiyon ¢éziim-
leri Wazwaz (2007) calismasinda elde edilen ¢oziimlerle ortiismektedir. (4.13) sonuclari
cosh, sinh, tanh ve sech hiperbolik fonksiyonlarini birlikte i¢eren yeni etkilesim ¢oziimle-
ridir. (4.14) sonuclar sirastyla @ — 1 ve @ — 0 iken sech hiperbolik ve cos trigonometrik
fonksiyonlarini iceren yeni ¢oziimlerdir. Benzer sekilde (4.16) sonuglart @ — 1 iken tanh
hiperbolik fonksiyonunu iceren ¢oziimler , Wazwaz (2007) ¢alismasinda elde edilen ¢o-
ziimlerle ortiismektedir. Son olarak hiperbolik, ¢ift eksponansiyel ve trigonometrik fonk-
siyonlarini iceren (4.84) sonuclari (4.78), (4.80), (4.82), (4.86), (4.88), (4.90) sonuclarini

da kapsayan yeni etkilesim ¢oziimlerdir.

(2+1) boyutlu kirilgan soliton denkleminin dncelikle Lie simetri analizi ve Lie simetri in-
dirgemeleri elde edildi. Daha sonra en basit denklem metodunu kullanarak denklemin iler-
leyen dalga ¢oziimlerine karsilik gelen (4.247), (4.249) ve (4.250) sonuclar elde edildi.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar Wazwaz (2010) calismasiyla karsilastirildiginda
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(4.247) sonuclar1 cosh ve sinh hiperbolik fonksiyonlarini birlikte iceren yeni etkilesim
coziimlerdir. (4.249) sonuglarina karsilik gelen tanh hiperbolik fonksiyon ¢éziimleri yeni
coziimlerdir. Son olarak (4.250) sonuclar1 cosh, sinh, tanh ve sech hiperbolik fonksiyon-

larim birlikte iceren yeni etkilesim ¢oziimlerdir.

Genellestirilmis (2+1) boyutlu Ito denkleminin 6ncelikle Hirota bilineer formu ve Wrons-
kiyen determinant sartlar1 elde edildi. Daha sonra Wronskiyen determinant algoritmasi
kullanilarak denklemin rasyonel, soliton, positon, negaton ve etkilesim ¢oziimlerine kar-
silik gelen (4.166), (4.170), (4.174), (4.182), (4.183), (4.185), (4.190), (4.191), (4.193),
(4.198), (4.199), (4.201), (4.214), (4.215), (4.216), (4.217) sonuglar1 elde edildi. Bu tez
calismasinda elde edilen sonuglar Adem (2016) calismasiyla karsilastirildiginda (4.166),
(4.170), (4.174) rasyonel ¢oziimler yeni ¢oziimlerdir. (4.182), (4.183), (4.198), (4.199)
sonu¢larina karsilik gelen tanh ve coth hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri yeni ¢oziimlerdir.
(4.185), (4.201) sonuglar1 cosh, sinh hiperbolik fonksiyonlarini birlikte iceren yeni etki-
lesim ¢oziimlerdir. (4.190), (4.191) sonuglarina karsilik gelen tan ve cot trigonometrik
fonksiyon ¢oziimleri yeni ¢oziimlerdir. (4.193) sonuglar1 cos, sin trigonometrik fonksi-
yonlarini birlikte iceren yeni etkilesim ¢oziimlerdir. Son olarak (4.217) sonuclari (4.214),

(4.215), (4.216) sonuglarin1 da kapsayan yeni etkilesim ¢oziimlerdir.
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